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El Cusso ComMPLETO DE MATEMATICAS PURAS comprende
las obras siguientes:

Elementos de Aritmética, con un nuevo metodo de cal-
cular los logaritmos de los 'nimeros enteros Y quebrados,
un Apéndice sobre las aproximaciones numéricas y una
Tabla de los principales sistemas de pesos, medidas y mone-
das; 1 tomo.

Elementos de Algebra, inclusa la teoria de la resolucion
de ecuaciones de dérden superior; 2 iomos. .

. Elementos de (Geometria; 1 fomo. . .

. Elemenios de Algebra aplicada & la Geometna, mclu-
sas las dos Trigonometrias, rectilinea y esférica, y la Geo-
metria de fres dimensiones; 2 tomos.
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Al Befor

DON JUAN ESTEVAN NAVARRO,
Protesor Ve Mntematicas en
ol Pustituto e Teres Ve li

‘ .{ll"xoutzta,

Al recordar la idea de poner vuestro nombre
al frente de la obra de los célebres matemaiticos
MM. Bourdon y Vincent, despertais en mi corazon
el vivo reconocimiento de que todo discipulo debe
estar penetrado hdcia su Profesor, como igualmente
la grata satisfaccion que me cabe en dedicaros una
obra tan digna ciertamente del celo con que traba-
jais por la instruccion de la juventud.



6

i Dichoso yo si despues de mis débiles tareas
he podido cooperar y contribuir de algun modo 4
los adelantos de ciencia tan bella como itil, y di-
choso tambien el discipulo que aprovechdndose de
las solidas ideas que enunciais desde vuestra Cite-
dra, pueda algun dia repetir tan noble ejemplo
con suma perfeccion en honra vuestra y utilidad
de nuestra magninima Nacion!

Entretanto dignaos recibir esta pequefia prue-
ba de homenaje y de la mas sincera amistad de
vuestro discipulo y atento servidor

Talisto SFernandes
Formentanp.



PROLOGO DEL TRADUCTOR.

“La rigueza material de una nacion es la in-
dustria. Las Matemdticas, primera y principal de
las ciencias exactas y positivas, son el unico me-
dio capaz de conducir directamente al hombre al

~ desarrollo de aquella. He aqul porque el Boletin
de Fomento en su introduccion al plan de ense- -
fianza de la Escuela.de Ingenieros de Caminos,
Canales y Puertos, dice muy bien que “el gran
» desarrollo y movimiento con que la industria y las
» artes enriquecen al mundo civilizado, se lo impri-
»men los hombres instruidos y versados en las cien-
~ »cias de aplicacion.” Y ¢ la verdad, si unicamente -
el cdlculo matemdtico es capaz de poner la inteli-
gencia del hombre al alcance de las teorias mas
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sublimes de la Fisica y de la Mecdnica, ; c6mo con-
seguir el poderoso desarrollo mecdnico sin el pro-
Jundo conocimiento de aquel, cuando dichas dos
ciencias lienen un influjo tan directo como indis-
pensable en la industria y las artes?

Forzoso es, pues, convenir con arreglo d este (
principio inconcuso en que para que la industria
de un pais pueda llegar progresiva y metddica-
mente d su perfecto y total desarrollo , es indis-
pensable el profundo conocimiento del cdlculo con
toda su estension en aquellos hombres que pues-
tos al frente de cualquier arte 6 manufactura, de-
ban mediante su inteligencia en el mecanismo de
las mdquinas y aparatos llevar d cabo con la ma-
yor perfeccion, sencillez y economia la empresa
artistica que les estdé cometida.

Una observacion ljera ¢ imparcial sobre los
adelantos de la industria y las artes en Inglaten-
ra, Francia y Alemania, relativamente compa-
rados con los muchos y grandes retrasos habidos
en Espaiia de bastante tiempo d nuestros dias,
bastard para convencerse intimamente-de la nece-
\sidad de las Matemdticas para los progresos de ln
industria y las. artes. Y si esto sucede en Espaiia,
st nuestra industria, é la sazon naciente , se halla
paralizada tal vez d causa de la escasez de obras
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elementales de Matemdticas puras, capaces de
poner los jovenes al .alcance del estudio de las
mistas, y de aqui,poder proceder con exactitud y
metodo d -obtener los pingiies y poderosos resul-
tados .de su influencia y - aplicacion & las artes,
J gue mayor prueba podriamos dar de decision €
interés por la prosperidad industrial de Espaia,
que ocuparnos en la traduccion de una obra tan
util € interesante por su estension, como por la
solidez, sencillez y exactitud con que estan trata-
das las principales ideas y cuestiones de las Ma-
temdticas puras?

Iritil seria ciertamente cualquier elogio en
obsequio al merito de las obras de MM. Bourdon
y Vincent , cuando la muliitud de ediciones hechas
en un corto espacio de tiempo, la undnime acep-
tacion que han tenido en los principales Colegios
de Francia tan luego como salieron d luz, y la
pronta adopcion del Consejo 6 Junta de Instruccion
publica para sus respectivas asignaturas, son prue-
bas harto convincentes del merito del Curso pe
MaTeMATICAS PURAS que ofrecemos d la juventud
estudiosa, pues no solo puede servir como auziliar
en las Citedras de primero y segundo aiio de
Filosofia, como ordena el plan. vigente de la
Direccion general de Estudios; sino que tambien
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presta nociones suficientes para prepararse ¢ la
admision de alumnos en las Escuelas especiales
de minas, puentes, caminos, canales, artillerfa,
zapadores., estado mayor, marina &c. &c.

Intimamente convencidos de la asidua aplica-
cion de aquellos jovenes que dedicados d estas car-
reras, han de ser un dia el sosten y apoyo de la
industria espaiiola, no hemos dudado el mas mi-
nimo instante en ofrecerles las solidas ideas de
.tan celebres matemdticos; y quedaremos satisfe-
~ chos si despues de sometida nuestra traduccion &
 una critica severa € imparcial, hemos podido ser
utiles 4 una parte tan interesante de la sociedad.

: xMédrid 12 de Diciembre de 1842.



FROLOGO DILH AYTOR.

El plan que me he propuesto al formar el pre-
sente Tratado de Aritmetica, es establecer metd-
dicamente la nomenclatura de los niimeros y el mo-
do de representarlos por medio de cifras ¢ guaris-
mos ; buscar en ‘esta representacion y en la natura-
leza de las operaciones & que pueden dar lugar,
procedimientos propios y capaces de investigar sus
resultados; considerar en seguida los nimeros de un
modo general ¢ independiente de cualquier sistema
de numeracion; penetrar, digdmoslo asi, en su in-
terior, d fin de descubrir en ellos las propiedades
relativas 4 su composicion y descomposicion; dedu-
cir de estas propiedades, bien sean métodos ¢ bien
modificaciones y medios para simplificar los ya co-
nocidos; y establecer finalmente, en cuanto sea po-
sible, reglas fijas para resolver toda clase de cues-
tiones ¢ problemas, teniendo en consideracion las
relaciones” que entre si ticnen las cantidades que
entran en su enunciado.
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He dividido esta obra en dos partes, y cada
una de ellas en cuatro capitulos.

La priMERA PARTE tiene por objeto el anilisis
de las cuatro reglas fundamentales, 1a suma 6 adicion,
sustraccion, multiplicacion y division. Asi pues, el
primer capitulo se ocupa de las operaciones de los
nimeros enteros; el segundo de las de los quebra-
dos, cualquiera que sea su naturaleza; el tercero y
cuarto, que no vienen 4 ser mas que una ampliacion
del segundo, se ocupan de los mimeros complejos ¢
mistos y de los quebrados decimales, 4 los cuales
sigue inmediatamente el nuevo sistema de pesos y.
medidas.

La secunpa paeTE abraza principalmente
aquellas teorias cuyas demostraciones exigen el uso
de diferentes signos para representar los niimeros y
las operaciones que sea indispensabie ejecutar con
ellos. Asi es que despues de haber dado & conocer
en una introduccion el uso de los signos y el modo
de calcular los nimeros indicados por letras, paso
d analizar la teorfa de los diversos sistemas de nu-
meracion , las propiedades que tienen relacion con
la divisibilidad de los niimeros, y aquellas que la
tienen con su composicion y descomposicion en fac-
tores. Retrocediendo despues 4 las materias tratadas
en los primeros capitulos, deduzco de sus propieda-
des modificaciones para el método de reduccion de
quebrados 4 un comun denominador y para el del
maiximo comun divisor de dos ¢ mas numeros:
desenvuelvo la teoria de los quebrados decimales ¢
fracciones periodicas .y las principales propiedades
de las continuas.
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Estas iltimas materias componen el capitulo
quinto. ' o

Los principios establecidos en la introduccion
4 la segunda parte me permiten trate en el capi-
tulo sesto de los modos de hallar la raiz cuadrada
y cibica de los nimeros, cuyas operaciones son -in-
dispensables para pasar de la Aritmética al estudio
de la Geometria. . - -

En el setimo capitulo me ocupo de las rela-
ciones y proporcionés, .y de sus aplicaciones 4 los
problemas usuales del comercio y del banco, esfors
zindome en manifestar todas las ideas claras y pre-
cisas sobre esta parte, que debe considerarse’,comq
una . de las mas importantes de las Matematicas.: .

En el octavo y ultimo capitulo hago una espo-
sicion completa de las principales propiedades de las
progresiones y logaritmos , tratando estos con ‘mu=
cho cuidado y estension, pues que por sus aplica-
ciones 4 las operaciones mas complicadas sirven de
mucha utilidad al calculador. o

La consideracion de los logaritmos de las frac-
ciones y la necesidad de espresarlos tan bien como
los de aquellos niimeros mayores que la unidad,
nos conduce naturalmente 4 los mimeros negativos
y al modo de usar de ellos en el calculo.

Doy fin d este capitulo con una aproximacion
establecida entre las diversas operaciones, dando
lugar 4 un nuevo modo de considerar los logaritmos,
que debiera ser una sétima operacion dela Aritmélica,

Por esta reseiia que llevo becha, podrd verse
que nada he omitido para hacer de mi obra un tra-
tado completo. : '
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Paréeeme, pues, conveniente que asi en esta edi-
cion como en las anteriores conteste & la siguiente
objecion que me ha sido presentada por algunos
Profesores: ; Por qué introducir en los ErLementos
DE ARITMETICA nociones que les son estraiias, y
que mas bien pertenecen al Algebra? Diré.en pri-
mer lugar, para justificarme, que aquellos autores
que han querido dar 4 conocer ciertas propiedades
de los niimeros, sin emplear los signos algebriicos,
no han podido presentarlos sino de un modo in-
completo y nada metddico; aun habiéndose visto
precisados 4 usar signos abreviados de las opera-
ciones aritméticas, cuando por el contrario el mé-
todo que yo he observado, me ha permitido esta-
blecer una verdadera relacion entre estas propieda-
des y sus mas importantes aplicaciones, Y en se-
gundo lugar, que estas propiedades, cuyo conoci-
miento es indispensable 4 cuantos quieran poseer &
fondo la Aritmética, no podrian entrar 4 formar
parte de los Elementos de Algebra, sin destruir la
relacion ¢ encadenamienito que hay entre las teorias
que constituye esta parte de las Matematicas.

Asi es que tan luego como en la primera edi-
cion del Algebra dediqué un capitulo para la es-
posicion de estas mismas propiedades , se me hi~
cieron varias observaciones sobre el particular ;
he aquaf como para conformarme con ellas, al publi-
car un Tratavo pe AriTMETICA me be ocapado en
esta parte de las Matemdticas de lo que general-
mente se reconoce como objeto suyo.

Afiadiré como tltima reflexion que estos Ele-
mentos estan destinados principalmente 4 aquellos
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jovenes que deben someterse 4 rigorosas prucbas,
¥y cuyos primeros pasos en la carrera de las ciencias
deben darse de un modo seguro y ventajoso. Por
lo tanto los principios fundamentales no podrin
menos de ser tratados con escesivo rigor.

Esta nueva edicion, asi como las cuatro que la
preceden, termina con un ApenpicE sobre las apro-
Zimaciones numeéricas, en cuya esposicion me he
ocupado al mismo tiempo que mi yerno M. Vincent,
profesor de Matemdticas del Real Colegio de San
Luis.

’
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ELEMENTOS

DE ARITMETICA.

.

PRIVIRA PARTE

LA i em—

INTRODUELIOY,

w 1. Magnitud 6 cantidad cs todo aquello que puede ser suscepuh!e
de aumento 6 disminucion. Por ejemplo; las lineas, lns superficies, et
ticmpo, los pesos, 'son magnitudes; lo mismo que toda coleccion ¢
reunion de objetos de igual naturaleza, como 4rboles, hombres, ca-
sas &c., pues que son susceptibles de aumento 6 disminucion. No
puede formarse idea exacta de una magaitud sino compnr:’mdo]a con
otra de la misma especie, la cual destinada 4 servir como término
de comparacion de todas las que son de su naturaleza, ‘se llama vni-
DAD, Asi cuando se dice que una ' pared tiene veinte varas de largo,
es porque se tiene idea de la unidad de-la longitud llamadavarae, y
jantamente suponemeos que despues de lmberla toma&o vémte ‘Veces

" sobre la pared se ha llegado 4 su fin. e
La unidad, en Matemaiticas, es una magnitud (le rualqwera e%=
pecxe, tomada arbitrariamente ¢ sacada de la misma naturaleza para
servir de término de comparacion & todas las de su clase: de donde
se deduce que hay tantas unidades diferentes, como especies de mag-

nitudes.
La unidad es arbitraria cuando la especie de magnitud 4 que per-
tenece puede variar en proporcion continua, es decir, que se la

2
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puede aumentar 6 disminuir cuanto se quiera, como una linei, un
tiempo &c.; por el contrario seri de Ja misma naturaleza que la
magnitad, siempre que esta se aumente 6 disminuya en proporcion
irregular y descontinua: tales son los diversos géneros de colecciones.
De ahi es que la unidad en un grupo de arboles tomado como mag-
nitud no puede ser mas que e d@rbol.

El resultado de la comparacion de una magnitud cualquiera con
la unidad 4 que pertenece, es lo que se llama n:mero.

Este puede ser enfero, quebrado y fraccionario, misto 6 complejo.

Se entiende por numero enfero el conjunto de unidades de una
misma especie: por ejemplo, wveinte reales, treinta libras, ocho, doce,
queince unidades de cualquiera especie son niinieros enteros.

Quebrado es toda magmtud que no llega 4 valer la unidad; y na-
mero misto, fraccionario 6 complejo es el que se compone de entero
y quebrado.

2. Adems4s el nimero puede ser concreto y abstracto: proviniecndo
la primera de estas denominaciones de aiiadir al namero la palabra
que designa la especie de magnitud de que se trata: asi cinco varas,
quince horas, seis leguas, son nameros concretos.-Dimana la segunda
de no poder formarse idea del nimero que se pronuncia, si no nos pre-
sentamos una unidad de cierta especie con la cual se compare la mag-
nitud de la misma; y como el entendimiento que poco 4 poco se va
acostumbrando 4 las abstracciones, llega 4 figurarse una coleccion
cualquiera de objetos scmejantes; en da que cada uno de ellos es la
unidad, resulta que en este caso la tal coleccion recibe el nombre de
numero abstracto, puesto que al anunciarla se ha hecho abstraccion
de la especie de unidad 4 que corresponde. Este es, pues, el punto
de vista bajo el cual deben considerarse los numeros en la esposicion
de ‘los procedimientos relativs -4 las operaciones que ‘sea necesario
efectuar con ellos, si semejantes procedimientos se.ban de. establecer
de un modog tal, que sean capaces de aplicarse & todos los problemas
poslbles, e . . .

- + ... .. DE LA NUMERACION,

Sy

.3, KL ob;cto ds las pmmeras investigaciones sobre los nimeros
debc haber sido necesariamente el darles nombres faciles de retenerlos;
pero como hay una infinidad dé niimeras, pues que cada uno de ellos:
estando ya formado puede ser una unidad mas, la cual da lugar &
otro numero susceptible de ser aumentado tambien en una unidad,
ha sido necesario .inquirir un medio de espresarlos todos con ur I~
milada sistema de palabras comébinadas entre sié de un modo conce-
nicnte. Tal es el objeto de la jon habluda

Ademas, como las palabras que forman la nomenclatura de los

nimeros estan por lo general compuestas de sonidos variables en los
diversos idiomas, bha sido preciso inventar para reemplazarlas una
escritura abreviada y mas general, con cuyo auxilio pueda el enten-
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dimiento comprender con facilidad é independencia del lenguaje ver-
bal los razonamientos que es indispensable hacer para descubrir las
propiedades de los nimeros 6 las leyes de su combinacion. Este es el
fin de la numeracion escrita, que consiste en representar los nime-
ros por medio de una porcion limitada de GARACTERES G CIFRAS.

4. NUMERACION HABLADA.— Aunque la nomenclatura de los ni-
meros es generalmente conocida de lps jovenes para quienes se es-
criben estos Elementos, no obstante nos parece conveniente esponer
un sucinto pero razonado analisis de ella. , -

Los primeros nimeros son : #no (6 la misma unidad considerada
como numero), dos (6 la unidad mas la unidad), Zres (6 dos uni-
dades mas una unidad), cuatro, einco, seis, siete, ocho y nueve.

Afadiendo al numero nueve una unidad se forma el diez, que
Ya se considera como una nueva especie de unidad llamada decena 6
unidad de segundo drden; al contrario de la unidad primitiva que
se llama un/dad simple 6 de primer érden. Lo mismo se cuentan las
decenas gue las unidades: asi se dice, una decena, dos decenas, tres
decenas, cuatro, cinco, seis, siete, ocho y nueve decenas; 6 de otro
modo, diez, veinte, treinta, cuarenta, cincuenta, sesenta, setenia,
ochenta y noventa. Entre diez y veinte hay nueve nameros, que son
diez y uno, diez y dos, diez y tres , diez y cuatro, diez y cinco, diez
Y Sseis, diez y siete, diez y ocho, y diez y nuece; mas en lugar de
las cinco primeras espresiones se usa de las palabras propias once,
doce, trece, catorce, quince.

Entre veinte y treinta hay tambien nueve nameros que se espre-
san asi: veinte y uno, veinte y dos, veinie y tres, veinfe y cuatro,...
weinte y nuece *. Por este mismo 6rden podrin espresarse todos los
nuameros que hay hasta noventa y nueve.

Si 4 este ultimo nitmero se le aumenta uno, equivaldrd & diez
deécenas 6 al nimero ciento, que ser4 una nueva especie de unidad
llamada centcna 6 de tercer érden; cuya especie de unidades se con-~
tarin comolas simples y primiticas 6 decenas. Asi pues, ciento,
doscientos , trescientos, cualrocientos, quinientos, seiscientos, sete-
cientos , ochocientos, novecientos, espresan colecciones de una, dos,
tres, cuatro,.. nueve centenas. Colocando sucesivamente entre las pa-
labras ciento y doscientos, doscientos y trescientos ,... ochocientos y no-

Para mayor claridad hemos usado de las palabras veinfe y
uno, veinte y dos, veinte y ires,.. &c., separadas con. la conjun-
cion y, pero en adelante conforméindonos con las ultimas disposicio-
nes de la Academia y con el uso ya bastante generalizado, las escri-
biremos juntas diciendo, veintiuno, veintidos, veintitres, veinticualro,
weinticinco, wveintiseis, veinlisicle, veintiocho y veintimeece. EL TRa-
DUCTOR.

.
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vecientos, y despues de esta ultima las que designan los nimeros com-
prendidos desde uno hasta noventa y nueve, se habrin formado los
nombres de todos los nameros que hay entre ciento y novecientos no-
venla y nueve.

Nétese que en los enunciados de los nimeros hasta aqui referidos
no hemos empleado mas que las palabras genéricas, uno, dos, tres,
cuatro, cinco, seis, sicte, ocho, nuece, diez, veinte, lreinta, cuarenta,
eincuenta, sesenta, selenta, ochenta, noventa y ciento, sin hacer uso
de las particulares que median entre diez y veinfe, por sobreenten-
derse y no ser muy rigorosa su cita.

Aifadiendo uno al namero nocecientos noventa y nucce, resultars
el numero mi/, que equivale 4 la unidad de millar 6 de cuaito or-
den. Hallado ya este nimero, 4 fin de no multiplicar mucho las
palabras, se conviene en reconocerle como unidad principal, 4 cuya
continuacion podran ailadirse todos los nombres de los nameros desde
uno hasta novecientos noventa y nueve. Asi se dira, mi?, dos mil,...
nueve mil, diez mil, once mil,... veinte mil, veintiun mil,... treinta
mil,... cien mil, doscientos mil,... novecientos noventa y nueve mil.

La decena de millar equivale 4 la wnidad de quinto drden y la
centena 4 la de sesto érden.

Poniendo despues de la unidad de cuarto érden todos los nom-
bres de los ntimeros inferiores 4 m//, podran enunciarse y se tendrin
formados todos los que hay hasta novecientos noventa y nueve: mnl,
novecientos noventa y nuece.

Este ultimo namero aumentado de uno da por resultado diez cen-
tenas de mil 6 mil de mil, cuya coleccion recibe el nombre de milfon;
por el mismo consiguiente una coleccion de mil millones se le llama
billon 6 millar de cuento, de mil billones trillon, y asi sucesivamente.
Lo mismo se cuenta por millones, billones &c., que por mil; de modo
que en afladiendo 4 las palabras genéricas anteriormente citadas las
de millon, billon, trillon, cuatrillon, quintilon &c., se tiene for-
mada la nomenclatura de todos los nimeros enteros imaginables.. '
—~ 5. NUMERACION BSCRITA.—Por mas sencilla que fuese }Ja nomen~
clatura de los nameros, bastantes dificultades habrian de esperimen-
tarse en la combinacion de dos 6 mas ntimeros considerables, 4 no
poseer un medio sencillo y abreviado de espresarlos. Por esta razon,
4 poco que se medite, podra comprenderse facilmente dicha nomen-
clatura. En efecto, obsérvese que entre las palabras empleadas para
enunciar los nameros, tales como uno, diez, ciento, mil, cien mil,
un millon, dos millones, las unas espresan las unidades de varios 6r~
denes, y las otras, como uno, dos, tres,.. nueve, esplican ctuintas
veces cada una de estas clases de unidades entra en un numero. ¢

Esto supuesto, si convenimos en representar los nueve nimeros
primeros por los caracteres 6 clfras

1’ ’2’ 37 4. s’ 6, 7’ 8’ 9'

uno, dos, itres, cualro, einco, seis, siete, ocho, nueve,
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toda’ la dificultad quedaré reducida 4 hallar un medio de representar
con estas cifras los varios 6rdenes de unidades que contenga el nu-
mero propuesto. Luego en estableciendo por base este principio con-
vencional, 4 saber, que foda cifra puesta 4 la izquierda de otra es-
presa unidades de un orden superior d las de aquella, 6 con otros
términos, que cuando muchas cifras estan escrilas unas d conti-

* nuacion de otras, la primera de la derecha espresa unidades simples,

Ia que le sigue inmediatamente d la izquierda, unidades de decenas
O decenas simplemente, la tercera de derecha ¢ izquierda centenas,
Ia cuarta unidades de millar, la quirtia decenas de millar,.. se con-
cibe facilmente que bien se podran representar todos los numeros por
medio de dichos caracteres.

Asi. si quisiésemos representar el numero frescientos setenta Y
nueve, no tendriamos mas que hacernos cargo de que se compone
de 9 unidades, mas 7 decenas, mas 3 centenas, y segun lo dicho su
espresion caracteristica seria 379.

Del mismo modo el numero wveintiocho mil doscientos cuarenta y
siete que se compone de 7 unidades, 4 decenas, 2 centenas, 8 millares
y 2 decenas de millar, se representara por estas cinco cifras, 28247.

Uso de la espresion 0.— Hay niumeros que no pueden represen—
tarse sin hacer use de las nueve cifras arriba espuestas. -

Supongamos que se quicren escribir los nameros diez, veinie,
treinta,... ochenta, novenia: cstos naimeres no contenicndo en su es—
presion ningunas unidades simples, ha sido necesario inventar una.
cifra que no teniendo valor propio, se le destina 4 ocupar las unida~
des del 6rden que falta en la espresion.del nimero: esta cifra es o,
que se pronuncia cero, y usando de ella, los nameros diez, veinte,
treinta &c. sc¢ escriben asi: 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90.

Por el mismo estilo, los numeros. eiento, descientos, trescien—
fos &c... que no contienen ni unidades simples ni decenas, se escri-
ben de este medo: 100, 200, 300, 400,... 900.

- En general la espresion cero, que no tiene valor propio, sirve para
ocupar el lugar de los diferentes 6rdenes de unidpdes que pueden fal-
tar en la enunciacion del namero que se quiere representar.

Las otras. cifras {lamadas significativas tienen dos valores, uno
absolufo, que no es otra cosa mas que el valor de la cifra aisladamen~
te considerada, y el otro relativo, que es el valor que adquiere por el
lugar que ocupa 4 la izquierda de las otras cifras.

Luego si consideramos que todo niimero se compone de unidades,
decenas, centenas &c., que la coleccion de unidades, de cada 6rden es
todo lo mas igual 4 nueve, y que en caso en quc el numero esté pri-
vado de algun 6rden, hay una cifra destinada para ocupar su lugar,
nos convenceremos de que no hay numero entero que no pueda ser
representado por los diez caracteves 1, 2, 3, 4,5,6,7,8,9, 0.

Asi pues, el namero doscienfos ocho nu'l diez y nuece, que consta
de 9 unidades simples, 1 decena, 8 unidades de millar y 2 cenfenus
de millar, pero que no tiene ni cenfenas, mi decenas de millar, bas-
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tard para su repi'eseutacio'n usar de los caracteres 9, 1, 0,8, 0,2,
, puestos & continuacion unos de otros de derecha 4 1zqu1erda, y

serd 2080 19.

El numero treinta y seis billones quinientos millones veinte mil
cuatrocientos siete, que contiene 7 unidades simples, 0 decenas, 4 cen-
tenas; O unidades de millar, 2 decenas de millar, 0 centenas de mi-
lar; 0 unidades de millon, 0 decenas de millon, 5 eentenas de mi-
llon; 6 unidades de billon y 3 decenus de billon, estara bien r(.pre-~
sentado por 36500020407 *.

El sistema que acabamos de esplicar se llama sisterna decimal,
porque en €l se necesitan diez unidades de cierto 6rden para formar
una del 6rden superior, y porque diez son las cifras 6 caracteres que
se emplean para representar todos los nimeros; siendo el de diez la
base de dicho sistema.

6. Hagamos ahora una observacion importante: resulta de la no-

* Adviértase que ¢l autor en la cantidad 36500020407 pasa de
las unidades de millon 4 las de billon,.lo cual proviene de que los
franceses en el sistema de numeracion no hacen uso mas que de’
periodos de tres cifras. Mas como nosotros contamos por periodos de
seis, dividiendo cada uno en dos 6rdenes, nos paru:e ser.‘a de mucha
utilidad la siguiente térmula: s

s B S MS MS
A P TN, Tl PN P . )
cdu cduw cdu cdu cdu ‘cdu cdu. !

Las letras pequeiias udc representan las palahraq genéricas, unida-
des , decenas, centenas. La letra .S espreea las unidades QImples, M los
mlllares S’ las unidades de millon, M’ los millones, §/ las unidades
de billon, B los billones, y $’// las unidades de trillon. Asi se dira:
unidad, decena y centena, unidad de millar, decena de millar y:
centena de millar: pasando &4 § /, serd unidad de millon, decena de
millon y centena de millon, unidad de millar de millon, decena
de millar de millon y centena de millar de millon: pasando & S8, sera
unidad de billon, decena de billon y cenlena de billon, unidad de
millar de billon, decena de millar de billon y cenicna de millar de
&illon: por ultimo en S’/ diremos, unidad de trillon, decena de
trillon y centena de trillon. Luego el ntmero ocl:ocientos noventa y
cinco trillones, setecientos weinticuatro mil billones, trescientos cinco
billones, seiscieros diez 'y nueve mil millones, doscienios millones,
quinientos il Irescienlos cuarenla y siele estara bien representado
por la-cantidad 895,724305,619200,500347. ErL TRADUCTOR.



\

DE ARITMETICA. ' 23
menclatura que todo numero escrito en cifras se divide en centenas,
decenas y unidades simples; en centenas, decenas y unidades de millar;
en centenas, decenas y unidades de millon &c.; es decir, en periodos
de unidades simples, de millar, de millon, de billon, espresindose
cada uno de ellos por medio de fres cifras, escepto el ultimo, que
es el de mas valor, y puede constar no mas que de dos y aun de una
sola. Acostumbrado ya 4 escribir periodos de tres cifras, bastars es-
cribir sucesivamente y por su ¢6rden de derecha 4 izquierda los de
las unidades, los de los millares, los de los millones, billones &c.

Tambien . se puede principiar por la izquierda, esto es, escribir
en primer lugar el periodo de unidades mas crecidas, y d su derecha
Jos demds periodos por drden respectivo de sus unidades. Asi es como
podran representarse ficilmente los numeros enunciados en lenguaje
vulgar, y que no estan escritos con todas sus letras; mas es neceésario
tener mucho cuidado de no omitir los ceros destinados 4 ocupar el lu-
gar de las unidades que faltan, en lo que no podra ocurrir mucha
dificultad, haciéndose cargo de que cada periodo, escepto el primero
de la izquierda, debe constar de tres cifras.

Sea por ulumo e)emplo el numero cuatrocientos seis billones
veintiocho mil, entos cincuenta mil cuarenta y ocho. Escri-
base, pues, 4 la izquierda el periodo de los billones, y 4 la derecha
de este los demas periodos hasta llegar 4 las unidades de primer dér-
den, y resultara que representado en cifras es 406,028,250,048.

7. Sobre la observacion que precede esta fundado el modo de tra~
ducir al lenguaje vulgar cualquier namero escrito por medio de ci~
fras, que consiste en dividir e/ niimero en periodos de tres cifras
comenzando por la derecha, y despues traducirlos al lenguaje comun
dando principio por la izquierda, cuidando de darle ¢ cada uno el
valor que espresan los caracteres que le componen.:

Asi el namero 70,345,601, dividido como se ha dlcho, seé ve que
en lenguaije vulgar espresa la canhdad de setenta miLLONES, lre.mena
tos cuarenta y cinco MIL, seiscientos uno.

Del mismo modo el namero 5,302,400,056,702 espresa la can~
tidad de cinco TRILLONES, frescientos dos BILLONES, cuatrocienlos Mi-
LLONES, cincuenta y seis MIL, selecientos dos.

- 8. Falta, pues, para presentar en toda su latitud la leor(a de los
nameros, el indicar el medio de escribir por cifras las fracciones o
quebrados; pero antes de dar este paso es indispensable formarse una
idea clara y exacta de esta clase de nimeros, cual se les considera en
Aritmética.

Supongamos que se quiere medir /a lon'nlud de una pieza de tela:
Para esto elijase la unidad de medida de la longllud llamada vare, y
tomandola una, dos, tres, cuatro veces, en una palabra cuantas sea
posible sobre el largo de la tela, se podran hallar dos resultados, que
son: 6 despues de tomada dicha unidad de medida cierto numero de
veces, por ejemplo 15, no queda nada; 6 hien podra quedar un resto,
menor que la vara. En el primer caso la pieza contendrid 15 varas
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que es un nimero entero, y en el segundo habré que afiadir & dicho
nimero de varas la fraccion 6 parte de vara que ha quedado. Pero
ic6mo valuar esta parte? ;c6mo compararla con la unidad? Muy
facilmente: concibase la.unidad de medida dividida en dos partes
iguales, 6 lo que es lo mismo, en dos mifades, y si ¢l resto es igual &
una de ellas, se dira que la pieza en cuestion tiene 15 varas-y media
de longitud.

Si el resto que ha quedado es menor 6 mayor que la mitad de la
vara, se concebira 4 esta mifad dividida en otras dos partes iguales
Hamadas cuartas, y si entonces una 6 tres de ellas se contienen exac-
tamente en el resto, se dird que este es igual 4 una cuarta 6 4 tres
cuartas de vara.

En vez de estar dividida la unidad en dos 6 en cuatro partes igua-
les, puede estarlo en #res iguales tambien, y entonces estas partes se
Namardn Zercias, 6 en cinco y se nombraran ‘quinfos, 6 en seis y se
denominaran sesfos, y asi sucesivamente. Demos por supuesto para
fijar las ideas, que la vara se divide en treinfa y seis partes iguales,
y una de ellas esta exactamente contenida siefe veces en ¢l resto ha-
llado, se dira entonces que es igual & sicte veces la trigésima sesta
parte de vara, 6 lo que es lo mismo, & siefe pulgadas, y por tanto
toda la pieza tendra 15 varas y 7 pulgadas.

De aqui se deduce que para formarse una idea clara c]c una frac-
cion de unidad de cualquier especie, es necesario concebir la unidad
dividida en un mimero enfero de partes iguales, y de ellas tomar una,
dos, tres, cuatro,.. y su conjunto formara lo que propiamente se
Hama fraccion 6 quebrado. Asi el enunciado de una fraccion comprende
dos numeros enteros, 4 saber : el que designa en cudnlas partes iguales
esta dividida la unidad, se llama DENOMINADOR, y el que senala
cudntas de estas partes forman la fraccion, se le da el nombre de
NUMERADOR; y por tanto cinco oclacos de vara, frece veinlacos de
libra son quebrados. En el primer caso se considera la vara dividida
en ocho partes iguales llamadas ocfacos, y de cllas' se toman cinco;
ocho es el denominador y cinco el numerador; y en el segundo caso la
libra se supone dividida en weinie partes iguales llamadas ve/niacos,
v de ellas se toman #rece: veinte es el denominador y Zrece el nu-
merador.

Resulta de aqui igualmente que toda fr'u'cmn es una magnitud
comparada  con una parte de la unidad principal, parte que puede
considerarse como una cspecie de unidad secundaria. Asi pues, el
qucbrado frece veintacos de vara estando compuesto de trece veces la
veinfava partc de una vara, este veinlaco es una unidad particular
que la fraccion propuesta contiene frece veces. Luego dos fracciones
cualesquiera seran de una misma eepecie, siempre que sus denomina-
dores sean iguales. Por cjemplo, cinco dozawos, siete dozavos, once
dozacos, son quebrados de una misma especic; mas no lo seran fres
cutartos y dos tercios, cuyos denominadores son diferentes.

Para espresar las fracciones se ha convenido en pener el numera-
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dor encima del denominader, interponiéndoles una linea 6 raya. Asi

i 3
el quebrado #res cuartos,: en caracteres numéricos equivale 4 —4—;
del mismo modo, sicle dozavos se espresa por o veintitres., trem-

ta y cincoavos —.

35

. 7 13 47
Y reciprocamente,

8’15 72

oclavos , trece quinzavos, cuarenta y siete sefenta y dosavos. Para
enunciar una fraccion se nombra primero el numerador, y despues
el denominador, aiiadiendo al fin la particula avo *.

9. Las primeras necesidades, del hombre social le conducen 4 cada
ingtante 4 resolver cuestiones que le-obligan 4 combinar dos 6 mu-
chos nimeros de una misma naturaleza 6 difercntes, Estas combina~
ciones , pues, constituyen las operaciones de la Aritmetica 6 el cdlculo
numerico; y 4 fin de darlas 4 conocer vamos & proponer algunas
cuestiones relativas al comercio.

PRIMERA CuESTION. —Cierto mercader ha vendt'do G una persona 5

_— representan los quebrados siete

2 1 3
varasy — detela, d otra ] varasy ——, y d la tercera 12 varas y —
73 J’ 2 x 4

de la misma tela: se qwerc sabcr el numero total de varas ven-.
didas.

Para esto serd necesario reumir los ires numeros de. varas vendi-
das en uno solo; 6 deotro modo, hacer la aniciox de dichos tres nu-
meres compuesios de ‘enteros y quebrados.

2.2 culsrwN.'—Estos' tres nimeros de varas se han tomado de

. ° .
una picza cuya longitud total era de 30 varas y -—5— el mercader
quiere saber qué tela deberd quedarle.

Para ello busquese la diferencia que hay cntre el numero 30 30

que espresa el valor primitive de la pieza y ¢l nimero total de las
varas vendidas , es decir, que serid necesario sustraer el segundo ni-
mero del primero.

3.2 cuestion.—Una persona ha comprado ‘48 wvaras de cierto ge-
nero & razon de 25 reales la vara: se pregunta cudnto le ha cos-
tado el numero total de varas.’ ‘

.

Se esceptuan de esta regla los quebrados cuyos denominadores
son 2,3, 4,5, 6, 7, 9 y_ 10, pues para enunciarlos se dice, me-
dios, tcrcios, cuartos, quintos, sestos, sclimos, nocenos y dcciinas.
Evr tRADTCTOR,
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Bien claro esti que para obtener el resultado no habri mas que
tomar 48 veces 25 reales, @ obtener un resultado de 48 numeros
iguales 4 25 reales. Esta operacion se llama MULTIPLICACION, y no es
mas que una especie de adicion : consiste en formar el conjunto de
varios nimeros iguales.

Veamos la misma cuestion, cambiados los valores de los ntimeros
6 datos del problema.

L'na persona ha compradoﬁ varas de cierto géncro 4 razon

de 20 reales la vara: se pregunta cudnto deberd pagar por los i%

de vara. . 17 4 :
Facilmente se concibe que si la vara cuesta BT reales , 1g Varas

que no viene & ser mas que una tercera parte de la vara, costarida

tercera parte de % reales , designada por 1—45 , es decir, que para ob-
1
20
ya operacion se llama multiplicacion de quebrados. Llamasele asi por-
que la cuestion 4 que da lugar es absolutamente la misma, con corta
diferencia en cuanto 4 los dafos , como cualquier otra que condujera
4 una multiplicacion de niimeros enteros.

A primera vista se comprende que la palabra multiplicacion , de-
signada para espresar una idea d¢ aumento, no parece propia para
representar una operacion que consiste en tomar de un namero una
parte indicada por una fraccion. .Pero se ha hallado un medio de
unir la multiplicacion de los niumeras enteros con la de los quebrados,
diciendo que multiplicar un numero cualquiera que sea por oiro,
es hallar otro tercero que sea respecto del primero lo que el segundo
es respecto de la unidad. Si ambos numeros son enteres, se ve por
esta definicion. que basta tomar el primero tantas veces como unidades
hay en el segundo; y si por el contrario son quebrados, se debe to-
mar del primero una parte indicada por el segundo.

4.* cuestioN. Una persona ha comprado 12 wvaras de género,
mediante la suma de 84 reales: j& c¢6mo le ha costado cada vara?

Se ve, pues, desde luego que si este precio fuese conocido, to-
mandolo 12 veces 6 multiplicindolo por 12 deberia dar un resultado
igual 4 84 : la cuestion se reducé por consigniente 4 hallar un tercer
niimero que multiplicado por el segundo 12, reproduzca el prime-
ro 84. Esta operacion se llama pivision. )

Para aclarar cl sentido de esta denominacion, que indica la se-
paracion de un namero en partes iguales, supongamos que la suma
de 84 reales se quiere dividir igualmente entre 12 personas. Claro es
que si la parte de cada una de ellas estuvicse conocida, multiplican-
dola por 12, el resultado debiera ser 84. Luego dividir un numero 84

7
tener el resultado de la cuestion es preciso tomar los 1—42- de —; cu~
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en tantas partes iguales como unidades contiene el numero 12, y
buscar otro tercero, que multiplicado por un segundo 12, reproduz-
ca el primero 84 , son dos operaciones idénticas.
Veamos la misma cuestion con valores fraccionarios.

5 19
Un& persona ha comprado 3 devara por la suma de % de real:
se pregunta cudl es el precio de la vara. '
En este caso la cuestion queda reducida 4 hallar un namero tal,

5
que en tomando los ry 6 multiplicandolos por ellos resulte la frac-
19 ‘ : : .
.cion 20 Deber4 por lo tanto efectuarse una division en el sentido que

se le acaba de dar 4 esta palabra, y no en el de una separacion en
partes iguales.

Muchas cuestiones podnamos citar, en las que fuese indispensable
el uso de las cuatro operaciones ya vistas; y supuesto que ellas se pre-
sentan 4 cada paso en las circunstancias de la vida, forzoso sera co-
nocer medios de ejecutar las operaciones que su resolucion exige. :

La ARITMETICA tiene por objelo especial establecer reglas fijas y.
ciertas para efecluar con los numeros todas las operaciones posi-
bles. Esta primera parte de las Matematicas' comprende una porcion
de propiedades descubiertas. en las investigaciones hechas para bl!&-/
car dichas reglas y facilitar su aplicacion. Vamos, pues, 4 esponerlas
en su 6rden respectivo, refiriéndonos 4 lo que dijimos en ¢l n° 2,
que para tratar las reglas como independientes de las diversas cspecies
de cuestiones, es muy util considerar los nameros como abstractos,
sin que por esto dejemos de hacer uso de los nimeros concretos en
aquellas cuestiones cuyo objeto es el de familiarizar 4 los. principian-
tes con los procedimientos que conducen 4 su resolucion ".

A fin de proceder con método, nos ocuparemos antes de todo en
esponer las reglas de las operacienes que se han de hacer con los
nimeros enteros.,

'
3

De aqui en adelante- usaremos de la palabra problema en lugar
de cuestion , por ser término mas propno de las Matemiticas que este
éltimo. EL TRADUCTOR.

i
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CAPITULO PRIMERO.

Operaciones de los mimeros enleros.

DE LA SUMA 6 ADICION.

t 10. Adiadir 6 sumar muchos niimeros entre si es reunirlos en
uno solo, 6 mas bien, es formar un nimero que contiene lantas
unidades como hay en dichos niimeros considerados scparadamente.

Fl resultado de esta operacion se llama suma 6 fotal.

La adicion de los nameros de una sola cifra es bien facil, y los
jovenes en su infancia aprenden 4 hacerla con el auxilio de los dedos
¥ la conservan grabada en su memoria.

Asi si se quieren sumar los nimeros 5, 7, 4, 8 y 6 se dira: 5y 7,
son12 ", y 4 son 16 y 8 son 24,y 6, 30: luego 30 es la suma
pedida. ' :

Del mismo modo se hallard que 42 esla suma de los nume-
ros 7,6,5,8,7,9. "

Esempro 1.°—Se quiere saber el total de la adicion de los nime~
ros 7453 y 1534. ‘

Despues de escritos los niumeros como 4 continuacion se ve 7453
y haberlos rayado por debajo, se dice comenzando por 1534
las unidades simples, 3 y 4 son 7, cuyo resultado se colocara ggg7
bajo la columna de las ur\l‘idades. /

/ /

El uso de los dedos para obtener el nimero 12 supone las adi-
ciones sucesivas de una unidad.. Asi se dice, 5 vy 1son6,y 1,7
y 1, 8... &c., siguiendo este 6rden hasta haber afladido 4l 5 todas las
unidades del numero 7.

En general es diticil establecer las operaciones del entendimiento
que conducen al resultado de estas adiciones elementales, y hasta
cierto punto puede asegurarse que cada cual tiene un medio mas 6
menos sencillo de obtenerlo.
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.- Pasando 4 las decenas, 5 y 3 son 8, que se colocard bajo la se-
gunda columna correspondiente 4 las decenas.

A continuacion, 4 y 5 son 9: coléquese bajo la ‘columna corres-
pondiente 4 las centenas.

Por ultimo, 7 y 1 son 8, que se escribird en la correspondiente
4 los miles 6 unidades de tercer 6rden.

El nimero 8987 hallado mediante esta operacion es la suma de
los dos nimeros propuestos, pues.encierra en si las unidades, dece-
nas, centenas y miles que se han adicionado sucesivamente.

Esempro 2.°— Se quieren sumar los cuatro numecros 5047, 859,
3507, 846.

Escritos como en el anterior e]emplo se principiar 5047
por las unidades diciendo: 7 y 9,16 y 7,23 y 6, 29; 859
las 9 unidades simples se colocan bajo su columna corres- 3507
pondiente, y se reservan las dos decenas para aiiadirlas 4 846

las cifras de la columna siguiente que representa las de-
cenas.

Pasando 4 esta columna, diremos: 2 de reserva y 4 son 6y 5, 11
y 4, 15: escribase 5 bajo la columna de las decenas, reservando 1 cen-

» que debera unirse 4 la columna de su 6rden.

' Haclendo igual operacion con esta columna que con las anteriores
sc obtendrin 22 centenas, escribicndo 2 de ellas bajo la columna 4
que corresponden, y reservando 2 unidades de millar, que deberan sér
incorporadas 4 la columna de su grado.

Por ultimo, 2 reservadas y 5 son 7, y 3, 10; el 0 se colocari bajo
la columna de las unidades de millar, y el 1 ocupara las decenas,
resultando por suma el namero 10259.

REGLA GENERAL. Para anadir 6 sumar los numeros entre si, se
colocardn unos detajo de los otres , de modo que las unidades de un
mismo drden ocupen una misma columna vertical, y en seguida se
rayardn por bajo con una linea. Aiddanse sucesivumente las ci-
fras que componen cada una de las columnas, principiando por
las de las wnidades simples y pasando en scguida & las columnas
situadas & la izquierda por el 6rden en que estan escrilas. Escris
base bajo la lnea la suma de cada columna, si estd espresada por
una sola cifra; pero si pasan de 9 (en cuyo caso la representan
-muchas de las que la primera d la derecha indica unidades de esta
columna , y las de la izquierda decenas del mismo drden), sc es-
eribird solamente la cifra de las unidades por debuajo de su colum-
na, reservando las decenas para afiadirlas 4 la inmediala de la
izquierda. Hecha la misma operacion con las demds columnas ,ten-
dremos bujo la linea ‘divisoria la SUMA PEDIDA , pues dicho resul-
tado contiene las umdades, decenas, centenas &c. de los numeros
propuestos.

11. Nora. -— Si la suma de las cifras contenidas en cada colum-
na es todo lo mas igual 4 9, sera indiferente comenzar la operacion
por la columna de las unidades simples, 6 por las de mas alto grado.

10259
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Pero como muchas de estas sumas suelen ser mayores que 9, si se
empicza por la izquierda, podrad acontecer que retrocedamos para
rectificar una cifra ya escrita,, aumentindola en tantas unidades como
decenas de las unidades de la siguiente columna se hubieran obtenido
operando sobre clla. Por eso conviene en todos los casos comenzar por
la derecha mejor que por la izquierda. -

DE LA SUSTRACCION.

12. El objeto de la sustraccion es hallar el esceso de un nimero
sobre olro mas pequerio. Este esceso se llama resto 6 diferencia.

Puede -por lo tanto definirse la sustraccion una operacion cuyo ob-
jeto es este: Dada la suma de dos nimeros y uno de ellos, hallar el
ofro: bajo este punto de vista la operacion de que hablamos es opuesta
4 la adicion.

Cuando los niimeros propuestos no sé componen mas que de una
cifra, la sustraccion es bien facil. Asi la diferencia de 9 sobre 6 es 3,
6 bien, quitando 6 de 9 quedan 3. Del mismo modo si de 7 se quitan 5,
quedan 2. .

Tambien es ficil sustraer un namero de una sola cifra de otro ma-
yor , siempre que el residuo ne tenga mas que una sola. Asi si de 13
se quitan 7, quedan 6, porque 7 y 6 componen 13: del mismo modo
si de 17 se quitan 9, quedan 8, pues8 y 9son 17..

Estas operaciones que tan solo suponen el ejercicio de la memoria
sobre la adicien de los niimeros de una sola cifra, van & servirnos de
base para la sustraccion de los. niameros que se componen de muchas.

PRIMER EJEMPLO.—Se quiere sustraer de 8789 el numero 5467.

Colocando el niimero mayor encima del menor y rayados g7g9
por debajo, la operacion se comenzara por la primera columna 567
diciendo: de 7 4 9 van 2, que se colocarin bajo la columna de —
las unidades simples: pasando 4 la segunda colwmna, se dirg 3322
de 6 4 8 van 2; coléquese hajo las decenas: haciendo ignal operacion
sobre la columna de las centenas y miles, 44 7, 3, 5 4 8, 3; lo que
" da por resultado final ¢l niumero 3322, resto pedido.

En efecto, por la misma naturaleza de las operaciones que acaba-
mos de efectuar, se ve que el niimero mayor contiene mas que el me-
nor, 2 unidades simples, 2 decenas, 3 centenas, 3 unidades dc millar,
y por tanto le escede en la cantidad 3322.

EJEMPLO 2.°—Hallar la diferencia que hay entre los dos numeros
83456 y 28784.

Procediendo como anteriormente, diremos: de 4 4 6 van 2, 83456
que debera colocarse bajo la columna de las unidades. - 28784

Pero al pasar 4 la columna de las decenas se presenta una 54672
dificultad, y es que la cifra inferior 8 es mayor que la su-
perior 5, y por tanto no puede ser sustraida. Para allanar esta difi-
cultad se toma mentalmente de las cifras de las centenas 1, cuyo valor
es 10 decenas, y afiadiéndola al 5, se tendran 15 decenas; réstense en—

»
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tonces las 8 de las 15, y quedaran 7, que ocupars el lugar corres-
pondiente 4 las decenas.

Pasese 4 la columna inmediata, y como 4 la cifra superior 4 se le
quité 1 en la anterior sustraccion, se diri, tomando de la inmedia-
ta 8, 1 millar, que vale 10 centenas, y afadiéndolas 4 las 3,de 7 413
van 6, que se escribira bajo la columna de las centenas.

Pasese 4 las unidades de millar, y no pudiéndose sustraer 8 de 2,
se tomar4 de la inmediata cifra una decena de millar, que vale 10 uni-
dades del mismo é6rden, y entonces sera 8 de 12, 4, que debera escri-
birse debajo de la columna de los miles.

Finalmente, como 4 la cifra 8§ se le ha rebajado 1, habra quedado
en 7, y debers decirse de 2 4 7 van 5.

Asi pues, el resto pedido 6 el esceso del numero mayor sobre el
menor es 54672.

Para comprender ficilmente c6mo por este medio se llega al fin
propuesto, bastard notar que despues de los artificios empleados para
efectuar las sustracciones parciales, se pueden colocar los niumeros en
cuestion del siguiente modo:

Decenas de millar. Millares. Centenas. Decenas. Unidades.

i.er nimero. . . 7 12 13 15 6
2.0 pamero. . . . 2 - 8 7 8 4
5 4 6 7 2

Por lo cual se ve que el nimero superior contiene 2 unidades,
7 decenas, 6 centenas, 4 unidades de millar y 5 decenas de millar
mas que el inferior, 6 lo que es lo mismo, le escede en 54672 unidades:

3.er EsemprLo.—Se quiere restar el niimero 158429 de 300405.

Como 9, cifra de unidades del nimero inferior, es ma- 99 9
yor que 5, cifra correspondiente al superior, debera tomarse 3, 405
1 decena de la primera cifra de la izquierda; pero como esta 4.q 429
es 0, se necesita recurrir 4 la inmediata de las centenas y to-
mar 1, que vale 10 decenas; y supuesto que para efectuar la 141976
sustraccion essuficiente 1 decena, la afadiremos al 5, que formara 15,
y dejando el 9 colocado sebre el 0, se dirs de 94 15 van 6, que se es-
cribe debajo de la primera colunina.

Pasando 4 las decenas sedira: de 2 4 9 van 7.

Para las centenas como la cifra 4 ha quedado en 3 por la 1 que se
le quité, debera recurrirse 4 la de los miles; pero siendo esta 0, pasa-
remos 4 la inmediata de las decenas de millar tomando de ella 1, cuyo
valor es 10 del 6rden siguiente y 100 del 6rden de los miles; y como
para que la sustraccion pueda verificarse basta 1, dejaremos las 99 so-
bre los dos ceros, y aiiadiéndolas 4 las 3 centenas resultaran 13, en
cuyo-caso diremos de 4 a4 13 van 9, que se colocara dchajo de la co-
lummna de las centenas.

Ea las dos sustracciones siguientes, como cada une de los ceros es-
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ta reemplazado por la cifra 9, se dird: de 8 49 va1,de 5 4 9 van 4,
poniendo estos restos bajo las columnas 4 que correspondan.

Y finalmente pasando 4 la primera columna de la jzquierda, debe-
r4 decirse de 1 42 (porque 4 la cifra 3 se le disminuyé de 1) va 1: asi
el resto pedido es 14197.6.

En efecto, reflexionando sobre el modo con que el ndmero supe-'
rior ha sido descompuesto, se podré plantear asi la operacion.

Cent. de millar. Dec. de millar. Miles. Centenas. Decenas. Unidades.

i.er namero. 2 9 9 13 9 15
2.° namero. . 1 5 8 4 2 9
1 4 1 9 7 6

Luego ¢l nimero superior tiene 6 unidades, 7 decenas, 4 centenas,
" 1 unidad de millar, 4 decenas de millar y 1 centena de millar mas
que el inferior, 6 lo que es lo mismo, le escede en la cantidad 141976.

REGLA GENERAL. Para sustraer de un nimero ofro mas pequeiio,
se colocard el primero encima del segundo de modo que se correspon-
dan las unidades de cada orden, raydindolas despues por debajo, y
empezando por la derecha se hardn sucesivamente las sustracciones
de las unidades, decenas, centenas &c., y se escribirdn los residuos
parciales unos 4 continuacion de ofras contando de¢ derecha d iz-
quierda: el numero reprcseutado por estas cifras es el resto total 6 el
resultado pedido.

Cuando una cifra de la linea inferior es mayor que la correspon-
diente ¢ la linea superior, esta se aumentard mentalmente en 10°
unidades , quedando disminuida en una la inmediata de la izquierda.

Si inmediatamente ¢ la izquierda de una cifra superior menor
que la correspondiente inferior hay ceros, se le aumentard mental-
mente en 10 unidades, reemplazando aquellos por 9 y disminuyendo
de una. unidad la cifra significativa superior que estd junto & los
ceros.

- Por este procedimiento se ve que side. . . . ... 603000401
S€ SUSEFAE: + + ¢ o o ot v v e o s e a oo e ae s 305724787

el resultado Serh . . evee i v et hannn .. ... 207275614

13. OBsERVACION PRIMERA.—Si cada una de las cifras del na-
mero inferior es menor que su correspondiente superior, sers indife-
rente principiar la operacion por la derecha 6 por la izquierda.

Pero came sucle suceder que alguna de las cifras inferiores sea
mayor que la correspondiente superior, en cuyo caso no se puede ve-
rificar la sustraccion si no se le aumenta 4 esta ultima con auxilio de.
su inmediata 4 la izquierda, sera muy conveniente empezar siempre
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por ‘la -derecha, 4 fin de operar con facxludad lo- neeuano en tales
casos.

14. OBSERVACION SEGUNDA.— Es bien claro que al hacer la’ sus~
traccion de una cifra superior disminuida, se le puede considerar tal
‘cual es, siempre que se aumente en una unfdad la correspondxenle
inferior. Este método es mucho mas cémodo para la prictica.

Asi en el ejemplo anterior despues de haber dicho en la sustrac-
cion de las unidades de 7 4 11 van 4, al pasar 4 las decenas en vez
‘de decir de 8 4 9, 1, se podr4 decir tambien de 94 10, 1: en las cen-
tenas en lugar de decir de 7 4 13, 6, se dira de 8 4 14,6, y au
sucesivamente.

Es necesario tener mucho cuidado' en no aumentar la cifra infe-
rior, en tanto que la sustraccion anterior no haya podido verificarse
jnmediatamente. En la division haremos muy frecuente uso de oste
nuevo método, 6 mas bien modificacion.

PRI{EBAS DE LA ADICION Y SUSTRACCION.

15. Prueba de una operacion antmétwa es una segunda opera-
cion que se hace con él objeto de asegurarse de la exactitud de la
primera.

La prueba de la adicion se efectua volvnendo 4 sumar los nime-
ros ya sumados , ‘pero prlnclp)ando por la 1zqulerda. Despues de su-
mar las cifras de la primera columna de la Yequierda se les resta de
su parte correspondicrite en el total, escripiendo debajo el residuo,
que reducido mmentalmente en unidades del 6rden de la cifra que
sigue, se afadé 4 las 'unidades del mismo orden contenidas en la
suma total. Siumense lambren las cifras de la segunda columna,
sustrayendo esta sumé pareial ‘de Ya parte ¢orrespondiente en el to-
lal, y continuando en este érden la operaaon verd exacta siempre
que en la ultima su.vtracuon resulte 0.

Asi, dapueo de haber hallado que lo¢ t‘uauo nﬁmeros

[TV A
S 839 S
3507 , ) it
i o ! L R R P T FIes
: 846 A S e e s T e gl

componen el tolal PR l\)259

T I L B RS- a
para ver si se verifica. el rcsultado 10259, s¢ sun}arﬁn los m}sm&s
numeros comenzandd por la izquiérda:’ 5y 3 son'8 umdqdcs de mi-
Nlar, que restadas de 10 ‘mil' dan por remduo 2 ml], que auadulos A
la cifra 2 centenas producen 22 centenas: pasando’4 Vi 'segunda” co=
lumna, serd 8y 5 son 13 y 8, 21, que restado de 22 queda 1 cen—
tena, la que sumada con las 5 decenas da 15 decenas: 4y 5son 9
Yy 4, 13; de 13 4 15 van 2, que siendo decenas, sumadas con 9 for-

3



34 ELEMENTOS
man 29: por ultimo, 7 y 9 son 16 y 7, 23 y 6, 29, que restados
de 29, resulta 0. Luego la operacion es exacta.

. La prucbha de la sustraccion se hace afiadiendo al nimero menor
el resto hallado; cuya operacion debe reproducir el ntmero mayor,
_pucs el resto afladido mo indica otra cosa que el esceso de dicho nu-
mero sobrc el menor.

Asi en el ejemplo que tenemos4 la vista,. . . . ., ... 83456
despues de haber hallado que 54672 es - 28784
€ esceso del niimero mayor sobre el menor, resto. . .. 54672
si se suma (el esceso) con el namero lprueha. .. 83456

28784, dcbera resultar el otro 83456, lo cual se verifica efectiva~
mente.

16. A continuacion citamos algunos ejemplos de adicion y sus-
traccion con sus correspondientes pruebas.

. Ejemplos de adicion.

83054 . . 70058
256870, . L 897597
748759 " 6588
R o . 9(’8241 (RIS i B R \ AN 6976“ . ’
SO 130909 T agTag0
oot e \ &746\ I RSN 87& z
R DR \\19“7046_ o
Cay ey ﬁ141??!2\“.~4‘ R T TR
L e B NN L \m\\\ 42/6690 .

‘ E/cmploc dc syatraa;(pq.

LN . Ve

v 4o7sosooé2 ‘L
o 2803767086,

1269282976
4073050062 . 20004001003

Coan

PresremA.— Un comerciante cuyo capital es 65750 reales ha pa-
gado d varios acreedores las sumas de 13259 reales al primero de
ellos, 18704 al segundo, 22050 al tercero, y fina]lmente 9850 al
cnarto: hechos estos pagos se pregunta en qud ha quedado’ el capital
,pnm:tum- )

S,bluczon-—-Beumdos en uno solo estos «hversos pagos, ¢l comer-
clante sustrae la. suma total de su primer cﬂntal y el resultado de
‘esta sustracc:qn es lo que debe quedar.

TR R TR LR o
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. Ta&Ia de las opcraczonu.

13259 65750 capital existente.
18704 63863 suma pagada.
22050 —_——
9850 1887 diferencia.
. 63863 Debe quedafle, hechos los pagos, 1887 reales.

Nobtese que al efectuar la adicion y sustraccion anterior se han
considerado como abstractos. los-niimerps -propuestos, aun cuando
eran concrefos en el énunciado; pero hallado el resultado 1887, se le
ha dado el nombre de!la. especie de unidad tfatada en el problema;
marcha que debers seguirsq en las apligaciomes. Los procedimientos de

las operaciones, siendo ‘independientesole la_naturaleza de los niime-

ros, permiten se considere & estos }3"0 ‘un’ punto de vista como si
fuesen abstractos, resewandose el mir co‘mb cdncretos para ‘el re-
sultado &nal - A :

| 2 ' v \ N ‘ ;'(? r ‘- \ "

G e 'mu.A MULTIPLICACION... - . .
+17.. MthpI:caL un mumero pon olro e (vlase n%9) formar un
lercer numei'o quej sea respecio del primefo’ {o \que el segundo es res-
pecto de' la umda’i "ty | ctando los namerds’ ﬁrdpuestos son enteros,
su muhlphmcxon se-Tequce 4 fomar &l przmél‘b tantas veces como
unidades contiene. el segundo.. ! .

Llimase ! mult)plmu? -el namero que se ﬂxuere multiplicar, y
multzplzcador aqu&l par iel\que se multiplica ;- 6 el que designa cu4n-
tas veces debé tomarse' el_primero: producto ‘es el resultado de la
mulhphcaclon, y 4 los nﬁmeros propuestos se les denomina factorcs
del produycto.. .

Hablando con propnedad la multiplicacion no es mas que una es--
pecie de adigion, pues ébamma colocar 4 continuacion unos de otros
tantos niimeros iguales “al multiplicando como unidades contiene el
multiplicador,, y.sumarlos despues para obtener el resultado. Pero
como esta operacion.legaria en ciertos casos 4 ser muy complicada,.
se ha buscado un medio de simplificarla, el cual es la multipti-.
cacion. . 3 , R :

18. Cuando los factores constan ‘de una sola cifra, la multipli-
cacion es ficil de efectuar por simples adiciones. Asi para multipli-
car 7 por 5 se dird;: .7 y 7 son 14,y 7 son 21, y 7 son 28, y 7, 35:
este niimero, que es el resnltado de la adicion del 7 cinco veces con-.
sigo mismo , espresa ¢l producto.de 7 por 5.

Conviene mucho que los.principiantes se ejerciten muy 4 menu-
do en esta clase: d.g,,muluphcamones, 4 fin de conservar sus resulta-
dos ep la memoria y poder-abiener fhcilmente Jos productos de ni

Bl
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meros espresados por muchas cifras. No obstante, hasta tanto que
no se haya adquirido ‘bien esta prictica; setd muy atil tener & la vis-
ta la siguiente Tabla de multiplicacion 6 PITAGORICA del nombre de
su inventor, 6 al menos del pnmero que di6 & conocer su uso.

TARBLA DE MULTIPLICACION.
T

 Direccion horizontal.

1 L2 13 4 B |6 L7 8 1 9.
A 2| 4 || A RUN ARV ETY ELY O
¢ e L LAY RINNTN § PN A
13 "s’-'“s-l'Fan 15 ‘182171 7 IPYA
- (RIS CENREPRY FEREEN B 11 B 4 icqobe g oy 0 e e
S - —
] BN IERRIEE LA IEN) . BN FEETCITR IR AR AESAPARE | G
VTl s R 20 | 2 || a2 f 0
g 3 Cosan. )
g 5 10 | 45 | 20 | 25 | 30 | 35 | 40 | 45
'E ) Z0 oy S/ o »
‘g 6 | 12 ] 18 |1 24 | 30 | 36 | 42 | 48 | 54 “y
5 4 . v noake) o . RS ERATSET R SRR A !
g o aLet o NN SRATN SREMACE RAATL | RN X
7 r"1734’!'JY )1‘; .128 35 ‘!4%) ‘/49 ) »:?6 53 63 . \\‘.n\
B \\:‘\ A v . BN MRLRALE bal 4 nadarem .n’v’; B B A
8 16 | 24 | 32 40 | 48056 | 64 1F2 1
D ’ o i ; S SUAN NEWOR (VW DTN | B
9 | 180 ‘.27 36 45 ng‘z o 63 ?'137'2 '\:\si- :\\\‘.‘/‘?
- - A Cedsite it ey v
: S AR ST
La primera lmea horizontal de esta tabla se forma aﬁadlcndo 1‘
sucesivamente hasta llegar al nimero 9:" S

“1a segunda afiadiendo 2 por el mismo dtden la tercera aaadien-
do 3, y asi con las demais.

Tamblen podra formarse esta tabla pdr col'umnas verhc'\les, p'ucs
cada columna de estas sc compone de Ibs hisymos mimeros qie Su’
correspondiente horizontal: asi la pesta ¢olumna horizontal' compo--
niéndose de los nameros 6, 12, 18,... 54, su corr&pondleme vertlml‘
encierra’ los mismos niameros 6, 12, 18,.........54.

Supuesto esto, para hallar el producto’ de ' des mémeres espre@h-
dm por una sola cifra se busca el multiplicandé en' la  primera linca’
horizontal , en seguida se desciende verticafmenie hasta eqcontrar el’
multiplicador , que deber4 estar en la primhéra’ vertical, 'y el ntimero’
contenido en la casilia respectiva es el producto;’ o

Por ejemplo, si se quiere saber cual es el ‘pﬂ)ducto’de 8 por'5,’
tomadoel: 8 en la hinea horizontal su.descenders verticalmente hasta’



DE ARITMETICA. 37
hallar el 5, y el nimero 40 contenido en la casilla que & aquel cor-
responde es el ‘producto pedido.

19. Supongamos ahora que el multiplicundo estd compues'to de
muchas cifras , y el multiplicador solo contiene una. L

Primer EJEMPLO. Se quicre multiplicar 8439 por 7. ,

Puede obtenerse - el resultado (n.° 17) escribiendo el nime
ro 8459, como en la adicion, tantas veces como indica el multipli-
cador 7, de modo que escrita la operacion como aqun en

frente s€ ve, « o o ¢ vt vt vt . .. . 8459
y ailadiendo sucesivamente las unidades , decenas, &c vy 8459
se hallara el resultado 59213. 8459

Es evidente que la operacion estd reducida & tomar 7 8459
veces las 9 unidades, las 5 decenas &c. del multiplicando, 8459
Y 4 hacer la suma de estos productos parciales o 8459

Luego tambien podrs hacerse la operacion de este otro. 8439
modo : coléquese primero el multiplicando y en seguida el 59313
multiplicador, rayandolos por debajo. Despues principiando
por la derecha se dird: 7 veces 9 (véase la tabla de la mul- = 8459
tiplicacion) son 63, 6 6 decenas y 3 unidades: el 3 se 7
pone bajo las umdadcs, y el 6 se reserva para el producto. T5go13
de las decenas.

Pasando 4 las decenas: 7 por 5 son 35 y 6 de resto 41; el 1 se
coloca debajo de las decenas y el 4 se reserva para las centenas: 7 por 4
son 28 y 4 reservadas son 32 centenas, 6 3 unidades de millar y 2
centenas; estas quedan en su correspondiente lugar y las 3 se re-
servan.

Por ultimo, 7 por 8,°56 y 3 son 59, que se colocard 4 la iz-
quierda de las centenas por no quedar mas cifras en el multipli-
cando.

Asi 59213 es el producto pedido. R

"De donde se sigue que PARA MULTIPLICAR UN NUMERO DE MUCHAS
CIFRAS POR OTRO DE UNA SOLA, es neccesario mulliplicar sucesivamente
Zas unidades, decenas, &c. del multiplicando por el multiplicador,
escribiendo la parte de estos productos parciales que corresponda, en
el lugar que deban ocupar, y cuidando reservar las decenas para
sumarlas con las decenas , las centenas pala sumarlas con las cen-
tenas &c.

2.° Esemrro.— Se quieren maltiplicar 47008 por 9.

Colocando multiplicando y multiplicador como queda 47008
dicho, y empezando por la derecha tendremos: 9 por 8 .9
son 72; el 2 se colocara en su lugar y el 7 se reserva. 423072

Despues, 9 veces 0 es 0; mas como se tienen 7 de re«
serva, este ocupara el lugar de las decenas.

9 veces 0 es 0; escribase este en el lugar de las centenas, por la
razon dada al tratar de la espresion 0.

Pasando 4 las unidades de millar: 9 por 7 son 63; se escnbn-':
el 3 y se'reservara el 6.
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Finalmente, 9 por 4,36 y 6 de reserva son 42, que se escri-
bira inmediatamente 4 la izquierda.
Asi el producto pedido es 423072.
~ 20. Antes de pasar al caso en que muluphcando y multiplica:
dor se componen de muchas cifras, vamos 4 esponer el inodo de
hacer un numero 10, 100, 1000....... veces mayor, 6 de imultipli-
carlo por 10, 100, 1000. .....
Resulta del principio fundamental de la numeracion (n.° 5) que
#i se coloca un 0 4 la derecha de un numero ya escrito, cada una
de sus cifras significativas, adelantando un lugar hacia la derecha,
se hace 10 veces mayor que antes era. Del mismo modo si son dos 0,
se le hace 100 veces mayor, pues cada una de las cifras significati-
vas representa unidades de un valor 100 veces mayor, y asi Sucesi~
vamente.
Luego para multiplicar cualquier nimero enterd por 10, 100,
1000..... &c., dasturd escribir & su derecha 1,2, 3....&¢c. ceros.
21. Consideremos ahora el caso en que multlplzcando y multi-
plicador se componen de muchas cifras.

PRIMER EJEMPLO.— Se quiere multiplicar. 87468
POL- « « ¢ vt oot . 5847

612276
3498720
69974400
437340000

511425396

Col6quese el multiplicador deba)o del multiplicando’ de modo que
ﬁ correspondan las unidades de un mismo 6rden, rayandolos por de-

jo.

Desde luego se ve que multiplicar 87468 por 5847 se reduce 4
tomar el multiplicando 7 veces, mas 40, mas 800, mas 5000, y é
reunir estos productos parciales en uno solo.

De modo que con arreglo al n.° 19 el producto de 87468 por 7
es 612276.

Pero § c6mo obtener el de 87468 por 40?

‘Muy ficilmente : supongamos por un momento que se hayan es-
crito unos debajo de otros 40 numeros iguales 4 87468 , haciendo la
suma de estos numeros se obtendra el producto pedido. Ahora bien:
es evidente que estos 40 numeros formarin 10 grupos de 4 4 na-
meros , cada uno igual 4'87468 ; pero cada grupo de estos no son otra
cosa mas que 4 veces el namero 87468 ; luego segun el n.° 19 su
producto sera 349872. Multipliquese este ultimo por 10, lo que se-
gun el n.® 20 se obtiene afiadiendo un 0 4 la derecha, y se tendr.’;
que el producto de 87468 por 40 es 3498720,
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Obsérvase , pues, que la multiplicacion est4 hecha coino si el fac-
tor 4 espresase unidades simples, con la diferencia de aumentar al
producto una cifra 0 y colocarle, como se ve en la operacion, de—
bajo del primer producto parcial.

Por la- misma razon para multiplicar 87468 por 800 bastars’
hacer la multiplicacion por 8 y afiadirle dos 0 4 la derecha, el pro-
ducto que sera 69974400, debera colocarse debajo de los dos produc-
tos parciales anteriores. En efecto, 800 mineros iguales 4 87468 for-
man 100 grupos de 4 8 numeros iguales 4 87468, 6 bien 100 na-
meros ignales al producto de 87468 por 8, es decir, 69974400.

El mismo razonamiento nos conduce 4 la multiplicacion de 87468
por 5000, pues es evidente que no habrs mas que multiplicar dicho
nimero por 5 y afladir tres 0 al resultado: el preducto sers
437340000, que debera colocarse debajo de los tres productos par-
ciales que le preceden,

Sumando estos cuatro productos, se hallard que el total de la
multiplicacion de 87468 por 5847 es 511425396.

Nora. En la prictica puede dispensarse el colocar ceros 4 la de-
recha para llenar el lugar de las unidades, decenas, centenas &c.;
mas en tal caso es necesario escribir cada producto parcial debajo del
que le precede, adelantando un lugar hicia la izquierda con relacion
4 dicho producto, esto es, haciendo que la primera cifra de la de-
recha ocupe el mismo lugar que el de la cifra por que se multi-
plica.

RecLA GENERAL. Para multiplicar uno por otro dos nimeros
que se componen de muchas cifras, se hard la multiplicacion de
todo el multiplicando por cada una de las cifras del multiplicador
colocando los productos parciales unos debujo de otros, adelantando
una nota hdcia la izquierda (con relacion al-producto. parcial que
precede): enn seguida se suman estos productos , lo cual dara el total
de la operacion. '
+r22.  Suele suceder: muy 4 menudo que en el multiplicador haya
ceros, y entoncts es mecesario hacer algunas modificaciones en la colo~
cacion de los productos parciales.

2° wEmrLO. 870497
. y ; 500407
60934/ 9
3481988
4352485

. 435602792279

Hégase la maultiplicacion de todo ¢l multiplicando por 7, y se ten=
dri 6093479. PR

Como no hay decenas en ¢l multiplicador’ se pasa & la cifra 4 dc
las centenas, y haciendo su multiplicacion se tendra 3481988, y como

/
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es necesario que esprese eenfenas, se le colocars bajo el primer produc-
to parcial adelantando dos notas hicia la izquierda.

Por la misma razon, no habiendo tampoco en el multiplicador
unidades ni decenas de millar, se pasa 4 la multiplicacion del 5, ci-
fra de las centenas del mismo 6rden, y el producto 4352485 se escri-
bir4 bajo el anterior, adelantando con respecto & él tres notas hécia la
izquierda.

En general, cuando se encuentran ceros en el multiplicador , se pa-
sa d la cifra significatica inmediala d su izquferda, cuidando en la
colocacion del producto parcial adelantar en la misma direccion tan-
tas notas como ceros hay, MAS UNA por razon de la que siempre de-
herd adelantarse. Por ultimo, para evitar todo error sobre el particu-
lar bastara inspeceionar al fin de cada operacion si la primera cifra de
la derecha del producto parcial corresponde & la columna de las uni-
dades del mismo dérden que la cifra por que se multiplica. :
- 23. Si uno 6 ambos factores del producto terminan en ceros, la
multiplicacion es bien facil de abreviar, efectusndola como si-no exis-
tieran tales ceros, y cuidando ailadirlos 4 la derecha del producto total.

2.9 zyEmPLO.—Se quiere multiplicar. . ... . 47000
. POT- v v tie mie e o e v 2900

423 S
9%

136300000

Despues de haber multiplicado 47 por 29 con arreglo al método.
ya dicho, se ailiaden 5 ceros al producto hollado, y el total sers
136300000. .

En efecto, si solo hubiese que multiplicar 47000 por 29, es claro
que despues de haber' multiplicado 47 por 29 era indispensable darle
al producto el 6rden de unidades de millar, es decir, el del- multipli-.
cando, para lo cual bastaria afadir 4 Ja derccha #res ceros. Pero como:
el multiplicador contiene tambien ceros, ser4 necesario aiiadirlos 4 los
del multiplicando, y en este caso son 5 los ceros que deberan colocarse
4 la derecha del producto total. El mismo razonamiento ha de aplicar-
se 4 todos los- casos de esta especie.

24. A poco que se medite sobre el modo de hacer la multiplica-
cion, debeéra reconocerse la necesidad de empezarla por la derecha, ¢ af
menos en las multiplicaciones parciales por cada una de las cifras del
multiplicador, 4 causa de las unidades que se reservan cada vez que se
hace la multiplicacion de una cifra del multiplicando por otra del
multiplicador. Pero nala:impidé el que se invierta el 6rden de las mul-
tiplicaciones parciales por las cifras del multiplicador, . como puede.
verse et el ejemplo siguiente:
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3.er EsRMPLO.—Se quiere multiplicar... . . 5};04
POTe ¢ e et e . 487 ’
22816 "
45632
39928 .

2777848

La operacion se ha principiado por la cifra de las centenas del mul-
tiplicador, colocando el producto parcial en el lugar que 4 aquella cor-
responde; pero en el siguiente producto ha sido necesario adelantar un
lugar hdcia la derecha, es decir, colocarlo debajo del primero de mo-
do que la ultima cifra 2 corresponda 4 las decenas.de ambos factores.
Otro tanto se ha hecho con el tercer producto para que su altima ci-
fra corresponda 4 las unidades. Sin embargo en la prictica se acostumbra’
ir de derecha 4 izquierda, por ser mas c6modo y natural.

' DB ALGUNAS PROPIEDADES IMPORTANTES DE LA MULTIPLICACION.

Sucede con frecuencia en las aplicaciones tener que multiplicar su=
cesivamente muchos nimeros entre si. ,
Sean, por ejemplo, los cinco ntimeros

23, 35, 72, 49, 156.

Formar el producto de estos niimeros por el 6rden en que estan es-
critos, es multiplicar 23 por 35, su producto (805) por 72, el de es-
tos doa (57960) por 49, y finalmente este tercero (2840040) por 156,
o cual da por producto total 443046240.

Luego con estos cinco factores se puede obtener el mismo pro-
ducto de muchos modos: para lo cual bastaria intervertir como se
quisiese el 6rden dec los factores, lo que equivale 4 decir que el pro-

. ducto de la multiplicacion de muchos nimeros entre si es siempre el
mismo, cualquiera que sea el érden en que se multipliquen.

25. A fin de comprender bien esta propiedad, que tiene muchas
aplicaciones en la ciencia de los nimeros, vamos 4 considerar en pri-
mer lugar el caso en que la multiplicacion sea de dos factores, por
ejemplo, de 459 y 237.

Si se concibe la unidad escri- 1, 1, 1, 1, 1,....
ta 459 veces sobre una misma linea 1, 1, ¢, 1, 1,....
horizontal, y que se forman 237 li- 1, 1, 1, 1, §,....
neas semejantes, es claro que la suma 1, 1, 1, 1, 1,....
de las unidades. contenidas en esta .o e & .4 eeee
1abla es igual 4 tantas veces las 459 - . .

que hay en unalinea horizontal, como luudadw conucne una colum-
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na vertical, 4 lo que es lo mismo, el nimero 237 ; es decir, que di-
cha suma es igual al producto de 459 por 237. Mas tambien pue-
de decirse que es igual 4 ‘tantas veces las 237 unidades de una colum-
na vertical, como unidades hay en la horizontal 6 en 459; esto es, que
es igual al producto de 237 por 459. Luego el producto de 459
por 237 es igual al de 237 por 459.

Este razonamiento es aplicable 4 cualesquiera otros niimeros ente-
ros. Luego &c..... ™.

26. Antes de pasar 4 la proposicion general, comenzaremos por
deducir de casos particulares ya demostrados una propiedad que puede
enunciarse asi: Multiplicar un nirhéro cualquiera por un primer fac-
tor, y el resuliado de esta multiplicacion por ofro segundo, se reduce
é multiplicar el numero propuesto por el segundo factor, y este resul-
2ado por el pnmcro, 6 mas generalmente, en foda multiplicacion de
dos 6 mas numeros entre si, aun cuando se cambie el drden de Ios
Jactores, el producto no se'altera.

Asi, si v. g. se multiplica 84 por 15 ysu producto por 24, el resul-
tado ser4 el mismo que si se multiplicase 84 por 24 y despues por 15.

En efecto, resulta de lo establecido (n.° 25) que el producto 360,
resultado de la multiplicacion de 15 por 24, podria obtenerse igaal-
mente multiplicando 24 por 15; y si podemos demostrar que el pro-
@ucto de 48 por 360 es el mismo que se hallaria; ya multiplicando 48
por 15 y su producto por 24, 6 ya alterando el 6rden de los factores)
esto es, multiplicando 48 por 24 y su resultado por 15, la proposicion
sera evidente. N )

Luego para formar el producto de 48 por 360 bastars (n.° 17) co-
locar unos debajo de otros 360 nimeros iguales 4 360 y hacer la adi-
¢ion de ellos.

Ahora bien, estos 360 nitmeros asi dispuestos componen 24 grupos®
de 15 nimeros iguales cada uno 4 48, 6 15 grupos de 4 24 numeros-
iguales cada uno 4 48 **. ¢

Esta proposicion podria deducirse de la misma TABLA PIPAGORI-
€A observando el modo con que estan colocados los nimeros (n.® 19):
bastaria para esto suponerla prolongada mas alld de an limite conve~
niente, v. v. g. 10000 6 100000 veces, si no se considerasen mas que dos
factores bajo dicho limite; mas & pesar de esto nos parece mas atil la
dembstracxon arriba citada.

" Para dar 4 conpcer una aplicacion de este principio, supongamos
que fa naturaleza de la cuestion haya conducido &4 la multiplicacion
del nimero 75 por 5642. Sera preferible el producto de 5642 por 75,
pues 1o habr? mas que-dos -productos parciales, mientras que de la
maltiplicaciod de 75 por 5642 resuttarian cuatro.

** Este razonamiento es muy semejante al que hicimos en el ni-
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Asf pues, podrs ficilmente obtenerse la suma de estos 360 niime-
ros, bien multiplicando 48 por 24 y tomando 15 veces el producto re-.
sultante, 6 bien multiplicando 48 por 15y tomando 24 veces el prot
ducto de dicha multiplicacion.

De donde se sigue que estos dos modos de operar couducen cviden-
temente al mismo resultado, y que por lo tanto este es igual aun cuan<
do se altere el 6rden de los factores 15 y 24.

27. OsservACioN.—La demostracion queé precede da lugar 4 und
nueva proposicion que nos servird de mucha utilidad en adelante.

Acabamos de ver que multiplicar 48 por 360, que es el producto
de 24 por 15, es lo mismo que multiplicar 48 por 24, mas el resulta=
do obtenido por 15. Pero siendo 24 igual al producto de 6 por 4, se
puede decir tambien que multiplicar 48 por 24 se reduce 4 multipli-
car 48 por 6, mas el resultado obtenido por 4, y el hallado por 3 'y
despues por 3 (pues 15 es igual al producto de 5 por 3). Luego mul-
Liplicar un nimero por un produclo de dos 6 muchos factores es mul=
Ziplicar sucesivamente dicha nimero por cada uno de Ilos factores del
producto.
© 28 Pasemos ahora 4 la demostracion de este principio general

- el producio de muchos nimeros es siempre el mismo; cualquiera que‘
sea el drden en que se efectue la multlplccacxon

Sean los cinco factores en cuestion

B

23, 35, 72, 49, 156. '

Resulta del principio establecido en el n.° 26, que en las multipli=
caciones sucesivas s¢ puede pasar el factor 156 al lugar de 49; mas
tambien podra hacérsele pasar al lugar del factor 72; al del 35 y fi-
nalmente al del 23. Por la misma razon el factor 49 que ocupa el
puesto del factor 156, puede ocupar el de 72, el de 35, y asi sucesi~
vamente. Se ve pues, por Gltimo, que cada factor puede ocupar todos:
los lugares posibles en el é6rden de las multiplicaciones sucesivas, sim
que por eso el producto deje de ser el mismo. Luego &c.

DE LA DIVISION.

{S + 29, Dividir un ntmero por otro es (n.° 9) kallar un tercer nii-
mero, que multiplicado por el segundo reproduzca el primero; 6 mas
bien (n.° 25) es hallar un tercer numero tal, que multiplicado por el
tercero reproduzca el primero.

mero 21 para esplicar el modo de hacer la multiplicacion de las dece-
nas, centenas &c. del multiplicador.



. ELEMENTOS

Asi la division tiene por objeto: dado un praducto ¥ uno de sus
Jfactores, hallar el otro factor: esta operacion es la contraria 4 la mul-
tiplicacion.

Como en la multiplicacion de los nimeros enteros el producto se
compone de tantas veces el maltiplicando como unidades contiene el
multiplicador, se puede decir que dividir un nimero entero por otro
es buscar cudnias veces el primer numero, considerado como produc-
10, contiene al segundo, considerado como multiplicando: este niame-
ro de veces representa el multiplicador. Por iltimo se ha visto igual-
.mente en el n.° 9 que dividir un nimero entero por otro es dividir
el primer numero en tantas partes iguales como unidades conticne el
. segundo.

Estos dos ultimos puntos de vista bajo los cuales suele considerarse
la division, no tienen lugar mas que en la de los niimeros enteros, al
paso que la primera definicion es aplicable no solo 4 los numeros en-
teros, sino tambien 4 los fraccionarios. No obstante, las denominacio—
nes dadas 4 los términos de una division han sido sacadas de.ambos
puntos de vista de que hemos hablado.

Asi pues, el primer término se lama divi dendo (que es el nimero
que se quiere dividir), el segundo divisor, y el tercero cociente, de la,
palabra latina quoties, porque espresa cuantas veces el dividendo con-
tiene el divisor. ] ,

De aqui resulta que si hecha ya la divisign se quiere saber si la
operacion es exacta, 6 lo que es lo mismo, se qulere hacer la prucba,
bastard multiplicar el divisor por el cociente, 6 viceversa, y si de esta
multiplicacion resulta el dividendo, la operacion es exaca. ‘

Y reciprocamente, en la multiplicacion el producto puede conside-,
rarse como el dividendo, el multiplicando como el divisor 6 el cociente,
y el multiplicador tambien como el cocicnte 6 el dicisor, en cuyo caso
para hacer la prueba de la multiplicacion bdastard dividir el producte
por uno de los factores, y si resulta el otro factor, la opceracion serd
exacta.

Dadas ya, estas nociones, pasaremos & esponer el metodo de ]a,
division. <

30. Asi como la multiplicacion puede ejecutarse mediante una
adicion de muchos nameros iguales entre si, del mismo modo se pue-
de hallar el cociente de una division por medio de una serie de sus-
" tracciones.

v En efecto, qmér&e dividir, por e;cmplo 60 por 12: en este caso
cuantas veces pueda sustraerse 12 de 60, otras tantas estana el pame-~
ro 12 contenido en 60; de modo que el cociente sers igual al namero
de sustracciones que sea necesario hacer para que desaparezca el divi-

dendo.. e

e e = e e i
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En el ;uuente ejemplo, como son cinco las sus- 60

tracciones que se han de hacer para que desapa- 12
rezca del dividendo 60, resulta que el cociente
fera 5.
Pero este modo de dividir seria muy com- fg 1.6F resto.-
plicado en la prictica, sobre todo si el dividen- —_
do es muy grande respecto del divisor: Asi la 36 90
operacion que constifuyc la division propiamen- 12 ’
te dicha, es un procedlmrcnto especial y abre-
viado para ltegar al resultado final. o4 30 .

31. Conocidos perfectamente los productos 12
de dos nimeros de una sola cifra (6 la tabla _
pitagérica n.° 18), con facilidad se podra ha- 12 4°

flar el cocientd de la division de un nimero de . 4o

una 6 dos cifras por otro de una sola, con tal i
que dicho cocicnte no conste mas quc dc una so~ 00 5. o \
fa cifra.

Por cjemplo: 35 dividido por 7 da de cociente 5; 6 de otro modo
7 entre 35 cabe 5 veces (porque 35 cs el producto de 7 por 5); 6 fi-
nalmente la 7:* parte de 35’@ 5, porque 7 veces 5 son 35. :

. Otro ejemplo;:

Se quiere dividir 68 por 9. Como 7 veces 9 6 63, y 8 veces 9 6 1‘2,
contienen & 68, resulta que 68 dividido por 9 da de cociente 7 (rgs=-
pecto & 63) con un resto 5, lo cual se espresa dlclendo. Ja 9. a: parte
de 68 es 7 (con respeco 4.63), y restan 5.

. Por'la -mismpa varen 47 eutre 8§ cabe 45,6 Ila 8. perte de: 47 ts 5,
yreﬂan‘i. . [ R

Mas adelanie veremos lo que debe hacerse del resto cuando el dlv‘n-o

SOr.no estd exactamente contenido en el dividendo, - . Ty
- 32.. Pasemes al. caso en que el dividendo consta de muclias aﬁ-ac,‘
mientras que el divisor se. compone de una sola. ~

Por la altima relacion. que existe entre la mu;luphcacwn la dx-
vision, sera muy util deducir el procedlmlento de esta ulum, del que
empleamos para efectuar aquella.. -+ - R

" ' Con este objeto volvamos’al e)em'plo'del no {9, o

Resulta de esta multiplicacion que el producto 59213 8459
se compone de 7 veces las unidades, mas 7 veces las dece- 7
na%;, mas 7 veces las centenas, mas 7 veces las unidades = ——a
de millar del niamero 8459: asi este producto es la suma . 59243

de los cuatro productos parciales, correspondientes 4 la
multiplicacion de las cuatro cifras del maltiplicando.
Luego dado el producto 59213 y uno de sus factores 7, para ha-
llar el otro factor es necesario procurar, al menos mentalmente, des-
componer 4 59213 en los cuatro productos parciales, de las unidades’
de millar, centenas, decenas Y unidades de este segundo factor multi-
plicado por el primero, tomando entonces la 7.* parte de cada uno de’
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estos productos y reuniendo los cocientes parciales, s¢ obtendrs el co-
ciente total 6 el segundo factor.

He aqui c6mo se dispone la operacion.

Escribase el divisor 4 la derecha del dividendo, separeseles por me-
dio de una linea vertical, y el divisor se raya por bajo con una hori-
zontal.

PRIMER EJEMPLO.. + v v v oo v v s o o s o« 59213

Dispuésta en esta forma la operacion, se 32 -
principia & ejecutarla por la izquierda; para lo 41 | 8459
cual se toman las 59 unidades de millar, que se 63
consideran como el primer producto parcial, y v

se dice: 59 entre 7 (6 mas bien para confor-
marse con la prictica establecida, cuando el divisor es de una sola ci-
fra), la 7. parte de 59 es 8 (con respecto & 56): el cociente 8 asi ob-
tenido espresa las unidades de millar del cociente total ° y se escribe
debajo del divisor, como se ve en el ejemplo dado: se sustrae el pro-
ducto 56 de 59, ‘que da de resto 3 unidades de millar, que debers
considerarse como proveniente de la reserva hecha en la multiplica-
cion de las cenfenas del cociente por 7. :
' Ba;cse la cifra 2 de las centenas, colocindola al lado del resto 3,
lo cual formara 32 centenas, que deberan considerarse como segundo
producto parcial, y se dira: la 7.2 parte de 32 es 4 (relativamente
4 28); escribase la cifra 4, que debe espresar las centenas del cociente,
4 la derecha del 8, y réstese el producto 28 del dividendo parcial, lo°
que. da 4 centenias de resto, que representan las reservas hechas en la
mulhphcaclon de las decenas del cociente por 7. ‘
-Como .4 no phede dividir 4.7, se'bajars y’ oolocaﬁ & su lado la
clfra 1 de las decenas del dividendo, en cuyo caso se tendrant 41 de-
eémids |para-la nueva division: asi, la:7.* parte de 41 es 5 (con res-
pecto 4 35); esta cifra 5, que espresalas decenas del cociente, se es—-
cribird 4.1a derecha de las dos anteriores; en seguids se hace la sus-
traccion de 35 del dividendo parcial 41, quedando 6 de resto, que
espresh las deconas procedentés de la muluphcamon de las unidades
del. cogiente por el divisor. - .- -
Por ultimo, bijese la cifra 3 colocéndo]a al lado del 6, y hégase -
la division de 68 entre 7 : resultan 9, que se colocaran en el lugar de

Si fuere nécesario probar que 8 es la verdadera cifra de las uni-
dades de millar del cocnente, no habia mas que hacerse cargo de que
no es ni muy grande ni muy pequedia respecto 4 la correspondiente
del dividendo. No es muy grande, porque el producto de 7 por 8000
6 56000 puede sustraerse del dividendo total: no es muy pequeiia,
porque el producto de 7 por 9000 6 63000 no puede sustracrse de di~
cho dividendo. ‘ . .
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las unidades del cociente; efectiiese la sustraccion, y como resulta 0,
es claro que 8459 es exactamente el cociente pedido.

_ Efectivamente se sigue de todas las operaciones hechas’ que se. ha
sSustraido sucesivamente del dividendo 59213, 7 veces 8 unidades de
millar, 7 veces 4 centenas, 7 veces 5 decenas, 7 veces 9 unidades; .y
como despues de todas estas operaciones no queda resto alguno, tea-
dremos que 59213 es igual al producto de 8459 por 7, 6 de 7 por
8459, y que por tante este u.lumo numero es exactamente el cocierate
que se buscaba.

QO EJEMPLO. « « « 4 o v v v o v a e 754264 |8

La primera dificultad que se presenta es 34 | ——
conocer la naturaleza de las unidades dema- . 22 l 94283 -,
yor grado del cociente, y determinar su ni- 66 .
mero. Para conseguirlo, observemos que si . 2% L
Ja primera cifra de la izquierda del divi- 0.

dendo es mayor que el divisor, 6 le es,igual, el poc;ente total nan-r
tendra unidades de la misma especle que la de las cifras del dividendo.
Pero como en este ejemplo la primera cifra 7 es menor que 8,, 3 ne-
cesario concluir que la especie de las unidades del cociente sers la de
la ﬂegunda cifra de la izquierda del dividendo. Asi pues, se tomaris
las dos primeras cifras de la izquierda, que componen 75 decerns-de
millar, y se dice: la 8.2 parte de 75 es. 9 (con respecto & 72); luego
el cociente total encierra 9 decenas de millar, pues que se puede sus-
traer 8 veces 9 6 72 decenas de millar del dividendo :. escribase 9 bajo
el divisor, y el producto 72 se restara, del dividendo parecial 75;"e)
resto 3 que se obtiene, proviene de las resgrvns halladas gn la multir.
plicacion de las npidades de millar del cogiente total por.8. . .-
Béjese al lado dcl. resto 3 la cifra, 4 del dividendo: la,8.2 parte,de
.34 unidades de¢ millar es 4 (con respecto & 32); el 4 se oscnbe' en el
cociente 4 la derecha de la cifra 9, y restando.el producte 32 del di-
.videndo parcial 34, se bajar4 la cifra 2 centenss, dgl dividendo; iopé-
rese sobre el nuevo dividendo parcial 22, como sobre los anterigres,
Y continiiese la operacion hasta ballar un resto 0, en cuyo gaso ve-
remos que 94283 es el cociente pedido. . o R

PRUEBA.

94283 )
8 . .

754264

. : [N RN
En la prictica, cuando el divisor se compone tan solo.de una ci=

fra, se abrevia la operaclon dlspgmén.dola y cfectuéndola como & comm
tinuacion se ve: Co

RN
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‘3.r EyeMeio. .. ... . 45237324 | 6

_ Principiando por la iz- . Y TYE '
quicrda se dira: la 6.* parte cociente. - . /53955“;‘ I
de 45 es 7, que se escribira — P
debajo de 45; restan 3, que 45237324

unido mentalmente 4 la cifra que sigue, se tendrd 32: la 6.2 parte
de 32 son 5, que se pondra & continuacion del 7; quedan 2, y afia-
didos al 3 son 23; la 6. parte de 26, 3, el que se escribe 4 la dere-
cha del 5, y el resto 5 se aflade al 7, resultando 57, cuya 6.* parte
es 9, que se apuntara 4 la derecha de los anteriores; sobran 3, que
con el 3 siguiente son 33; 6.* de 33 es 5; coléquese 4 continuacion
de las demas cifras, y asi sucesivamente hasta que no quede ninguna
por dividir.

Concluida la operacion, resulta que el cociente fotal es 7539554,
pues si lo multiplicamos por 6, que es el divisor, tendremos el nﬂ-—
miero 45937324, que es el dividendo.

- ‘lgualmente, la 8.2 parte del némero. . . . . 9725647 | 8 °
B8 o it et ie e e..  1215705..7

'y restan 7.
* ' " PRUEBA PARA LA MULTIPLICACION. |

9725640

”
‘

< NO'rA ~—ZEn este cjemplo cuando se llega dla
cifra 7' de las centenas del cociente, como no se
obtiene resto algnno y la cifra siguiente 4 es me- 9725647
nor que 8, sé necesita suplir esta falta, pues es prueba de que no hay
deceinas en el cociente: ‘pdra esto-basta colocar un 0, y haciendo se-
guir la cifra 4 de la 7 de las unidades, resultars 47: la 8.* parte de
%47 es 5, qne se escribird 4 la derecha del 0, quedando 7 de resto. -
-} 33. Pasemos al caso en que dividendo y divisor se compongan de
muchas cifras.
-7 Para hallar €l procedimiento de la operacion propongimonos mul-
tiplicar los niimeros 594 y 437 ; despues de lo cual comprobaremos el
resultado por medio de la division.

- Resulta de esta multiplicacion que el pro- 594
ducto 259578 se compone de fres productos 437
parciales del multiplicando 594 por las unida- —_—
des, decenas, centenas del multiplicador 437. 4158
Luego dado el producto 259578 y uno de sus 1782
Jactores 594, para hallar el otro 6 el cociente ‘2376
de la dlwsxon del primer niimero por el se- )
gundo es necesario procurar esponer en el pro- 250578 '

dueto 259578 los tres parciales de que se com-

pone. Bien dificil parece esto 4 primera vista, 4 causa ﬂe las reduc~
ciones hechas entre las cifras en la adicion de los productos parciales:
sin embargo cs facil de conseguir haciendo la siguiente reflexion.
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El producto parcial de 594 por las centenas del 259578 | 594
cociente, no pudnendo dar menos que centenas, de- 937¢ W
“be por precision estar comprendido en las 2595
centenas del dividendo. Luego si se busca la cifra 21978
que espresa e/ mayor nimero de veces que 594 esta 1782
contenido en 2595, esta cifra sera la de Zas cente-

. nas del cociente total. 4158

N

Desde luego se ve que esta cifra no es mayor que 4158
la de las centenas, pues que su producto per 594,
dando un numero menor gque 2595 centenas, el 0000
cociente total es al menos igual 4 tantas veces 100 ’

. como unidades hay en dicha cifra. Del mismo modo tampoco es me-

nor que la de las centenas , pues si se le aumentase de una sola uni- -

dad , el producto de la nueva cifra por 594 daria 4 lo menos 2596
centenas, y por tanto no podria sustracrse del dividendo 259578:
luego dicha cifra debe ser de la de las centenas del cociente.

La dificultad de determinar la cifra de las centenas del cociente
consiste en hallar cuantas veces 2595 contiene & 594, 6 lo que es lo
mismo, en buscar la cifra que multiplicada por 594 da el mayor
producto contenido en 2595. Podra obtenerse ficilmente sustrayendo
cuantas veces sea posible-594 de 2595, cuya operacion podra simplifi-
carse, segun la regla (n.° 19) de la multiplicacion de un numero de mu-
chas cifras por otro de una sola, haciéndose cargo de que 25, por ejem~
plo, es respecto & algunas unidades inmedialamente procedentes de
las reducciones el resultado de la cifra 5 de 594 por la cifra buscada.

Luego si se divide 25 por 5, se obtiene 5 de cociente, que. es
evidentemente una cifra mucho mayor; porque en la multiplicacion
de 594 por 5 el producto de 9 por'5 es 45 decenas, lo que da 4
centenas mas que llevar sobre el producto de 5 por 5 6 25. Veamos
si puede ser 4: el producto de 594 por 4 es 2376, que es mas
pequeiio que 2595, y que debera escribirse debajo de este ultimo nu-
mero: asi 4 es la verdadera cifra de las centenas del cociente, y por
esta razon se pondrs debajo del divisor, como consta por la opera-
cion. (Se ve, pues, que 2376 es el 3.er producfo parcial que se ha
obtenido en la multiplicacion de 594 por 437.)

Sustrayendo 2376 de 2595 y bajando al lado del resto 219 las
siguientes cifras del dividendo se tiene 21978, nimero que se com-
pone de la suma de los productos parciales de 594 por las decenas y
por las unidades del cociente.

Para obtener las decenas nos serviremos del mismo razonamiento
que antecede.

El producto de 594 por las decenas, no pudiendo dar unidades
de un 6rden inferior al de aquellas, se halla necesariamente en las
2197 decenas del nueve dividendo, y si se busca la cifra que espresa
el mayor numero de veces que 594 esid contenido en 2197, ella
seri la de las decenas del cocieate.

, i
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A pnmera vista se observara que dicha cifra no es mucho mayor,
pues que su producto per 594 pudiendo sustraerse de las 2197 de-
cenas, el cociente es al menos igual 4 tantas decenas como unidades
contiene aquella. Y reciprocamente no es menor, porque si se le au~
mentase tan solo de una unidad, el producto de la nueva cifra por 594
daria al menos 2198 decenas y no podria sustraerse del dividen-
do 21978.

Veamos, pues, cuintas veces 2I97 contiene 4 594, 67mas bien
conforméindonos con la observacion arfriba hecha, cuintas veces 21
contiene 4 5. El resultado es 4; pero en la multiplicacion de 594
por 4, el producto de 9 por 4 es 36, lo cual da 3 centenes mas
que llevar sobre el producto de 5 por 4 6 20: asi 4 es mayer. En-
sayemos si puede ser 3: el producto de 594 por 3 es 1782, nimero
menor que 2197 (escribasele debajo de 2197): asi 3 es la cifra de
las decenas del cociente , que debera colocarse 4 la derecha de la cifra
4 ya hallada. (El producto 1782 es ciertamente el segundo producto
parcial de la multiplicacion 594 por 437.)

Sustrayendo 1782 de 2197 y bajando al lado del resto 415 la
cifra 8 del dividendo, se obtiene 4158, que representa el producte
parcial de 594 por las unidades del cociente.

Buscando en fin, cuantas veces 4158 contiene &4 594, 6 de otro
modo, cuintas veces 41 contiene & 5, resulta 8; pero 8 es mayor,
como es bien ficil de conocer: veamos si puede ser 7: el producto de
594 por 7 es 4158, namero que sustraido de la parte restante del
dividendo da de resto 0; asi pues, 7 esla cifra de las unidades del
cociente: luego 437 es el cociente pedido.

En efecto, resulta de las operaciones anteriores que se han sus~
traido sucesivamente del dividendo 259578 los productos parciales
de 594 por 4 centenas, 2 decenas y 7 unidades; y supuesio que
* despues de todas estas operaciones no queda resto alguno, se si-
gue que 259578 es ignal al producto de 594 por 437.

34. 4.° e3empro. Se quieren dividir los dos numeros 3844637
y 657, el primero por el segundo.

La primera dificultad que presenta esta 3844637 | 657

operacion consiste en determinar el érden ma- 85 5851
yor de las unidades mas crecidas del co- —_—
ciente y el numero de ellas. Es bien claro 559637
que si tomamos 4 la izquierda del dividendo 5256
igual numero de cifras al que encierra el

divisor, 4 saber, tres, y el conjunto de 34037
dichas cifras le contienen 6 le dividen, el - 3285
cociente debera tener decenas de mullar ; pero

como este caso no tiene lugar en el presen- 1187
te ejemplo, resulta que todo el mayor 6r- 657
den de unidades que pueda tener el cocien- —

te, es las unidades de millar, de las que 530

al menos contiene una, pues que el producto de 657 por 1000
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& 657000 es menor que el dividendo: asi‘es évidenie que cl cociente
debe componerse de unidades de millar, centenas, decenas:y unidades.

Para hallar los miles observemos que el producto d6i657 por las
unidades de millar, no pudiendo dar menos que unidades de dicho
6rden, se halla necesariamente en los 3844 miles del dividendo, y
si se busca la cifra que espresa el mayor numero de veces que 657
esta contenido en 3844, ella serd la de las unidades de millar del
cociente. '

Facil serd comprender que dicha cifra no es mucho mayor, pues
que su producto por 657, dando un resauitado menor que 3844,
puede ser sustraido del dividendo, y el cociente es al menos ignal a
tantas veces 1000 como unidades contiene la tal cifra: tampoco es
menor, porque si se le aumentase, por ejemplo, de una unidad, el pro-
ducto por 657 seria 4 lo menos 3845 wnidades de millar, y por lo
tanto no podria sustracrse del dividendo.

Averigiiemos ahora cuintas veces 3844 contiene 4 657 , 6 simple-
mente 38 4 6. Se balla que este niumero de veces es 6; pero 6 es mu-
cho mayor, pues en la multiplicacion de 657 por e'l, el producto
de 5 por 6 es 30, lo cual da 3 centenas mas que llevar sobre el
de 6 por 6 6 36. Veamos si puede ser 5: el producto de 657 por 5
es 3285 (que debera escribirse debajo de 3844); y coléquese el 5 en
el cociente en el lugar de las unidades de millar, pues debe espre-
sar dicho érden de unidades. ,

Haciendo la sustraccion de 3285 4 3844 y colocando al lado del
resto 559 las otras cifras del dividendo, se obtiene 559637 , que se
compone de los productos parciales de 657 por las centenas, decenas
y unidades del cociente, y sobre el cual es necesario reﬂexlonar y ope-
rar del mismo modo que sobre el primer dividendo.

Para obtener las centenas se tomaran las 5596 centenas del nuevo
dmdendo, y se buscara el nimero de veces que 5596 contiene & 657,

6 simplemente 55 4 6. ;

Resulta 9 para el cociente; pero este niimero es mayor y por tamo
impide la sustraccion. Ensayemos la prueba con 8: el producto de
657 por 8 es 5256, nimero menor que 5596: asf 8 es la cifra de las
centenas del cociente, que debers colocarse al lado de la ya hallada.
En seguida se hara la sustraccion de 5256 4 5596.

Efectuando esta nueva sustraccion y escribiendo al lado del resto
340 las otras cifras 37 del dividendo, se tendra 34037, numero que
contiene los productos parciales de las decenas y unidades del co-
ciente.

Dividiendo 3403 por 657, 6 mas bien 34 por 6, resulta 5. El
producto de 657 por 5 es 3285, nimero menor que 3403 : asi 5 es la
cifra de decenas que despues de escrita al lado de las dos anteriores, de-~
bera hacerse la sustraccion del producto parcial 3"’85 y el dividen~
do 3403.

Poniendo al lado del resto 118 la ultima cifra 7 del dividendo se
tendrs 1187, que conticne una vez 4 657 , y por tanto 1, que es la
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cifra de las unidades del/cociente, deber4 colocarse 4 la derecha de las
tres anteriores: asi 5851 es el cociente pedido.

Sustrayendo 657 de 1187, se hallar4a de resto 530, lo cual indica
que el dividéndo propuesto ests comprendido entre el producto de 657
por- 5851 y del de 657 por 5852.

La operacion podra verificarse multiplicando 657 por 5851 6 por
5852 y ailadiendo al producto el resto 530.

He aqui los detalles de esta prueba:

5851
657

- 40957
29255
35106

3844107
530

3844637

- NoTA.—Es de advertir que en la prictica basta bajar al lado del
resto la siguiente cifra del dividendo y seguir la operacion por este
" medio hasta que ya no quede cifra alguna.

35. La determinacion del cociente parcial segun el método hasta
aqui indicado exige cierta prictica mas 6 menos larga de parte del
calculador, y aun con todo esto no se puede estar muy seguro de la
cifra propuesta, sino despues de haber podido sustraer del dividendo
parcial el producto de ella por el divisor.

Sin embargo, hay un medio de asegurarse si dicha cifra es 6 no
buena antes de pasar & la sustraccion de que acabamos de hablar.
Congiste, pues, en hacer mentalmente la division “del dividendo par-
cial por la cifra propuesta, operando como en el 3.er ejemplo del
n.° 32, 4 fin de conseguir que las cifras obtenidas en el cociente de '
esta division menial sean las mismas que las correspondientes en el
divisor propuesto, y aprovecharse del momento en que la cifra obte-
nida es mayor é menor que la respectiva del divisor. Si es mayor, no
es buena; si por el contrario es mas pequeiia, puede aun afirmarse
«que la cifra propuesta es mayor: en este caso se le rebaja en una
unidad y se apera sobre la nueva cifra como sobre la anterior.
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5.9 Eskmpro.— Se quiere dividir 137836 por 1583. R
Siendo el primer dividendo parcial 13783, lo 157836 |-1583
primero que es necesario ver 4 c6mo cabe 13 entre g9g64 |37
1,y se ve que & 137 Pero el primer cociente parcial
no pudiendo esceder de 9, es preciso averiguar si 11196
puede ser 9, para lo cual se dira: la 9.2 parte de 13 11081
es 1 (respectivamente &4 9) y quedan 4; la 9. parte
de 47 es 5 (con relacion 4 45) y restan 2; la 9.2 de 115
28 es 3, ntimero menor que la 3.* cifra 8 del divi-
sor propuesto: luego 9 es mayor, porque siendo la 9% parte de 13783
menor que este divisor, no se puede sustraer el producto de su mul-
tiplicacion por 9 del dividendo parcial. Veamos si puede ser 8: la 8.2
parte de 13 es 1, y sobra 5; la 8.2 de 57 es 7, cifra mayor que la 2.2
5 del divisor propuesto; asi pues, 8 es buena cifra, porque la 8.2
parte de 13783 siendo superior al divisor propuesto , puede sustraerse
el producto de dicho divisor por 8 del dividendo parcial.

Multiplicando 1383 por 8 y sustrayendo el producto 12664 del di-
videndo parcial, se obtiene 1119 de resto y 11196 por segundo divi-
dendo parcial. ,

Operando sobre el nuevo dividendo se dira: 11 entre 1 cabe 4 11,
pero es bien claro que el segundo cociente parcial no puede esceder
de 8, pues que el nuevo dividendo parcial es menor que el primero.
Hagamos la prueba con 8: la 8.2 parte de 11 es 1 (respecto de 8); la
8.2 parte de 31 es 3, cifra menor que la del divisor propuesto, de
donde se sigue que 8 es muy grande, pues no se podria restar 8 veces
este divisor del dividendo parcial. Veamos si puede ser 7: la 7.2 parte
de 11 es 1 (relativamente 4 7) y quedan 4; la 7. de 41 es 5 (respec~
tivamente 4 35) y restan 6; la 6.2 de 69 es 9, cifra mayor que la 3.2
8 del divisor primitivo: luego la cifra 7 es buena, porque la 7.* par-
te de 11196 siendo. mayor que 1583, puecde sustraerse 7 veces este
altimo numero del dividendo parcial en cuestion.

Multiplicando 1583 por 7 y sustrayendo el producto de 11196,
se obtiene por resto 115, y .por cociente total 87.

Nota.— Cuando es indispensable ilevar el ensayo hasta la cifra de
las unidades dé¢ primer érden, resulta la ventaja de hallarse hecha
la sustraccion.

Asi para dividir 12670 por 1583, despues de haber hallado que
9 seria muy grande, sc ensaya el 8 diciendo: la 8.2 parte de 12 es 1
(con relacion 4 8) y quedan 4; la 8.2 de 46 es 5 (respecto 4 40) y so-
bra 6; la 8.% de 67 es 8 (relativamente 4 64) y quedan 3; la 8.2 de 30
es 3 (respectivamente 4.24) y resulta 6 de resto.

Al mismo tiempo se ve que el cociente es 8 y que el resto de la
sustraccion es 6, es decir, que el dividendo contiene 8 veces el divisor,
mas 6 unidades.

36. " REcLA GENERAL,—Para dividir dos numecros enteros el uno por
el otro se escribira el divisor ¢ lu derecha del dividendo separados por
una lineu vertical, y rayado el segundo vor debajo con una herizontal.
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Dispuesta asi la operacion, témese & la izquicrda del dévidendo igual
numero de cifras al que hay en el divisor, 6 ¥NA mas si el conjunio
de lus primeras es menor Gue el divisor: la union de ellas formard
UN PRIMER DIVIDENDO PARCIAL, cuya cifra de la derecha espresa uni-
dades del mismo érden que las mayores del cociente. Busquese (n.° 35)
cudntas veces este dicidendo parcial contiene al divisor: mullipliquese
por el y restese el producto del primer dividendo parcial.

Bdjesc.al lado del resto lu.cifra siguiente del dividendo, lo cual
da UN SEGUNDO DIVIDENDO PARCIAL, Bisquese como anteriormente cudn-
las ceces este scgundo dividendo contiene al divisor, y apuntande este

* segundo. cooiente. ¢ la derecha del primero, multipliquese el divisor por
€l y réstese el producto del ségundo dividendo parcial.

Bajando al lado de este Gltimo reslo la siguiente afra del divi-
denda, se -obtendrid UN TERGEL DIVIBENDO PARCIAL. .

Contintiese lu misma serie -de operaciones kasia habér ‘bajadp la
ultima cifra del dividendo cuidando poncr el cocicnie obténido d la diw
recha de las anteriores cifras, para darle su verdadero valor.

Si despues de todas estas operaciones no queda nada, la division es
exacta: si hay resto, se ailadira en la prueba al producto del divisor
_por el cociente hallado. )

1 37. Ya familiarizados en las diversas partes de este procedimiento
se pueden abreviar las operaciones ejecutando la multlphcaclon y Sus=
iraccion simultidneamente, como puede verse en el siguiente e;empl.o,
que es uno de los mas dificiles que pueden proponerse. :

6.° E3EMPLO.— Se quieren dividir 9639475 por 2789.

Tomo, pues, las cuatro primeras cifras de la izquierda, por ser su
conjunto mayor que el divisor: divido 9639 por 2789, 6 sinplemen-
te 9 por 2, y se tiene 4 por cociente ; pera es facil de ver (1.2 35) que
esta cifra es mayor. Veo si puede ser 3, que es la verdadera cifra, por-
que el fercio de 9 es 3, numero mayor que la pnmera cifra 2 del
divisor.

Supuesto eslo, en vez de mulhphcan 2739 por 3 y. escribir el pro~
ducto bajo 9639, para hacer la sustraccion se opera como sigue: 3 por
9 son 27; réstese de 9 (ultima cifra.de la derecha de 9639), lo que es
imposible; supéngase 4 9 aumentado de 2 decenas, lo cual da 29: sus-
traigase 27 de 29; queda 2 de resto; que se cscribira debajo de 96’59
despues de haber rayado por abajo este altimo nimero.

Observemos ahora que las 2 decenas afiadidas se reputan como to-
madas de la cifra 3 que ha quedado en el valor 1; pero (n.° 14) viene
4 oblener su valor primitivo, y asi es mas cémodo retener las 2 dece-
nas para ailadirlas al producto de las del divisor por el cociente 3, y
para sustraer el todo de las decenas del dividendo 9639 tomadas en la
totalidad.

En seguida se dira: 3 por 8 son 24 y 2 de reserva 26; esto no tic-
ne lugar porque 26 de 3 no puede sustraerse, pero tomando 3 cente-
nas de la cifra de dicho 6rden del dividendo parcial, se tendra 33, que
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puede restarse de é1 el 26, quedando 7 de residuo, que se escribira
bajo el 3 del dividendo parcial, reteniendo las 3 centenas. '

3 por7 son 21 y 3 de reserva 24; 24 de 6 no puede restarse; pe-
ro si 24 de 26:queda 2 de resto, que se escribe debajo del 6 del di-
videndo parcial, cuidando retener las 2 unidades de millar.

Por altimo, 3 por 2 son 6 y 2 de reserva 8; 8 de 9 resta 1, que
se escribird bajo el 9.

Sobra la cantidad 1272, 4 cuya derecha se bajars la cifra 4 del
dividendo, lo cual da un segundo dividendo parcial 12724, con e} que
debera operarse como anteriormente.

Lo primero que sera preciso averiguar es cuantas veces 2789 cabe
en 12724, 6 de otro modo, 2 entre 12. Resulta 6; pero tanto este na-
mero como 5 no convienen, como puede verse ficilmente segun el na-
mero 35. El 4 si es bueno; por tanto deberd colocarse en el cociente
4 la derecha del 3, y operando tendremos: 4 por 9, 36; 36 de 4 no
puede ser, pero si 36 de 44 y quedan 8, que se apuntari bajo el 4, re-
teniendo los 4 que se han tomado para que la sustraccion se verificase.

4 por 8 son 32 y 4 reservadas 36; 36 de 3 no puede restarse, pero
si 36 de 42: queda 6, escribase bajo el 2, reteniendo 3.

4 veces 7 son 28 y 4 dereserva 32: 32de 37 quedan 5, que se

" escribird debajo del 7, y se retendr4 el 3.

Por ultimo, 4 por 2 son 8 y 3 reservadas 11: 11 de 12 queda 1,
que se escribira debajo del 2. » :

El resto de esta nueva operacion es 1568, 4 cuya derecha deber4
bajarse la siguiente cifra del dividendo; en este caso se tendra 15687
por tercer dividendo parcial, sobre el cual deber4 operarse del mismo
modo: el cociente total que se obtiene es, pues, 3456 con el resto 691.

He aqui la tabla de operaciones para un nuevo ejemplo.

7.° EsempLO.~—Se quieren dividir 200658969 por 39837.

200658969 | 39837
147396
278859 | 5037

0

38. PRIMERA OBSERVACION sobre la division.—Este ultimo ejemplo
da lugar 4 una observacion muy importante.

‘Despues de haber hallado por primer cociente 5 y por primer res-
to 1437, se baja al lado de este la siguiente cifra del dividendo, lo cual
da 14739 por segundo dividendo parcial. Este dividendo no contiene al
divisor, porque.el cociente total no tiene centenas, pues si tuviese tan
solo una, su producto por 39837 podria ser sustraido del dividendo
parcial 14739, lo cual bien se ve que no tiene lugar.

Pero 4 fin de que el 5 conserve su verdadero valor, se escribe
4 su derecha un 0, destinado 4 ocupar el lugar de las centenas, y ba-
jando inmediatamente al lado de 14739 la siguiente cifra 6 del divi-
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dendo, se continda la operacion, que dari la cifra de las decenas y
unidades.

¥n general, siempre que bajando al-lado del resto la cifra siguien-
te del dividendo se obtiene un numero menor que el divisor, es sefial de
que el cociente no conticne unidades del 6rden de la cifra bajada; en
este caso se pone un 0 en el cociente para ocupar el lugar de las uni-
dades de dicho érden y dar el valor relativo 4 las cifras significativas.
En seguida se baja al lado de este dividendo parcial una nueva cifra
J se contintia la operacion.

39. SEGUNDA OBSERVACION.— Cuando una operacion parcial ha sido
bien hecha, es decir, cuando la cifra del cociente relativa 4 esta ope-
racion se ha determinado exactamente, en la siguiente no podra ha-
llarse en el cociente mas de 9, pues que suponer que se ha obtenido 10
por ejemplo, seria suponer que la cifra anterior es menor de una
unidad.

Hay pues una sefial por la cual ficilmente se reconoce si la cifra del
cociente estd bien determinada; la cual consiste en obtener un resto
menor que el divisor cuando se hace la sustraccion del dividendo par-
cial. Si este resto es superior 6 igual al divisor, la cifra del cociente
- deber4 aumentirsele en una unidad.

40. Como en las primeras operaciones de la Aritmética los calcu-
los se efectuan comenzando por la derecha, es muy natural dar la ra-
zon porque en la division se comienza por la izquierda. Para ello bas-
tara observar que el dividéndo siendo la suma de los productos parcia-
les del divisor por las unidades, decenas, centenas &c..... del cociente,
todos estos productos estan contenidos los unos en los otros y no es
facil poner en evidencia el producto del divisor por las unidades, por
las decenas &ic., hasta tanto que por medio del método ya enuncia-
do se determine en qué parte del dividendo se halla eZ producto por las
unidades de mayor Jrden.

No obstante podra comentzarse la operacmn por la derecha siempre
que se haga mediante una serie de sustracciones, como queda indicado
en el n.% 30.

41. Hagamos algunas aplicaciones.de la mulhphcauon y division.

ProBLEMA 1.°—S8e quicre saber cudles cl precio de 2564 toesas de
Sfortificacion , d razon de 47 reales la foesa.

Supuesto que cada toesa vale 47 reales, es claro que en repitiendo
este valor 2564 veces se tendra el precio total. Asi bastara cfectuar la
multiplicacion de 47 por 2564, 6 mas bien de 2564 por 47 (n.° 25),
y el producto espresard el valor total de las 2564 toesas de forti-
ficacion.
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He aqui la operacion y su prueba por la division.

564 ° 120508 | 47
47 265
_ 300 | 2364
17948 188
10256 ' 000
1120508

Luego el precio de las 2564 toesas de fortificacion es 120508 reales.
2.2 La toesa de cierta obra de mazoneria cuesta 39 reales: se pre-
gunta cudnias toesas podrdn hacerse con 8395 reales.
Bien facilmente se concibe que cuantas veces 39 esté contenido en
8395, otras tantas toesas podrén construirse, y por tanto bastara divi-
dir 8395 por 39, y el cociente indicara el nimero de toesas pedido.

8395 39 Prucbha.. 215
59 — 10 39
205 | 215 % —

10 39 1935
645

10

8395

Como adems4s del cociente 215 hay un resto 10, es necesario saber
el uso que debera hacerse de él.

Obsérvese que si el dividendo tuviese 10 reales menos de valor, se-
ria igual al producto del divisor por el cociente 215, y por tanto el na-
mero de toesas seria igual 4 dicho cociente; mas como hay un resto 10,

€s necesario averiguar qué fraccion de toesa podra construirse con es-
tos 1V reales.

: 1
Ahora bien, si 39 reales dan 1 toesa, 1 real dara T de toesa, y 10

1 10 -10 :
reales 10 veces 9 de toesa 6 —(n° 8): asi 215 toesas, mas o de toe-

sa forman ¢l resultado pedido. :

Tal es en general el uso que debera hacerse del resto de una divi-
sion, cuando al efectuar la operacion se trata de nitmeros concretos.

Se concibe la unidad del cociente (cuya naturaleza queda deter-
minada en el enunciado del problema) divididu en tantas partes igua-
les como unidudes contiene el divisor, se toma una de estas partes
lantas veces como unidades conticne el resto de la division y se antade
la fraccion que resulla al nimero entero ya oblenido.
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3.2 Se han pagado 21478 reales por 895 varas de gdnero se pre-
gunia cudl es el precio de cada vara.
Si se conociese el precio de la vara, repitiéndolo 895 veces se ten—
drian los 21478 reales, y por tanto sera suficiente dividir 21478 por
895 para hallar el resultado.

21478 895 895
3;;2 23 reales 893 23
895 2685

1790
893
21478

Como el dividendo y el producto de 895 por 23 contienen 4 los 893,
se sigue que el precio de la vara es 23 reales, mas una fraccion que se
trata de determinar.

Para conseguirlo observemos que 5 repetido 895 veces da 1:

7

895
asi pues, _8‘.;-?;‘ repetido 895 veces da 893, y por consiguiente 23,

893
mas o esun numero, que multiplicado por 895 reproduce 4 21478.

893
Luego el precio pedido es 23 reales, mas 395 de real.

Este resultado est4 conforme con la regla establecida en el anterior
ejemplo.
4.° Se quiere dividir igualmente entre 498 personas la cantidad
de 1348708 reales: se pregunia qué parte corresponde 4 cada una.

1348708 | 498 2708
352108 “g7ug Tedles 124 e
124 498 21664
‘ 24372
10832
12 .
1348703

Siendo 2708 el cociente y 124 el resto, es claro que si el dividendo
tuviese 124 menos de valor, la parte de cada persona estaria bien re-
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presentada por 2708. Pero como la suma tolal encierra 124 mas que
el producto de 2708 por 498, resulta que la parte de cada persona de-
be ser 2708 reales, mas una parte de 124 reales. Para formarse una
idea de esta parte se puede considerar el nimero 124 como uN TODO
que es necesario dividir en 498 partes iguales, y una de ellas es la
fraccion que debe complelar el cociente; pero aun es mas sencillo segun
el n.° 8, pues con arreglo & lo alli establecido se divide la unidad que
aqui es el real en 498 partes iguales de las que se toman 124, lo que

D]
da ; 9i .fraccion que deber4 afladirse al cociente entero.

42. Nora.—Este tltimo ejemplo nos conduce & una observacion de
la que mas adelante tendremos que hacer uso. Consiste en que dividir
el nimero 124 en 498 partes iguales es lo mismo que tomar 124 ve-
ces la 498.2 parte de la unidad. En efecto, si en vez de 124 solo se¢ tu-

- 1

viese que dividir 1 en 498 partes iguales, cada una de ellas seria -m-;

pero como el numero que se quiere dividir es 124 veces mayoﬁ, se cOn-

cibe que el .resultado de la division sea tambien 124 veces mayor,
124

igual ‘é 124 veces T?-, 6 finalmente & 98
Del mismo modo, dividir 15 en 28 partes iguales se reduce & to-
mar 15 veces la 28.% parte de la unidad. Porque si solo hubiese 1 que

1
dividir en 28 partes iguales, cada parte seria igual 4 gg’ bero como
e 15 lo que se quiere dividir, ¢l resultado serd 15 veces mayor, y

) 1 15
r tanto igual 4 15 veces — 6 4 —.
p gua. 25 ° 28 ‘

En gencral, dividir un riimero en tantas partes iguales como uni-
dades contiene otro, se reduce d dividir la unidad en tantas partes
iguales como unidades contiene el segundo y tomar una de estas par-
‘tes igual mimero de veces al que contiene de unidades el primero.

ALGUNOS OTROS PRINCIPIOS SOBRE LA MULTIPLICACION Y DIVISION.

43. De los principios establecidos en los nameros 25, 26, 27 y
28 se deducen algunas consecuencias que serd muy convenicute espo-
ner y analizar por las muchas aplicaciones que tienen en la Aritmé-
tica.

Observemos antes de todo que segun las definiciones de la multi-
plicacion y division de los mimeros enteros, se hace ¢ un mimero de
esta especie tantas veces mayor 6 menor como unidades hay en otro,
multiplicando 6 dividicido el primer nimero por el segundo.
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Asf cuando se multiplica 24 por 6, el producto que se obtiene es 6
veces mayor que 24, pues que resulta de la adicion de 6 numeros igua-
les & 24. Y reciprocamente, si se divide 24 por 6, el cociente es 6 ve-

. ces menor que 24, pues repetido 6 veces reproduce ¢l mismo nimero.

Esto supuesto, facilmente se concibe la evidencia del siguiente prin-
cipio: si en una multiplicacion al muliplicando 6 multiplicador se le
hace cierto niimero de veces mayor ¢ menor, en igual canlidad se le
aumenta 6 disminuye al producto.

Segun esto, si al multiplicar 47 por 6, en vez de efectuar esta ope-
racion se multiplica 47 por 24, que es 4 veces mayor que 6, como con
arreglo 4 lo establecido en el n.® 26, multiplicar 47 por 24 es lo mis—
mo que multiplicar 47 por 6 y el producto obtenido por 4, resulta
que el producto de 47 por 24 es igual 4 4 veces el producto de 47
por 6, 6 bicn es 4 veces mayor que dicho producto.

Y viceversa, el producto de 47 por 6 (que es la cuarta parte de 24)
siendo 6 veces menor que el de 47 por 24, se sigue que si se hace al
multiplicador 4 veces menor 6 se le divide por 4, el producto queda
por lo tanto 4 veces menor. .

Hemos visto (n.° 25) que en una multiplicacion de dos factores se
puede invertir el 6rden de ellos sin que por eso varie el producto: por
lo mismo lo que acabamos de establecer se aplica igualmente al mul-
tiplicando que al multiplicador. Luego &c.......

De aqui es que el producto no varia cuando al mulliplicando se le
aumenta en cierta cantidad siempre que en la misma se disminuya al
multiplicador, es decir, cuando al multiplicando se le mulliplica por
un mimero y al multiplicador se le divide por el mismo: porque segun
lo anteriormente establecido hay una compensacion mediante la cual la
segunda operacion destruye el efecto de la primera.

Sobre esta ultima consecuencia estriba un medio de que hemos he-
cho uso algunas veces para compirobar la multiplicacion.

Multiplicar 347 por 72 es lo.mismo que multiplicar 2 veces 347, 6
694 por la mitad de 72 6 por 36. Asi despues de haber multiplica-
do 347 por 72 se puede multiplicar 694 por 36, én cuyo caso sila pri-
mera operacion es exacta, la segunda debera dar igual resultado.

Ahora bien, supuesto que en la division el dividendo es un produc-
to cuyos factores son el divisor y el cociente, es bien claro que si se
hace al dividendo cierto niimero de veces mayor 6 menor, es decir, si
se le multiplica 6 divide por cierto mimero entero, el cociente es, me-—
diante esta alteracion, multiplicado 6 dividido por el mismo niimero.

En efecto, como segun la alteracion hecha el cociente multiplica-
do por eldivisor ha de reproducir un dividendo cierto numero de
veces mayor 6 menor que cl primero , es indispensable que quedan-
do el mismo divisor, el cociente sea igual niimero de veces mayor 6
menor. .

Por el contrario si suprimiendo la alteracion del dividendo, se Za-
ce al divisor ciertfo numero de veces mayor 6 menor, en el mismo sen-
tido dcberd aumentar ¢ disminuir el cociente: esta es en efecto Ja sola
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hipétesis admisible para que la multiplicacion dé el mismo producto 6
el mismo dividendo. ‘

Luego si dividendo y divisor se mulliplican 6 dividen por un mismo
niimero, el cociente no se allera; pues que si por la alteracion hecha
con el dividendo se multiplica 6 divide el cociente por cierto numero,
en igual cantidad se multiplica 6 divide mediante la alteracion hecha
con el divisor. Hay, pues, una verdadera compensacion, y el resulta=-
do por lo tanto permanece el mismo.
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CAPITULO 1.

——t PO

De los quebrados 6 fracciones.

44. Ya hemos visto en los nameros 1 y 8 qué se entiende por
fraccion 6 quebrado y qué idea debemos formarnos de esta parte de la
cantidad numérica. En todo quebrado se distinguen dos términos, el
denominador y el numerador. El denominador representa el rnimero
de parles iguales en que se considera dividida la unidad, y el nume-
rador cudntas de estas partes deben tomarse: el conjunto de ellas
constituye la fraccion.

3 . .
Asi en el qucbrado 7 que se enuncia verbalmente diciendo Zres

cuartos, 4 es el denominador, que indica que la unidad ests dividida
en 4 partes iguales, y 3 el numerador, que seiiala que 3 son las partes
que deberan tomarse.

11
Del mismo modo la fraccion o) que se enuncia once dozavos,
espresa 11 partes de la unidad dividida en 12 partes iguales.
Asimismo se ha visto (n.° 42) que una fraccion, tal como = es

equivalente 4 la 15.* parte del fodo espresado por 13, esto es, que
una fraccion puede considerarse como el cociente de su numerador
dividido por el denominador de tal modo que frece veces la quinzava
parte de la unidad, 6 frece quincenos 6 la quinzava parte de trece, 6
trece dividido por quince son espresiones idénticas.

45. De la definicion que acabamos de dar del numerador y deno-
minador, se siguen evidentemente las consecuencias siguientes :

1.2 Si, omitiendo la alteracion del denominador de una fraccion,
se multiplica 6 divide su numerador por un mimero, la nueva frac-
cion serd este numero de veces mayor 6 menor que la primera.
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En efecto, tan luego como se multiplica el numerador por 2, 3,

4... &c., se indica que se toman 2, 3, 4.. &c. veces mas partes; y

como estas son las mismas, la nueva fraccion es 2, 3, 4.. &c. veces
mayor que la primera. -

12 18 24
257 25' 25
dos 2, 3, 4... &c. veces mayores que el primero,

Por el contrario si se divide el numerador por 2, 3, 4. &c., se
indica que se toman 2, 3, 4.. &c. menos partes; luego &c... Asi

% Y g5 son fracciones respectivamente 2, 3... veces menores que — o5

2.2 Si, sin alterar el numerador, se multiplica 6 divide el deno-
minador de un quebrado por un numero, la fraccion -queda multipli-
cada 6 dividida por este guarismo.

En efecto, cuando se multiplica el denominador por-2, 3, 4,... la
unidad se halla dividida en 2, 3, 4.. &c. veces mas partes iguales;
las nuevas partes son, pues, 2, 3, 4... &c. veces menores, y como
siempre se toma el mismo numero, se sigue que la fraccion resultante
e 2, 3, 4... veces menor que la primera.

3.2 Elwvalor de una fraccion no varia porque se mullipliquen 6
dividan sus dos términos por un mismo nimero.

Asi que, sabemos por los dos primeros principios que el efecto de
la operacion ejecutada con el denominador destruye el de la operacion
hecha con el numerador, y que por tanto hay una compensacion.

6
Asi, sea el quebrado 55° claro que — . son quebra-

6 9 12 15
Por e)emplo, los‘ quebrados 3 12 16’ 20 todos equivalen-

3
tes 4 la fraccion —, pues que cada uno resulta de la multiplicacion

A

de sus dos términos por 2, 3, 4.

. 2
Por el mismo consiguiente, la fraccion gg- es igual 4 cada una de

8 1
las fracciones — 15 18’ g, pues que se han obtenido dividiendo los
dos términos de la primera por 2, 3, 4...

Estas diversas proposiciones son anilogas 4 los principios estable-
cidos (n.% 43) sobre la division de los nimeros enteros, y deben por
lo tanto considerarse como una aplicacion de dichos principios 4 las
fracciones.

46. Como la tercera proposicion es de mucho uso, nos parece
conveniente dar de ella una demostracion directa ¢ mdependlente de
las dos primeras.
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. 5
Pongamos por ejemplo el quebrado- 37 multipliquemos por 3 los

) 15
dos términos 5 y 8, lo cual da 2—4: esta fraccion es equivalente 4 la

primera. ' ‘
Efectivamente estando la unidad principal dividida en ocho partes
iguales, si cada octavo se divide en #res partes iguales, en tal caso la
unidad quedar4 dividida en veinticuatro partes iguales tambien. Cada
octavo vale tres veinticualravos, y cinco ocfavos valdran cinco veces

. 5 15
tres 6 quince veinticuatravos, es decir;, que los quebrados 3 y 37 son

absolutamente iguales.

Del mismo modo se demuestra que los'quebrados :—;— y £, de los
que el segundo se forma m.ultiplicando por 5 los dos primeros térmi-
nos 11 y 12 del precedente, son iguales.

15 5
Y asi reciprocamente, como se pasa del quebrado 2—4 al 3 toman-

do el fercio de cada término del primero, y del quebrade é; al :—; to-
mando el guinfo de los dos términos del anterior, se puede concluir
diciendo que un quebrado no cambia de valor porque se multipliquen
6 dividan sus dos términos por un mismo niumero.

‘ Vamos, pues, 4 pasar 4 la esposicion y analisis de las diversas ope-
raciones que pueden tener lugar en la resolucion de un problema
cuyos dafos son fracciones 6 nameros fraccionarios 6 complejos. Mas
antes de tratar de las cuatro operaciones fundamentales, es necesario
que demos 4 conocer dos trasformaciones de un uso frecuente y par-
ticulares al célculo de los quebrados.

RRDUCCION DE LOS QUEBRADOS K UN COMUN DENOMINADOR.

— 47. Esta trasformacion tiene por objeto: dados dos 6 muchos que-
brados de especies diferentes 6 de diversos denominadores, reducirlos
d una misma especie 6 & un comun denominador. "Asi pues, el prin-
cipio establecido de que una fraccion no cambia de valor porque se
maultipliquen 6 dividan sus dos términos por un mismo némero, nos
suministrard un medio bastante facil y sencillo para verificar esta
trasformacion. .
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- ann RIEMPLO.— e qweren reducir 4 un comun denominador
i
5
Io.v quebrados Z y -;'.

[} .
g Sl se multiplican los dos términos 3 y 4 del primero por 7, deno-
minador del segundo, y los dos términos 5 y 7 del segundo por 4, de-

! 21 20
nomlnador del pnmero ’ tendremos los dos quebrados pedidos — TRATS

Estas fraccnonu tienen el mismo valor que las propuestas segun el
principio establecido en el n.° 46; adem4s de que tienen denominado-
res iguales, pues que cada uno de ellos es el producto de los dos deno-
minadores pnmnwos 4 y 7

6
1

Mulhphquense los dos 1érmmos 4 y 7 del primer quebrado por 88,
producto de fos denominadores 8 y 11 del segundo y tercero; despues
los dos términos 5 y 8. del segundo:por 77, producto de los denomina-
dores del primero y tercero;.y por witimo los dos términos 6 y 11
del. tercero- por 56, producto de los denominadores 7 y 8 del primero

352 385 336
616 616° 616

Estas fracciones henen el mismo- valor que las primitivas, y sus
denominadores sor los mismos, pues que.cada uno es el producte- de
los tres denominadores 7, 8 y 11 multiplicados en un 6rdcn diferen—
te (Véanse los n.os 25—28)

REGLA GERERAL.— Para reducir un miimero cualquzera de quebra-
dos d'un comun denominador se mulliplicardn los dos términos por
el producto (ya efectuado) de los denominadores.de los otros.

He aqui el modo de aphcar 6 hacer uso de esta regla en la prac-
tica:

;20 Sean Ios quebrados' -g,x -

y segundo tendremos, pues, Ios nuevos quebrados ——

©

T A () 23. 29
3.9 Sean los cmcol.quebrados ATETET y "—3
Para mayor senciliez se dispone asi la operacion:

3 7 710 23 ' 29

i, 153725, 111800, 94600, ' 49192, . 28600,

461175 782600 946000 1131416 829400 -
-1 12298007 12298007 1229800 % 12293007 1229800 °
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.Despues de haber formado los productos de los cinco denomina-
dores 8, 11, 13, 25, 43, lo cual da por denominador comun de los
quebrados trasformados, 1229800, dividase sucesivamente este pro-
ducto por cada uno de los denommadores particulares, y de este modo
se obtendran ‘los cinco cocientes 153725, 111800, 94600, 49192 y
28610, que deberan colocarse respectivamente debajo de los cinco que-

“ brados propuestos; despues de esto sc multiplica el numerador de cada
quebrado por el cociente que le corresponde, obteniéndose de esta suer-
te los diversos numeradores y quedando reducidos los quebrados 4 un
comun denominador.

La razon que hay para proceder de este modo es bien fécil de com~
prender: porque siendo el naimero 1229800 producto de los cinco de-
nominadores, el cociente 153725 de la division de 1229800 por 8 es-
presa necesariamente el producto de los cuatro denominadores 11, 13,
25 y 43. Del misino modo siendo 111800 el cociente de la division
de 1229800 por el segnndo denominador 11, es igual al producto de
los otros cuatro denominadores 8, 13, 25y '43: el mismo razona-
miento ha de hacerse con relacion 4 los otros cocientes. Este medio es
sin contradiccion mucho mas ficil. de poner en practica que si para
cada quebrado se efectuase la multiplicacion de los denominadores de
los otros cuatro. Pero sus ventajas no son tiertas sino cuando solo hay
que reducir mas de tres quebrados 4 un comun denominador.

48. Hay un caso en que esta reduccion.puede verificarse de un
modo mas sentillo: este es cuando el mayor de Jos denominadores es
exaclamente divisible por los otross ‘i .

4.° Sean los quebrados

2-3 5 7 23
3' 4’ -6’ 12° 36’
12’ 91 6| 3) i’

24 27 30 21 23
36’ 36’ 36’ 36" 36

e e

Bien facil es de ver que 36 es exactamente divisible por cada uno
de los otros cuatro denominadores 3, 4, 6 y 12,

Esto supuesto, se efectuan sucesivamente estas divisiones ¥ se co~
locan los cocientes 12, 9, 6, 3 debajo de los cuatro primeros guebra-
dos; despues s¢ multiplica el numerador de cada uno de ellos por el
cociente que le corresponde, y dejande sin alteracion alguna el que-

23 .
brado 36 todos los dem4s quedarin reducides al tomun denomi-
mador 36.
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Algunas veces aun cuando el mayor de los denominadores no sea
- exactamente divisible por los dem4s, bastars multiplicarle por 2, 3,
4... para obtener un producto exactamente divisible por todos los de-
nominadores: en este caso tiene lugar la simplificacion de que hemos
hablado..
5.2 Sean los nuevos quebrados

11 13 17 25

-3 7 172
4’ 8 12° 18" 24 36’
18, 9, 6, 4, 3, 2,

54 63 66 52 51 50
' 72" 72 72’ 72’ T2t 72

El denominador 36 que tan s0lo es divisible por 4, 12 y 18, se

hace que lo sea exactamente por todos los demis denominadores mul-
tiplicindolo por 2: el denominador comun sers 72.
. Hecha ya esta operacion, se pasa & formar los cocientes de la di-
vision de 72 por los demas denominadores, colocindolos respectiva-
mente debajo de cada uno de los quebrados; en seguida se multiplica
€l numerador de cada uno por el cociente que le corresponde: esta ul-
tima operacion dard nuevos numeradores, siendo el denominador co-
mun, como ya hemos dicho, 72.

La ejecucion de tales simplificaciones exige mucha practica por
parte del calculador. Mas adelante espondremos (capiuio V) el modo
de reducir un nimero cualquiera de quebrados al mas minimo comun
denominador. ) .

He aqui algunas aplicaciones de la trasformacion que precede.

49. PROBLEMA PRIMERO.— Se’ quiere saber cudl de los dos que-

3 7
érados A 3 es mayor.

A primera vista parece dificil hallar la solucion de este problema,
porque si por una parte se observa que la unidad en el segundo que-
brado se halla dividida en mayor nimero de partes que en el prime-
ro, tambien es cierto que el ntmero de partes que en ¢l se toma es
mayor, pues bien se ve que 7, numerador del segundo, es mayor que 3,
numerador del primero. Esta dificultad se allana facilmente mediante
la reduccion 4 un comun denominador, pues es evidente que de dos
quelrados cuyos denominadores son iguales, liene mas valor aquel
cuyo numerador es mayor.

. 36 o
Hecha pues la reduccion, resulta g0 Pare el primer quebra-
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35 :
do y 5 P2 el segundo; de donde se deduce que el quebrado pri~

3 1 ' :
mero - es el mayor, llevando un esceso de 0 sobre el segundo.

Por el mismo consiguiente se reconocers que de les tres quebra-

dosﬁ

6 8 6
EETRAT el mayor es 'Y el menor l—'ly el mediano ;—, por-

572 546 616
‘ 1001’ 1001 Y 1001
Tambien podran reducirse los quebrados 4 un comun numerador
(multiplicando los dos términos de cada uno de ellos por el producto
de los numeradores de los demds), y de los resultantes tendrd mas
valor aquel que menor denominadot tenga, pues aun cuando el nu-
merador sea igual, la especie de las partes es mayor, por cuanto sien—~
do menor el denominador, resulta que la unidad se halla dividida en

que reducidos 4 an comun denominador, resulta

_menor numero de partes.

Pero el pnmer medio (es decir, reducirlos 4 un tomun denomi-
nador) es mejor, pues ticne la ventaja de dar 4 conocer la diferencia
que hay entre los quebrados propucstos, considerados dos 4 dos.

ProBLEMA 2.°—Se quiere saber qué alteracion podrd sufrir cual-
quier quebrado ailadiendo un mismo numero ¢ sus dos términos. '

7
Sea, per ejemplo, el quebrado = & cuyos dos teérminos se ha de
13
aradir la cantidad 6: la fraccion resultante serd -1—8
8i ambos quebrados se re'ducen 4 un comun denominador, resul-

126 156
tar4 para el primero —— 316 J P el segundo —— 516 ; de donde la frac-

3
cion propuesta ha aumentado de valor en —— 216"
Para hacernos cargo de lo que acabamos de decir, observemos que

12
la unidad siendo igual 4 150 su esceso sobre — estarid bien represen—

2

5 13
tado por el quebrado oY del mismo modo el que tenga sobre L lo

,

5
esl.’a por el qnehrado —_ Im numeradores de estas dos diferencias son

v
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los mismos, y asi debe ser efectivamente; porque 18 y 13 estando for-
mados por la adicion del niimero 6 4 los dos términes 7 y 12, resulta
que la misma diferencia habra entre 18 y 13 que entre 12 y 7.

5 5
Pero 1a diferencia T necesariamente menor que 1o’ Pues que

el primer denominador es mayor, siendo as{ que los numeradores son

13
iguales: de donde la fraccion M difiere menos de la unidad que

: 7 '
la fraccion oy luego la primera es mayor que la segunda.

Desde luego se ve que cuanto mayor sea ¢l namero afiadido al
quebrado 13 tanto menor seri la diferencia entre la nueva fraccion

y la unidad, pues permaneciendo siempre 5 el numerador de esta di-
ferencla, el denominador aumentar4 sucesivamente de valor y la frac-
cion sers cada vez mayor.

Este razonamiento que es capaz de aplicarse 4 cualqmera _otra
fraccion, se enuncia generalmente diciendo que si 4 los dos términos
de una fraccion se aiade un mismo niimero, la fraccion resullante es
Zanto mayor que la propuesta, cuanto mayor sea el numero quc se
aiade. :

Y reciprocamente, cualquier fraccion disminuye de valor restando
un mismo numero de sus dos términos.

Nos ha parecido conveniente entrar en algunos pormenores sobre
esta proposicion con el objeto. de que los principiantes no confundan
este caso con el en que se multzphcan 6 dividen los dos terminos de una
JSraccion por un mismo nimero, pues entonces la fraccion solo varia”
en su forma, y su valor queda el mismo: por el contrario cuando
hay adicion 6 sustraccion de un mismo numero respecto de ambos
términos, no solo varia la espresion, sino que tambien aumenta 6 dis-
minuye el valor de la fraccion.

REDUCCION DR UN QUEBRADO A MENORES TERMINOS.
=—>50. Sucede muy 4 menudo en el cilculo de esta clase de nimeros
tener que resolver fracciones, que estando espresadas por términos
mayores, se ofrece una gran dnﬁcultad en formarse una idea clara y
exacta de ellas.

12
Por ejemplo, el quebrado = indica que es mecesario dlvuhr la

unidad en 15 partes iguales y de ellas tomar 12. Pero como 12y 15
son igualmente divisibles por 3, resulta que la fraccion propues-
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i estara bien representada por 4 ) que le es eqmvalen'.e segun Io

establecido en el n.® 46. Asi para formarse una idea exacta’de la frac-

cion 1—5 bastara concebxr la unidad dlvxduh en 5 partes xguales y de
ellas tomar 4, lo cual, como bien se ve, es muy facil.

Luego siempre que haya una fraccion cuyos términos sean muy
crecidos, sers muy itil procurar en cuanto sea posible reducirla &
términos menores.

El primer media que se presenta es dividir ambos: términos por
los nimeros 2, 3, 4,... si hay lugar 4 ello

Sea, por ejemplo, la fraccian m que se quiere reducir & te’r—

minos menores.

Como amhes términos son divisibles por 2, se efectuard la division

5
y se tendr por primer resultada 7;

Los doa términos de esta ltima fraecxon son. tambien dmsnbles

por 2, y asi se tendrs por segunda ruultado

Al

o .
Ensayando la division por 3 se tendrd 1 quebrado -que tambien

puede dividirse por 3, resultando % por-la: mas minima espresion del

Este métado es bien ficil y cémodo; mas por ahora no podremos
ocuparnos en generalizarlo.

He aqui otro medio de reducir un quebrado cualquiera’d su mas
minima espresion: consiste en determinar el mayor mimero que divi-
de exactamente tanto al numerador como al denominador, 6 de otro
modo, en hallar el mdximo comun divisor.

¢ 51, Principiemos por establecer algunas nociones preliminares. - -

Un nimero es multiplo de otro, cuando le contiene un némero
entero de veces, es decir, cuando el primero es exactamente divisible
por el segundo.

Y reciprocamente, el segundo de estos némeros se llama submul—
tiplo, parte alicuota, 6 divisor del primero.

Asi pues, 24 es nuiltiplo de 6, porque 4 veces 6 son 24: 4 'y 9

N
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son divisores , submulliplos 6 partes alicuotas de 24. Del mismo modo
60 es multiplo de 12, pues que 5 veces 12 dan 6V: como tamlnen 5
y 12 son divisores 6 .mbmulhplos de 60,

'Se llama nimero primo un nimera que solo. es exactamente duvx-
sible por si mismo y por la unidad (la cual se considera como divisor
de todo néimera). Asi; 2, 3, 5, 7, i1, 13... son nimeros primos;
mas no lo son 4, 6, 8, 9 12, pues estos adnnben por divisores cual-
guiera de Jos niimeros 2 3 6 los dos 4 la vea.

Dos numeros son primes entre si cuando no tienen divisor co-
mun (ademés de la unidad): asi 4y 9, 7 y 12, 12y 25, son ntme-
r08 primos entre ${; mas no lo son 8 y 12, pues son dwlsxbles ambos,
bien por 2 6 bien por 4.

Priver principio.—Todq nmimera que divida exactamente & otro,
divide tambien & un multiplo cualquiera de este segundp nimero.

Por ejemplo, 24 siendo divisible por. 8 y dando de cociente 3, 5

veces 24 6 120 dividido por 8 dar4 (n.° 43) por cociente 5 veces 3’
6 15. Del mismo modo 60 siendo divisible por 12 y dando 5 de co-

ciente, 7 veces 60 6 420 dividido por 12 dard por cociente 7 veces
$ 6 35.

Skcuxpo principio—Todo mimero que descompuccto en dos parites

exactamente divisibles por otro, lo serd xgualmente por cste segundo
numero.
Asi es en efecto, pues que el cociente de la division del. némero

total siendo igual 4 la suma de los dos cocientes parciales, si estos son’

enteros, su suma, es decir, el cociente total, lo sera igualmente.

TERCER, PRINCIPIO—T0do nimero que divide separadamente & VKA
SUMA ducompuesta en dos partes y tambien 4 una de ellas , dmdc
por precision & la otra.

Porque resultando el cociente total igual 4 la suma de los dos co-
cientes parciales, si uno de estos es entero y el otro fraccxonano, po-
dria decirse que un numero entero era igual 4 un nimero [fracciona~
rio (n,° 1), lo cual no puede verificarse por ser cosa absurda. :

52. Esto supuesto, propongdmonos hallar el MAXIMO CoMUN nlvmon
de los dos niimeros 360 y 276 (n.° 50),

Desde luego se ve que este miximo comun divisor no debers ser
mayor que el niamera menor 276 , y siendo este divisible por si mis-
mo, siempre que divida 4 360, podr4 considerarse como el méxlmo
camun divisor pedido.

Ensayando la division de 360 por 276 se halla por cociente l y
por resto 84 : de donde 276 no es maximo comun divisor. Pero si' lo
serd el que haya entre el nimera menor 276 y el resto 84 de la divi-
sion.

En efecto, el miximo comun divisor que se busca, debiendo divi-
dir 4 360 y 4 una de sus partes 276, divide necesariamente (n.° 51)
& la otra parte 84: de donde podremos deducir que el méximo comun
divisor entre 360 y 276 no puede ser mayor que el de los mimeros
276 y 84, pues que debe dividir 4 dichos dos numeros. En segundo
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lugar el miximo comun divisor entre 276 y 84, dividiendo las' dos:
partes del fodo 360 , divide necesariamente & este ultimo numero, el
cual siendo divisor exacto de 360 y 276, no puede ser mayor que el
mdximo comun divisor de dichos dos numeros 360 y 276. De donde
se deduce que el méximo comun divisor de 360 y 276 y el de 276 y
84 deben ser iguales. /

Asi pues, la cuestion queda reducida 4 hallar el méximo comun
divisor entre 276 y 84, nimeros que forman un sistema mas sencillos
que 360 y 276.

Para conseguirlo razonemos sobre 276 y 84, como hemes razona—
do sobre los nimeros primitivos; es decir, ensayemos la division en—
tre 276 y 84, y si es exacta, se podra concluir que 84 es el maximo
comun divisor de 276 y 84, y por consiguiente de 36V y 276.

Efectuando esta nueva division, se obtienen 3 por cociente y 24.
por. resto; de donde 84 no es el maximo comun divisor pedido.- Mas
por un razonamiento analogo al que ya hemos hecho anteriormente,
probaremos que el miximo comun divisor entre 276 y 84 es el misme-
que el que exisle entre el primer resto 84 y el segundo 24. ,

Hagamos uso de dicho razonamiento: el méximo comun divisor.
entre 276 y 84, debiendo dividir 4 84, divide necesariamente 4 su
multiplo 3 veces 84: asi dividiendo a’ fodo 276 y 4 una de sus partes,
3 veces 84, divide 4 la otra parte 24; de donde el maximo comun di~
visor de 276 y 84 no deberd ser mayor que el de 84 y 24. Por otra-
parte, el maximo comun divisor entre 84 y 24 dividiendo -3 veces &
84 y 24, que son las dos partes de 276, divide nccesariamente & 276 :,
asi dividiendo 4 84 y 276 na puede ser mayor que el mdximo comun
divisor de 84.y 276. E} maxima comun divisor de 276 y 84 es el de.
84 y 24 : asi que no puede ser ¢l uno mayor .ni menor que el otro;;
luego son iguales.

Reducida ya la cuestion 4 hallar el méximo comun divisor entre,
84 y 24, serd necesario dividir el uno por el otro. Efectuando esta.
nueva division se obtienen 3 por cociente y 12 por resto, de donde 24.
no puede ser el maximo comun divisor; pero como este maximo co-
mun divisor es el mismo que hay entre 24 y el resto 12, dividames.
24 por 12, y hallaremos un cociente exacto, cual es 2: asi 12 es el
maximo comun divisor entre 24 y 12, entre 84 y 24, entre 276 y 84
y finalmente entre 360 y 276. Luego 12 es e/ mdxzmo comun divisor :
buscado. ok

En la prictica se dispone asi la operacion:

[ I

{ | I-
360 1276 | 84 , 24 | 12
84124 [12] 0 . |
Despues de haber dividido 360 por 276, lo cual da por cocien=
te 1, que se coloca encima del divisor (en lugar de ponerlo debajo co-
mo s¢ acostumbra regularmente), y por. resto 84, se coloca este resto
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4 la derecha del niimero menor 276 : en scguida se divide este ltimo
mimere 276 por 84; cl naevo cociente 3 se pone como antes encima
del divisor y el resto 24 4 la derecha del' namero menor 84: conti-
nuese de este modo la operacion hasta hallar un gociente exacto, en
cuyo caso el nimero menor serd el maximo comun divisor de los ni-
meros propuestos.

REGLA GENERAL.—Para hallar el md.mmo cormun dlm.eor de dos '
numeros se dividird el mayor por el menor , y si de esta division no
resulta resto alguno, el ‘mcnor de los numeros propuestos serd el md-
ximo comun divisor.

8i por el contrario la division no es exacta, sino quc resulta al-
gun resto , se dividird el menor de los numeros por él mismo, y si la
division es cxacla, el resto halludo en la primera serd el mdximo
comun divisor.

87 esta scgunda division aun no es exacta, se dividird el primer
resto por el resullante en ella, y asi sucesivaménte se ird dividiendo
el ultimo resto por el que le precede, hasta que hayamos obienido una
division exacla: entonces el ultimo resultante serd e? md.cimo comun
divisor buscado. ’

Si el ultimo divisor es la umdad es una prueba de que lm mi-
meros propuestos son primos entre si, pues que no tienen mas divisor
comun que la unidad.’ :
* -Por consiguiente si dos némeros propuestos son: primos entre siy
aplicandoles el procedimiento de que acabamos de hablar se hallard
necesariamente por ultimo resto 1. Porque segun la naturaleza de di=
cho procedimiento los restos van disminuyendo sucesivamente , y por
tanto no podra obtenerse un resfo nulo antes de-obtener un resto igual
4 1, pues que cualquiera otro divisor que diese este resto nulo seria
maximo comun divisor de dos nimeros. Asi por precision despues de
ejecutado un cierto namero de operaciones mayor 6 menor debera ub-
tenerse la unidad por resto.

53. He aqui algunas aplicaciones de este procedlmlento
1.er EyempLo.—Reducir ¢ su mas minima espresion el quebra-

592

999 - ,
~ Apliquemos el método del maximo comun divisor 4 estos dos ni-
meros 999 y 592, y despues que hallemos el nitmero mayor que di-
vide 4 ambos efectuaremos su division por este numero, obteniendo de

este modo el quebrado pedido.
' | 4]t ] 25 |999]% |52

y

185

37 |259
; ,

999 | 592 [ 407
4071851 37

27 |222| 16

Resulta pues que el méximo,comun divisor ¢s 37: asn dividicr:u]o,y
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999 y 592 por 37 se tendré por la fraccion -;:—aredumdni me-

nores términos.

912
3072
[2]t]2]2
3072[ 912 | 336 | 240 48
336) 240 | 96| 48
3072| 48 912| 48

29 EJEMPLO,—Sea cl nuevo quebrado ——

192| 64 432| 29
0 0

Aqui ¢l méximo comun Wivisor es 48, y por tanto dividiendo los

19 912

dos términas del quebrado por ¢l se tendré e el quebrado 3073
reducido & menores términos.

3.er EIEMPLO.—Se quiere reducir ¢ sy mas minima espresion el

quebrado i”_.
873

,2a|1| 3,15'1'1'2

873|317 |239| 78| 5| 3 | 2 | 1
239| 78| s| e8| 2] 1| o
4B 3

El método empleado en este ejemplo nos conduce 4 un resto igual
4 1, lo cual como ya hemos visto indica que los nymeros 873 y 317
son primos entre si; en este caso la fraccion se llama irreductible, pues
no puede reducirse 4 una espresion mas simple mediante la division de
sus términos por un mismo nimero.

Osservacion.—En la tercera operacion se ha obtenido el resto 5,
que es un numero primo (n,2 51), y como 5 no divide al resto 78 que
le precede, se puede inferir sin necesidad de pasar mas adelante que
los dos términos del quebrado son numeros primos entre si. En efecto
se ha visto en la demostracion del procedlmlento que el maximo co-
mun divisor de dos nimeros divide necesariamente al resto de cada di-
vision : asi es que siendo 5 un numero primo, debe tener lugar una de
las dos cosas siguientes: 6 bien 5 divide al resto que le precede, en cu-
yo caso ¢1 ser4 el maximo comun diyisor, 6 bien no ledivide, y en-
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tonces ni 5 ni ningun otro nimero que no sea la unidad podté ser
miximo comun divisor entre los dos mimeros propuestos.

En general, tan luego como se llegue & un resto que sea NUMERO
PRIMO, i este resto no divide al precedente, podré deducirse que los
numeros propucstos son primos entre si, sin necesidad de lecar mas
adelante la vperacion.

En el capitulo V nos estendefemos mas sobre el modo de hallar el
miximo comun divisor, que debers considerarse como una de las ope-
raciones mas importantes de la Aritmética. .

Pasemos ahora 4 tratar de las cuatro operaciones fundamentalm
sobre los quebrados,

/) ./ ~SUMA DE LOS QUEBRADOS.

“

‘7! 85. La suma de los quebrados tiene por objeto kallar un solo nii-
mero cuyo valor sea el mismo que el de muchos quebrados . reunidos.
Pueden presentarse dos casos: & bien las fracciones son de una
misma especie, es decir, que tienen un mismo denominador, 6 bien
son de especie diferente: en el primer caso se.hace la suma de los. nu~
meradores, y al total se le pone ¢l denominador comun, y en el se<
gundo se principiara la operacion por reducir Iov quebradus propuestoa
4 un comun denominador, segun la regla del n.° 47, y en seguxda se
opera sobre los nuevos quebrados, como acabamos de decir,

3 4 9

igual 4 —.

Anlasumadelosquebradosu T I O W é“

Del mismo modo la de los quebrados - -2 1, & es igual s 12,
1 PRSI e 23

. 237
Propongdmonos ahora sumar los quebrados ~—, —, —.
3 4 8
32 24 12
64 72 84
96 96 96'

Despues de haber reducido estos quebrados 4 un comun denomina-
dor segun la regla del namero 47, se sumarin los numeradores, lo

20
cual da 220, y poniéndole el denominador 96 resultars 2
suma pedida.

por la
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56. Este ﬂlumo e)emplo conduce t un resultado —2-21, que deberi

interpretarse de la manera siguiente:
- "Asi como es necesario tomar dos medios, tres fereios, cuatro cuartos,
cinco guintos para formar la unidad, del mismo modo lo es noventa y-
- teis noventa y seisavo para componerla: luego tantas veces como 220

contenga 4 96, igual niumero de unidades habr4 en el quebrado -91(;)-.

Por tanto como dividiendo 220 por 96 resulta 2 de cociente y 28 \
de resto, tendremos con arreglo 4 lo establecido en el n.°® 1 un nu-:

mero fraccionario comgfuesto de 2 unidades, mas una fraccion %%

] -2-72 (omitiendo el factor comun 4 en ambos términos).

Por lo comun, siempre que se llegue 4 un resultado de forma frac~
cionaria y en el que el numerador sea mayor que el denominador, pa-
ra sacar el entero contenido en esto cspre:zbn ‘bastard dioidir uno por
otro los términos del quebrado: el cociente de esta division representa—
r4 el entero, y el resto el numerador de la fraccion que debera anadnm
t aquel. Py

1 153
Por este medio hallaremooqne—?-es lgual.'a 1 —2,-—-igual 4

3 654 . 3t
10 2610 ooy —Cigulé7
’y 89,'3"a e

Por ¢l mismo consiguiente, siempre que se obtenga un entero uni-
do & un quebrado, para formar un solo namero fraccionario, lo cual
es muy util, es necesario multiplicar el entero por el denominador,
aiiadir al producto el numerador y dar 4 la suma ¢l denéminador de

* da fraccion propuesta.

. .2 3 veces 5 2 17 7
Por ejemplo, 3 3 u'xgualé—-—s—,mas g,éé—s-; 11 13
132 .7 139 209

es igual 4 —— 64 8-- 4 —
ig 12'”““ — 4esgaj

122" 12 2%
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SUSTRACCION DE LOS QUEBRADOS. ot

57. Esta operacion ticne por objeto halar el esceso de un quebra-
do mayor sobre otro menor.

Si los dos quebrados tienen un mismo denominador, no hadrd quc
hacer otra cosa que restar el numerador mas pequeiio del mayor y
d la diferencia darle el denominador comun. Si los denominadores
. son diferentes, serd necesario reducirlos d un cormun denominadar,
Y en seguida proceder & la sustraccion de los numeradores.

“ 1 : DR
Asi sustrayendo i de quedan 62 [ 5 Del mismo modo si del
, 17 7 10 5
g}uebmdo % se resta el % quedar % 6 i .
- 2 7 .
EsemrLo.—Se quieren restar 3 de 5 , S

. Reducidas estas dos espresiones 4 un comun denominador, resal=

fa— 16 Ygp cura diferencia es ;Z. Por la misma razon si del quebra-

247 24
3
do Ese quitan -1— quedaré de resto ——.63
20 17 340

Puede suceder muy 4 menudo tener que restar quebrados que estent
acompaiiados de un nimero enlero.

9 91

Por ejemplo, del numero fraccionario 13 % .o .-53—5 e 3
8¢ quiere sustr ! nimero. 3“ 44
quiere sustraer el nume m 32

~

~3

UIJ»-IN
Wl

Para efectuar esta operacion se principia por reducir las fracciones

4 un comun denominador, lo que da i;; por la primera y -i—g— por la se-

. 39
gunda. En seguida, como no pueden sustraerse % de —, 2% toma una
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unidad del entero 13, la cual se reduce al quebrado -:—2: de este modo

47

. 9 {4 . .
bti 1 queb: — 2, iy
se obtiene el quebrado 5 del cual se sustrae %3 que da por resto 52

Pasando 4 la sustraccion de los enteros es necesario tener présente que
13 se halla disminuido de una unidad, y por lo mismo diremos: 5 de
: i
52
.88. . He aqui un problema en el cual entran tanto la adicion como

a sustraccioft de ntimeros enteros unidos 4 quebrados.
Un mercader de paiio ha vendido varias porciones de una pieza

12 queda 7; luego el resultado pedido es 7

cuyo contenido es 30 y -%- de vara: las porciones vendidas son 7 i

2 5 . .
9 3 y 11 12 de vara: se pregunta que tela deberd quedarle.

*" Hecha a suma de las porcionée vendidas, se sustraera del total de

T iﬁeza 30 -:—, y el resultado de la sustraccion debera representar la

cantidad de género que le ha quedado. .
Para mayor sencillez conviene disponer de este modo la operacion:

19 o ’
f— 30v. —7—31-
' R PRCY
7Y —nn3a.9
‘ 10
! 4 28 ;'_‘4’
2
L9 L i e
3 b8
. 2 1
1 o 24
12
22
og 10
12

Colocados unos debajo de otros los tres nimeros que se quferen su-
mar, se observa & primera vista que los quebrados propuestos pueden

.
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reducirse 4 un comun denominador 12: coléquese este ntimero 4 la de-
recha un poco ércima de los quebrados y riyesele por bajo. En segiis
da se escriben debajo de este nimero 12 y respectivamente sobre la
misma linea horizontal que los' tres quebrados los cocientes 3, 4 y t
que han resultado de la division del 12 por cada uno de los denomi-
nadores: despues dé ésto se multiplican los numeradores de estos quebra=
dos por 3, 4 y 1, lo que da 8, 9 y 5: higase la suma 22 de estos tres

nuevos numeradom y tendremos por la suma de los tres quebrados -2—2

1 10
61 -l—g este YT escribe deba)o de las tres t'raccnones, reteniendo 1 pa-

ra anadirlo 4 la columna de los mimeros enteros, como regularmente
sé acostumbra.

Resulta’ pues que 28 — es él total de varal vendidas

Averiguado este namero de varas, para hallar el resto pedido no
habra mas que restar aquel del niimero total de varas de que se com~
pone la piera; para lo cual bastard colocar la suma hallada debajo

de 30% y efectuar la sustraccion, observando que ambos gquebrados
pueden reducirse al de_n:ominadqr comun 2 veces 12 6 24
1
Hecha la operacion 3e obtienen 2 varas -Z por el resto resultante

dela pieza de genero, lo que o mefeader podra fécnlmente averiguar
midiendo el refazo que le quedd hechas las tres ventas.

]
MULTIPLICACION DE QU!BRA DOS.
e . ' ! i

-4 89, La muluphcacnon tiene generalmente por objeto (n° 9) y da-
dos dos niuimeros, el formar un tercero que sea respeeio del priméro
Jo que el segundo es respecto de la unidad.

" Supuesto esto, consideremos los principales casos que hay en'la
multiplicacion de los quebrados :
1.° MULTIPLICAR UN QUEBRADO POR UN ENTERO.

7
Por éjemplo, ~= 15 Por 5.
Segun la definicion arnba enunciada, como el muh)phcador 5

eontiene 5 veces la unidad, el producto deberk ser igdal 4 5 veces o 1 2
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. 7 o
6 de otro modo, deberé ser 5 veces mayor que Ahora bnen, he-

N

mos visto (n.° {5) que un quebrado se hace 5 veces mayor muluph-

5 veces 7
cando su numerador por .5, luego el producto pedxdo serd 5
35
12

Por consecuencia , para mulliplicar un quebrado por un entero es
necesario mulliplicar el numerador. por el entero, y al producio poner=
le por denominador el del quebrado.

- 35 11 ’
El producto 3 equlvale 4 2 5 como puede verse ﬁcllmente

sacando el entero que contiene el quebrado propuesto (n.° 56).

13
<« » Del mismo modo se hallard que el producto de. % por 29 es

igual & 1T ¢ 45 7
Y 27

. 11
OTRO EIEMPLO.—Se gliieren multiplicar T 9.

o 9
~ Efectuando la rhultiplicacion, el producto ser4 15’ 6 sacando el

e

9 1

entero 5 TR es declr, 5 3
Este resultado pedria obtenerse de un modo mas sencillo, porque

- 11

para multiplicar TRl 9, en lugar de hacer la multiplicacion del.

pumperador por 9, se puede dividir el dexwmmador por-9, lo cual-

11 1
da '—2-'65 5.

Lo énico que podri deducirse de este modo de operar aplicable al
ejemplo propuesto, ¢s que el denominador es divisible por el multi-
plicador ; pero no, todas veces 'hay lugar 4 esto, en tanto que la regla
establecida siempre puede aplicarse. Asi que la practica es el solo me--
dio capaz de:poner al calculador al alcance de esta clase de simplifica—=
Giones.

(e
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2. MULTIPLICAR UN ENTERO POR UN QUEBRADO,

EsempLo.—Se quieren multiplicar 12 por -ﬁ—

Supuesto que en este caso el multiplicador ; es igual 4 4 veces la
7.2 parte de la unidad, el producto deber4 serlo &4 4 veces la 7.2 parte
de 12. La 7.2 parte de 12 es (n.° 44) 17—2: ahora bien, para tomar este
mimero 4 veces, 6 lo que es lo mismo, para obtener un ndmero 4

12
veces mayor que —- basta (n.° 45) multiplicar el numerador por 4; -

8 6
hecha esta operacion resulta -4—7— 66 7 por el producto pedido.

Luego para multiplicar un entero por un quebrado basta multi-
plicar el entero por el numerador y al producto darle por denomina-
dor el del quebrado : en seguida podra sacarse el entero que contenga,
si hay lugar & ello.

7 203 3
Asi que el producto de 29 por riha igual & 5 64 255. Del
. 5 . 12
mismo modo el de 24 por 5 es igual 4 o 6 4 20; resultado que
tambien puede hallarse dividiendo 24 por 6 y el cociente 4 multipli-

cindolo por 5. Pero volvemos 4 repetir que semejantes simplificaciones
no siempre tienen lugar.

3. MULTIPLICAR UN QUEBRADO POR OTRO.
Emmr.o’.—Quie’rense multiplicar -‘2 por -g
"* El razonamiento que para este caso debe emp)earse es analogo al
* del precedente, pues que siendo el multiplicador % igual 4 5 veces
la 8.2 parte de la unidad, el producto deber4 serlo 4 5 veces la 8.2 par-

3 3
te del multiplicando Z; luego para tomar la 8.2 de 7 es necesario

3
(0. 45) multiplicar el denominador por 8, lo cual da 39 Y para obte-

6
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3
ner un quebrado 5 veces mayor que 32 % debe multiplicar el denomi-

15
nador por 5, de donde resulta 35 POT el producto pedido.

Luego para multiplicar un quebrado por olro se hace la mulh'pli—
cacion de numerador por numerador y minador por d ina
dor; y despues se dard el segundo producto por denommador al pri-
mero.

7 5 35
De aqui es que el producto de Prg e igual 4 73 asi como

. 8 3 24
tambien el de s por -4- es igual 4 -6%, 6 reduciéndolo &4 menores tér-

. 2
ml‘nos,é E

60. Nora.—Es de advertir que en los dos casos anteriores e/ pro-
ducto es siempre menor que el multiplicando , lo'cual proviene de que
el objeto de la operacion es realmente tomar del multiplicandoe una
parte indicada por e/ quebrado multiplicador.

61. Finalmente los dos factores de la multiplicacion 6 uno de ellos
pueden ser enteros unidos d quebrados; mas su ejecucion es muy fa-
cil siempre que se esté bien penetrado del modo de efectuarla en los
dos casos anteriores.

2 7
EJEMPLO.—S¢ quieren multiplicar 7 ry por 5 +

Estos niimeros pueden reducirse respectivamente (n. 56) 4 sus

7
iguales :‘;}_ y -%-: efectuando ahora la multiplicacion como queda in-

: . 1081
dicado se obtiene por producto

, 6 estrayendo los enteros, 45 2—1-.
Tambien podra verificarse la multiplicacion por partes, esto es,

2 7 2
multiplicar desde luego 7 por 5, < por 5, 7 por —y — por—7- y Y

en segmda hacer la suma de estos cuatro productos; mas esta opera-
cion tiene el gran inconveniente de ser muy complicada.

»
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.. DIVISION DE QUEBRADOS.

+ 62. La division tiene por objeto (n.° 29): dado un producto y
wno de sus factores , determinar el otro. Resulta, pues, tanto de esta
definicion cuanto de la de la multiplicacion (n.® 59) que el primer
numero llamado dividendo se compone con el tercero llamado cociente,
como el segundo que es el divisor se compone con la unidad.

Esto supuesto, tanto en la division como en la multiplicacion de
los quebrados se presentan tres casos principales, & saber:

1.° DIVIDIR UN QUEBRADO POB. UN ENTERO,

Esempro.—Quicrese dividir el quebrado —;— por el entero 6.
Como el divisor 6 es igual 4 6 veces la unidad, resulta que el

5
dividendo 7 debe serlo 4 6 veces el cociente buscado, 6 1o que es lo

5
1mismo , el cociente debers ser la 6.* parte de . Luego para tomar la

6.2 parte de un quebrado, 6 para obtener un quebrado 6 veces menor:
es mecesario (n.° 45) multiplicar el denominador por 6: por lo

/ 5 5
tanto ————— 6 — es el cociente pedido.

8 vecss 7 O g2 @ ol cociente ped

De aqui se sigue que para dividir un quebrado por un entero se
multiplica el denominador de aquel por este ultimo, dejando el nume-
rador sin alteracion alguna. )

) 23
Asi-:—;- dividido por 8 da ;—; de “cociente, y % dividido por 12

23
360

1 18
El cociente de 5% por 6 es m; pero tambien podrs efectuarse

1
la division de -2—2- por 6 tomando la 6.2 parte del numerador, lo cual

3 18
da o5 resultado 4 que equivale por otra parte el quebrado o tan

luego como se suprima el factor 6, comun 4 ambos términos de la
fraccion,
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2.° DivIDIR UN ENTERO POR UN QUEBRADO.

7
EiempLO.—Sea el entero 12, el cual se quiere dividir por v

Una vez que el divisor -;— es igual & la 9.* parie de.la unidad, el
dividendo 12 deber4 serlo 4 7 veces la 9.* del cociente buscado. Luego

: 7
tomando la 7.2 de 12, que es ol se tendra la 9.2 del cociente halla-

: 12
do, y para obtenerlo bastara tomar 9 veces - lo que se hace mul-

tiplicando el numerador por 9: el resultado de la operacion

108 3
sera 9L7e“2 6 — 6 sacando el entero, 15 ' ‘

Por consiguiente, para dividir un entero por un quebrado se
multiplica ¢l entero por el denominador , se divide el producto por el
numerador y despues se saca el entero, si lo hay , al quebrado resul-

tante.
Observemos que tomar la 7.2 de 12 y multiplicar el resultado por

9
9 se reduce 4 multiplicar 12 por ~ por tanto se podra decir tam-—

bien que para dividir un entero por un quebrado bastda multiplicar
agquel por este , invertidos sus terminos (Véase el n.° 59, 2.9).
3.° DiVIDIR UN QUEBRADO POR OTRO.

3 8
EsempLO.—Sea ¢l quelrado 5 Jue se quiere dividir por it

El razonamiento que debemos emplear para efectuar esta operacion

’ 8

es enteramente semejante al anterior. El divisor T siendo igual 4 8
- 3

veces la 11.* parte de la unidad , el dividendo 3 debe serlo 4 8 ve-

: 3 3
ces la 11.2 del cociente; de donde la 8.2 de? 6 26 es la 11.2 del co-

3 33
ciente, y 11 veces m 6 -4—6 es el cociente buscado.
Luego para dividir un quebrado por otro es necesario multiplicar
el numerador del quebrado dividendo por el dcnominador del quebra-
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do divisor, y vi sa el d inador del quebrado dividendo por el
numerador del quebrado divisor, y dar por denominador el segundo
producto al primero; 6 bien en menos palabras, multiplicar el que-
brado dividendo por el quebrado divisor , invertidos sus teérminos
(Véase el n.° 59, 3.9).

5 7
Asi 32 dividido por 5 s reduce 4 multiplicar % por <, ¥ el

21 1
1tado de est i 4 — 61 —.
resu 0 ae esta operaclon Ser: 20 20

23 13 :
Del mismo modo% dividido por e lo mismo que multi-

.23 . . ' 345
phcar% por e mediante cuya operacion tendremos 390" ¢ mas

23 .
simplificado %6 (porque se dividen ambos términos ‘por 15, que es el

factor comun de ellos).

Por ultimo, si se ofreciese dividir un entero y un quebrado por
otro entero unido 4 otro quebrado, se reduciria cada entero 4 la espe-
cie del quebrado que le acompaiiase, despues de lo cual se procederia
4 la division de los nuevos quebrados del modo ya indicado.

: 3 2 '

Eirgmpro.— Dividir 12 -4- por 6 3

51 20
Reduciendo los enteros tendremos " Y5 ¥ haciendo la divi-

sion el cociente ser4 -!2- 61 E
80 80’

7
Por el mismo consiguiente, 4 0 dividido por 15 % da

408

de cociente
1375 N

63. Nora.—Siempre que en la division el divisor sea un quebra-
do, el cociente es mayor que el dividendo; porque resulta de la mul-
llphcaclon de este por el mismo divisor, invertidos sus términos, el
cual viene 4 ser un nimero mayor que la unidad.

64. Iagamos algunas aplicaciones de las reglas de la multiplica-
cion y division de los quebrados.
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2
ProBLEMA 1.°—8i una vara de cierto genero cuesta 47 3 realesy

J cudnto costardn 12 3 vuras del mismo genero?

7
Puesto que una sola vara cuesta 47 % reales, es claro que 12 T

' 2
de vara deberan costar 12 veces 47 :51 reales, mas los % de 47 T

7
reales, es decir, que es necesario multiplicar 47 :- por 12 3 ; el pro-

ducto espresara en reales el precio pedido.

Ahora bien, 47 % multiplicado por 12 -:- es lo mismo que

103 ~
multiplicado por T el producto de esta multiplicacion se-
24411 11
rd 4440 , 6 estrayendo los enteros, 610 26: asi el precio pedido es

11
10 —
6 20 reales.

11 7
Para hacer la prueba podrs dividirse 610 » por 12 37 e
2 . ) 2
tendra 47 57 pero es mas sencillo (n.° 43) duplicar 1a cantidad 47 3
7
y tomar la mitad de 12 3 \

2 4 _ 7 7
Elduplode“ -5 8894 g,lamltaddel‘Z g esel—e

) :
Pero es asi que 94 —i— multiplicado por 6 T reduce 4 multi-

474

822
5 —, 6 efectuando la divi-

103 '
por T cuyo producto es

plicar

22 11
sion, 610 507 simplificandole, 610 s luego la operacion es exacta.
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5
ProBLEMA 2.°— Una persona ha comprado 23 13 veras de cierto

13 :
genero por la suma de 745 BT reales: se pregunia cudnto serd bajo

este supuesto el precio de cada vara.
A primera vista se observa que si dicho precio fuese conocido, mul-

tiplicindolo por las 23 — 1

13
varas, el producto daria los 745 %% reales;
. .

2

luego para obtener el precio pedido bastars dividir 745 por 23

20
14913

13 5
Pues bien, 745 % dividido por 23 o) equivale & dividir

12 veces 14913 178956

por : el resultado de la division serd

12 ~ 20 veces 281 5620 ’

. . : .. 4736

y haciendo la estraccion-de los enteros se tendra 31 S630°
De donde el precio de cada vara del género vendido es 31 reales y

4736
5620
Para la comprobacion del problema bastar4, como ya hemos in-

dicado (n.° 43), duplicar los dos términos de la division: con cuya
operacion sabemos no altera en nada el cocienlc

una fraccion de real

13 3 5
El duplo de 745 e 1491 oY el de 23 es 46 e
14913 5 284
1o Poréb g

3
Dividiendo 1491 I 6 se obtiene por

2368

cociente el quebrado 810"

947
2310 6 estrayendo los enteros, 31
. 4736
Este tultimo quebrado equivale 4 la fraccion ———, Se20 CuYos dos tér-

62 Q
minos estan divididos por el factor comun 2.
"7 QUEBRADOS DE Qunnt{Anos.
65. A la multiplicacion de los quebrat!:): se refiere otra especic de
- /
¥ 4
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operacion conocida con el nombre de regla de quebrados de quebrados.
Para dar una idea clara y exacta de esta nueva operacion, supon-

gamos desde luego que del quebrado 7 se quiera tomar una parte

2 : 2
indicada por 3 6 en otros términos, que se busque la parte 3 de

o 5
s -
Como para resolver esta cuestion es necesario tomar 2 veces el
5 5
tercio de 7 lo cual equivale (n.° 57) 4 multiplicar 7 Por 3, cuya
operacion se hace (n.° 59) mubtiplicando numcrador por numerador

2 denominador por denominador , se obtendré por los - de =.
10
Supongamos en segundo lugar que del nuevo quebrado 1% qui-
. . 3 .
siera tomar una parte indicada por ‘—3: la cuestion en este caso ten-

' 2
dria realmente por objeto fomar Ios (e los 3 de 7

8 10 10
Para obtener los G de T preciso multiplicar — 31 por — 2 lo

cual se hars multiplicando entre si los numeradores y denominado-

80
res: hecha la operacion, resultard =73 POr los % de los — de 7

Aun si se quiere llevar la operacion mas adelante, podri tomarse

y el nue-

3 80 80
la te — del
Pt 1 ® 93 273 P Ir

» esto es, multiplicar ——

3 8 2 5
vo} fesultado representara los M de los rF de los 3 de 7

]

2 3
Propongdmonas por segundo ejemplo tomar los 3 de los 7 delos

E de los E de 12.
8 7
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6
Desde luego se ve que tomar los 7 de 12 se reduce & multiplicar

-

12 por E , lo cual da /—2-
7 7
. 5 6
Del mismo modo tomar 3 de los 5 de 12 equivale 4 tomar los
5 72 72 5 360

3 de 7 6 & multiplicar - por 5 y se tendra T

3
Tomar los 7 de los ry de los -g- de 12 es lo mismo que tomar

3 360 360
los i de los TR 6 multiplicar por %, que da por pro-
|}
ducto 108¢ .
22

2 3
Por ultimo, para hallar los 3 de los 7 de los % de los 7 - de

080 2 2160

1 b - tend - .

2 es mdnspensa le multiplicar —- 224 por 2, ¥ tendremos .
Sacando el entero contenido en este resultado hallaremos 3 6‘7%

3
6 reduciendo el quebrado, 3 Ve

A poco que se medite sobre la m3grcha que hasta aqui hemos se-
guido, se observari que para tomar quebrados de quebrados se deben
multiplicar los numeradores entre siy hacer lo mismo con los denomi-
nadores, y dar el segundo producto por denomninador al primero.

Si se quieren tomar quebrados de quebrados de un nuamero ente-
ro, como en el segundo ejemplo, sers necesario poner este entero en
forma de quebrado d4ndole por denominador la unidad, y en seguida
proceder 4 efectuar la operacion como queda establecido.

PRrOBLEMA. —Preguntado ¢ un aritmctico que hora era, respon-

3 5 7
dié: los n de los : de los T de los -‘-;- de 24 horas.— Se¢ pregunta

cudl! es la hora indicada.
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Para resolver este problema se escribird sobre
una primera linea horizontal todos los numeradores 3, 5, 7, 6, 24
(incluso el entero) y sobre una segunda linea todos 4, 6, 12, 7, 1
los denominadores. -

Dispuesta asi la operacion, se pasar4 4 formar el producto de los
numeros de Ja primera linea y el de los de la segunda; en segunda se di-

51 .

vidirs el primer producto por el segundo y se obtendri 0 1260 por
1008 1

resultado, y sacando el entero, 7 2o16’ 6 reduciendo, 7 E- luego la

hora indicada en el problema es las 7 % .

La operacion puede muy bien simplificarse, observando que co-
mo 7 debe ser por fuerza un factor comun al producto de los nume-
radores y al de los denominadores, no -hay impedimento alguno en
suprimir dicho factor antes de efectuar las multiplicaciones: del mis-
mo modo lo es por una parte el factor 6 y por otra el 12, que hallan-
dose en el numero de los denominadores, se halla igualmente en 24, y
por iltimo puede suprimirse el factor 2, que siendo el cociente de 24
por 12, se halla en el denominador 4.

3

3 veces 5
Suprimidos todos estos factores, ge tendra por resultado —
15 1 . )
6 3 67 3 como hemos visto mas arriba.

Mas es de advertir que esta especie de simplificaciones exigen por
parte del calculador mucha prictica y reflexion, al paso que la regla
establecida anteriormente es general 4 todos los casos y conduce al
mismo objeto.

2 3
OTRAS APLICACIONES,.—Los 3 de los - de un nimero componen

%

6
los D) 6 la mitad del mismo nimero: por el mismo consiguiente el

v

. ' 1
tercio del quinto de un nimero es igual & -1—5- de él: la mitad de los

2 i 141 3 &
- es - &c....
: igual & los = &c

66. OBSERVACION GENERAL SOBRE LOS QUBBRADOS.—Resulta eviden-
temente de la naturaleza de los procedimientos establecidos para el
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cilculo de los quebrados que las cuatro operaciones fundamentales
efectuadas con esta clase de niimeros, 4 saber, la adicion, sustraccion,
multiplicacion y division, se reducen en una palabra 4 operaciones de
*un mismo género efectuadas con numeros enteros.

Asi por ejemplo, la adicion y sustraccion de los quebrados equi-
valen, medi:mte la reduccion de ellos 4 un comun denominador, 4 la
adicion - traccion de sus numeradores.

| Del mismo modo la multiplicacion se efectua multiplicando los
‘numeradores y denominadores entre si.

La division sigue en este caso la misma regla de la multiplicacion
tan luego como se hayan invertido los términos del quebrado divisor.

De donde se puede inferir que los principios establecidos en los
n08 25—25 sobre la multiplicacion de los niumeros enteros son igual-
mente aplicables 4 los quebrados, es decir, que 1.° multiplicar un
quebrado por el producto de muchos otros equivale & mulliplicar su-
cesivamente el primero por cada uno de los factores del producto,
y 2.° el producto de dos 6 mas quebrados es el mismo, cualquiera que
sea el érden en que se efectue la multiplicacion.

Finalmente pueden aplicarse 4 los quebrados todas las proposicio-
_mes establecidas en el n.° 43 sobre los cambios y alteraciones que es-
perimenta el producto de una multiplicacion 6 el cociente de una di-
vision ,- cuando tienen lugar en uno de los términos de la operacion
que se quiere efectuar. ‘
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CAPITULO 11

De los mimeros complejos. .

67. Tanto este capitulo como el siguiente son en cierto modo una
ampliacion del segundo, pues no se componen mas que de aplicaciones
de la teoria general de los quebrados 4 aquellos problemas en los cua-
les se consideran fracciones de una especie particular.

La teoria de los niimeros complejos que forma el objeto del presen-
te capitulo, ha perdido sin disputa gran parte de su utilidad desde que

" se estableci6 el Sistema decimal de pesos y medidas. Sin embargo nos-
otros creemos muy oportuno esponerla con tanta estension como en las
obras antiguas, pues la consideramos muy 4 propésito para familiarizar
4 los j6venes con el estudio de los quebrados y para poseer 4 fondo es-
ta practica en el calculo, cuya importancia no podran menos de apre-
ciar con toda exactitud *. Por otra parte la misma complicacion de
las operaciones que dicha teoria comprende, serd un nuevo motivo pa-
ra dar 4 conocer mas latamente las ventajas del nuevo Sistema de pesos
y medidas sobre el antiguo.

Hemos visto (n.° 8) que para valuar las canudades menores que la
unidad principal se la concibe dividida en cierto numero de partes
iguales que dcberan considerarse como formando nuevas unidades. Mas
4 fin de hacer los cilculos mas cémodos, en vez de dividir la unidad
de un golpe en un gran nimero de partes iguales se la divide primera-
mente en cierto numero, despues se subdivide este en otras partes, y
asi sucesivamente. Por esta razon en cuanto 4 las monedas, por ejém-
plo, se observars que el peso fuerte, unidad principal, se divide en

. Hay otra razon apoyada en la consideracion de las medidas es-
tranjeras, de la division del tiempo &c.
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veinte reales y el real en treinta y cuatro maravedises. Del mismo
modo la unidad de longitud 6 foesa se divide en seis pies, el pie en
doce pulgadas, la pulgada en doce lneas &c.

" A continuacion ponemos una tabla de las subdivisiones de estas
diversas clases de cantidades °.

PABA LAS MONEDAS.

68. El peso fuerte vale 20 reales, el real 34 maravedises; de don-
de el peso fuerte vale 34 veces 20 6 680 maravedises.
Tambien puede decirse que el real es la 20.% parte del peso fuerte;
y el maravedi la 34.* del real 6 la 680.2 del peso fuerte.

PARA LAS LONGITUDES.

® La toesa vale 2 varas, la vara vale 3 pies, el pie 12 pulgadas,
l1a pulgada ‘12 Zineas; de donde la toesa vale 12 veces 6 6 72 pulga-
das, 12 veces 72 6 864 lineas.
O de otro modo, el pie esla 6.2 parte de la toesa; la pulgada la 12.2
del pie 6 la 72.2 de la toesa; la Lnea es la 12.* de la pulgada 6 1a 864.2
de la toesa.

PARA LAS MEDIDAS ITINERARIAS.

2
La legua castellana vale 6666 3 varas 6 20000 pies; adem4s se

subdivide en medias, cuartos, medios cuartos y octavos de legua.
PARA LOS PESOS.

La Zibra vale 2 marcos, €l marco 8 onzas, la onza 8 dracmas
ochavas, la dracma 2 adarmes, el adarme 3 fomines, y el tomin 12
granos.

De donde el adarme tiene 36 granos; la dracma 2 adarmes 6 6
tomines 6 72 granos; la onza 8 dracmas 6 16 adarmes 6 48 tomines
6 576 granos; el marco 8 onzas 6 64 dracmas 6 128 adarmes 6 384

—

»

Aunque el autor habla aqui de las medidas francesas, nos ha pa-
recido conveniente sustituirles las espafiolas, reservdndonos el hablar
de aquellas para cuando tratemos del nuevo sistema decimal. EL TRA-
DUCTOR.
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tomines 6 4608 granos; la libra 2 marcos 6 16 onzas 6 128 dracmas
6 256 adarmes 6 768 tomines 6 9216 granos.

Hay mayores unidades de peso, y son la fonelada de mar que vale
20 guintales, el quintal 4 arrobas y la arroba 25 ldras.

PARA EL TIEMPO.

El dia se divide en 24 horas, la hora en 60 minutos, el minuto
en 60 segundos, el segundo en 60 Zerceros.
El aiio consta de 365 dias (6 de 366 si es disiesto).

Se llama numero complejo todo numero concreto (n.° 2) que esgs
descompuesto en muchas partes referidas respectivamente &4 unidades
diferentes, y por el contrario se dice incomplejo aquel que solamente
se reficre 4 una especie de unidad.

Asi 13 rs. 27 ms., 8 v. 2. p. 10 pulg. 8 1, 41 lib. 1 m. 7 onz. 5 dr.
17 gr..... son nameros complejos: 8 libras, 17 varas, 23 granos son
incomplejos. o

69. Daremos principio 4 la teoria de los niimeros complejos por el
analisis de dos operaciones que le son peculiares y que pueden ser con-
sideradas como sirviendo de base 4 las cuatro operaciones principales.

La primera tiene por objeto, dado un nimero complejo, reducirlo

un solo numero fraccionario de la unidad principal.

La segunda, dada por el contrario una espresion fraccionaria de
una unidad principal, deducir de ella el nimero complejo que repre-
senta.

1. Reducir el nimero complejo 8 v. 2 p. 7 pulg. 11 1. & una sola
fraccion devara.

Es bien claro que si llegamos 4 determinar el nimero de lineas que
contiene €l niimero propuesto, bastara dar el nimero 432 por deno-
minador al resultado, pues que segun la tabla (n.° 68) la linea debe

1
valer 2 de vara.

Reduzcamos, pues, 4 lineas ¢l numero propuesto.
Desde luego, como la vara vale 3 pies, s¢ reducira 4 pies 8 v.2 p.
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multiplicando 8 por 3 y afiadiendo 2

al producto se tendri 26 p. por resul- 8v.2p. 7 pulg. 11 1,
tado. ) 3
Como el pie vale 12 pulgadas, se re- _—
duciran 4 estas los 26 pies y 7 pulga- 26
das, multiplicando 26 por 12 y aiiadien- 12
do 7 al producto, que da 312 pulg. —_—
Reciprocamente constando cada pul- 312
gada de 12 lineas, se reduciran 4 estas 12

las 312 pulgadas y 11 lineas, multipli-
cando 312 por 12 y aiiadiendo 11; el 3755
numero total de lineas sera 3755.

Dando al mimero 3755 el denominador 432, se obticne 3473525 por

€l namero pedido.

Nora.—Obsérvese que en esta operacion nos ha sido indispensable
multiplicar dos veces por 12. En general la multiplicacion por el fac-
tor 12 es de un uso muy frecuente en la teoria de los ntmeros com-
plejos, y por tanto sers muy conveniente acostumbrarse 4 hacer la
multiplicacion por dicho mimero con tanta rapidez como la que se
empleara si el multiplicador constase de una sola cifra. Esto se podra
. conseguir ficilmente cuidando retener en la memoria la Tabla de Ig
multiplicacion (n.° 18) y considerindola estensiva hasta el nime-
ro 12 inclusive. )

El ejemplo que precede bastars para ponerse al corriente en la
marcha que deber seguirse para efectuar la primera operacion.

He aqui en qué consiste: multipliquese desde luego el nimero de
unidades principales que contiene el nimero complejo por el de unida-
des de mayor subdivision que entran en la unidad principal, ¥ aiid-
danse al producto las unidades de dicha subdivision que se tienen de
antemano.

En seguida se multiplicard este resultado asi obtenido por el ni-
mero de unidades de la segunda subdivision que contiene la primera,
anadiendo al producto el nimero de unidades de aquella que compren-
de el nimero complejo prapuesto.

Contintese asi sucesivamente hasta que se haya llegado & la ulti-
ma subdivision.

Llegado que sea & este ultimo resultado, se le dard por denomi-
nador el nimero de unidades de la menor subdivision que conliene

la unidad principal, namero que se halla comprendido en la tabla
(n.° 68).
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5
70. 2.° Se quiere reducir 4 nimero complejo la fraccion de

toesa.

Se principiard por dividicr 615 por 615 23
23, lo cual da por cociente 26 y por 155
resto 17: asi podra decirse que el ntime- - 17 , 26t. 4p. Spul.21. 14

6 23

17
ro propuesto es igual 4 26 t. mas o) de —

102

toesa. Pero como la toesa vale 6 npies, 10
17 , 17 12

resulta que 5 de toesa equivale 4 oT) E
6 veces 17 5

de 6 pies, es decir (n.? 65), 5_'_'_2.5._. 12
10 60

é 23 de pie; y cuantas veces contenga 14

102 4 23, igual nimero de pies se obtendra en el cociente. De donde
se deduce que llegado ya al resto 17, para obtener los pies se multi-
plicara 17 por 6 y se dividira el producto 102 por 23, y asi se obtiene
por cociente 4 p. y por resto 10 pulg.: el nimero propuesto ser4 igual 4

26 10 de pi
t. 4 p-mas 33 e pie.

Razonando sobre este resto como sobre el anterior, se verd que
para reducirlo 4 pulgadas sera necesario multiplicarlo por 12 y el pro-
ducto 120 dividirlo por 23 : asi se tendra 5 p. por cociente y 5 pulg.
por resto.

Para reducirlo 4 lineas se multiplicar4 por 12 el resto 5, se ten—
dra 60 por producto, se dividira por 23 y se obtendra de cociente 2
y un resto 14.

1
Luego el niimero propuesto es igual 4 26 t. 4 p. 5 pulg. 21. 2—:
. .14 .
Por lo regular se desprecia la fraccion B de linea 6 se la estima

. 1
en muy poco valor. Aqui, por ejemplo, si se obtuviese E% en lu-

1 2
gar de -Q—i » la fraccion equivaldria & 3 de linea.
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' 1
Pero como €l denominador es mayor que 21, resulta que 2—§ es

2 . .
menor que de linea ; asi como tambien debera considerarsele ma-

1
yor que > de linea.

REGLA GENEBAL.—Para efectuar la segunda operacion se dividird
el numerador del niimero fraccionario propuesto por el denominador:
asi se obtiene-un cociente que espresa las -unidades principales y al~
gun 1 esto. )

Multipliguese esté resto por el numero de unidades de la primera
subdivision que contiene la unidad principal, y dividase el producto
por el denuminador : mediante esta operacion se obtendrd un nuevo
cociente que espresa las unidades de la primera subdivision y -un
nuevo resto. ‘

Repitase la misma operacion, y por tanto multipliquese el nueoo
resto por el numero de unidades de la segunda division que contiene
la primera, y dividase el producto por el denominador : resultarédn
por cociente las unidades de la segunda division y un nuevo resto,
sobre el cual deberd operarse como sobre los anteriores.

Contintiese asi sucesivamente hasta llegar 4 la altima suddivi-
sion. ) .
71. Por lo demss estas dos operaciones se comprueban reciproca-
mente la una por la otra. ’

Por ejemplo, para hallar el namero complejo que en la primera

- 3755 ,
" ha dado lugar al mimero yED) se aplicars 4 este ultimo la regla an=
terior. Es decir, que se dividira el numerador 3755 por 432, que es
¢l denominador , procediendo con los restos y los cocientes con arreglo
4 lo espuesto en dicha regla.
La prueba de la segunda operacion necesita de algunas aclara=
ciones. '
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Despues de haber aplicado al na- 14
mero 26 t. 4 p. 5 pulg. 2. el proce- 26 t. 4 p. 5 pulg. 2 I"ﬁ
dinriénto de la primera operacion, 6
se halla por resultado 23102 L. 6 _—

23102 _ . ) 160
de toesa, cuyo denominador 12

864 : PR
indica las lineas' de que conmsta una 1925
toesa. Pero como en estas 23102 li- 12
neds se encuentra unida la frac- —_—
14 . ' 23102
cion 23 de linea, sers necesario mul- 23

tiplicar-23102 por 23 (para reducir- 69306
lo 4 la especie de dicho quebrado), 46204
y afiadir 14 al producto, lo cual da 14
por resultado 531360, namero al —_—
que deberd dérsele por denominador 531360
23 veces 864; mas como es preciso ’
531360

¢ 23 veces 864
divisible por 864, lo que es bien facil de conocer: asi pues, suprimien~
‘ 615
23" '
-He aqui otro ejemplo de la segunda operacion y su prueba. .
Reducir & un niimero complejo de libras, marcos, onzas, drae=

615
sea igual 4 =3 resulta que 531360 debe ser

do el factor comun 864 se halla efectivamente

0
de libra.

287
mas y grarios el n&mero fraccionario 365
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Operacion. - ' Prueba.

12870365 250
1920 351b.0m. §0.14.22gr.—
95(351b: 0 m. 4 0. 14. 22gr. 259 2 36
2 365 —
— 70
19 : 8
8 —
_— 564
1520 8
60 —
8 4513
— 72
480
115 9026
72 31591
— 22 1186099209216
230 : 26449
805 . 324958 80179 12870
_ 365 64512
8280 — 00000
980 1624790 :
250 1949748
: 974874 . 12870
. 250
‘ _ 365
c 118609920

Despues de haber obtenido en la prueba el nimero 118609920,
que espresa 365 avos de grano, se divide este nimero por 9216, nu-
mero de granos que contiene la libra, lo cual da un cociente exacto,
que es 12870, y por tanto se vuelve 4 hallar el nimero propues-

12870
365

72. Mediante estas dos reglas preliminares, las cuatro operaciones
principales sobre los ntimeros complejos pueden referirse 4 las que han
sido tratadas en el capitulo anterior. Y en efecto, cualquiera que sea
la operacion propuesta, se puede reducir desde luego cada uno de los
numeros complejos sobre los que se haya de operar ¢ un solo nimere
Jraccionario de la unidad principal, segun la regla del n.° 69; se
e¢fectua en seguida sobre los mimeros asi trasformados la operacion
pedida conforme 4 las reglas ordinarias del célculo de los quebrados,
Y se obtiene por resultado un numero fraccionario que se redujo &

.
.

de libra.
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un mimero complejo con el auxilio de la regla del n.° 70 : lo cual da
por ultimo el resultado inquirido.

Pero este método no es tan sencillo como el que vamos & esponer,
en especial para las tres primeras operaciones. :

ADICION DE LOS NUMEROS COMPLEJOS.

73. Esta operacion se hace con poca diferencia como la adicion de
los ntimeros enteros : se escriben todos los numeros unos debajo de
otros , de modo que las unidades de una misma especie 6 de igual
subdivision correspondan 4 una misma columna, y se comienza por
sumar las unidades de Ia subdivision : si su suma compone
menos de una unidad de la especie inmediata superior, se escribird
debajo de la columna 4 que corresponde; mas si contiene bastante né-
mero de unidades para formar una 6 muchas de la subdivision inme-
diata superior, no se escribe debajo de la columna sino el esceso de la
suma sobre el nimero de unidades de la especie superior que se ha
podido estraer , reteniendo estas para aiiadirlas 4 las de su especie,
con las cuales deberd operarse del mismo modo.

PRIMER EJEMPLO.

Se quieren sumar los numeros

765 p. 19 rs. 7 ms.
1279 17 6
915 13 11
2594 19 8
589 8 6
suma. 6145 p. 17 rs. 4 ms.

Sumando los maravedises se encuentran 38 de suma; y como um
real tiene 34, se reservaran los 4 que hay hasta completar los 38, y
el esceso 1 se retiene para afiadirlo 4 la columna de los reales.

Pasando 4 ella y haciendo la suma con el 1 de esceso hallado se

tendra 77, que componen 3 pesos, mas 17 reales, los cuales se colo~
cardn bajo su columna correspondiente, y reservando los 3 de esceso
se ailadiran 4 la de los pesos, cuya suma es 6145 pesos: asi pues, la
suma tetal de los ntimeros propuestos es 6145 p. 17 rs. y 4. ms.
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SEGUNDO EJEMPLO.

Se quieren sumar 59 lib. 1 m. 7 onz. 6 dr. 46 gr.
7

(La unidad prin- 47 0 2 39 167 | 72
cipaleslalibra) 87 & 5 3 53 R
37 17 5029

232 1 7 7 23

Haciendo la adicion de los granos se halla por suma 167, que se
escribira al lado como aqui se ve; se divide 167 por 72, numero de
granos que contiene la dracma, lo cual da por cociente 2 y por res-
to 23; se Coloca 23 debajo de la columna de los granos y se reserva
el 2 para incorporarlo 4 la columna de las dracmas. Hecha esta nueva
adicion, resulta por la suma de ellas 23, es decir, 2 veces 8 dracmas
6 2 onzas mas 7 dracmas: se escriben las 7 dracmas y se reserva el 2
para afadirlo 4 la columna de las onzas, sobre la cual se opera, asi
como sobre las siguientes , del mismo modo que se ha operado sobre
las anteriores.

SUSTBACCIOKR DE LOS NUMEROS COMPLEJOS.

74. Para verificarla escribase el mimero menor debajo del mayor,
de modo que se correspondan las unidades de una misma especie, y
empieé la operacion por la columna de las unidades de menor sub-
division : si'el namero inferior de estas unidades puede restarse del su~
perior , se apuntard el resto debajo; y si por el contrario no pudiere
ser sustraido, se fomard una unidad de la inmediala subdivision su-
perior , que deberd ser incorporada d la de la columna sobre la cual
se estd operando, despues de haberla reducido ¢ unidades de su es-
pecie; cuidando , siempre que se haya tomado una unidad, de dismi-
nuir en ella el naumero de que se ha tomado. \

PRIMER EJEMPLO.

Del numero. . . ... 327 p. 11 rs. 7 mrs:
se quieren sustraer. . . 189 15 11
resto. . . . . 137 15 30
prueba. . . . 327 11 7 ) -

Como no pueden sustracrse 11 maravedises de 7, observando la re-
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gla anteriormente establecida, tomaremos de la columna inmediata su~
perior una unidad, que siendo de la especie de los reales valdra 34 ma-
ravedises, y afladiéndolos 4 los 7 se tendr4 41; de donde sustrayendo
los 11 de la linea inferior se tendra de residuo 30 maravedises, que se
escribirdn en su lugar correspondiente.

Pasando inmediatamente 4 la columna de los reales se tendri cui-+
dado de recordar que el nimero de la linea’ superior se le disminuyé
de una unidad en la anterior ‘operacion, y por tanto diremos de 15
4 10; pero como esto no puede ser, se tomars 1 de la inmediata co-
lumna superior, que siendo su valor 20 se tendr4 30 en la columna de
los reales luego que se haya verificado la incorporacion: en este caso
ya se puede hacer la sustraccion, y resultarin 15, que deberan colo-
carse bajo la columna sobre que se ha operado.

Por .ultimo se sustrae 189 de 326 (y no de 327, pues se le ha dis-
minuido de 1 unidad), quedando 137.

Por consiguiente el resto resultante es 137 p. 15 rs. y 30 ms,; lo
cual podra comprobarse bien ficilmente haciendo-la suma de este resto
y del nimero menor, y se vera que resulta el niimero mayor.

SEGUNDO EJEMPLO.

De........ e 39 toe. 4p. 7 pulg 51
se quieren rcstar ......... 27 5 11 7
' 11 4 7 10
39 4 7 5

Como no se pueden sustraer 7 lineas de 5, se toma 1 pulgada, que
vale 12 lineas, y afiadiéndola al 5 se tiene 17 lineas: asi pues, se di-
rade7 & 17 van 10, que se escribird bajo la columna de las lineas.
En seguida 11 de 6 no pueden restarse: afiddasele 1 pie, que vale 12
pulgadas, y ser4d de 11 4 18 van 7.

Pasando 4 la columna de los pies se observa que 5 de 3 no puede
sustraerse, y por tanto se tomara de la inmediata columna 1 toesa, que
vale 6 pies, en cuyo caso la sustraccion puede verificarse, y se dira de
549 van 4.

Por ultimo, restando 27 de 38 (y no de 39, pues se le ha dismi-
nuido en 1 unidad) se obtendr4 11; de donde el resto pedido es 11 t.
4 p-7 pulg. 111 .
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TERCER RJEMPLO.
Una vasija llena de liquido pesa 171ib. Somnz. 4dr. 17gr.

La tara 6 el peso de la vasija
vacia es de. . . v v oo v v oo 4 7 6 49

Se pide, pues, el peso del liguido. 12 13 5 40

17 5 4 17

A primera vista se concibe claramente que si se sustrae del pese to-
tal de la vasija y del liquido en ella contenido lo que propiamente se
llama fara 6 rebaja, y en este caso el peso solo de la vasija, el resto
de esta sustraccion debera representar por precision el peso del liquido.

Como no se pueden restar 49 de 17, se toma 1 dracma, que va-
le 72 granos, y suméndolos con los 17 se tendra 89 granes, de los que
sustrayendo 17 resultari por resto 40. ,

En seguida se dice: 6 de 8 mas 3 6 de 11 quedan 5.

Pasando 4 las onzas, 7 de 4 no se puede restar; pero como uma
libra vale 16 onzas, podra decirse de 7 4 16 mas 4 6 4 20 van 3, que
se escribira bajo la columna de las onzas.

Por altimo, de 4 4 16 (y no 4 17, pues se le ha dxsmmludo en
una unidad) van 12. -

Luego el peso total del liquido es 12 lib. 13 onz. 5- dr 40 gr.

MULTIPLICACION DE LOS NUMEROS COMPLEJOS.

Esta operacion, que es mucho mas dificil que las dos anteriores,
exige de por si mucha atencion, y no podra ser desenvuelta y anali-
zada de un modo claro y exacto sino por medio de ejemplos.

Para mayor claridad distinguiremos dos casos principales: 1.° aquel
en que el multiplicando siendo un nimero complejo, el multiplica-
dor no lo es; y 2.° siendo el multiplicando complejo 6 incomplejo, el
multiplicador es complejo.

75. Consideremos desde luego el primer caso, es decir, cuando el
multiplicando siendo complejo, ¢l multiplicador es incomplejo (6 un nu-
mero entero cualquiera.

PRIMER EJEMPLO.

Se quieren multiplicar.. . . .. .. 247 p- 17rs. 11 ms.
Poree . coviiiiiieiia, 9

- 2230 15 31

Este producto se obtiene multiplicando todas lus partes del mulli-
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plicando (principiando por las de menos valor) por el multiplicador y
cuidando de ret. las unidades de érdenes superiores habidas por los
productos de las inferiores.

Asi pues, comenzando por la derecha se dird: 9 veces 11 marave-
dises son 99; y como 99 maravedises contienen 2 reala. reservaremos
estos 2 para incorporarlos al producto de su especie, y los 31 restantes
los colocaremos bajo su correspondiente columna.

Despues de esto diremos: 9 veces 17 reales son 153, mas 2 de
serva 155; pero 155 reales contienen 7 pesos, mas un resto 15; luego
reservaremos los 7, y el resto 15 lo inscribiremos en el sitio corres-
pondiente al producto de los reales.

Pasando 4 la multiplicacion de la especie superior, es declr, de
los pesos, tendremos 9 veces 247, mas 7 de reserva, que es igual 4 2230
pesos.

Luego el producto de 9 por 247 p. 17 rs. 11 ms. es igual 4 2230 p.
15 rs. y 31 ms.

En este ejemplo en que el multiplicador no est4 espresado mas
que por una sola cifra, se ha comenzado por la derecha y determinado
sucesivamente los reales compuestos por el producto de los maravedises,
y los pesos por el de los reales. Pero si el multiplicador tuviese muchas
cifras, no podran ejecutarse inmediatamente las mismas determinacio-
nes, y por tanto serd necesario hacer por separado las multiplicaciones
y despues las divisiones para convertir las especies inferiores en las su-~
periores, lo cual deber4 exigir mayor célculo.

En este caso la operacion se hace de un modo mas sencillo, como
veremos 4 continuacion en el ejemplo siguiente :

SEGUNDO EJEMPLO.

Multiplicar el nimero. . . . . . 784 p- 15 rs.
por.. ... 857
5488
3920
6272
parai0rs.. .. 428 p. 10 rs.
5...... 214 S

672530 p.  1571s.

Despues de haber efectuado la multiplicacion de 784 por 857, co-
mo regularmente se acostumbra, se pasa 4 la multiplicacion de 15 rea-
les por 857.

Para’ obtener desde luego este producto valuado en pesos se obser-
va que si solo se tuviese que multiplicar 1 peso por 857, el producto

. ” .15
seria 857 pesos; ‘pero como 15 reales 6 20 de peso no vienen 4 ser mas
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que las fres cuartas partes de un peso, 6 bien descompuestosen 10 rea-
les mas 5 reales son la mitad mas el cuarto, resulta que el producto
pedido se descompone en la mitad de 857 y en el cuarto de 857,
6 lo que es lo mismo, en la mifad de la mitad de 857 pesos. Asi para
la parte 10 reales se dird: la mitad de 857 pesos es 428 (Véase n.? 31)
y resta 1 peso, cuyo valor es 20 reales: la mitad de 20 es 10 rs,, y de
este modo se obtienen 428 p. 10 rs. por el producto de 10 rs. por 857.

Tomando ahora la mitad de 428 p. 10 rs., se tendra 214 p. 5 rs.
por el producto de 5 rs. por 857.

Rayando estas cantidades por bajo y haciendo su adicion, resulta-
rén 672530 Py 15 rs. por el producto total de 857 por 784 p. y 15
reales.

Este modo de obtener los productos de las subdivisiones de la uni-
dad principal del multiplicando por el multiplicador se llama mefodo
de las partes alicuotas, porque consiste en descomp los numeros
de unidades de estas subdivisiones en partes alicuotas, bien sean de
la unidad principal, 6 respettivamente unas de otras, es decir (n.® 51),
en partes que se hallen contenidas un nimero-exacto de veces las unas
en las otras; en cuyo caso para formar un producto correspondiente &
una de estas partes alicuotas, se tomara de uno de los productos que
preceden una parte indicada por el namero de veces que la parte ali~
cuota en cuestion se halla contenida en la formada por este producto
ya obtenido.

TERCER EJEMPLO.

Multiplicar. . . . ..... . 67 toe. 5 p. 6 pulg. 51
POre...... oo 59 ) :
603 toe.
. 335
para3p...... 29 3p
..., 19 4
6p..... 4 . 5 6p
4 RPN 0 1 7 81
1....... 0" 0 4 11
4007 toe. 2 p. 6 pulg. 7 1

Para obtener el producto de 5 pies por 59 se tendrd presente

' .
que 5 pies se descomponen en 3 pies, que valen 3 toesa, mas 2 pies,

1
que valen 3 de toesa; y como el producto de 1 toesa por 59 seria
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59 toesas, el de 5 pies por 59 se compondria de la mitad de 59 toe-
sas, mas el tercio de 59. Tomando desde luego la mitad de 59 toesas
se obtienen 29 y queda 1 toesa, que vale 6 pies, cuya mitad es 3 pies:
asi pues, el producto de 3 pies por 59 es 29 toe. 3 p. Del mismo
modo el fercio de 59 es 19 para 57, Y quedan 2 toesas, que valen
12 pjes, cuya tercera parte serd 4 pies: resulta por comsiguiente
19 toe. 4 p. para el producto de 2 pies por 59.

Pasando 4 las pulgadas se observa que 6 pulgadas es la mitad de
un pie 6 el cuarto de 2 pies: asi para obtener el producto de 6 pul-
gadas por 59 bastari tomar el cuarfo del producto 19 toe. 4 p.; lo
cual da 4 toe. 5 p. 6 pulg.

Ahora bien, 5 lineas se descomponen en 4, mas 1 linea; y como
4 lineas es el fercio de una pulgada, la cual verdaderamente es la
6.% parte de 6 pulgadas, se sigue que 4 lineas es el zercio de dicha
6.% parte 6 mas bien la 18.2 de 6 pulgadas; por tanto serd mnecesario
tomar la 18.2 de 4 toe. 5 p. 6 pulg., operacion que ciertamente no es
muy c6moda; pero bien ficilmente se podri allanar esta dificultad
formando un producto auxiliar (que impropiamente se le suele llamar
un producto falso), 4 saber, el de 1 pulgada por 59. Este producto,
que es la 6.2 parte de 4 toe. 5 p. 6 pulg. 6 0 toe. 4 p. 11 pulg., se le
colocars debajo de los otros productos, teniendo mucho cuidado de
tildar sus términos, pues que no deberan entrar en la adicion de aque-
llos: hecho esto, se tomar4 el Zercio del producto 0 toe. 4 p. 11 pulg.
y se obtendra para el de 4 lineas por 59 el nimero 0 toe. 1 p. 7 pulg.
81

Por ultimo, siendo 1 linea el cuarfo de 4 lineas se tomar4 Ia caar-
ta parte de este ultimo producto, que sera 0 toe. 0 p. 4 pulg. 11 L
. Sumando todos est.s productos parciales se obtienen por producto
total 4007 toe. 2 p. 6 pulg. 7 1.

76. Consideremos ahora el caso en que el multiplicador es un ni-
mero complejo, dando principio con un ejemplo de ficil ejecucion.

Sea ¢l siguiente:

Se quiere saber cudl seré el valor total de 4 v. 2 p. 8 pulg. de
un género & razon de 5 p. 8 rs. y 10 ms. la vara.

Aun cuando 4 primera fista se concibe que el multiplicador puede

. 2 8
muy bien ser representado por 4 mas 3 Mas o, no obstante con-
viene mejor para el cilculo que permanezca en la forma compleja.
Por tanto dispuesta y ejecutada la operac:on, sera como 4 conti-
nuacion se espresa: '
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. Palor de una vara. 5 p. 8 rs. 10 ms.
- Numero de varas. . §v. 2p. 8 pulg

|Para fv. . .20 32 40 -

—tp ..t 16 3

—1 ...1. 16 3
Precios. :

Sl WIN W= W

S 8 .
6p. grs. 14 ™ wvalor de 4 v. 3 p. 8 pulg.

Colocados multiplicando, y multiplicador bajo su forma compleja
y del modo sabido, se empezara por la derecha procediendo desde luego
4 determinar el valor de las 4 varas. '

Para esto se multiplicar4n las 4 varas por el valor de una y se
tendran 20 p. 32 rs. y 40 ms. por el primer producto parcial.

En seguida se pasar4 4 determinar el valor, ¢ lo que es lo mismo,
4 valuar los 2 pies; pero como 2 pies no son parte alicuota de una
vara, sera necesario dividirlos en 2 partes y valuar separadamente

- cada una de ellas. Ahora bien, como 1 pie es la tercera parte de’la
vara, tomaremos el Zercio del multiplicando, y repitiéndole dos veces
lo colocaremos debajo del anterior producto parcial. .

Por ultimo, pasando 4 las pulgadas se observard que 8 pulgad®@
se pueden descomponer en 6 mas 2; pero 6 pulgadas vienen 4 ser la
mitad de un pie: luego para determinar su valor tomaremos la mitad
del valor de 1 pie, que se colocars 4 continuacion de los demas valo-
res. Restan pues que valuar- 2 pulgades, que siendo la tercera parte
de 6 pulgadas, se tomar4 &l zercio del valor de estas.

Sumando todos estos valores se obtendra el valor total de las 4 v.

. . 8
2 p. y 8 pulg., que como bien seve es26 p. 9 rs. y 14 3 ™

Reflexionando sobre los tramites que hemos seguido en el cilculo
para Jlegar al resultado que acabamos de determinar, se concebira fa-
cilmente que cuando el multiplicador contienc partes 6 subdivisiones
de la wnidad principal, el arlificio del método consistc muy prin-



108 ELEMENTOS
cipalmente en descomponer las subdivisiones de este factor en PARTES
ALICUOTAS, bien que sean de la unidad principal, 6 por el contrario
2o sean las unas de las otras, y en tomar del mulliplicando 6 de los
productos resultantes partes indicadas por las alicuotas.
Propengamonos, pues, por segundo ejemplo determinar 6 caluar
el precio de 69 toe. 4. p. 11 pulg. de cierto trabajo , bajo la suposi-
cion de que la toesa vale 25 lib. tor. 19 8. 5 d. (cada libra tornesa va-
le 20 sueldos y cada sueldo 12 dineros) "

25 kib.19s. 5 d.
69 toe. 4 p-'11 pulg.

225
. 150
parall s....... 34 10s.
- JEPR ¥ 5

2 ...0... 6 18
2....... 6 18
4., 1 3

1.0l O 5 94 72

3p .ee..12° 19 8 %...36...36
5

6 6 —...12...60
. 6
5

6 pulg.... 2 3 3 E...G...SO

SN | 17 s
24

foeee 0 72 o4

. 72
ten o 72 44
72
. . 43
1813 fr. 584 d —
r. 584 d oo 259| 72
43| 3

Aun cuando hasta aqui fund4ndonos en que nuestra traduccion
debera servir muy particularmente 4 la juventud del pais en que la
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Supongamos desde luego como efectuado el producto de 25 lib.,
19 s. 5 d. por 69: la suma de estos productos |parciales espresara el

precio de las 69 toesas. v .
Ahora hien , para determinar el precio de los 4 p. y 11 pulg. obser-
vemos que si una toesa vale 25 lib., 19 s, 5 d., 4 pies 6 3 pies mas 1

1 3
pie, es decir, % mas -é- de toesa, deberin valer los : 6 la mitad

mas el %,éelterabdelamx’tadde?S lib, 19 8. y 5 4.

Por el mismo consiguiente 11 pulgadas descomponiéndose en 6
6

pulgadas, mas 3 pulgadas, mas 2 pulgadas, 6 de otro modo, ea e

1
mas —13—2 mas dos vecm.i—2 de pie, deberdn costar la mitad del precio
obtenido para un pie, mas la mitad de esta mitad, mas dos veces el,
dercio de esta nueva mitad. Sers por lo tanto necesario formar todos

estos productos. . .
. Asi pues, haciendo la operacion como queda esplicado tendremos
que para 3 pies es preciso tomar la mitad de 25 lib. 19s. 5d., lo

1
cual da 121ib.19 s. 8d. y 1 5
Para 1 pie, el tercio de este producto, y se hallan 4 lib. 6 s

5
6d. 3 (observando que habiendo llegado 4 los dineros, se obtiene un

5
resto 2, que unido & % produce 3 de donde el % que se debe

5
tomar, equivale & 3 )

escribimos, hemos usado de los pesos, medidas y monedas espaiiolas,
no obstante nos parece ser disimulable el que atendiendo 4 que en el
curso de estos Elementos haremos una esposicion y anilisis de los di-
versos sistemas de pesos, medidas y monedas, y sobre todo 4 que las
mas de las veces el cdlculo es mucho mas sencillo y comprensible
usando de las medidas francesas, por estar fundado en el sistema de-
cimal, empleemos estas en algunos ejemplos y problemas, sin que por
esto dejemos de preferir aquellas, siempre que semejante preferencia
no sea causa de interrupcion alguna para el objeto que el autor se
proponga llevar 4 cabo en su obra. EL TRADUCTOR.



110 ELEMENTOS
Para 6 pulgadas se tomars la mitad del producto anterior, y se

-tendrdn 2 fr. 3s. 5 d. —5
Para 3 pulgadas la mitad de este iltimo producto, lo cual da 1 fr.

17
1s 7 d 5—4—; y por tltimo para 1 pulgada el Zercio de este, que da

: i
0 fr.7s. 24d. %, producto que debers escribirse dos veces.

Obsérvese al hacer la adicion de los productos parciales que siendo
el denominador 72 multiplo de todos los otros, se podran aplicar 4 los
quoclzrados en cuestion las slmphﬁcacmnes de que hablamos en . el

8

Hasta ahora como el multiplicando ha sido espresado por pesos,
reales y maravedises (con diferencia del anterior ejemplo en que lo ha
sido por francos, sueldos y dmeros), el producto ha repmentado uni-
dades y subdivisiones de la misma especie.

He aqui un tercer ejemplo en el que tanto el multiplicando como
el producto espresan toesas, pies y pulgadas.

Esempro.—Sabdiendo que con 1 franco se pueden construir 69 toe.
4 p- 11 pulg., se desea saber cudnto podrd construirse con 25 fr.
19s. 5 d.

Bien claro es que para obtener el niimero de toesas pedido se nece~
sita maultiplicar 69 toe. 4 p. 11 pulg. por 25 francos y por las sub-
divisiones de franco que contiene el enunciado; porque si con 1 franco
se han podido construir 69 toe. 4 p. 11 pulg. resulta que con 19

19 .
sueldos 6 g de franco se. podran construir los % de 69 toe. 4 po

10 5
11 pulg., es decir, los 30 6 la mitad mas los 30 6 la mitad dela mi-

tad mas &c.
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En este nuevo ejemplo nos limitaremos &4 presentar una tabla de
los célculos de esta multiplicacion.

69 toe. 4 p. 11 pulg.
25 fr. 19s. 5 d.

345 toe.
138
paral3..... 12 3p
t..... 4 1
6 pulg. . 2 0 6 pulg.
...... 1 0 3
e 0 4 2
10 s. ... 34 5 5 61
5.0 . 17 2 8 9 | 20
i 6 5 10 8 % fourre8
2..... & 5 10 8 2. .48
5 .
4. 1 0 1 9 %4 8
1 V 0 1 8 11 ’ 1..
T
3120
11 1t

1813 toe. 1 p. 7pulg. 4L
oe. 1p P“l€420

77. NorA.—Observemos que en este ultimo ejemplo los dos facto-
res de la multiplicacion son los mismos que los del anterior, y sin
embargo se han obtenido dos resultados diferentes, ya que no con res-
pecto al namero entero que en ellos entra, al menos en érden 4 la es-
pecie de la unidad principal y 4 la de las subdivisiones de esta unidad.
Asi el principio del n.® 25, mediante ¢l cual puede invertirse el érden
de los factores de un producto, sin que varie el resultado, no tiene
lugar mas que con respecto 4 los niéimeros abstractos.

Para’ hacerlo aplicable al caso en que entren en la multiplicacion
ambos factores complejos, seria necesario concebir cada uno de estos
numeros reducidos (n.° 69) 4 un solo nimero fraccionario de la uni- -
dad principal que le corresponde; en cuyo caso los dos numeros que
se obtendrian invirtiendo el 6rden de los factores serian iguales, ha-
ciendo abstraccion siempre de la naturaleza de la unidad principal,
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la cual debers ser diferente en ambos productos. Asi es efectivamente,
pues segun la definicion de la multiplicacion, siempre que se conside-
ren numeros concretos, el producto y el multiplicando deben ser de la
misma naturaleza; entre tanto que el multiplicador, aun cuando pue-
de ser espresado por un numero concreto, debe considerirsele en la
operacion como namero abstracto que designa cusntas veces debera re-
petirse el multiplicando, 6 qué parte debers tomarse. Por tanto cuan-
do haya que efectuar una maultiplicacion, se tendra cuidado de deter-
minar cuél de los dos factores debers tomarse por multiplicando, lo
cual es bien facil, pues que debe ser de la misma especie que el pro-
ducto, y la especie de este se halla indicada por el enunciado de la
cuestion.

78. La prueba natural de la multiplicacion se hace por la division;
pero es mucho mas sencillo, 4 causa de las fracciones complicadas que
contiene muy 4 menudo el producto, duplicar el multiplicando y to-
mar la mitad del multiplicador, y viceversa. Aconsejamos 4 los prin-
cipiantes reflexionen detenidamente y repitan por si mismos los ejem-
plos anteriormente citados, haciendo las pruebas segun el método que
acabamos de esplicar.

A continuacion esponemos nuevos ejemplos sobre los cuales podrin
ejercitarse.

1.° Paluar el precio de 35 lib. 1 m. 5 onz. 4 dr. 48 gr. de cierta
mercaderia d razon de 23 1ib. tor. 17 s. 3 ds.

Resultado: 855 lib. tor. 8 s. 10 d. :—Z.

2.2 Cudnto valen 18 lib. 0 m. 6 onz 4 ad. de cualquier. ge"ncro,
suponiendo que el marco vale 51 p. 15 rs. 5 ms.

3
Resultado: 190 p. 14 rs. 0 FC

3
3.° PValiendo el marco de plata 167 rs. H", se quiere saber cudl

serd el valor de 36 lib. 6 onz. 9 ad.

* En el ejemplo que tenemos 4 la vista el valor espresado en rea-
les se refiere al que deber4 tener el marco de plata, conocida su Zey. .
Asi pues, en este caso la ley de plata es 11 d. 12 gr. 6 276 gr., es
decir, que constando el marco de 276 gr. de plata pura, como el va-

' . 0
lor de un grano de plata pura es la fraccion % de real, el de 276 gr.
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Resultado: 12180 rs. 28 % ms.

4.° Multiplicar 31 lib. 17 8. 9 d. por 15 lib. 11 s. 5 d.
Resultado: 496 1ib. 10 s. 3 d. 4?)

Al tratar del capitulo VII tendremos que resolver problemas que
sean susceptibles de dar lugar 4 la ultima operacion.

DIVISION DE LOS NUMEROS COMPLEJOS.

Al dividir niimeros complejos pueden ocurrir dos casos principales
1.° cuando dividendo y divisor son de naturaleza diferente; y 2.° cuan-
do ambos son de igual nuturaleza.

79. Primer cAso.—Cuando el dividendo y divisor son de natura-
leza diferente.

En este caso pueden tener lugar dos clrcun.stancms, 4 saber, 6 el
divisor es incomplejo, 6 es complejo.

1.2 Si el divisor es incomplejo , se le deberd considerar como abs-
tractoy efectuar la division del dividendo por el divisor , reduciendo el
cociente & unidades principales y subdivisiones de la misma naturaleza
del dividendo.

2.2 Siel divisor es complejo, se le convertird (n.° 69) en un
solo numero fracczonano de su unidad principal; se multiplicard el
dividendo por el de inador del quebrado divisor y se dividird el
producto hallado por el numerador , reduciendo siempre el cociente en
unidades principales y subdivisiones de la naturaleza del dividendo.

PRIMER EJEMFLO.

-Se quiere saber cudl serd el precio de una tloesa de fortificacion

20 5520
serd 276 multiplicado por 33’ W producto es 33 lo cual es igual

: 3 3
4167 rs. -3—9?? y simplificando el quebrado, 4 167 rs. i luego 167 rs. T

es en el ejemplo presente el valor de un marco de plata pura: conoci-
do ya este dato, bien ficilmente se procede 4 determinar el valor de
36 lib. 6 onz. 9 ad. EL TRADUCTOR.

8
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bajo el supuesto de que 568 toesas han costado 25469 lib, 19 5. y 11 d.

Conocido €l precio de 25469 fr. 19 s. 11 d. | 568,
una toesa, es claro que mul- 2749 —_—
tiplicandolo por el ntimero 477 44 lib. 16s. 9 4.
total de toesas 568, el pro- 20
ducto deberia ser 25469 lib. ——
19 s. 11 d.: luego para la 9559
resolucion de este caso serd 3879
necesario dividir 568 por la 471
cantidad espresada. 12

Despues de haber dividi- —
do 25469 por 568, cuya ope- 5663
racion da 44 lib. por cociente 551
¥ 447 por resto, se reduce
este resto 4 sueldos multiplicandolo por 20 y afiadiendo al producto los
19 s. del dividendo, y se tendrs 9599, que debera dividirse por 568:
resultan por cociente 16 s. y por resto 471 s., que se multiplica por 12
y se le afiaden los 11 dineros del dividendo para reducirlo 4 su espe-
cie: hecha esta operacion, se obtienen 5663 d., que se dividiran por
¢l dividendo y se tendrd 9 d. por cociente y por resto 551 : de donde
se infiere ficilmente que el cociente total 6 el precio de una toesa es

lib. 16 8 9 & o
441ib. 16 8. 9 & g~

SEGUNDO EJEMPLO.

Se han comprado 258 lib. 1 m. 7. onz. 5 gr. de cierta mercaderia
por la suma de 3259 lib. tor. 17 8. 10 d.: se pregunta cudl es el precio
de cada libra. )

Desde luego se ve que siendo conocido el precio de una libra, si
se le multiplica por 258 lib. 1 m. 7 onz 5 gr., el producto debera
ser 3259 lib. tor- 17 s. 10 d.: asi pues, ser4 necesario dividir el primer
nimero por el segundo. i
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\ 32591ib 174 10 A. 258 lib. 1 m. 7 onz. 5 gr.

128 2

26072 517

6518 T8

3259 —

Para 10s. .. 64 4143

5.... 32 8
2.... 12 16

6 ... 3 4 33149

3.... 1 12
1. ... 0 10 8

4172661ib. 25 8d. |33149
85776 -
19478 121ib. 1t s. 9 4.
- 20

389562 .
58072
24923
12

299084
743

Despues de haber reducido el divisor 4 un solo niimero fracciona-

) 33149

rio segun la regla del n.® §9 » se halla por este c}ivimr ETTH

que (n.° 68) la dracma es Ia 128.2 parte de la libra; mas para divi-

33149
128

car el dividendo por el denomidador 128, lo cual da, como se .ve en
la tabla de operaciones, 417266 lib. 2 s. 8 d., y dividir este producto
por el numerador 33149: esta ultima operacion es de la misma espe-
cie que la correspondiente al anterior ejémplo, y mediante ella re-

» pues

dir 3259 lib. 17 s. 10 d. por es necesario (n.° 62) multipli-

743
12 lib. 11 s
sultan 12 ki .9 d —— 33149 por el precio pedido.

Estos ejemplos bastarsn 4 nuestro parecer para ponerse al cor-
riente de la marcha que debera seguirse, siempre que la division per-
tenezca al caso en que dividendo y divisor son de naturaleza dife-
rente. .

80. Secumpo cA%0.—Si dividendo y divisor son de la misma matu-

H
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raleza, se reducirdn (n.° 69) los niimeros 4 unidades de la menor de
las subdivisiones que encierran, y se efectuard la division del primer
resultado por el segundo, espresando segun la regla del n.° 70 e/ co-
ciente en un numero complejo de la naturaleza indicada por el enun-
ciado de Ia cuestion.

Los ejemplos signientes aclararin esta regla.

PRIMER EJEMPLO.

La toesa de cierta obra ha costado 47 lib. 19 s. 5 d.: se quiere sa-
ber el nimero de toesas que podrd hacerse con 278 lib. 17 s. 10 d.

Desde luego se ve que si se conociese el nimero de toesas pedido,
multiplicindolo por el precio de una toesa, 6 lo que es lo mismo,
por 47 lib. 19 s. 5 d., se tendria 2728 lib. 17 5. 10 d., y por lo tanto
ser4 necesario dividir 2728 lib. 17 s. 10 d. por 47 lib. 19s. 5 d.

2728fr. 175 10 4. 471Lib. 19.s.5d. 654934 11513

20 20 . 79284 —
—_ 10206 56t. 5p.3 pul. 91.
54577 959 6
12 12
61236
654934 11513 3671
: 12
44052
9513
12
114156

resto. . . . 10539
Reducidos 4 la especie de dineros los dos nimeros propuestos, se
654934
240

halla que el primero es igual & de libra y el segundo &

11513
240
es necesario (n.° 62) invertir los términos del quebrado divisor, lo
240 ... 654934 240

cual da 11513 y multiplicar 240 r TR
factor 2404 la vez en el producto de los numeradores y denomina-

de libra. Asi para dividir el primer nimero por €l segundo

3 mas entrando el
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54934
11513
duce 4 dividir. 654934 por 11513, lo cual est4 conforme con lo esta-
blecido en la regla anteriormente espllcada
No daremos detalle alguno sobre esta division, que se efectua como
aqui se ve, segun la regla del n.° 70, y. solamente advertiremos que

dores, puede suprimx’rsele, y resultan ; Y por tanto todo se re-

. 93
segun el enunciado del problema el mimero frau:lonano 1451 34 debe
ser valuado en toesas, pies, pulgadas &c...
10539 -

Por tanto el resultado pedido'a 56 toe. 5 P- 3 pulg. 91 11513

SEGUNDO EJ EMPLO.

Se ha pagado 1 lib. por 15 toe. 4 p-7 pulg. de cxerta obra  se
pregunia qué suma serd necesaria para 329 toe. S p. 11 pulg. 8 1.

Si se conociese la suma pedida, multiplicando 15 toe. 4 p. 7 pulg.
por clla, se deberia tener 329 toe. 5.p...; 6 de otro modo, cuantas
veces 329 toe. 5 p... contengan 4 15 toe. 4-p. 7 pulg., otras tantas
libras, sueldos y dineros deber4 pagarse.

De donde se infiere que se deben dividir los dos nimeros dados
uno por otro y el cociente espresara en libras, sueldos y dineros la
suma pedida.

329 toe. 5 p. 11 pul. 8 1 15 toe. 4 p. 7 pul. 285116 13620
6 127;5 201ib. 185 8 4.

1979 . 9% —_—
12 12 254320
_ _ 118120
23759 1135 © 9160
12 12 12
285116 13620 109920
) 960

Despues de haber reducido los dos niimeros 4 lineas (porque la
linea es la menor de las subdivisiones), se halla que el primero equi-

285116 1362
vale 4 364 de toesa y el segundo 4 567 de toesa, de donde re-
sulta, multiplicando el primer quebrado por el segundo, invertidos

285116 ) L
—; y reduciendo este nimero fraccionario en un

] 3 .
08 {érminos, —13620
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numero complejo de franco, s¢ obtendrs por el cociente pedido 20 lib.

18 5. 8 d. 360 6 16

=5 % 13620 © 227"

Nora.—Si uno de los términos de la division fuese incomplejo,
seria necesario reducir los dos ntiumeros 4 las unidades de la menor
subdivision que se halle en el otro.

81. OBsERvACION.— Siempre que,el dividendo y divisor son de la
misma naturaleza con relacion 4 li unidad principal , el solo enun-
ciado de la cuestion indica cual debe ser la naturaleza de la unidad
principal del cociente. Pero cuando' dividendo y divisor son de natu-
raleza diferente, el cociente debe ser de la misma naturaleza del divi-
dendo, pues que siendo este un producto, debe ser (n.° 77) de igual
especie que uno de sus factores.

82. La prueba de la division puede efzectuarse por la mulhphba—
cion; pero es mas sencillo duplicar los dos términos, 6 tomar la mi-
tad y efectuar sobre los dos mameros asi modificados una nueva di-
vision: el cociente debe ser el mismo‘(n.° 43) que el anterior.

He aqui nuevas aplicaciones:

1.° Habiendo costado 60 .p. 8 rs. 14 ms. una pieza de paio d
razon de 3 p: 4 rs. 20 ms. la vam, se pregunta cudnias varas tenia
la pieza. .

- ’ 33
Resultado: 18 v. 2 p. 1 pulg. TN

2.° Dividir 859 lib. 11 s. 7 d. por 89 toe. 4 p. 7 pulg. 10 1
36617 .
38783

3.° Dividir 1347 toe. 1 p. 7 pulg. por 9 toe. 5 p. 7 pulg. 101,
debiendo estar espresado el cociente en libras, sueldos y dincrds:
466

Resuliado: 135 lnb 10s. 24d. ITh

Resultado: 9Lb. 11 . 54.
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CAPITULO 1V,

D tecssassnd

!

De las fracciones 6 quebrados decimales y del nuevo
szstema de pesos y medidas.

§ 1. De las fracciones ¢ quebrados decimales.

— 83. De todos los modos que hay de subdividir la unidad princi-
pal, el mas sencillo y el mas cémodo para el célculo sin disputa al-
guna es la subdivision en partes sucesicamente menores de diez en
diez. De este modo resultan quebrados que ti por d inador la
unidad seguida de uno 6 de muchos ceros, por cuya razon se les llama
[fracciones decimales.

Este modo de subdividir la unidad ofrece muchas ventajas por lo
que es en si mismo, 6 al menos porque mediante trasformaciones su-
mamente faciles las operaciones sobre los nimeros fraccionarios quedan
reducidas 4 simples operaciones sobre los numeros enteros. Esto es,
pues, lo que vamos 4 desenvolver y analizar, luego que hayamos dado
4 conocer la numeracion de las fracciones decimales, es decir, su no—
menclatura y el modo de espresarlas en cifras.

Asi como duplicando sucesivamente la unidad se forman nuevas
unidades 4 las cuales se les ha dado el nombre de decenas, centenas,
miles, decenas de millar &c., del mismo modo se ha concebido la unidad
dividida en 10 partes iguales llamadas décimas, cada décima en otras 10
partes iguales tambien llamadas centésimas (porque la unidad principal
conhene 10 veces 10 6 100 de estas nuevas partes); en seguida la centé-
simaen 10 partes llamadas milésimas, cada milésima en igual nimero,
nombradas diezmilésimas, y asi succsivamente se prosigue esta subdi-

vision, que da por su é6rden cienmildsimas, millonésimas, diezmillo.
nesimas &c.

’
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Por otra parte resulta (n.° 5) con arreglo al principio fundamen-
tal de la numeracion escrita de los numeros enteros que las cifras,
contando de derecha 4 izquierda, tienen valores relativos que aumen-
tan sucesivamente de diez en diez, y viceversa si se cuenta de izquierda
4 derecha, representan valores que disminuyen de diez en diez. De don-
de se sigue que si 4 la derecha de un niamero ya escrito se escriben
nuevas cifras, cuidando distinguirlas del niumero entero por un signo
cualquiera, v. g. una coma, se tendri representado partes de la unidad
sucesivamente menores de diez en diez, esto es, décimas, centésimas,
milésimas &c...

Asi el conjunto de las cifras 24, 75 espresard 24 unidades, 7 deci-
mas y 5 centésimas; 5, 478 representara 5 unidades, 4 decimas, 7
centésimas y 8 milcsimas.

84. Prapongdmonos enunciar en lenguaje vulgar el nimero re-
presentado por cifras..... 563506.

Con arreglo 4 lo ya establecido diremos al enunciarlo : 56 wunida-
des, 3 décimas , 5 centésimas , O milésimas y 6 diezmilésimas; pero
si observamos que 3 decimas valen 30 centésimas 6 300 milésimas 6
3000 diezmilésimas, y 5 centésimas valen 50 milésimas 6 500 diez-
milésimas, veremos que el namero total enunciado sers 56 unidades,
3506 diezmilésimas, es decir, que para enunciar en lenguaje co—
mun un numero fraccionario decimal escrito en cifras es necesario
enunciar scparadamente la parte de forma entera, quees la que
se halla & la izquierda de la coma, y despues la que esté & la de-
recha como si espresase un numero entero, anadiendo al fin de ella
la -denominacion de la ultima subdivision dccimal.

Asi pues, el niamero representado por 7, 49305 espresa 7 unida-
des, mas 49305 cienmilésimas. Del mismo modo, 249,007056 espre-
sa 249 unidades, mas 7056 millonésimas.

Tambien pueden comprenderse en el enunciado la parte entera y la
decimal. Efectivamente, propongdmonos de nuevo, por ejemplo, el ni-
mero 56, 3506 : como una unidad vale 10 décimas, ¢ 100 centésimas,
100V milésimas, 10000 diezmilésimas, resulta que 56 unidades equi-
valen 4 560000 diezmilésimas, y por consngulente 56,3506 repre-
senta 563506 diezmilésimas; por el mismo estilo, 7 unidades
valiendo 700000 cienmilésimas, el namero 7,49305 cquivale 4 749305
cienmildsimas, es decir, que basta, despues de haber enunciado el
numero como si no hubiese coma alguna , anadir al fin la denomina-
cion de la ultima subdivision. No obstanle est4 mas en uso enun-
ciar la parte entera. por separado "

En adelante usaremos otro medio de enunciar la parte decimal,
por ser mucho mas c6modo en la prictica, y es el siguiente: despues
de haber enunciado la parte entera como se ha dicho, se dividird men-
talmente la parte decimal en periodos de tres cifras empezando des-
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Recfprocamente, se quiere escribir en cifras una fraccion decimal
enunciada en lenguaje comun.

Sea), pues, el namero veintinuece unidades, frescientas cincucnta
7 cuatro milésimas. Escribase desde luego la parte entera 29; en se-
guida, como 300 milésimas equivalen 4 3 décimas y 50 milésimas
componen 5 centésimas, se colocara una coma 4 la derecha de 29, y
despues se escribiran las cifras 3, 5 y 4, teniendo 29,354 por el ni-
mero enunciado. Por la misma razon ciento nueve unidades, dos mil
tres diez milésimas se escribiran de este modo: 109,2003.

Propongdmonos escribir el nimero 8 unidades 37 milésimas.

Como 30 milésimas componen 3 centésimas y en el enunciado no
bay décimas, se escribira 8,u37; esto es, que se deberd poner un cero
4 la derecha de la coma para anotar el-lugar de las décimas que fal-
tan, y dar de este modo 4 las cifras siguientes su yerdadero valor.

REGLA GENERAL.—Para escribir por medio de cifras un nimero
decimal enunciado en lenguaje comun se comenzard por escribir la
parte de forma entera, colocando & su derecha una coma, y despues
partiendo desde esta se escribirdn sucesivamente las cifras que repre-,
senten las décimas , centésimas &c. que contiene el enunciado, cui-
dando reemplazar con ceros los diferentes érdenes que puedan fallar.

Si no hay parte entera alguna, es decir, si el nimero propuesto
es una fraccion propiamente dicha, se escribird un 0 para reemplazar
el lugar de los enteros, y en seguida se operard como acabamos de decir.
Asi diez y siete centésimas estardn bien representadas por 0,17; ciento
veinticinco diez milésimas por 0,0125; doce mil doscientas cuatro mi-
llonésimas por 0,012204.

Finalmente , cuando en el enunciado del niimero no se distingue
el entero de la fraccion, es mas ficil escribirlo en cifras.

En este caso es necesario escribir el numero como si espresase
unidades enteras, y en seguida colocar una coma de tal modo que la
ultima cifra de la derecha esprese unidades de la ultima subdivision
que contiene el enunciado.

Por cjemplo, para escribir el nimero cuatro mil doscientas ca-
torce centésimas se pondra 4214; y como la ultima cifra debe espre-
sar centésimas, se colocara la coma entre 2 y 1, lo cual da 42, 14.

de la coma (pudiendo ser ¢l Gltimo tan solo de una 6 dos cifras) y he
cho esto, se enunciara cada periodo separadamente, aiadiendo al fin
de cada enunciado parcial la denominacion de la unidad que espresa
la ultima cifra de cada periodo.

Ejempro.—El niimero 2,7 4986329 se enunciar4 asi: 2 unidades, 749
milésimas 863 millonésimas 29 cienmillonésimas.

O1Ro.—El nimero 14,0230000764 se enuncia de este modo: 14
unidades 23 milé¢simas O millonésimas 76 billoncsimas 4 diezbillonc~
simas.

-
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Del mismo modo doscientas tres mil veintinueve diez mildsimas
se espresardn por 25,3029, y asi de otros ntmeros.

85. Por lo que hasta aqui llevamos esplicado podr4 reconocerse la
gran ventaja que presenta este modo de escribir las fracciones de-
cimales.

Una fraccion se compone regularmente de dos niimeros colocados
uno debajo de otro, que son el numerador y el denominador.

En esta clase de quebrados la coma basta para indicar el denomi-
nador , que es igual 4 la unidad seguida de tantos ceros como cifras
decimales contiene el quebrado, esto es, como cifras hay 4 la derecha
de la coma.

En cuanto al numerador , se compone del conjunto de cifras que
se hallan 4 la derecha de la coma; 6 bien si se considera el entero
reducido 4 la fraccion, equivale al nimero propuesto, haciendo abs-
ir 7 de la

Asi el nimero 23,5037 puesto bajo la forma de quebrado se redu-

5037 235037 409

2 —_
ce 4 23 10000 6 10000 ; ¢l nimero 200409 es igual 4 2 100000

6 200409 alti 0 0(;0215 ivale 4 ——-2154
100000 y por ultimo, 0, 4 equivale 10000000

¥ reci o 53 2033 ferte en 2,053 172049
remprocamente, m 1000 s€ convl en 10000

en 17,2049,

Estas trasformaciones de quebrados decimales en los ordlnanos,
y viceversa, son de un uso muy frecuente en el calculo. .

86. Resulta pues de lo que acabamos de decir, que si en una frac-
cion decimal se adelanta la coma uno 6 muchos lugares hdcia la
derecha , queda multiplicado el numero por 10, 100, 1000... &c;. y .
por el contrario afrasdndola del mismo modo hdcza la zzquzcrda, se
divide el numero por 10, 100, 1000...

Sea , por ejemplo, el nimero 153,07295, y supongamos que se
adelanta la coma 3 lugares hdcia la derecha , lo cual da 153072,95: -
en este caso el numero se le ha hecho 1000 veces mayor. En efecto,

15307295

¢l nimero primiti ivale 4 ———— ; tan luego como la
imero primitivo equivale 4 ——ormo 3y tan lueg _

15307295
100
denominador es 1000 veces menor que el de la otra; de don-

de (n.° 45) la segunda fraccion es 1000 veces mayor que la pro-
puesta.

coma se ha quitado de su lugar, resulta , fraccnon cuyo
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Por el contrario, si la coma se atrasa 2 lugares hécia la izquierda,
15307295

10000000’

15307295

100 —_— )
veces mayor que la propuesta Toooou * Y POT tanto la nueva

se obtiene 1,5307295 6 fraccion cuyo denominador es

fraccion es 100 veces menor que la anterior.
Tambien puede demostrarse esto observando que por la variacion
de lugar de la coma e/ valor relativo de cada cifra se hace 10, 100,
1000 "&c. veces mayor 6 menor. Asi comparando 15307295 con
153,07295 se ve que la cifra 3, que antes espresaba unidades simples,
ahora espresa unidades de millar; la cifra 5 4 la izquierda del. 3, que
espresaba decenas, representa ahora decenas de millar, y asi sucesi-
vamgnte de otras cifras. )
- 87. Colocando un niimero cualquiera de ceros 4 la derecha de una
fraccion decimal, el valor de ella no se altera.
_ Asi pues, 3,415 equivale 4 3,4150 6 3,41500 6 3,415000...: en
- efecto, estos nameros pueden (n.° 82) ponerse bajo la forma

3415 34150 341500

1000° Toou’ Tovuoy Y POr tanto las dos ultimas fracciones

no vienen 4 ser otra cosa mas que la primera, cuyos'dos términos se
han multiplicado por 10, 100, lo que no cambia su valor (n.° 46).
"0 de otro modo, puede observarse que los ceros colocados 4 la de-
recha de las cifras ya escritas no mudan el valor relativo; y como es—
tos ceros no tienen valor alguno por si mismos, la fraccion permanece
la misina. :
Esta Gltima trasformacion sirve para reducir los quebrados deci-
males’d un comun denominador. Por ejemplo , los quebrados 12,407|
025 |7,0456 | 23,4 se reducen & 12,4070 |0,2500 | 7,0456 | 23,4000,
Y bajo esta forma el denominador comun de ellas debe ser por pre-
cision 10000. -
Establecidas ya estas nociones preliminares, pasemos & tratar de
 las operaciones ‘sobre los quebrados decimales. :
<-88. Awicion v susTRACCION.—La adicion de los quebrados decima-
les se efectua del mismo modo que la de los nimeros enteros; cuidan-
do, luego que esten reducidos & un comun denominador , scparar
©on una coma en el resubado tantas cifras decimales como habia en
¢l de"los niimeros contenidos en el todo.
Un solo ejemplo bastara para aclarar esta regla.
" Se quieren sumar los nimeros 32,4056 | 245,379 | 12,0476 | 9,38|
y 459,2375. ’
Coléquesedesde luego un 0 4 la derecha del segundo numero, y
dos & la derecha del cuarto; en seguida se escribiran los numeros
propuestos unos dchajo de otros, de modo que las unidades de uu
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mismo érden se correspondan, y despues se pasaré

4 hacer la adicion como ordinariamente. 32,4036

De este modo se halla por resultado 7584497, 245,3790
6 separando 4 cifras decimales hacia la derecha, 12,0476
758,4497 , porque los numeros sumados espresan 9,3800
unidades del 6rden de diez milésimas. 459,2375

En la prictica se puede dispensar el escribir _
ceros & la derecha de los dos nimeros que tienen 758,4497

menos cifras decimales, con tal que se tenga
buen cuidado de colocar las unidades de igual érden bajo una misma
columna.

La sustraccion se efectua del mismo modo que la de los nﬁmeros
enteros , Juego que se hayan reducido los quebrados decimales 4 un

n denominad (n.° 87).

Por ejemplo , se quieren sustraer 23,0784 de 62,09.

Escribanse dos ceros 4 la derecha de 62,09, lo cual da 62, 0900
y pésese 4 efectnar la sustraccion como si fue-

sen nameros enteros, cuidando separar en el 62,0900
resto hallado 4 cifras decimales contadas de 23,0784
derecha 4 izquierda. S
Estos procedimientos se fundan en que te- 39,0116
niendo las unidades en diversos 6rdenes en _—
las fracciones decimales las mismas relaciones 62,0900 prueéa.

entre si que en los nimeros enteros, se debe
seguir la misma marcha en cuanto 4 las reservas y unidades que se
tomen, como si se operase sobre aquellos.

89. MULTIPLICACION DE FRACCIONES 6 QUEBRADOS DECIMALES.—Para
efectnar esta operacion se multiplicardn uno por otro los dos nime-
ros propuestos sin hacer caso alguno de la coma, cuidando, luego
que se haya obtenido el producto total, separar en €l contando de de-
recha 4 izquierda igual numero de cifras deamales al que haya en
ambos factores.

Esempro.—Se quieren multiplicar 35,407 por 12,54.
Para hacernos cargo del procedimiento que aca~

bamos de esponer , bastara observar que los dos na- 35,407
meros propuestos pueden presentarse bajo la for- 12,54
35407 125 -
33497 1254 141628
1uov 100 177035
Para multiplicar dos quebrados uno por otro es 70814

necesario (n.° 59) multiplicar numerador por nu- 35407
merador y denominador por denominador; pero los

numeradores no son otra cosa que los nimeros pro-  444,00378
puestos, haciendo abstraccion de la coma; luego i
sera ind:spensa})le multiplicar estos dos nimeros entre siy lo cual como
ya hemos visto da 44400378. En segundo lugar el denominador que
debera tener este producto eqmvale 4 100000, es decir, & la unidad
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seguida de tantos ceros como cifras decimales hay en ambos factores,
por cuyo producto seré preciso dividirlo; pero esto equivale 4 separar
en el nimero hallado 5 cifras decimales: luego la multiplicacion de
los quebrados decimales se verifica multiplicando entre si los dos ni-
meros propuestos y separando con una coma en el producto tantas
cifras decimales como hay en ambos factores contando. de derecha &
izquierda. )

De otro modo : suprimiendo la coma en el multiplicando se le
multiplica evidentemente por 1000, pues que antes espresaba mulesi-
mas y ahora espresa unidades principales; por lo tanto, con: arreglo
4 los principios demostrados (n.® 43) se le ha hecho al producto me-
diante esta variacion 1000 veces mayor : por la misma razow, como
quitando la coma en el multiplicador, se le hace 100 veces mayor,
resulta que al producto se le ha hecho 100000 veces mayor, y para -
volverlo 4 su primitivo valor es necesario dividirlo por 100000, 6
lo que viene 4 ser lo mismo, separar 5 cifras decimales de la dere-
cha. Luego &c. .

El razonamiento deber4 ser anilogo al que acabamos de hacer,
cualquiera que sea el ntimero de cifras decimales que contengan los
factores de la maultiplicacion. . :

Puede acontecer que tan solo nno de los factores contenga cifras de-
cimales: en este caso es bien claro que en el producto solo se separard
el numero de cifras correspondiente al que dicho factor contenga.
La demostracion es muy ficil, y por eso no nos detendremos en po-:
nerla en prictica.

Conforme 4 estas reglas hallaremos que -

1.° el producto de 4,0567 por 9,503 es igual 4 38,5508201 ;
2.2 el producto de 4,0015 por 29 es 16,0435;
3.% el producto de 0,03054 por 0,023 es 0,00070242.

Nora.—Este tltimo ejemplo merece paremos un poco la atencion
sobre él. Haciendo abstraccion de la coma en ambos factores y efec-
tuando la multiplicacion, resulta 70242 ; pero como hay cinco cifras
decimales en el multiplicando y Zres en el multiplicador , se necesita
haya ocho en el producto, cuando ¢l de por si no contiene mas que
cinco cifras 6 caracteres numéricos. Para allanar esta dificultad obsér-
vese que debiendo espresar el producto unidades del 8.° 6rden deci-
mal , bastar4 escribir 4 la izquierda de 70242 un nimero de ceros su-
ficiente para que colocando la coma despues de ellos la dltima cifra 2
ocupe la 8.2 nota decimal. En este ejemplo serdn cuatro los ceros que
deberan escribirse, contando con el que deberd ocupar el lugar de los
enteros, y resultara 0,00070242. ;

90. DIvISION DE L0S QUEBRADOS DECIMALES. — Esta operacion no
ofrece mayormente dificultad alguna, y para efectuaria se empezard
por reducir los dos numeros propuestos & un comun denominador
(n.° 87); en seguida se ejecutard la division, haciendo abstraccion de
la coma: el resultado serd el cociente pedido. i
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Esempro. — Quidrense dividir 43,047 por 2,53698.

Colocados dividendo y divisor en su
debida forma, se escribiran dos ceros 4 la f;’gé;gg 253698
derecha de aquel, despues de lo cual se 245532 16
proceders 4 efectuar la division como si
fuesen ntameros enteros: efectuada que sea, el resultado nos dard el

245532
253698

Asi es efectivamente, pues tan luego como se hayan afiadido los -
dos ceros 4 la derecha del dividendo, ambos nimeros se podran poner

4304700 253698
100000 7 100000°

primero por el segundo se debers (n.° 62) multiplicar el quebrado di-
videndo por el quebrado divisor, invertidos sus términos. Observando
que 100000 es factor comun 4 ambos términos, se tendré el resul-
d 4304700 es decir, que e jo efect la division sob
—_— i 8 necesario efectuar ision
tade ~253698 » que oa noce sobre
ambos niimeros considerados sin coma alguna, despues de haber
hecho que haya igual numero de cifras decimales en uno que en otro.
Tambien puede decirse que reducidas ambas fracciones 4 un comun
denominador, si se suprime la coma en ambos términos, tamto el di-
videndo como el divisor quedan aumentados en cierto ntmero, y el
cociente sin embargo permanece el mismo (n.° 43).
Mediante este procedimiento hallaremos que

verdadero cociente, que es 16 ———

bajo la forma siguiente: Luego para dividir el

el cociente de la division de 3,4703 por 0,027 4703 _3.72%
193 143 143 2303
@ 12% 270 143
104
Del mismo modo el de 0,596 por 0,00201 es 296 ——. ETTR

91. En los ejemplos anteriores se ha obtenido con mucha facilidad
la parte entera del cociente de la division; pero no sucede asi con las
fracciones que sirven de complemento 4 dicha parte entera, las cuales
constando de unos términos muy crecidos, son bien dificiles de valuar.
Por consiguiente serd muy oportuno indagar un medio de espresar
estas fracciones en partes mas pequefias de la unidad pnnclpal, por
e]emplo, en décimas, centésimas, milésimas &c...

Propongémonos, pues, este nuevo problema general:

Dada una fraccion cualquiera de la unidad principal de cierta
naturaleza, valuarla en decimales, 6 bien reducirla ¢ una fraccion.
decimal. 13
EjEMPLO.— iS¢ quiere valuar la fraccion 4—7-
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El niimero propuesto referido 4 la unidad principal espresa

13
los 27- de dicha unidad; pero como 130 47
360 17997659

una unidad simple vale 10 décimas, 310
1t 13 equi len & 130 d 22?0
resulta’ que — equivalen e
meg7 i o7

décima; luego que esten dispuestos

los ntimeros 13 y 47 como para efectuar la division, si se coloca un
cero con su coma en el cociente para reemplazar el lugar de los en-
teros, y se divide 130 por 47, el cociente 2 asi obtenido y escrito 4 la

derecha de la coma representa el nimero de décimas contenidas en 1—3;
. 13 . 36
es decir, que Yy es igual &4 2 décimas mas 7 de décima. Por la mis-

ma razon como 1 décima vale 10 centésimas, se sigue que % de dé-

6 .
7 de centésima , 6 efectuando esta nueva division,

cima s igual &

31
4 7 centdsimas mas -4—7 de centésima.

Escribiendo otro 0 4 la derecha de 31 y dividiendo 310 por 47,
se obtienen por cociente 6 milésimas, que se escribiran 4 la derecha
de las cifras anteriores, y por resto 28 ,4 cuyo lado se pone un 0 para
hallar las diezmilésimas, y asi sucesivamente.

Continuando la operacion hasta que se hayan obtenido 5 cifras

13 N
decimales, se halla que 2-7- equivalen 4 0,27659 mas % de cienmilési-
mas, fraccion que por su pequefiez puede muy bien despreciarse; en
cuyo caso podremos decir que 0,27659 es el valor de ?7- con la dife-

rencia de una cienmilésima préximamente, considerando que la frac-
cion despreciada no Hega 4 valer una unidad de dicho 6rden.

En general, para reducir un quebrado 4 fraccion decimal se ‘dis-
pondrdn sus dos términos como para efectuar una division, y en el
{ugar del cociente se pondrd un 0 con una coma 4 su derecha: hecho
esto, se anadird un O al numerador, y el nimero resultante se divi-
dird por el denominador : de este modo se obtiene un cociente que es-
presa las DECIMAS ¥ cierto resto. Coloquese en seguida wun 0 4 la dere-
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cha de este resto y dividase por el denominador: resultard un co-
ciente que espresa centésimas y un nuevo resto. Operando sobre este
resto como sobre los anteriores, se obtendrd un cocienle que deberd
espresar milésimas y un resto, sobre el cual debers operarse del mis~
mo modo. Continiese asi la operacion hasta que haya en el cociente el
namero de cifras decimales que se quieran obteper, 6 mas bien, el
que el problema exija. Si la division no es exacta, esto es, que hay un
resto, podra despreciarse 6 estimarlo en poco, pues la fraccion obte-
nida solo difiere de la propuesta en una cantidad menor que la unidad
del ultimo drden decimal hallado en el cociente.

Si el numerador de la fraccion es mayor que el denominador, se
comenzard por sacar los enteros, que deberén colocarse en el cociente
con una coma 4 su derecha para distinguirlos de las cifras decimales.

Bien facil es echar de ver la gran analogfa que existe entre esta
operacion 'y la que ticne por ol)ieto reducir un namero fraccionario de
cualquier unidad principal 4 un nimero complejo, es decir, 4 unida-
des principales y subdivisiones de dicha unidad (Véase n.° 70).

Vamos, pues, 4 hacer la aplicacion de esta regla 4 los ejemplos de
division de que nos hemos ocupado en el nimero anterior.

Esempro.—Dividir 43,047 por 2,53698 y valuar el cociente en’

1
menos de - con corta diferencia.
1000 .

Despues de haber hallado como an- 4304700 253698 '

teriormente el cociente 16 con el resto 1767720

245332, se considera 4 este resto como 2453320 16,967
numerador de un quebrado cuyo deno- 1720380

minador es 253698, y & su derecha se 1981920

afiade un 0: hecho esto, se le dividiri 206034

por 253698, y tendremos 9 décimas por
cociente y 172038 por resto: afiddasele del mismo modo un 0 y di-
vidiendo el resultado 250698 se obtendrén por cociente 6 centesimas y
un nuevo resto 198192, el que aumentado como los anteriores en un 0
se dividira por el mismo divisor, y el resultado sers 7 mzlc’szmas de
cociente y un resto que se desprecia.

Hecha la operacion, se tendré por resultado el cociente 16,967

menos 10100 con corta diferencia, pues que la cantidad despreciada
no es mas que una fraccion de milesima.

Asi tambien se hallar porel cociente de 0,596 dividido por 0,00201,
296, 51 menos 0,01 aproximadamente.

Igualmente se tendri por el cociente de la division de 3,4703 por
0,027, 128, 5296 menos 0,0001 con corta diferencia.

En el capitulo V nos ocuparemos de nuevo y mas estensamente so—
bre la rcdnccn)l 6 conversion de un quebrado en una fraccigp deaimaly .
pues que esta‘operacion presenta muchas y muy notables propiedades
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que por ahora no podemos desenvolver y anallur con: toda la estensxon
que se merecen.

92. - Cuando al efectuar la division: el- dwlsor 8 un numero entero
6 contiene menos cifras decimales que el dav:dendo, en lugar de escri-
-bir ceros 4 su derecha para reducirlo al mismo denominador que. este,
es mucho mas conveniente operar del modo que- 4 wnhnuacion espo—
nemos. .
Esemrro 1.%—Dioidir 437,4825 por 56
Pudiendo en este caso ‘considedarse la .- 437,4823 | 56 .

division cemo si tuviese: por objeto ‘tomar- 454 —_——
la 56.2 parte del dividendo, se empesars’ ' 68 . 748121

desde luego tomande la 56.2 de 437, 6 de 122

otro modo, dividiendo 437 por 56, opera- - - ' 105 ’

cion que da por cociente 7 unidadesy por 49

resto 45, el cual seguido de las 4 decimas

del dividendo compone 454 decimas, de la.que se debers tomar la 56.2,
esto es, dividir 454 por 56: el resultado da 8 ‘décimas por’ coelente,
que se escribirin 4 la derecha de las 7 unidades, interponiendo una co-
‘ma para distinguirlas de los enteros.

El resto 6 seguido de las 8 centésimas forma 68 centeczmas, cu-
ya 56.% parte es 1 centésima y un resto 12,.el que aumentado de las
2 milésimas del cociente compone 122 miksimas: dividiendo 122
por 56 se tendra por cociente 2 mildsimas y por resto 10: bajese 4 sa
lado 1a cifra 5 y dividase el resultado 105‘por’56 : este ltimo cocien-
te serd 1 diezmilésima: de donde-el cociente pedido es 7,8121.

Este cociente no es exacto mas que hasta las dwzmlle'nmas, pero
si se quisiese obtener 'mayor grado de aproxnmaclon, bastaria afiadit
un 0 al ltimo resto y continuar la operacion por los mismos trami-
tes observados en la regla del n.? 91. . C -

Bien ficil es de conocer que’ este nodo de ¢ operar ‘es mucho mas
X sencillo que si se afiadiesen desde luego 4 ceros 4 la derecha del divisor
3 para réducirlo al mismo denoiminador querél dividendo. '
= Del mismo modoe se halara que-14,37586 dividido por 219 da por
" cociente 0,06564 menos 0,00001 éon corta diferencia.

Esemrro 2.—Digidir 3,40567 por’ 0, 039. T
Obsérvese que con arreglo & los princi= =i 346’3 67 -39t o
pios demostrados en los niimeros - 43 y 66 .. 285 _.._....4._
pueden m‘u]t:phcarse dividendo iy divisor -~ - 126 - 37'32
por uil mismo n&mero sin que ¢l cociente - .- 97 -
sufra la menor alteracion. R TTICURE | JR I

Supuesto esto, si se multiplica el divi-
sor por 1000, lo cual equivale (n.% 86) 4 suprimir la coma, y el di-
videndo tamlnen por 1000, lo que (segun el mismo numero) se consigue
adelantando la coma #res lugares hicia la derecha, la cuestion a-~
sh reducida & dividir 3405&7 Por .39, oiiefaclon qlie en'su dm&. )
reduce 4 la precedenté... . ;. G, oW o2las onTn
REeGLA GxnmAL.—Slempre que 1elf dmdendbruutonva mas c1fras

9 .
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decimales que el divisor, se suprimird en este la coma adelantdndo-
la en aquel tantos lugares como cifras decimales habia en el divisor:
hecho esto, se efeduard la division como en el caso en que tan aolo
el dividendo contiene cifras: decimales.

Por una razon anéloga,:si el divisor es un nimero entero termi-
nado por uno 6 muchos ceros , podrin suprimirse estos con tal que se
atrase la coma en el dlvndendo tantos lugam como ceros se han supri-
mido en el divisor.

Asi por ejemplo, dnndu- 234,15 por 8900 equivale 4 dividir 2,3415
por 89, pues que no se ha practicado otra -cosa que hacer & ambos
términos de la division 100 veces menores.

Por lo dem4s, nosotros no hemos establecido estas reglas mas que
como medios sencillos de operar en la prictica; en el supuesto de ser
la regla espuesta anteriormente en el n.° 90 aplicable 4 todos los casos.

93. He aqui nuevas aplicaciones:

Determinar: 1.° el cociente de 21.234 por 59,37469 waluado
en 0,001 p:drzrnamcnle. )

Resullado 0,357.

2.9 EI cociente de 294 por 7,356 valuado -en 0,0001 prda:zma—
mente. -

Resultado: 39, 9673.

3.° El cociente de 0,004736 por 0,034 valuado en 0,00001 pom
mas 6 menos. -

Resultado : 0,13929. ' |

En este sistema de operaciones se sigue respecto & las pmgbu h
misma marcha que en los niumeros enteros, es decn, que la praeba de
la division se hace por- la. muluphmcmn, y viceversa.

§ IL Nuevo sistema de_"pcsos y medidas.

‘ L PR . . i d. .

Nos hallamos, pues, lya-en el caso de récomocer y apreciar .enm su
verdadero valor las muichns ven{ajas.que prresenta el calculo.de las frac-
ciones decimales sobre.el de:Jos quebrados comuies, cualquiera que ses
su especie, y juzgar cusm'iitil seria estableéer un nuevo Sistema de pe-
sos y medidas intimjamente conexe al Sistema-decimal. Los;sabigs ,han
llevado & cabo tan interesante enipresa mediante no poces esfyerzos y
& pesar de los obsticulos que han. oeasionedo la ignorancia y las .pre-
ocupaciones. Comencemos en ‘primer lugar dando 4 comocer la. nomen=
clatura de este Sistema. oo aial L

. . g
S PRSI ¥ o I LIS

Mhmms x,mnAu:s 6 DE, RONGITUD. coe

..... A T LT AL ol ot

9. La unidad de medids &' ‘h cnhl % leha dadis-ol nombre de
METRO es la diezmillondsima parte de la distancia del polo al ecuador;
contada sobre el meridiano de! Paris. =~ - . - . N
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Despues de las operaciones ejecutadas y verificadas con la mayor
precision y exactitud, s¢ ha reconocido que el mefro valuado en pies,
pulgadas, lineas &c. vale 3 p. 0 pulg. 11 1., 296 con corta diferen-

cia de

1000 -

Para designar medidas mayores 6 menores que el metro se ha con—

venido en emplear las palabras sacadas del griego y latin
MIRIA, KILO, HECTO, DECA, DECI, . CENTI, MILLI,

que significan ]
diez mil, mil, ciento, diez, décima de, centésima de, milésima de,
¥ que deben colocarse al principio de la palabra metro.

De este modo se ha formado la tabla que 4 continuacion ponemos

Miridmetro 6 medida de i diez mil metros.

N Quilémetro® . .......... mil metros.
Hectémetro " eeeesses.. cien metros.
Decdmetro -~ «.ce.ee... diez metros.

MEeTRo «vesecesss unidad principal.
Decimetro ‘evesssssss décima de metro.
Centimetro . eeeseness. centésima de metro.

- Milimetro evesessss. milésima de metro.

NotA.—El miridmetro y el quilémetro son las medidas itinerarias
actualmente adoptadas: el miridmetro es un poco mayor que el duplo
de l1a legua de 2500 toesas: el quilémetro es algo mayor que la quinta
parte, 6 bien, algo mayor que el cuarto de legua de posta 6 de 2000
toesas. ' .

 MEDIDAS DE SUPERFICIE "*.

95. La unidad natural de las superficies es el metro cuadrado;
pero cuando s¢ trala de grandes superficies agrarias, se toma por uni-
dad un decdmetro cuadrado, esto es, un cuadrado que tiene por lado
un decdmetro 6 diez metros: & esta unidad se le llama AREa.

/ -

Aun cuando la palabra Kilo queda escrita mas arriba con K
por ser de origen griego, ¢ton-todo en su aplicacion usamos de la Q por
-estar aquella letra saprimida en-la ortografia castellana, conformando-

nos en esto con lo que dispone la Academia- espafiola. EL TRADUCTOR.
** Para la completa liteligencia de ciertos -términos y espresiones
de que habremos de servirnos en el curso de 1a nomenclatura de las
nuevas medidas, nos parece conveniente remitic 4 nuestros lectores 4

la Geometrifa.

o
’ .



132 ELEMENTOS
Los miltiplos del 4rea se designan por medio de las voces myria,
kilo, hecto,.... empleadas en el n.® 94: asi se tendra que la

Miridrea  significa  diez mil 4reas.
Quildrea  ........ mil 4reas.

Hectdrea ceseeans cien 4reas.
Decdrea ..... ... diez 4reas.

AREA  ........ unidad principal.
Decidrea  «....... décima de 4rea.
Centidrea  oeo.oo-. centésima de 4rea.
Milidrea veveee.. milésima de 4rea.

Nota.—La miridrea, hectirea, drea y centidrea son las inicas me-
didas que estan en uso: la hectarea sustituye al arpent del cual viene
4 formar cerca del duplo, y la centisrea no es otra cosa que el metro
cuadrado.

MEDIDAS CUBICAS.

.96. La unidad de solidez es el METRO CUBICO; es un cubo (cuya
forma es la de un dado de jugar) que tiene por lado un metro. Los
multiplos y submultiplos del metro cibico no han recibido por lo co-
mun denominacion alguna particular, y sin embargo la 1000.2 del
metro cibico se enuncia diciendo «cefmetro cudico, porque efectiva-
mente es un cubo que tiene por lado un decimetro; la 1000000.2 del
metro cuabico se enuncia por un cenfimetro cubico, pues que es un
cubo que tiene un centimetro por lado &c...

Cuando las medidas ciibicas se aplican 4 la madera que sirve para
combustion y construccion, la unidad principal 6 el metro cibico re-
cibe el nombre de ESTERIO (s%ére). A este le sigue el decasterio, me-
dida de diez esterios. El esterio viene 4 ser con poca diferencia el de-
mi-voie antiguo: asi el decasterio vale cerca de cinco voies 6 cargas.

MEDIDAS DE CAPACIDAD PARA LIQUIDOS Y GRANOS.

97. La unidad actual de capacidad es el decimetro cibico que se
llama riTro. Para los multiplos y submultiplos decimales se hace uso
principalmente del

Hectdlitro 6 medida de .cien litroil,‘ - .
Decdlitro . oo voeeeees. dies litros.

LiTRO. ....vev.oo.. unidad principal.
Decilitro. . «eveooe... décima de litro. _
Centilitra « «o.ov.vv... centésima de litro.

NorA.—El litro sustituye 4 la pinfa para las bebidas y al Ztron
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los granos, con la diferencia de ser un poco mayor que ellos.
El decdlitro reemplaza al boisseau para la medida. del trigo y de
toda clase de granos, y el hectélitro al setier.
Tambien se le emplea para valuar las pipas de vino 6 de cualquier
otro liquido. .
El quilélitro, que tiene la capacidad de un metro cibico, y €l mi~
ridlitro apenas se usan.

DE LOS PESOS.

98. La unidad de peso actual es el peso de un centimetro cubico de
agua destilada en su maximo de densidad, al que se le ha dado el nom-
bre de 6rAMO.

Su valor en pesos antiguos es 18,82715 granos, esto es, algo mas
que un cuarto de dracma.
He aqui la tabla de los multiplos y submultiplos decimales:

Miridgramo vale diez mil gramos.
Quildgramo. . ....... mil gramos.
Hectégramo . . ....... cien gramos.
Decdgramo . ......... diez gramos.
GRAMO. . ...... «+. unidad principal.
Decigramo . . ...+.... décima de gramo.
Centigramo .......... centésima de gramo
Miligramo ........... milésima de gramo.

Nora.—El quilégramo siendo mil veces mayor que el gramo, que
como ya hemos dicho es igual 4 18,82715 granos, equivale 4 18827,15
granos; y constando la Zbra (n.° 63) de 9216 granos, resulta que
tambien equivaldra al doble de ella poco mas; y por tanto medio qui-
légramo puede muy bien sustituir 4 la libra antigua .

—

Los sabios 4 quienes se debe el Sistema decimal de pesos y me-
didas, tuvieron en un principio la idea de tomar por unidad de peso
la de un decimetro ciibico de agua destilada, por la razon de que sien-
do este peso correspondientg al quilégramo actual era muy acomodado
para reemplazar la unidad antigua 6 la lidra, de la que es casi el
doble y le dieron el nombre de grave, no sin llegar 4 reconocer bien
pPronto los inconvenientes que siguen. _

1.° Los multiplos del grave eran ‘el decdgrace, heclograve, qui-
Wograve y miridgrave, de donde el peso de un dechgrave era igual
4 20 libras, y los demas multiplos eran muy superiores 4 los pesos
empleados en las artes y el comercio.
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DE LAS MONEDAS.

99. La nueva unidad para las monedas es el FRANCO. Para obte-
nerlo se han pesado cinco granos de un riel que contenia 9 décimas
de plata pura y una de amalgama; al valor de esta parte del riel se le
ha Nlamado franco. Por una casualidad se ha reconocido tener este con
poca diferencia el mismo valor que la lidra tornesa. No obstante hay

1
una diferencia de 30 en favor del franco, esto es, que un franco vale

1 ' 81 .
1 ] lib. tor. 6 T de libra, 6 lo que es lo mismo, 80 francos valen

81 libras tornesas.

La décima de un franco se denomina décimo y la centésima cen-
timo. En cuanto 4 sus mikiplos decimales no se ha creido convenien-
te darle denominacion alguna.

100. ConcrusioN.—Tal es la esposicion de la nomenclatura de las
nuevas medidas: y ahora vamos & ver las muchas ventajas que el
nuevo Sistema ofrece sobre el antiguo.

1.°—Es uniforme y sencillo, pues siguiendo las unidades princi-
pales y sus subdivisiones entre si la ley del Sistema decimal de nume-
racion, su célculo, cualquiera que sea, es muy facil.

2.°—Es fijo, invariable y susceptible de ser adoptado en todos los
paises, pues no es peculiar & clima alguno, ni 4 ninguna nacion.

Todas estas medidas provienen de una medida primitiva, el me=
fro, que se ha tomado de las mismas dimensiones del globo terrestre.
Las monedas que parecen 4 primera vista no ofrecer relacion alguna
con dicha medida, la tienen sin embargo indirectamente, pues hemos
visto que el marco es el valor de cinco gramos de plata mezclada y

2.° Los subméltiplos eran el decigrave, centigrave y miligrave.
Como este Gltimo no es mas que el gramo actual, equivale 4 cerca de
19 granos, y es por consiguiente muy “superior & los que se emplean
en los pesos algo delicados, de modo que séfveian obligados 4 estable-
cer nuevas subdivisiones, tales como el diezmiligrave, cienmiligrave,
cientomilionigrave. Y ciertamente los sabios habian aplicado un nom-
bre particular al miligrace y formado una unidad secundaria llamada
gravet, de la que formaban el decigraoet, centigravet y miligravet. De
cste modo quedaba destruida la regularidad de la nomenclatura, cuan-
do la nuevamente establecida no ofrece tales inconvenientes y com-
prende cuantos pesos se necesitan en el uso comun.
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que e} gramo es €l peso de un centimetro cibico de agua destilada.

101. La aplicacion de las cuatro reglas de la Aritmética al nuevo-
Sistema de pesos y medidas no ofrece dificultad alguna, atendiendo &
lo que ya hemos dicho sobre las fracciones decimales, y por tanto no
nos detendremos mucho sobre el particular. Pero daremos & conocer.
dos problemas cuya importancia sers facil de reconocer, pues no da-
mos por enteramente abolido el antiguo Sistema. No consistia, pues,
toda la dificultad en sustituir un:.nuevo Sistema al antiguo, sino que
tambien era indispensable permaneciese la misma proporcion entre el
precio y la cantidad de los objetos valuados en los dos Sisfemas.

El siguiente problema aclarars lo que acabamos de decir.

Hajiendo vendido un mercader frances .la ana de paiio ¢ 36 lib..
tor. 17 s. 6 d., se quiere saber cudl serd proporcionalmente el valor
en francos de un metro del mismo geénero.

Este problema quedari definitivamente resuelto tan luego como se
halle por un lado el valor de 36 lib. 7 s. 6 d. en francos, decimos,
eéntimos, lo cual dar4 el precio de la ana en francos, y por otro lado
el valor del metro en anas, pues que este ultimo indicars la parte que
debera tomarse del precio de la ana reducido en francos para tener el
del metro.

Por consiguiente ser4 necesario resolver estos dos problemas.

1.° Espresar el valor de un numero complejo del antiguo Sistema
por medio de la unidad andloga y de las subdivisiones decimales de
esta unidad, consideradas en el nuevo Sistema.

2. Y reciprocamente, espresar cierto nimero de unidades prm-
cipales del nueco Sistema y de subdivisiones de esta unidad por medio
de la unidad andloga y de las subdivisiones comunes de la misma
unidad consideradas en el antiguo Sistema.

Trataremos, pues, sucesivamente de estos dos problemas mirados
con relacion & las monedas, medidas de Iongitud y & los pesos, por
ser las medidas mas usuales, y con esto hastars para saber la marcha
que debera seguirse con otras especies de medidas.

$02. Comencemos por las monedas.

1.° Se quiere determinar el valor de 245 lib. 19 s. 7 d. en fran-
€os, décimos y céntimos. .

1
Hemos dicho (n.® 99) que un franco vale 3o ™as que la libra; es

compone de sueldo, esto es, 3 dineras; luego un

v 6
80 80 4
franco vale 1 Lib. 0 s. 3 d. 6 243 dineros.

asi que

/
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sultade 59035 dineros, como aqui se ve.
Por consiguiente si se busca cuintas
veces 59035 dineros contienen 4 43 di-
neros, 6 si se divide 59035 por 43, el
cociente valuado en decimales (n.° 91)
espresara el namero pedido de francos,
décimos, céntimos. Este cociente va-
‘luado hasta las milésimas es 242 fr.,
942: asi 245 lib. 19 s. 7 d. equivalen
4 242 fr. 94 cs. con la diferencia de un
céntimo aproximadamente.

De donde se ve que para valuar en
Sfrancos, décimos y céntimos cierto ni-~

i

Por otra parte 245 lib. 19 s. 7 d. reducides & dineros dan por re--

245'lib. 19 s. 7 &
20

4919

12
59035 | 243
1043 [Toz9
715 42,942
2290

1030

580 .

mero de libras, sueldos y dineros, es %
necesario, dc&pucs de haber reducido 4 dmcroa el numero propuesto,
dividir el nimero resultante de dineros por 243 (que espresa en dine-
ros el valor de 1 franco), y en seguida valuar el cociente en decima-—
les; llevando la operacion basta las centésimas.
La prueba de esta tltima operacion se hace por’ el problema con-

trario, como vamos 4 ver.

2.° Se pide en libras, sueldos y dineros el valor de 242 fr. 94 cs.,
6 mas bien de 242,942 fr. (Consideramos aqui los milésimos de fran—
co para que la comprobacion sea mas completa.)

. . B |
Supuesto que 1 franco vale 1 libra mas rm de libra, 242,942 fr.

1 )
valdran 242,942 1lib. mas 70 de 242,942 lib., y por tanto serd preciso

tomar la 80.* parte de este altimo néimero y afiadirsela, lo cual dar4 en

libras y fraccion decimal de libra el valor de 242,942 fr. Hecho esto,

no quedard mas que valuar la fraccion decimal en sueldos y dineros.
Para hallar la 80.2 de 242,942 bastars tomar la 8.2, que da

30,36775, y dividir este resultado por 10, 6 bien (n.° 86) atrasar la

coma un lugar héicia la izquierda; y se 242 942

tendré 3,036775, quesumadocon 242,942° '3 (35775

da 245 lib., 978775, —_—
Para valuar la fraccion 0 lib. 978775 243 lib., 978775

en sueldos , s necesario (n.° 70): multi- 20
plicarla por 20, lo cual-da 19 s. 575500, 19 s., 575500
y para valuar 0 s. 575500 en -dineros se . 12

la multiplicara por 12, y tendremos 7 di- 6d, 906100

2451ib., 19s. 7 d.

1 .
neros mas m de dinero préximamente; de

Wonde 242,942 fr. equivalen 4 245 lib. 19 5. 7 4.
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; REGLA GENERAL——Ptra valuar en libras, sueldos y dineros cier-
to numero de francos, décimos y céntimos se _escribird desde luego el
niimero propuesto y debajo de €l su 80.* parte (que se obtiene toman-
do la 8.2 y atrasando la coma un lugar hicia la izquierda) sumando
ambos nimeros , con cuya operacion se obtiene el ntimero propuesto
espresado en Lbras y una fraccion de libra.

- Multipliguese en seguida por 20 la fraccion decimal (haciendo
abstraccion del entero que representa las Zbras), y la parte entera
del producto representar los sueldos.

Por altimo, multipliquese por 12 la fraccion decimal resultante,
y la parte entera del producto espresar4 los dineros. La parte decimal
que en este caso resulte podri despreciarse, 4 no ser que la cifra de
los décimos sea igual 6 mayor que 5: entonces podré aumentarse en
uno el nimero de dineros.

Apliquemos, pues, ambas reglas al siguiente ejemplo: :

Se pide en francos , décimos y céntimos el valor de 3179 lib.
17 . 8 d.

Habiendo ya dsdo la esplicacion en los ejemplos anteriores, en
este nos limitaremos 4 presentar la tabla de los calculos.

Primer problema. ) Segundo problema.
31791ib. 17 s. 8 Q. 3140  ,625
20 39 ,2578125
63597 3179 lib. ,8828125
12 20
763172 | 243 ‘ 17s. ,6562500
341 |— 12
987. | 3140,625
1520 7d. ,8750000
620
1340 ) Resultado: 3179 lib. 17 s. 8 d.
125 -

Resultadq: 3140 fr. 63 cs. .

NotA—En el primer problema como la cifra de las milésimas
es 5 y estd seguida de otras muchas, se ha tomado por resultado °
3140 fr. 63 cs., porque en este caso el error cometido en mas es me-
nor que el que se cometiese en menos si se despreciase la cifra 5 y las
siguientes.

En el segundo el entero del altimo resultado es 7 dmeros, y no
obstaute se han tomado 8, porque la clfra de los décimos es 8, ni-
mero mayor que 3.
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Del mismo modo se hallard que 56275 Tr. 97 cs. eqmvalen &
56929 lib. 8 s. 5 d., y reciprocamente. '

MEDIDAS LINEALES.

103. Antes de pasar 4 la resolucion de los dos problemas del
n.? 101, es indispensable buscar el valor de la toesa en metro, y vice-
versa; es decir, espresar la unidad lineal antigua en medidas nuevas,
y reciprocamente /a nueva unidad lineal en medidas antiguas.

Sabemos que la toesa vale 864 lineas y que el metro equivale
(n.° 94) 4 3 p. 0 pulg. 11,296 1., 6 reduciendo & Mneas & 443,296 li-
neas. Luego si se divide 864 por 443,296, 6 mas bien 864000 por
243296, el cociente reducido 4 decimales espresar4 el valor de la toesa
estimado en metro. )

Hecho el cilculo, resulta que la foesa equivale & 1,949036 m.,
esto es, 4 1 metro 949 milimetros , con la diferencia de un diezmili~
metro aproximadamente.

Por el mismo consiguiente, si se divide 443,296 por 864 segun la
regla del n.° 92, se obtendra el valor del metro en toesa y fraccion
decimal de toesa.

Efectuando este nuevo célculo, se ve que #* metro equivale en toe-
sa & 0,5130740 de toesa, casi con 0,0000001 de diferencia.

ConsecuexciA.—El miridmetro siendo igual 4 10000 metros, vale
10000 veces 0,5130740 de toesa 6 5130,740 toesas, lo que quiere
decir que el miridmetro es un poco mayor que el duplo de la legua
de 2500 toesas, como ya lo dijimos en el n.° 94.

Supuesto esto, 1.° se pide en metros, decimetros, centimetros &c.,
el valor de 17 toe. 5 p. 4 pulg. 8 1.

Comiéncese por reducir este nimero & lineas, lo cual da 15464
lineas, y dividase 15464 por 443,296 (ntmero de lineas que contiene
el metro), 6 bien 15464000 por 443296; y se tendri por cociente
34,88414 con la diferencia de 0,00001 aproximadamente.

Luego 17 toe. 5 p. 4 pulg. 8 L equivalen 4 34,88414 m., esto es,
4 34 metros 884 milimetros, un milimetro poco mas 6 menos.

2% Se pide el valor de 34,88414 m. en toesas, pies, pulgadas y
lineas. )

Como 1 metro vale en toesa 0,513074, resulta que para tener el
valor de 34,88414 bastard multiplicar 0,513074 de toesa por
34,88414 , y el producto que se obtenga. espresara en toesas y fraccion
decimal de toesa el valor pedido : hecho esto, no habra mas que con-
vertir la fraccion decimal resullante en pies , pulgadas y lineas.

‘He aqui la tabla del calculo :
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Prefiérase 34,88414 para mnlttphcando, porque la operacion es

muy sencilla.

Hecha la multiplicacion , se obtienen 34,88414
17,898 toe. por producto, despreciando las 0,513074
8 ultimas cifras decimales. ———

Para reducir la fraccion de toesa 0,898 13953656
4 pies se la multlphcaré por 6, y se ten- 24418898
dran 5,388 pies. 10465242

Mulnphcando 0,388 por 12 para ha- 3488414
lar las pulgadas se obtienen 4,656 pulg. 17442070

Finalmente, multiplicando 0,656 por
12 para obtener las lineas se halla 7,872 L.
6 simplemente 8 l/neas; de donde se ve

17 toe.,89814524636
6

que 34,88414 m. equivalen 4 17 toe. 5 p. —_—
4 pulg. 81, lo cual comprueba la primera 5p. 388
operacion. 12

Norta.—En esta ultima operacion se _—
han despreciado las 8 wltimas cifras deci- 4 pulg., 656
males del producto, luego que se han 12
querido valuar en pies, pulgadas y lineas.

La razon de esto es bien clara, pues 71,872

se sabe que. multiplicar sucesivamente un

namero cualquiera por 6,12 y 12 equlvale (n° 26) 4 muluphcarlo
por el producto de estos tres niimeros 6 por 864, y por consiguien—
te si no se quieren considerar mas que 10000.*® en el producto

86
17,89814 ... el altimo resultado sera exacto en 'I_U_(-iio' POoco menos, esto

es, en menos de una linea aproximadamente. Esta observacion abre-
via mucho cilculo.

Propongdmonos ahora valuar en metros y fraccion decimal la’
marca de un hombre de 5 p. 6 pulg. 7 1.

Para ello no habrs mas que reducir 4 lineas, y se tendrdn 799
lineas, que divididas por 443,296 (lineas que tiene un metro) 6
799000 por 443296, dan por cociente 1,802 m. con la diferencia de
1 milimetro.

PARA LOS TEJ1DOS.

104. Se sabe que la ana vale 3 p. 8 pulg. 6 44 pulgadas, es de-
cir, 528 lineas; luego dividiendo 528 por 443,296 6 528000 por
443296 se tendra el valor de la ana en metro.

‘Efectuando esta division se halla que la ara tienc por valor 1 m.
191 milimetros, 6 con mas exactitud 1,191077 m.

Y reciprocamente, 443,296 dividido por 528 da por cociente
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. . 1 .
0,839576 con 1000000, de diferencia; de dénde metro 'quw‘,'k 4

0,839576 de ana.

‘. ' . 7
Se quiere saber cudl serd el valor de 29 —

anas en metros
12 4

fraccion decimal de metro.
Asi como para la toesa y sus subdivisiones, podran reducirse

355
las 27 1— anas 4 12 c.08 de linea multiplicando 29 T 2 5o Por

528, numero de Kneas que contiene la ana, reducir al mismo tiem-
po el hetro 6 443,296 \. tambien & 12 c.98 de linea multiplicdndole
por 42, dividir los dos resultados asi obtenidos uno por otro y valuar
el caciente en decimales.
Péro es mas sencillo operar como 4 continuacion se ve.

. Siendo la espresion de la vara en metro 1,191077 m. como ya
hemos visto, se multiplicars desde luego este niimero por 29, lo cual da
los dos productos 10,719693 y 23,821540.

7 - 1,191077
Despues de esto descomponiendo los — - 7
’ o 1z 29—
6 1 6 12
¥ =, se tomaré por o la mitad
12712 : . 10,719693
de 1,191077 , que es 0,595538 ,7 se es- 23,821540

cribira debajo de los productos ya obteni- 6 .
1 — .. .0,595538
dos; y despues por 12 la 6.2 de 0,595538, 12

que es 0,099256, y se coloca debajo de -l— ... .0,099256
los productos anteriores. Sumando todos 12

los productos se obtienen por resultado —_—
35,236027. : 35,236027

7 .
Luego 29 13 2nas equivalen 4 35 m. 236 milimetros con dife-

rencia de 1 milimitro poco mas 6 menos.

Tambien puede aplicarse este procedimiento 4 las toesas, pies,
pulgadas &c., tomando por base el valor de una toesa en metro;
pero en este caso nos veriamos conducidos 4 cilculos -muy compli-
cados.

.
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<=~ PARA LOS PESOS.

105. Ya sabemos (n.° 68) que la libra contiene 9216 granos.
Tambien hemos dicho (n.° 98) que el quildgramo vale 18827,15 gr.:
luego dividiendo 9216 por 18827,15 6 921600 por 1882715, se ten-
dri el valor de la lbra en qmldgramos‘ y subdivisiones decimales de
guilégramo. Y reciprocamentg si se divide 1882715 por 9216, el
cociente valuado en decimales espresara el valor del’ quzlogramo en
libras y subdivisiones decimales de la libra. i

Efectuando estas dos operaciones que mo ofrecen daﬁcultad algnna,
se halla que

1.° la libra equivale 0,48950585 de quilégramo.

22 el quildgramo es igual 4 2,04286521ib.

Nota.—Este tltimo resultado mdlca que el qmlégramo escede

1a libra en el duplo mas de la’ fmn -i—ﬁf)_ 6 75 de libra, es decir,

que el quilégramo vale 2 libras i 6 EE de libra con poca d.l[gren-
cia, 6 bien, que 25 qmlégramos componen 51 lxbras, 6 en ﬁn _que
100 quilégramos equivalen & 204 libras.

© Hecha "esta esplicacion , propongiamonos resolver alguno que otro
ejemplo.

Determinar el valor de 69 hb. 0 m. 7 onz 4 dr. 29 gr: en 9uzlo-
gramos y subdivisiones decimales del quilégramo. -

Reducido & granos el nirmero propuesto, se tendrin 640253 granos;
‘luego dividiendo 640253 por 18827,15 6 64025300 por 1882715, el
cociente 34,006899 que se obtiene por esta operacion es el nimero
pedido; esto es,’ que 69 Lb. 0 m, 7 onz 4 dr. 29 gr. equivalen 4
-34,006899 quilégramos, 6 hien & 34 quilégramos 6 gramos 899 ni-
ligramos.

* Por la inversa, se quieren valuar 34,006899 qml6gramos en I;bra.c,
marcos, onzas &c.
\
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Supuesto que un quilégramo vale 2 lib., 04287652, 34,006899 se-
r4 igual al producto de ambos nimeros valuado en libras.

Este producto debe contener 14 cifras decima-
les; pero no teniendo en cuenta mas que lag cinco
primeras de la izquierda, serdn 69 lib. 47189.

Multiplicando 0,47189 por 2 para hallar los
marcos se tendra 0 m. 94378.

_ Multiplicando esta fraccion por 8 resultan
7 onz., 55024.

" Haciendo la multiplicacion de 7%bnz. 55024
por 8 se tienen 4 dr., 40192.

Finalmente, multiplicando 0,40192 por 72 se
hallaran 28 gr., 93824.

Luego 34,006899 quil. equivalen 4 69 lib. 0 m.
7 onz. 4 dr. 29 gr., lo cual comprueba la anterior
operacion.

" NotA.—En el primer producto no se han te-
nido en cuenta mas que las 5 primeras cifras de-
cimales, porque la multiplicacion por 2,8, 8 y
72 equivaliendo 4 la multiplicacion por 9216, el

9216

v

69 lib., 47189
2

0.m., 94378
8

7 onz., 55024
8

4 dr., 40192
72

80384
281344

28 gr., 93824

‘error cometido es menor que ———— de grano, que es una aproxima-

100000
cion muy suficiente.

106. Hay tablas de comparacion de los anuguos pesos y medidas
con los nuevos, y viceversa, mediante las cuales pueden hacerse muy
facilmente todas las reducciones de que -acabamos de hablar. He aqui

el medio de formar dichas tablas:

Supongamos que se trata de formar la tabla de oomparaaon de las
medidas lineales antiguas con las nuevas, y recipracameniy la de. qq—

tas con aquellas.

Se tiene desde . luego determinado el valor de la toesa en meu'o,
valor que calculado (n.° 103) con ocho cifras decimales es igual 4 1 m.,

94903631.

En seguida, multiplicando por 2, 3, 4..... 9 se dedumn los valores

de 2, 3, 4..... 9 toesas.

Adelantando la coma en todos estos resultados uno, dos, trcs, e
lugares hicia la derecha, se obtienen los valores de 10, 20, 30,... 100,

200, 300,..

1000, 2000, 3000... toesas, y asi sucesivamente.

Por otro lado si se toma la 6.2 parte de 1,94903631, se tiene el va~

lor del pie y por su érden el de 2, 3, 5 pies.

Tomando la 12.2 parte del valor del pie, se tiene el de la pulgada y

por su érden los valores de 2, 3,... 11 pulgadas.

La misma operacion debera hacerse para las lineas.

+ La formacion de la tabla inversa es en un todo semejante, con tal
gue se elija por base el valor del metro en toesa, valor que hemos ha-

llado ser U toe., 51307407,
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Esto supuesto propongimonos valuar e¢n meiros, desimetros, cen-
timetros &c. 254 toe. 3°p. 7 pulg. 11 L N L
Para esto se tomaran sucesivamente en la tabla los valores de 4 toe.,
50 toe., 200-tee., y en seguide-los de-3-p.-7 pulg. 11 L, y samense-en-
tre si todos estos valores. De este modo se obtienen los valores pcdldos
por simples adiciones. .
‘ Para el problema inverso se busca desde luege el valor de cierto
namero de metros y subdivisiones decimales del metro. espresado en
toesas y fraccion decimal de la toesa; en seguida se reduce esta .iltima
fraccion 4 pies multiplicindola por 6 ; .despues se reduce la fraccion de-
cimal resultante 4 pulgadas muluphcandola por 12, y--asi sumnv-—
mente. - 5. oo Y X
Pero como que se reunen los mconvementa de ser las mas de euas
tablas defectuosas, de no dar siempre su uso el grado de aproximacion
necesario en el calculo y de no hallarse por lo regular 4 disposicion
del calculador; resulta que ser4 muy conveniente esplicar los medios
de operar las trasformaciones de que hemos hablado, tomando por base
estos solos resultados:

1 1. e valor del metro es 3 p. 0 pulg. 11 1. 296.
2.° el del quildgramo es 1827,15 granos.

81
3.9 el del franco es 3 de lLibra.

107. Volvamos ahora al problema del n.° 101 que dejamos en
cuestion por falta de datos.

Un mercader francés ha vendido la ana de paiio ¢ 36 lib. 17 s.
6 d.: se quiere saber 4 como deberd. costar proporcionalmente el metro
del mismo paiio.

Reduzcamos, pues, las 36 lib. 17 s. 6 d. & francos, décimos &c. bien
por medio de las tablas, 6 bien por la regla del n.° 102, y se obtienen
36 fr. 4197 por el valor de la ana.

Por otra parte, el metro apmado en ana (n.° 104) tiene por va-
lor 0 a.,, 839576; luego el precio del metro es igual 4 una parte de
36 fr. 4197 mdlcada por el producto de los dos ntimeros 36,4197 y
0,839576. Efectuada esta multlpllcaclon, resultan 30,5771060472.

Por consiguiente el precio del metro debe ser 30 fr. 58 cs.

Sea este nuevo problema :

Costando la libra de cierta mercaderia 25 lib. 11 s. 9 d., se pide
el precio de 375 quil. 175 gr. de la misma mercaderia.

Reducido el namero 25 lib. 11 5. 9 d. 4 francos &c., equivale 4
25 fr. 271605, lo cual da el precio de la libra en francos &c.....

Por otra parte 375,175 quil. reducidos 4 libras segun las tablas 6
conforme 4 la regla del n.° 105, dan por resultado 766 lib., 436198
(no considerando mas que las 6 primeras cifras decimales por ser muy
suficientes ); luego si se maultiplican 25 fr. 271605 por 766,436198,
el producto deberd representar el precio pedido.
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Resulta, pues, por este producto 19369,07 un céntimo mas 6 me-
nos, y por tanto 375,175 quil. cuestan 19369 fr. 07 cs. *

®* Antes de la 13.% edicion hemos terminado este capitulo por la
esposicion de dos métodos abreviados, uno para la maltiplicacion y
otro para la division, cuando los términos de estas dos operaciones se
componen de un gran namero de cifras, y es indispensable obtener los
resultados en cierto grado de aproximacion; pero em esta edicion no *
tendrin lagar por ahora, pues nos ha parecido conveniente tratar de
ellos al fin de la obra en el Apendice sobre las aproximaciones nu-
-mericas. Co ' -

—T ’ ) : i
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SEQUTIDA RARWE,

-CAPITULO V.

Propiedades generales de los mimeros.

108. InTRODUCCION.—Antes de pasar mas adelante cn la ciencia de.
los nimeros y para descubrir mas ficilmente en cllos nuevas propie-
dades, se hace indispensable valernos de algunos de los elementos con
que cuenta el Algebra, tales como las letras y signos, con cuyo auxi-
lio se indiquen de un modo general y abreviado las operaciones y ra-
zonamientos que comprende la resolucion de un problema.

Estos elementos son diez principales, que daremos 4 conocer suce-
sivamente.

1.° Las letras que se emplean en lugar de las cifras para represen-
tar los nameros. !

Su uso ofrece 4 la vez una escritura mas concisa y general que la
de las cifras, y pone mas en claro la existencia de tal 6 tal propiedad
con relacion 4 una ¢ muchas clases de numeros.

2° El signo + que sirve para indicar la adicion de dos 6 muchos
nimeros y que se pronuncia: mas.

Asi que 45 4+ 23 quiere decir 45 mas 23, lo que indica_que 45 .
&st4 aumentado en 23 : del mismo modo a + & + ¢ se enuncia por a
mas 4 mas ¢, es decir, ¢l nimero designado por a aumentado en el
nimero representado por b y en el espresado por c.

3.° El signo — que se enuncia menos y que debe colocarse delan-
te del nimero que se quiera sustraer de otro.

Asi es que 73 — 49 se enuncia: 73 menos 49, esto es, 73 dismi-
nuido de 49, 6 bien el esceso de 73 sobre 49: @ — & quiere decir a
menos &. B

4.° Elsigno de la multiplicacion, que es X 6 un punto colocado
entre los dos numeros que se quieren multiplicar, significa mull:plica-
do por.

Asi 29 X 35 6 29.35 se enuncia: 29 multiplicado por 35, esto cs,
el producto de 29 por 35: a X & 6 w.b quiere decir « multiplicado
por .

Nora.—Cuando los nimeros que se quicren multiplicar estan cs-

10
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presados por letras, conviene colocarlos unos 4 continuacion de otros
sin interposicion de signo alguno, y segun esto ab quiere decir  mul-
tiplicado por &. Pero es bien ficil de reconocer que la notacion ab
solo tiene lugar en las letras, pues desde luego se ve que si quisiése-
mos emplearla para indicar la multiplicacion de 5 por 6 por ejemplo,
y se escribiese 56, esta notacion se confundiria muy facilmenté con el
numero cincuenta y seis. Por consiguiente cuando son numeros, es
indispensable interponer entre ellos el signo X 6 un punto, y se escri~
bira 5 X 6 6 5.6. .

El signo de la division se compone de dos puntos . que se colocan
entre dividendo y divisor, 6 de una linea — encima de la cual se po-
ne el dividendo y debajo el divisor.

Por consiguiente 24 ' 66 % se enuncia de este modo: 24 dividido
por 6, 6 el cociente de 24 por 6. Por la misma razon @ . & 6 -%— se

. . Y . . a
enuncia asi: a dividido por b 6 el cociente de a por b. La notacion >

es la mas usada.

6.° El coeficiente, signo que se emplea para indicar la adicion de
muchos nimeros iguales espresados por letras. Asi es que en lugar de
escribir @ + @ + @ + a + a, que representa la adicion de 5 nime-
ros iguales 4 a, se escribe 5a. Por el mismo consiguiente 11a espresa
la adicion de 11 nimeros iguales 4 a; 1245 la de 12 numeros iguales
al producto de a por &.

Por lo tanto el coeficiente es un nimero particular escrito 4 la iz-
quierda de otro espresado por una 6 muchas letras, y que indica cudn-
tas veces deberd tomarse la letra 6 el producto de ellas si entra mas
de una. g

7.° El esponente, signo que espresa las veces que una espresion li=
teral cualquiera entra como factor en el producto. Usando de él, re-
sulta que en vez de escribir por ejemplo a X a X a Xa X a 6 aaaaa
se escribe a”, que se pronuncia a cinco, 6 mas bien a 5.2 potencia, esto
es, a elevado 4 la 5.2 potencia.

Se llama potencia el resultado de la multiplicacion de muchos ni-
meros iguales, y grado de la potencia el conjunto 6 total de nimeros
iguales multiplicados entre si.

El esponente, que es el signo de este grado, se escride encima de
la letra y un poco hdcia la derecha, y represenia como ya hemos
dicho cudntas veces la cantidad espresada por esta letra debe entrar
como factor en el producto. (Cuando el esponente de la letra es 1, se
suprime; y por tanto 4 toda cantidad literal se le sobreentiende por el
esponente la umidad, de modo que con arreglo 4 esto @ es igual 4a,
b igual 4 31, ¢ 4 ¢! &c...) .
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Raiz 2.2, 3.2, 4... de un nimero es un segundo ntmero que ele-
vado 4 la 2.2, 3.3, 4.2... potencia reproduce el primero. De tal modo
que 3 es la raiz 2.2 de 9, porque 3 veces 3 son 9; 7 es la raiz 2.2 de
49, porque 7 veces 7 es igual 4 49; 4 es la raiz 3. de 64, porque 4
veces 4 son 16 y 4 veces 16 son 64; 5 es la raiz 4.* de 625, porque
5 veces 5 son 25, 5 veces 25 son 125 y 5 veces 125 son 625.

Las raices 2.* y 3.2 han recibido, sin duda por ser de un uso mas
frecuente en el cilculo, nombres peculiares, cuales son el de raiz cua-
drada para la primera y el de raiz cubica para la segunda.

8.° El signo v/, que precede 4 todo numero del cual se quiere es-
3
traer una raiz de cierto grado. Asi pues, V/a se‘enuncia: ruiz cibic 6

tercera de a, y /b raiz cuarta de b.

Cuando solo se quiere indicar la estraccion de la raiz cuadrada 6
segunda, no se escribe mas que el signo v/ y en seguida la cantidad
de que se quiere estraer la raiz; por consiguiente la raiz cuadrada 6
segunda de a estari bien representada por la espresion v/a.

9. Elsigno que sirve para indicar la igualdad de dos espresiones
cualesquiera. Este signo es =, y se pronuncia, es jgual ¢, 6 simple-
mente igual. Asi a=5 significa que a es igual 4 4' 6 solamente a
igual &.

Para espresar abreviadamente que el esceso de 36 sobre 25 es igual
4 11 se escribira 36 —25=11; esto es, 36 menos 25 igual 11.

Las espresiones a=5, 36 —25=11 sellaman igualdades; la parte
que se halla 4 la izquierda del signo = se llama primer mzeml;ro yla
que estd 4 la derecha segundo miembro.

10.° Elsigno de desigualdad > 6 <, que sirve para representar que
una cantidad es mayor 6 menor que otra (observando que la abertura
del signo debe mirar siempre hécia la cantidad mayor). Asi a> & sig-
nifica que @ es mayor que &; por el contrario a<b quiere decir que
a es menor que b 6 que & es mayor que a.

109. Para dar una idea clara y exacta del uso de estos signos y
de la sencillez del lenguaje algebraico haremos algunas aplicaciones de

_ facil ejecucion.

Supongamos desde luego que se quiera espresar que un ndmero
representado por a se ha de elevar 4 la 4. potencia; que el producto
resultante debe ser multiplicado consecutivamente 3 veces por &, y
que por ultimo el nuevo producto debe serlo 2 veces por c, el resul-

- tado de la operacion estar4 bien representado por la espresion a”5°c*.
" Si se quiere espresar, por ejemplo, la suma de 7 numeros iguales
4 este ultimo, 6 se quiere multiplicar por 7, la operacion estara bien
representada por 7a"6°¢

Del mismo modo 6a"62 es la espresion abreviada de 6 veces el pro-

ducto de la 5. potencia de a por la segunda de &.

3a—>5b es la espresion abreviada del esceso del triplo de @ sobre

el quintuplo de &.
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2a% —3ab + 452 del duplo del cuadrado de e disminuido del triplo
del producto de a por & aumentado del cuadruplo del cuadrado de &.

Se llama monomio, 6 cantidad de un solo término, 6 simplemente
termino una cantidad algebriica que no esta compuesta de partes se-
paradas unas de otras por signos de la adicion 6 sustraccion; y polino-
mio 6 cantidad de muchos términos una cantidad algebraica compues-
ta de muchas partes separadas por los signos 4+ y —: asi pues, 3a,
5a*, 7a°b _son monomios, y 3a—>5a, 2a° —3ab+ 46 pollnomlos.
La primera ' de estas espresiones se llama &inomio, porque tiene dos
términos, y la segunda Zrinomio, porque tiene fres &c...

Veamos ahora c6mo se efectuan sobre cantidades espresadas alge-
braicamente las cuatro reglas fundamentales de la Aritmética, limi-
tandonos en todo 4 los casos mas sencillos y que hayan de servirnos
de base y fundamento en la continuacion de este Tratado.

110, DE 1A ADICION 6 DEL SUMAR.—Para espresar la suma de los
dos niimeros a y & se escribe simplemente @ + 4. Del mismo modo
a + b + ¢ indica la adicion de los nameros @, &, ¢, 1o cual no es mas
que una consecuencia de las notaciones establecidas. Por la misma ra-
zon @ — & y ¢+d—f sumados juntos forman la sola cantidad a—5%
+ec+d—f

Si se tuviese que sumar a—&y b—c se mnbma a~—b+b—q¢
pero como la cantidad & est4 sustraida por una parte y sumada por
otra, resulta que hay una compensacion entre estas dos operaciones
mediante la cual desaparece &; por consiguiente la espresion a— 645
—c¢ queda reducida 4 a—c. Esta simplificacion se designa en el Al-
gebra bajo el nombre de reduccion de los terminos semejantes.

111. DE LA SUSTRACCION 6 DEL RESTAR.— Para sustraer & de a se
escribird a—&: si se tuviese que sustraer ¢ de a—4 se escribiria -
a—b—ec.

Propong4dmonos ahora indicar la sustraccion de la espresion ¢ —d
de a—5: la sustraccion podré indicarse de este modo: a—&-— (c—d),
esto es, escribiendo entre dos paréntesis la segunda cantidad c—d
precedida del signo— . Pero cuando. se quiere reducir el resultado 4
un solo polinomio, se procede del modo siguiente:

Si hubiese que sustraer la cantidad entera ¢ de la espresion a — b,
el resultado seria a—&—c; pero como no es toda la cantidad ¢ lo

_que hay que sustraer, sino solamente ¢ disminuido de d, resulta que

la espresion a—&—c es menor que el numero de unidades que con-
tiene d, y por tanto serd necesario reducirla 4 su verdadero valor,
afladiéndole d, y se tendré en este caso a—0b—c+d.

De donde se deduce que para sustraer un polinomio de otro se
escribird-el primero & continuacion del segundo, mudando los signos

del que se ha de sustraer.

Segun esta regla y mediante razonamientos analogos se hallara

3a— (26— 3c)=3a—256 + 3c.
56— 46— (6d—f +¢)=5a—4b—6d + f—g.
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~—112. Dn LA MFLTIPLICACION ¢ DEL MULTIPLICAR.— Se quiere mul-
tiplicar at por 23.

Indicada la operacnon , sera atx8d 6 simplemente atss.

Pero si se tuviese que multiplicar a® por a®, debers observarse
que el numero a entrando 5 veces como factor en el multiplicando
y 3 en el multiplicador , debe ser 5+ 3 1 8 veces factor en el pro-
ducto: asi se tendrs a® X a® = a8, es decir, que cuando la letra es la
misma en ambos factores de la multiplicacion, se escribe una sola
vez ddndole por esponente la suma dr Ios esponentes_de los dos fac-
tores. Del mismo modo se hallars a*82 x 0263 = 0%6%; o256 x 2384,
teniendo presente (n.° 108, 7.9) que b= 61, a=al 'Y partlendo del
principio general eslablecldo en el n.° 28.

Propongdmonos multiplicar a—b por c.

El producto podra indicarse de este modo: (a—8&) c. .

. Pero si se quiere obtener un solo polinomio, debers observarse .
que multiplicar (a—8) por ¢ se reduce (n.° 25) 4 multiplicar ¢ por
(a—1), es decir, &4 tomar ¢ tantas veces como unidades contiene a
disminuida de &: asi si se multiplica ¢ por a entera, lo cual da ca 6
ac, el producto resultard mucho mayor que el de-4 por ¢ 6 &c, y por
tantq sera necesario restar &c de ac, y en este caso se tendra ac— bc
por el producto pedido.

Es decir, que (a—&)c = ac = bc.

Multiplicar (a— b) por (c—d). -

Indicado el producto, sera: (a—3) (c—d).

Mas para obtener un solo polinomio se comenzard multiplicando
(a—28) por c, lo cual da ac—Uc; pero obsérvese que no por ¢ todo
entero hay que multiplicar (a—3), sino por ¢ disminuido de d. Asi
el producto ac— &¢ es mucho mayor respecto del producto de (a —3)
por d, esto es, respecto de ad—&d. Luego para que aquel permanezca
en su iuslo valor sera necesario sustraerle el segundo producto ad— &d,
1o cual da conforme 4 la regla de la sustraccion ac—béc—ad +&d.

Para efectuar la multiplicacion de dos binomios se multiplicard
separadamente cada uno de los términos del mulliplicando por cada
uno de los del multiplicador, observando con arreglo 4 los signos de
los productos parciales la siguiente regla : Si Jos dos términos que se
multiplican van acompanados de un mismo signo , el producto lo de-
berd estar del signo +; pero si por el contrario lo estan de signos
diferentes , el producto deberd tener el signo —.

Conforme 4 esta regla tendremos que (a + &) (¢c—d) =
ac+bc—ad —bd; (a—0) (¢ +d) = ac — bc + ad — &d.

113. DE LA p1vision 6 DEL PARTIR.—Con respecto 4 esta operacion
solo nos limitaremos 4 presentar un solo caso, cual es la division de
dos monomios compuestos de una misma letra.

Sea , por ejemplo, dividir a77 por ad.

al. -
El cociente indicado sera 3 6 a’ ° a3. Pero antes de cfectuar la
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operacion obsérvese que como a” es un producto del cual a® y el co-
ciente son los dos factores, el esponente 7 del dividendo debe ser igual
(n.° 112) 4 la suma del esponente 3 del divisor y del esponente inc6g-
nito del cociente; luego este debera serlo al esceso del esponente del
dividendo sobre el del divisor , es decir, 47 — 3 6 4 4.

7

a
Asi — = a*, pues bien se ve que a* x a3 = &”.
a

* 69 c‘
Del mismo modo se hallara -—‘--=65;T=c‘ 6 Cjevenncns
o ¢

3,2
a®b
) =ale! = ab.
a‘b
i i a® 0 a® 0 af 0
Procediendo por analogia tendremos = = 3=a ;;‘- = a%
a

a2 a3 ot
y como cada una de las espresiones e A2 Rlbw SLELE tienen por ver-

dadero valor la unidad , deduciremos esta consecuencia:... a® = 1.

La notacion a° puesta en lugar de la unidad ofrece la ventaja de
recordar al calculador la existencia de una letra que habiendo entrado
en el calculo ha desaparecido regularmente por medio de alguna sim-
plificacion.

No nos detendremos en considerar los demas casos de la division
por ser inttiles para el objeto que nos proponemos.

Tales son, pues, las nociones del Algebra de que habremos de hacer
uso desde el capifulo V en adelante.

114.. Para hacer mas palpables las ventajas que ofrece el uso de
las letras para representar los nameros, nos propondremos resolver
los dos problemas siguientes: ,

1.° ¢ Qué alteracion podré esperimentar un qucbrado cualquiera
afiadiendo un mismo numero & sus dos lérminos? (este problema
queda resuelto numeéricamente en el n.° 49.)

Sea, pues, I;: el quebrado propuesto y m el niimero que se ha de

afiadir 4 los dos términos @ y & del quebrado: satisfecho el enunciado

del problema, se tendri atm .
b+m

Para comparar estos dos quebrados los reduciremos 4 un comun
a (b+m) : (a+m) b

d inad d i
enominador y tendremos 5 rm) para ¢} primero y (t+m)ob
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para el segundo, 6 efectuando las operaciones indicadas segun la regla
ab 4+ am ab + om '

B tom | P tom

Ahora bien, los dos numeradores ab + am y ab + om tienen una
parte comun ab, y la parte ém del segundo numerador es mayor que
la am del primero, pues que se tiene 6 > a; luego el segundo que-
brado es mayor que el primero, y por tanto se podra ‘inferir que
aniadiendo un mismo numero 4 los dos t€rminos de un quebrado se

aumenta su valor.
La verdad de la propositionn que acabamos de enunciar exige de

del n° 112,

por si que la espresion % sea un quebrado propio, 6 lo que es lo

mismo, que @ < &, pues si por el contrario fuese impropio y se tu-
viese @> &, el razonamiento hecho para llegar al resultado tendria
lugar en un 6rden inverso, y entonces tendriamos ab +bm < ab+ am.

Nota.—Este género de demostracion rigoroso y al mismo tiempo
general & todos los casos cesaria de tener este caricter tan luego
como en vez de usar de cantidades literales nos fijssemos en un caso
particular en que las cantidades fuesen numéricas. Por ejemplo, si se

12
tuviese el quebrado Y. le afiadiesen 3 unidades &' cada uno de

i 15
sus dos términos , resultaria un nuevo quebrado o Reduciendo am-

bos 4 un comun denowminador, se tendra para el primero,, y

34v

- 255 . d
—— para el segundo.
30 P ¢

Bien facil es echar de ver que el segundo quebrado es mayor que
el primero; pero esto que tiene lugar en ¢l ejemplo particular que
tenemos 4 la vista, si se le considera con todo el rigor matematico,
no prueba nada respecto de los muchos casos que pueden presen-
tarse. ’

La demostracion espuesta en el n.° 49 es segun la naturaleza de los
razonamientos en ella empleados tan general como la que acabamos de
esponer ; pero esta, aunque tal vez no tan elegante, digdmoslo asi,
tiene la ventaja de ser mas sencilla: hela aqui reducida 4 menores
términos : ’
a+m

— los dos quebridos que se han de comparar.
b+ m .

Sea i
A
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ab+ am

Reduzcdmosles 4 un comun denominador y se tendrd ————
0 + bm

ab 4 bm
6% + om
de donde am <bém; luego ab+ am < ab+ &m; luego el segundo
quebrado ¢s mayor que el primero.

2.° Dados dos niumeros, hallar el producto de su suma por su
diferencia.

Sean a y & los dos ntimeros propuestos : su suma estar4 bien re-
presentada per (a + 4) y su diferencia por (@ — 5).

Efectuando la multiplicacion de @ + & por a— 4 segun las reglas
del n.° 112, el producto serd a2 —ab + ab — b2 , G omitiendo los
dos términos — ab y + ab, que se destruyen, — a2 — 42; luego.....
(a+8) (a—8)=a"—0"

Lo que prueba que la suma de dos niimeros multiplicada por su
.diferencia da siempre por producto la diferencia de sus cuadrados ¢
segundas potencias.

EjEMpLO.—Sean los dos niumeros 25 y 12: su suma es 37 y su
diferencia 13; multiplicando 13 por 37 se tiene por producto 481.

Por otra parte, 25 X 25 da 625, 12 x 12 da 144; de donde.....
25)2 — (12)% = 481.

Luego (25 +12) (25 — 12) = (25)2 —(12)2 = 481.

115. FEstos ultimos razonamientos no vienen 4 ser mas que una
comprobacion del principio que acabamos de esponer, al paso que los
que le preceden constituyen una demostracion rigorosa y general, pues
que los numeros estan espresados por letras 4 las que se pueden apli-
car todos los valores posibles.

JEstos dos problemas que anteceden son 4 nuestro juicio harto su-
ficientes para que los principiantes puedan reconocer las ventajas del
uso de las espresiones literales en lugar de las numéricas. Mediante el
uso de ellos no solo resultan los razonamientos mas generales y casi
siempre mas sencillos , sino que tambien se tienen 4 la vista las ope-
raciones que se han de efectuar con los numeros que entran en el
enunciado del problema, sin temor de que puedan desaparecer 6 re-
fundirse mas en otras mediante simplificaciones 6 reducciones, como
acontece cuando se opera con caracteres numeéricos y particulares.

Establecidas ya estas nociones preliminares , vamos pues 4 ocapar-
nos de nuevo acerca de algunas de las materias tratadas en la primera
parte, 4 fin de que procediendo ya con elementos mas vastos y pro-
fundos, podamos presentarlas con mayor exactitud y reconocerlas,
bajo todos los puntos de vista en que las considera la ciencia del calcu-
lo: de este modo hallaremos nuevas propiedades y medios de simpli-
ficar los procedimientos de las diversas operaciones de la Aritmética.

Yy ; pero segun la hipétesis de que hablamos antes, a<b,
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—K§ L. Teorfa de los diversos sistemas de numeracion.

116. Hemos visto (n.° 5) c6mo con el auxilio de diez caracteres 6
cifras se pueden representar todos los numeros, partiendo de este
principio convencional , 4 saber, que toda cifra colocada 4 la izquierda
de otra espresa unidades diez veces mayores que ella. Ahora nos pro-
ponemos demostrar que igualmente se pueden escribir todos los nua-
meros con mas 6 menos de diez cifras, con tal que haya al menos dos
y el cero haga parte de ellas.

En general se lama &ase de un sistema de numeracion al namero
de cifras que se emplea para formarlo. El sistema en que se usan dos
cifras se llama dinario, el que consta de tres fernario &c.

En todo sistema de numeracion semejante al decimal se conviene
en que foda cifra colocada & la izquierda de otra esprese unidades
lantas veces mayores con relacion d las de la otra cifra como unida-
des hay en la BASE, es decir , en el numero de cifras del sistema.

Asi pues, en el sistema binario las unidades de cada cifra adquie~
ren valores de dos en dos veces mayores 4 medida que se atrasan uno,
dos, tres.... lugares hicia la izquierda; en el fernario los valores de
las unidades de cada cifra son de Zres en fres veces mayores, y por
lo general en un sistema cuya base es B, las unidades de cada cifra
adquieren valores de B en B veces mayores , 4 medida que se retrocede
de derecha 4 izquierda. :

Cuando un numero est4 escrito en el sistema cuya base es B, la
primera cifra de la derecha espresa unidades de primer drden, la cifra
inmediata 4 la izfquierda espresa unidades de segundo drden, la inme-
diata 4 la izquierda de estas dos, unidades de fercer drden, y asi su-
cesivamente. Por esta razon se necesitan B unidades del primer 6rden
para formar las del segundo 6rden , B unidades del segundo para for-
mar las del tercero &c.

117.  Bien entendido esto, pasemos 4 presentar el modo de espre-
sar en cifras un namero entero , cualquiera que sea el sistera que se
adopte. Para fijar las ideas consideremos el sistema sefenario 6 aquel
en que se emplean s/efe cifras. Los mismos razonamientos podran apli-
carse en seguida 4 cualquier otro sistema.

Las cifras del sistema setenario son 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6; cuyas seis
primeras espresan los seis primeros nimeros.

Afadiendo 4 seis la unidad se forma el namero 7 6 la unidad de
segundo 6rden que segun el principio ya enunciado debe escribirse 10.

Poniendo sucesivamente cada una de las cifras del sistema en el
primero y segundo lugar quedarin formados todos loi numeros con-
secutivos ‘comprendidos desde siefe, 6 10 hasta el numero representado
por 66.

- Formado ya este ntimero, si se afiade una nucva unidad, resulta-
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ran seis unidades de segundo 6rden, mas siefe del primero, es decir,

siete unidades del segundo 6rden 6 una sola del tercero, que debera

escribirse asi: 100.

Por una razon ansloga si se ponen sucesivamente en ¢l segundo y

- tercer lugar las diferentes cifras del sistema, se tendran formados todos

los nameros consecutivos que hay desde 100 hasta el ninero represen—

tado por 666.

Razonando sobre este ultimo nimero como sobre 66, se tendra des—
de luego la unidad de cuarto érden, que se escribira 1000; en segui—
da se obtendrin todos los nimeros consecutivos comprendidos entre
1000 y el namero representado por 6666, y asi sucesivamente se
podran formar todos los nameros imaginables.

De donde se deduce que todos los nimeros enteros posibles son ca-
paces de ser escritos en el sisterna setenario.

Cualquiera que sea el sistema adoptado, las unidades de diversos 6r-
denes se representan respectivamente por 1, 10, 100, 1000, 10000,
como en el sistera decimal; pero los valores relativos son esencialmen-
te diversos segun los sistemas 4 que perténecen.

118. Nora.—Hemos dicho en el n.? 116 que el carcter 0 es indis- -
pensable en todo sistema analogo al decimal, es decir, en todo sistema
en que el valor relativo de cada cifra dependa del lugar que ocupe 4 la
izquierda de las otras. Mas si se procede con todo rigor, puede suplirse
el uso de él, apnque si ateniéndose 4 los inconvenientes que presenta
el no usarlo y 4 lo defectuoso que por precision debe ser el sistema en
que no se emplee.

Propongimonos, pues, por ejemplo establecer el sistema TERNARIO.
adoptando las tres cifras significativas 1, 2, 3.

Desde luego se ve que los Zres primeros nameros deberan ser es-
presados por dichas tres cifras.

Para representar cuatro , cinco y seis bastard escrnblr 11, 12 y 13.

Para espresar siete, ocho, nueve, diez, once, doce,

se escribira 21, 22, 23, 31, 32, 33.
Del mismomodo 111, 112, 113, 121, 122, 123,
espresarin trece, catorce, quince, diez y seis, diez y stele, diez y ocho.

No es necesario pasar mas adelante para reconocer 4 primera vista
los inconvenientes que este sisterna presenta. Su principal defecto con-
siste en estar escritas de un modo diferente unidades que son de un
mismo 6rden. Asi que n 13 y 23 la cifra 3 espresa una unidad del
segundo 6rden, lo mismo que las cifras 1 y 2 que se hallan 4 su izquier-
da. En el namero 123 el conjunto de las cifras 23 espresa nuece 6 la
unidad de tercer 6rden, del mismo modo que la cifra 1 que estd 4 la
izquierda de 2 y 3.

Pero si se hace uso del caricter 0, hastara determinar los nume-
ros de unidades de diferentes 6rdenes que entran en el nimero pro-
puesto, y escribir 4 continuacion unas de otras de derecha 4 izquier-
da las cifras que deban espresar estos nimeros.
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119. La mutuna relacion que hay entre la nomenclatura actual de
los nameros y el modo de representarlos por cifras en el sistema deci=
mal permite poderlos escribir con facilidad, y por decirlo asi inmedia-
tamente al enunciado en lenguaje ordinario, asi como tambien resol-
ver la cuestion inversa, que consiste en traducir al lenguaje comun
un numero cualquiera representado por cierto conjunto de cifras. Lo
mismo podré decirse de cualquier otro sistema de numeracion que re-
conozca una nomenclatura especial. Pero si se nos propusiese, por
ejemplo, escribir en el sistema SETENARIO el numero TRESCIENTOS SESEN-
TA Y NUEVE con relacion al sistema decimal, seria dificil reconocer
@ priori cusles fuesen las cifras propias para espresar las unidades del
primero, del segundo, del tercer... 6rden setenario que contuviese. Y
como este namero escrito en cifras segun el sistema decimal es 369,
resulta que la cuestion propuesta depende de la siguiente, que es mu-
cho mas general: Dado un numero enunciado en lenguaje comun 6
escrito con arreglo al sistema decimal, traducirlo al sistema cuya ba-
se sea B.

Para resolver esta ultima cuestion observemos que formando B uni-
dades del primer 6rden una unidad del segundo, cuantas veces el ni-
mero propuesto contenga 4 la base B, igual numero de unidades del
segundo 6rden del sistema B contendrs; es decir, que si se divide este
namero por B, el cociente espresara unidades del segundo 6rden, y el
resto, que sera por precision menor que B, espresara las unidades del,
primer 6rden del numero escrito en el sistema cuya base es B.

Del mismo modo, supuesto que B unidades del segundo 6rden en
el sistema B forma una unidad del tercer 6rden en este mismo sistema,
resulta que si se divide B por el cociente que espresa las unidades del
segundo é6rden, el nuevo cociente que se obtenga espresar unidades del
tercer 6rden, y el resto permaneciendo siempre menor que B, repre-
sentara las unidades del segundo érden del namero escrito en el siste-
ma cuya base es B, y asi sucesivamente.

De donde se deduce que para espresar un numero del sistema deci-
mal con arreglo 4 la nomenclatura del sistema cuya base sea B, es ne-
cesario, 1.° dividir el nimero propuesto por la base del nuevo sistema
escrila en el sisterma decimal, opceracion que da un resto, el cual se
escribird por separado como es‘presando Ias unidades del primer or-
den en el nuevo sistema; 2.° div el te obtenido por la misma
base, lo cual da un segundo resto, que se escribird & la izquierda del
primero como espresando las unidades del segundo drden; 3.° dividir
el segundo cociente por la misma base y escribir el tercer resto asi
oblenido & la izquierda de los dos anteriores por espresar las unida-
des del tercer drden; y 4.° continuar asi esta serie de operaciones has-
ta lanto que se haya oblenido un cociente menor que la base del nueco
sistema; cuyo ultimo cociente, que debera espresar las unidades del ma-
yor érden, se escribird & la izquierda de todos los restos anterior-
mnente hallados.

Apliquemos esta regla al nimero Zrescientos sesenta y nuece 6 369
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que se trata de representar con arreglo 4 la nomenclatura del sistema
setenario.

369 | 7 restos.
52 c i i e 5
T e, 3 (1035)
1....0.0.0.. 0
0. .o 1

Dividiendo 369 por 7 se tiene par cociente 52 y por resto 5, que
se escribird por separado y que representara las unidades del primer
drden en el nuevo sistema.

Dividiendo 52 por 7 se tendra 7 por cociente y 3 por resto, que
espresara las unidades del segundo érden del mismo sistema y que de-
bera escribirse 4 la izquierda de la cifra 5.

Pasando 4 la division de 7 por 7 se tiene por cociente 1 y un res-
to 0, lo cual indica que no hay unidades del tercer érden, y por tan-
to se pondra un 0 & la izquierda de las dos cifras halladas para con-
servar el lugar de las unidades de dicho 6rden.

Por ultimo, como el cociente 1 es menor que 7, se le destinars 4
espresar las unidades del cuarto drden, y por tanto el namero 369
traducido al sistema setenario estara bien representado por (1035).

Por el mismo procedimiento hallaremos el niumero 5347 traduci-
do al sisteina ocToNARIO 6 de ocho cifras, 4 saber, 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7,
Yy equivalente al conjunto de las nuevas cifras (12343).

5347 |8 restos. -
668 ......... 3
83 ......... A
1000 0eenn.. 3 (12343)
L ISP S 2
0......... 1

OnsrrvAcion.—Puede suceder que la Zase del nuevo sistema sea
mayor que diez, base del sistema decimal. En este caso hay que tener
presente una observacion muy importante para la aplicacion de la
regla.

" Sea, por ejemplo, el nimero 8423 que se quiere traducir al siste-
ma DUODECIMAL 6 de doce cifras.

Convengamos, pues, en emplear las dos letras gneg:n o, , para
designat los niimeros diez y once, y las cifras de este sistema seran

1,2,3,4,5,6,7,8,9,4a,¢.
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8423 | 12 restos.
700 ......... 11 6 €
58 .eurninnn 5 (4a5€)
beveeeere. 106 a
- Oerennnnnn . 4

La base doce estando espresada por 12 en el sistema decimal, se di-
vidira 8423 por 12, lo cual da 701 por cociente y 11 por resto, que
espresa las unidades de primer 6rden en el nuevo Sistema. Pero como
11 escrito en el sistema decimal significa once, resulta que segun lo
convenido en el duodecimal lo representaremos por ¢, y de consiguien-
te escribiremos aparte no 11, sino £, para espresar las unidades de
primer érden del nuevo sistema.

Asi tambien en la tercera division se halla un resto 10 6 diez que’
habiendo convenido en representarlo en el nuevo sistema por la letra
griega a escribiremos a 4 la izquierda de las dos cifras halladas. Obte-
nida ya la dltima cifra 4 por el método ya indicado, se tendrs (456)
por el niamero 8423 traducido al sistema duodocenario.

p-120. Reciprocamente, enunciado un numero cualquiera en un sis-
tema cuya base es B, puede proponerse enunciarlo en lenguaje comun,
6 1o que es lo mismo, Zraducirlo al sistema decimal.

Sea en general.... hgfdcba un ntmero escrito conferme al sistema
de B cifras, y en el que a, b, ¢, d, f... designan las unidades del 1.°,
2.9, 3.°".... 6rden.

Resulta del principio fundamental establecido (n.° 116) que la
cifra & espresa unidades B veces mayores que si estuviese sola; de don-
de se deduce que su valor relativo es igual al producto de & multi-
plicado por B, y puede por tanto (n.® 108) representarse por 4 X B 6
simplemente por 4B. Del mismo modo ‘la cifra ¢ espresa unidades B
veces mayores que las de la cifra &: asi su valor relativo es _igual al
producto de ¢ por Bx B 6 B? y puede ser representado por ¢B2.

Por el mismo consiguiente se reconocer4 que dB?, f B2, ¢B2, nB2...
son los valores relativos de las otras cifras.

Luego el naimero propuesto puede ser espresado por

a + B + cB? + dB? + fB? + ¢B? + hB...*

Esta espresion se llama en Algebra una férmula, porque con-
tiene bajo una forma concisa el sistema de operaciones aritméticas
que se deben efectuar sobre diferentes niimeros para obtener el resul-
tado de una cuestion general, y porque de ella se pueden deducir los
resultados de todas las cuestiones de la misma especie y que tan solo
difieran en los valores numéricos.
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Hecho esto, se dar4n valores particulares 4 la base B y 4 las ci-
fras @, &, ¢, d, f,... y efectuando con arreglo al sistema decimal todas
las operaciones indicadas por esta espresion , el resultado dar4 el na-
mero correspondiente 4 los datos particulares del enunciado traducido
al sistema decimal. :

La espresion que acabamos de emplear para llegar al resultado pe-
dido, nos suministra la siguiente regla general: Para traducir un
nimero de un sistema cuya base es B (por ejemplo) al sistema deci-
mal, se formardn las diversas potencias de la base B escrita con-
forme & este mismo sistema, se multiplicardn en seguida todas las ci-
fras... a, b, ¢, d, f,... traducidas tambien. al sistema decimal, res-
pectivamente por los nimeros... 1, B, R? , B3 , BS yew ¥ SUmando des-
pues todos estos praductos parciales se tendrd el nimero pedido.

Sea por ejemplo el niimero (57436) escrito en el sistema ocfona-
rio, que se quiere traducir al decimal.

Despues de haber hallado mediante multiplicaciones sucesivas que
las potencias de 8 hasta la 4.2 inclusive son 8, 64, 512, 4096, se dis-
pondra asi el calculo :

10, . .. e e e .. 1x6 = 6
2% e e e 8§x3 = 24
3% ... 64x 4= 256
A 512 x7 = 3584
3 4096 x 5 = 20480

Luego (57436) = 24350.

Para convencernos de la exactitud del resultado hallado no ten-
dremos mas que hacer la operacion inversa, y mediante ella volvere-
mos 4 tener el numero propuesto (57436).

Comprobacion segun la regla establecida en el n.° 119.

24350 | 8
3043 ..... . 6
380 ... ... 3
47 « ... . 4 (57436)
5. 7
0...... 5

-121. Tambien puede darse 4 la cuestion inversa una demestracion
6 solucion mas sencilla y al mismo tiempo mas conexa con la de la
cuestion directa. .

Volvamos al mismo nimero (57436), que siendo del sistema octo-
nario, se trata de reducir 6 espresar conforme al sistema decimal.

Segun el principio fundamental del nimero 116 la primera cifra
de la izquierda, que es 5, representa unidades 8 veces mayores que las
de la segunda cifra 7; luego multiplicando 5 por 8 y aiiadiendo 7 al
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producto, lo cual da 47 (6 cuarenta y siete), se tendrd el némero
total de las unidades del cuarto érden (sistema de ocko cifras) que
contiene el namero propuesto. Por la misma razon si se multiplican
47 por 8 vy se afiaden 4 al producto, lo cual da 380 (6 Zrescientos
ochenta), se tendra el ntmero total de las unidades del tercer 6rden
(sistema de octo cifras) que contiene el niamero propuesto.

Por igual motivo si se multiplican 380 por 8 y se ailaden 3 al
producto que da 3043, se tendr4 el nimero total de unidades del se-
gundo 6rden que contenga el mimero propuesto. Por 6ltimo, multi-
plicando 3043 por 8 y aiiadiendo 6 al producto se obtiene 24350 por
el niimero total de unidades del primer 6rden (espresado conforme al
sistema decimal) que contiene el namero propuesto.

He aqui como se debera disponer el calculo:

Y

5% 8 = 40, +7 =47
47-x8 = 376, + 4 = 380
380x 8 = 3040, + 3 = 3043
3043 x8 = 24344, + 6 = 24350.

REGLA GENERAL. — Multipliquese la primera cifra de la izquierda
del numero propuesto por la base B escrita conforme al sistema de-
cimal y afiddase al producto la segunda cifra (partiendo de la iz-
quierda): multipliguese la suma asi obtenida por la base B, anddase
al producto la 32 cifra, y asi sucesivamente. :

Esta altima regla es inversa 4 la establecida en el n.° 119, y para
reconocerla como tal bastara comparar la tabla de operaciones que
acabamos de presentar con la que se halla al final del nimero pre-
cedente. :

Ademss de las dos cuestiones de los n.0s 119 y 120 puede presen-
tarse otra que tiene por objeto, dado un numero escrito en el siste-
ma B, traducirio al sistema cuya base sea B'.

La regla que deber4 seguirse en este caso consiste en traducir el
ntmero dado primeramente al sistema decimal (n.° 120) y de aqui al
sistema B’ (n.° 119). ‘

Propongamonos por ejemplo traducir el namero (23104) del sis-
tema QuiNARIO (6 de cinco cifras) al sistema duodecimal.

He aqui la tabla de los calculos:

2x5= 10, . +3= 13
13x5= 65, +1= 66
66 x5 = 330, +0= 330
330x 5 = 1650, + 4 = 1654
1654 I 12
137 ..diez b a
11 . 5 . (€5a) '

0....o0ncbec.
Luego (23104, sist. quin.) = (€5a, sist. duod.)
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Este cilculo puede verificarse muy facilmente repitiendo las tras-
formaciones, pero en un 6rden inverso, es decir, pasando del sistema
duodecimal al quinario.

123. Los procedimientos para efectuar las cuatro operaciones fun-
damentales de la Aritmética con nirmeros escritos conforme 4 un sis-
tema cualquiera no varian esencialmente respecto de los empleados
para operar con arreglo al sistema decimal. Pero es indispensable te-
ner presente la ley que existe entre las unidades de diversos érdenes
para poder, siempre que se necesite, reducir unidades de un érden
cualquiera 4 unidades del 6rden inmediatamente superior 6 inferior.

Para familiarizar 4 los principiantes con los diversos sistemas de
numeracion, nos propondremos un ejemplo de cada una de las opera-
ciones fundamentales ejecutadas con el sistema duodecimal, cuyos
caracteres 6 cifras como ya hemos visto en el n.° 119 sons

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,«,6C.
1.° Sumar los numeros
37042, €2956, 27Ca5, 48aZ.

Comenzando desde luego por las unidades sim- 3704
ples sedira 2 y 6 son 14y 5, 19y €, 28. Se co- €2956
loca 8 en el primer lugar y se retienen las 2 duo- 27¢a5
decenas para unirlas 4 la columna de las unidades 48a€
de segundo érden.

En seguida: 2y fson 6 y5son€ya, 19 y 152678
e, 27. Coléquese el 7 inmediatamente 4 la izquierda
del 8 y reténgase el 2, para unirlo 4 la columna de las unidades de
tercer 6rden, sobre la cual se operara como sobre las anteriores, y asi
sucesivamente. Concluida la operacion, se tendra 152678 por la su-

ma pedida.

2.2 Del numero....... tececaen Ceenean eeees 520046
se quiere sustraer el NUMEro .« eovvoe.e. ceveasiees 47268C
121577

Como no puede sustraerse ¢ de 6, se hace uso de la regla del n.° 14
y se dice ¢ de 16 quedan 7. Pasando 4 la siguiente columna, se au-
menta 4 8 en una unidad y se dicede 94 14 van 7. En seguida 7
de 10 quedan 5; € de 10 queda 1; 8 de « quedan 2; por 1ltimo 4
de 5 queda 1. Asi pues, 121577 ‘es el resultado pedido.

’
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3.0 Se quieren multiplicar . . . .o . oo v .. ee. 34074
PO o o v ot oo oo v vnos 5468

, Do 228528
(Para esto seria muy conveniente tener 4 la 1803¢0
vista una tabla de multiplicacion que contuviese 294664

hasta la cifra € (& once) que es la mayor del sis= 148332
tema.) : .'
R 177608828

Mu]hpllcando desde luego 3407 por 8 se dirs 8 veces « son 68:
oléquese el 8 en su correspondiente, lugar y reténgase el 6. En se-
guida 8 veces 7, son 48 y 6 de reserva 52; coléquese el 2 y resérvese
el 5; 8 veces 0 es 0 y 5 de reserva 5; péngase este en su lugar; § ve-
ces 4 son 28, coléquese el 8 y reténgase ¢l 2. Finalmente 8 veces 3
son 20 y 2 de reserva 22; en este caso .como no queda cifra al-
guna en el multiplicando, se esctibican los 22 4la )zqmerda de to-
das las cifras halladas. Asi se pendré 228528 por el prlmer producto
parcial.

En cuanto 4 los demés produclos parclalu del muluphcando por .
las otras cifras del multiplicador, podria probarse muy bien por ra-
zonamientos analogos 4 los que se hicieron en el n.° 21 para el sis-
tema decimal, pues todo ello se reduce 4 multiplicar sucesnvamente el
multiplicando por cada una de las cifras del multiplicador considera-
das como espresando unidades simples, y 4 escribir cada uno de los
productos parciales debajo del que le precede, adelantando siempre en
su colocacion un lugar hicia la derecha respecto del anterior.

Por ultimo, slgmendo Ja misma marcha que en la muluphcaclon
de nuimeros del sistema declmal, se sumaran todos estos productos
parciales, y el total 177608828 ser4 el resultado de la "multiplicacion
de los dos nimeros propuestos. .

4.° Comprgbemos esta operacion por T division; para esw ‘hastaré
dividir el producto obtenido por uno de

los factores, v. g. por 5268. . . 177608828 } 5468

. Para obtener la cifra de las unidades. 1608 3407a-
mayores del cociente es necesario tomar 32082 o

las cinco primeras cifras del dividendo . . . 42968
partiendo de izquierda 4 derecha, y divi- . 0000 e

dir17760 por 5468. Asi pues, empezandq . o
por la izquierda se huscars cuintas veces 17 conuene é 5, y s¢ ten-
dran 3 (con respecto 4 13), que se escribir en el cociente. Multipli-
cando el divisor por 3 y restando el producto del primer dividendp
parcial, se obtendr4 por resto 1620 y que seguido de la cifra 8 da
128 por el segundo dividendo parcial, sobre el cual se operars como
‘sobre el primero.

Dividiendo 16208 por 5268 6 16 por 5, resultan 4 por cociente,

1 91
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que se escribirs 4 la derecha del auternor y por resto de la nueva di-
vision parcial, 320.-

Como b—\;a(}a la cifra 8, cl nuevo dwxdendo es menor que- el di-
visor, se pondrad un O en el cociente y se bajara la siguiente cifra,
en cuyo caso el dwndemlo parcial resultante 32082 contiene al di-
visor.

Operando sobre él como sobre los anteriores se halla 7 por cocien-
tey 4296 por resto.

Finalmente bajando la altima cifra del dividendo y dividiendo
42968 por 5268, se obtiene « por cociente y 0 por resto.

Luego 34072 es el cociente pedido.

Aconsejamos 4 los principiantes se ejerciten con ejemplos propues-
tos casualmente de diversos sistemas y que versen en particular sobre
las dos altimas operaciones, por ser estos ejercxcxos propios para con-
seguir la practica del calculo. ™

124. La cuestion del n.® 122 que tiene por objeto traducir del
sistema cuya base sea B al sistéma B’', puede resolverse directamente,

6 1o que es lo mismo ; sin que haya que pasar ‘del sistema B al deci-
mal y de'este al sistema B’. Para esto bastara fradutir la base B’ al
sistema B y aplicar la regla del n.° 119, efectuando las operaciones
‘con arreglo al sistema B, 6 de otro modo, fraducir la base B al
sistema B/ ¥ aplicar una de las reglas de los n.*® 120 y 121, ha-
ciendo las bperaciones conforme al sistema B.

No ‘nos detendremos, pues, en’'presentar la marcha que debers
seguirse en estas operaciones, pues’ reflexionando bien sobre las no-
cioncs ya establecidas , no"ofteceran mayormente dificultad alguna.

-125.  Onservacion’ GENERAL-—E] sistema duodecimal ofrece algunas
ventajas sobre el decimal, pues que sa base doce conticne mas facto-
res que diez. Asi es efccuvamente, pues 12 cs divisible por 2, 3, 4, 6,
al paso que 10 tan solo tiene dos factores, 2 y 5. Pero no por eso
podria sustituirse el sistema ‘duodecimal 6 cualquier otro al decimal,
sin que fuese indispensable modificar la' nomenclatura con arreglo al
sistema adoptado y de modd que se pudiera enunciar conformc 4 este
sistema de numeracion los néméros escritos con tifras.-

Mas de una ‘ocasion tendremos en que reconécér que la mayor
parte de las propiedades destibiertas respecto de los nameros son in-
dependientes del sistema de humeracion que se adopte. Algunas pare-
cen perlenceer al sistema décimal, ‘mientras que sus scmejantes no tie-
nen luggr 6 no se verifican en los otros sistemas. El uso de las letras
del alfabeto para representar los nitmeros nos da una idea bien clara
y exacta de la generalidad de estas propledadm, en cuanto son aplica~
bles 4 los niimeros, cualquicra que sea el sistema de numeracion con—
forme al cual se espresen estos.
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o §II. Divisiblhdazl de los nimeros.

. 126.. ;La propielod ‘peciliar & algunos némeros de ser exactamente

divisibles por otros .y Ja investigacion de los diviseres:de un mimero
caalquiea forman una.de las teorias. mas importantes de Ia. - Aritmé-
-ticas Esta teorfa ticne por base los sighientes prmcfplos que vamos E'Y
analizar sucesivamente. )

w DEFINIGIONES PRELMINARES~—Se dice que un mimero emntero es
eccactamente divisible por otro cuando hay un tércer nimers eatero
tambien, que multiplicado por el segundo reproduce el primero.

~Todo mumere entero que divide exactamente ‘4 otro se llama
Sfacton , divisor 6 submuitiplo de este mimeno, el cual es rm:lt:plo del
primero.

Todo nimero entero que no tiene mas dwnor que él mismo. 6
la unidad:, se Ihma numero primo absolalo 6 simpleménte numero
pr:mo. S :

- Dos mtimeros enteros son pr:mov entre il cuando no tiemen otro
dmsor comun. que la unidad (que es divisor de todo mumero). :

. De aquf resulta .que un rumero. primo que no divida exacta-
meute 4 otro némero entero, €8 primo ‘con " esté; ot¥o , .pues en este
caso no pueden tener ningun otro divisor comun que la unidad.

“¥stas definiciones quedan ya establecidas en‘el n.° 51.

- $27 PriMer pRiNGIPI0.—T0do nigmero entero P que divida exac-
tamente 4 uno de los factores del producto AX B, divide por preci-.
son al producto; 6 lo. que es 1o mismb , dodo numero entero que dici-
da .exactamerite 4 otro , deberd dicidir d Ios-mzbltz‘plos de este niimero
(Véase n.° 51). ‘

- Em efecto, sea Q.el cociente que se supone exacto de la division'
de A por P se tendra A =PxQ, de donde multiplicando los dos
mmbmo»de esta. lgnaldad por el mismo namere B, tendremos

o AxB=PxQxB PxQB(n. 26);

}ucgo lnen podti mfenrse qne P dnvnle eaactamenm al producto AB
- 128. SEecunpo PRINCIPIO.—T'odo numero-entero P que divide exac—:
tamente.d un - producto.AB \y que es primo con uno .de sus.factorcs,
divide iguaknente al oiro factor. .

Snpongn:mos, por-ejemplo;, que P divisor epmcto del producte AB
%2 primo con A : en este caso segun el principio que acal:amm de
esponer, P debe dividir 4 B... :

Asi es efectivamente, Ppues que slendo A y P dos nameros primos
entre si, resultaria que si se:led aplicase el procedimiento del maximo
comun divisor (n.° 52), ee.legaria' despues. de un cierto némero de-
operauones 4 un ullimo resto igual 4 1. .

.. Representemos, pues, por R, R’, R/, R”’,...1 los restos suce-

.
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sivos de esta serie de operaciones (R’, R, R’”/,... se enuncian
Bpnma Rsegunda Rwl‘wra)

Supuesto esto, si en lugar de operar sobre A y B se aplicase el
procedimiento 4 los productos A x B, P x B, es ficil echar de ver que

en esta nueva serié de bperaciones se obtendrinn Jlos mismos : cocientes ;

que en la primera; pero los restos serian respectivamente R X B,
R’xXB,R”XB...., 1 XB. Por consiguiente como ¢l miximo comun
divisor entre A y Pes 1, el de los productos AXB y PX B es nece-.
sariamente 1 X B 6 B.

Por otra parte sc sigue del principio establecido en el n.° 51 ‘que
todo numero que divide 4 otros dos, divide tambien d su dicisor co-.
mun, pues que en virtud de este principio debe dividir al resto de
cada una de las divisiones 4 que da lugar el procedimiento del n.® 52.
Abhora bien, P divide 4 AXB por hipétesis; divide igualmente 4 PxB;
luego por preclsnou debe leldl!‘ 4 PxB, que es lo que faltaba de—
mostrar..

Nora.—Es necesario suponer que P es primo con uno de los fac-'
tores, porque por ejemplo, 56 X 15 6 840 es divisible por 40 y da por.
cociente 21 ; aun cuando alguno de los nimeros 56 y 15 no:sea divi-
sible por 40. Esto consiste en que siendo 40 igual 4 8 X 5, se halla el
primer factor-8 en 56'6 7 X 8, y el scgundo faetor 5 en 15 6 5 x 3;
Tuego - 56x15uigualé7x8x5x3,667x3x 8 x 5, 6. final~
mente 4 24 X 40. .

129. TErcER pRINCIPrO.—T0d0 niimero prime absoluto P que dm-
de exactamente d unprodudoAxB debe dividir ¢ uno de los dos
JSactores.

En efecto, supongamos que P ‘no divida 4 A, serd necesariamente
primo con A (n.° 126) y debers por lo tanto dividir 4 B (n.° 128).

De aqui resultan las consecuencias siguientes:

130. ° 1.2 Todo niumero primo absohtto que divida & A2 y en gene—
ral 4 una potencia cualguiera A™ de A, debe dividir 4 A. -

Consideremos, pues, antes de pasar 4 la demostricion de-este prin~
cipio que A2 = A X A. Luego todo namero primo que divida & este
producto, debe (n.® 129) dividir 4 uno de sus factores. Del mismo mo-
do A3 slendo igual 4 A% X A, multa que todo numero primo que di~-
vida 4 A3, debe dividir 4 A 6 4 A2 Y paradwulu* émw&hunofacmr
del)e dlwdnr 4 A,y asi sucesivamente.

31.. 22 Todo mimero P, prime con cada uno de los fadorecde
un producto A X B, es igualmente primo con este producto. C e

« Asi es ciertamente, pues que un nimero primo ahsoluto que divi-
diera & A B, deberia dividir 4 A 6 4 B; en cuye caso ni P ri A 6 bien
ni P ni Bserian primos entre si, proposmdn contradictoria 4 la hipé—
tesis establecida.

132. 32 Swmprcqucun numero N ba;ru .ndoformado por la mul-

tiplicacion de muchos otros A, By G, D.... no podrd tener otros fac-
tores PRIMOS que los que eniren en A, B, G, D......

En efecto, todo niumero primo que divida al producto ABCD y no

-— e
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§ D, debe dividir 4 ABC (n.°:129): por la:misnra rason todo ndmero
primo que divida § ABC y no 4 C, debe dwnhr & AB y por consi-
guiente 4 A 64 B -
- O en otros términos, c:tando formado un mimero por la multi-
plicacion de otros muchos, no puede abtenérsele de nuevo multiplican-
do nuimeros que encierren faclores primos diferentes de los que entran
en los nmimeros ya muliiplisados. -

133. Cuvarto Y viTiMo PRINCIPIO.—Todo mimera N divisible por
dos 6 muchas numeras, a, b, G..... przmos enire si es dwm?)lc par su
producto.

Efectivamente, supuesto que a divide 4 N, se tendrs que a N = ag,
siendo ¢ un nimero entero; pero segun la hipdtesis & divide tambien
4 N; luego dividird & ag; y como a y & se suponen primos entre sf,
ser4 necesario (n.° 128) que & divida exactamente 4 ¢, y se tendra
g = b¢’, de dande se deduce N=a X 8¢’ = abX ¢’. Asi N es divisi-
ble por ab.

Por el mismo conslgulente dividiendo ¢ & N debe dividir 4 ad X ¢/,
y siendo por otra parte ¢ primo con a, 5, lo ser4 igualmente coun ab
(n.° 131). Luego ¢ debe dividir 4 ¢”, y se tendrd ¢ = c¢”, de donde se
deduce N = ab X ¢’ = abe X ¢*, 1o que prueba que N es divisible
por abc, y asi sucesivamente.

134. CoNSECUENCIA.—Si @y by Cpune sxendo némeros primos enire
8, entran cada uno de ellos como factor en N cierto nimero de ve~
ces espresado por n, p, ¢y.... €l niimero N debe ser exactamente divi~
sible por a", &P, cJ,.... y par todos los niimeros que se puedan obtener
multiplicando dos 4 dos, tres &c... las diversas potencias de a, 8, cyuue
comprendldas desde la primera hasta aquella en que el grado de la po-
téncia esté designado por nen a, por p en &, por g en c.....

La razon de esto es bien ohvia, porque siendo ¢, &, c... nGmeros
primos entre si, igualmente lo seran a®, 2% c%...; y por consiguiente
(n.® 133) 3us productos dos & dos, tres & tres... deben ser divisores
exactos de N.

Esle principio sirve de base 4 Za investigacion de los divisores szm—-
ples y compwcstw de un numera, cuestion de que nos ocuparemos muy
en breve.

k135, CARACTEnBS 6 momnmnns DE LA DIVISIBILIDAD DR . UN: NU-
° MERO POR orlws.—llay ciertos indicios mediante los cuales se jviene
en conocimiento de si un:niamero es 6 ng divisible por .otros, lo cual
es muy iitil en la prictica.
Los razonamientos que debamos emplear para demootral' estos cae-,
ragteres, estriban en gl siguiente principio.. .
Sea un nimero A descompuesto en dos partes B y C, de modo
que se tenga A = B + C.... (1). .
1.° Si un cuarto numero D divide eraclammte d las dos partes
B y C, dividird tanibien &' su' suma-A (Véase n.° 51). '
2.° i el mimero D divide. 4 una de las paites B sin dwidir 4 Ia
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-otra C, no divide & A, ¥ el restq dcladm.Wmchpor D déberd scr:
igual alqucda la division de G por D

La primera parte de este principio es facil de demootrar, y para
ello dividanse por D los dos miembros de la igualdad (1); y se tendra

A B C
— = — 4 —ueee (2).
D ~D-*‘D @

Y como los dos términos del segundo miembro son nimeros ente-
108, pues que B y C son por hipétesis divisibles por D, resulta que
tambien debera serlo el primer miembro, pues de lo contrario se ten-
dria un numero fraccionario igual 4 un numero entero, lo cual come
bien se ve es un absurdo, y por tanto no puede verificarse. Por consi-
guiente A es divisible por D.

En cuanto 4 la segunda parte, es bien claro segun la 1gualdad (2)
que si siendo B divisible por D, C no lo fuese, A tampoco lo seria,
pues de lo contrario resultaria un namero entero igual 4 un mimero
fraccionario. Pero ahora se trata de probar que ¢l resto de la diision
de A por D es igual al de la division de C por D.

Para esto observemos que siendo B divisible por D, se tendrs
B = DQ (suponiendo 4 Q enlero), ¥ no siéndolo C por D, resulta
C=DQ +R.

LiegoB4+C6A=DQ+DQ+R=D(Q + Q)+R(n.° 112):
De donde se ve que A dividido por D da por cociente Q + Q’ y por
resto R, que no viene 4 ser mas que el resto de Ia division de C por D,
siendo esto lo que se queria demostrar *.

Pasemos, pues, al anilisis de los diversos caracleres y propleﬂades
de la divisibilidad de los nameros.

136. PROPIEDADES DE LOS NUMEROS 27y 5, 4 y 25, 8 y 125 .
1.° Todo nimero termmado por una de las czfras 0, 2, 4, G 8
es divisible por 2.

DemosteACioN.—Este niimero puede ser descompuesto en dos par-
tes, 4 saber, la de la izquierda de las unidades simples considerada con
su valor relativo, y la cifra de las unidades simples. (Por ejemplo,
38376, que es igual 4 33570 + 6.) Ahora bien, la primera parte es-
tando terminada por 0, ‘es multipla de 10; 10 es divisible por 2, pues
que 10 = 2 x 5; luego esta’ primera parte es divisible por 2. Ade-
1més 6 tambien es divisible por 2, -pues que 6 = 2 X 3; lucgo el na-
mero propuesto terminado en la cifra 6 es divisible por 2 (n.® 135).
Luego &x.:

Si el nimero termina por una de las-cifras 1, 3, 5, 7, 9, no serg

Y

Todas Ias proposicmnu estahlemdaa dude dn 1 27 hasta el n.°135
dudlusive tieuen lugan 6 se verifican en cualquier sistema de numeracion.
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divisible por 2, pues si una de las partes es dlvmble, la_otra no lo es.

Norta. —Todo nimero divisible por 2 6 terminado por una de las,
cifras 0, 2, 4, 6, 8 se llama numero par. Los otros son numeros imn-
pares.

Todos los nimeros pares estan comprendldos en la formula 27,
siendo n un namero entero cualquiera, y los impares en la {6rmu-
la (2 n+1) )

2.° Todo niimero que acaba en 0 6 en 5 es divisible por 5.—La
misma demostracion nos conducira 4 probar esto que la que empleamos

para el divisor 2.

" Si la ltima cifra no es 0 ni 5, el namero no es divisible por 5;
el resto de la division de este numero por 5 es igual al resto de la
division de la ultima cifra por 5 (n.° 135); es decir, que el resto es
la misma cifra si esta es menor que 5, yen el caso contrario el resto
ser4 el esceso de ella sobre 5.

Asi 1327 dividido por 5 da 2 de resto, que es igual al resto de la
division de 7 por 5 6 al esceso de 7 sobre 5.

. Del mismo modo 34789 y 71436 dan respectivamente por restos

y 1.

b 3.2 Todo niimero serd 6 no divisible por 56 por 25, segun que
sus dos-wtimas cifres lo sean. 6 no por 4 6 por 25.

DEemosTrAcION. —Este niamero puede descomponerse en dos parles
la. de la izquierda de las decenas considerada con su valor relativo, y
la reunion de las decenas y unidades. (Por ejemplo, 3548 v 27875
equivalen & 3500 4 48 y 27840 + 75.) Ahora bien, la primera parte
estando terminada por dos ceros, es multiplo de 100; 100 es divisi-
ble por 4 6 por 25, pues que 100 = 25 X 4; luego esta primera parte
es divisible por 4 6 por 25, pero la segunda parte es por hipétesis
divisible por 4 6 por 25; luego todo el niamero lo es igualmente.

Asi 3548 es divisible por 4, perque 48 es un maltiplo de 4;
27875 es divisible por 25, porque 75 es multiplo de 25. .

Pero 13758 no es divisible por 4 y da el resto 2, esto es, el mis~
mo que el de la division de 5§ por 4.

Tampoco es 25659 dlvm‘ble por 25 y da el resto 9, 6 el resto de
la division de 59 por 25.,

NotA.—Los unicos nameros divisibles por 25 son los terminados
por V4, 25, 6 75.

4.° Todo numero es 6 .no divisible por 8 6 por 125, segun que lo
sea 6 no por 8 6 por 25 el numera espresado por sus tres iltimas
cifras.

No nos detendremos en presentar la demostracion por ser muy se-
mejante 4 las anteriores. Asi pues, bastar4 observar que esta fundada
sobre esta igualdad 1000 = 125 x 8; aun cuando por otra parte esta
propiedad no est4 mayormente en uso, R

137. PROPIEDADES DE LOS NUMEROS 3 y 9.—Todo niumero cuyas
dos ullimas cifras sumadas con su valor absoluto son_divisibles por

3 6 por 9, ¢l iv serd tambien,



168 ELEMENTOS

Observemos dade luego que si de una potencla cualquiera de 10
6 de la unidad seguida de cierto niimero de ceros se sustrae 1, el re-
sultado debera ser divisible por 9, pues se compone de tantas cifras
9 escritas 4 continuacion unas de otras como ceros habia. Pero el va-
ior absoluto de la cifra 9 es divisible, bien por 3 6 por 9; luego lo
mismo se tendré respecto de su valor relativo, que es un miltiplo de
aquel; luego el resultado es asimismo divisible por 3 6 por 9. :

Esto supuesto, para generalizar los razonamientos que acabamos
de hacer, llamaremos N al namero propuesto y designaremos por a,
b, ¢, d... las cifras de sus unidades, decenns, centenas, miles,... y se
tendrd N = ... gfdcla, 6 mas bien en virtud del principio funda-
mental decimal

Nea+105+10%c+103c+10% a4 ..
Esta igualdad puede ponerse bajo la forma

N= §+ (10—1) 5 + (102 —1) e 4 (103 —1)a + (104 —1)f+_,,
+e +d +f +.

Por ¢jemplo, 103. @ = 103 a—d+d=(1o~"—1 d+ad.
P

Pero como segun lo que acabamos de decir, las espresiones 10 —1,
102 —1, 103 — 1,y en general 10" — 1 siendo divisible por
3 6 por 9, la primera linea horizontal se compone de una serie
de nimeros multiplos de 3 6 de 9, resulta que esta primera parte del
nimero N es divisible por 3 6 por 9; y como la segunda, que no es
otra cosa mas que la suma de las cgfras del numero propuesto con-
sideradas con su valor absoluto, es por hipétesis divisible por 3 6
por 9, tendremos que todo el namero N lo es igualmente.

138. Para obtcner el resto de la division de un. nimero cualquiera
por 9 6 por 3 bastard hacer la suma de sus cifras consideradas en
su valor absoluto y dividirla por 3 6 por 9. Si esta division no da
resto alguno, es es prueba de que el niimero propuesto es divisible por
3 6 por 9; mas si por el contrario resulta algun ‘resto, sers el mismo
que el que se obtuviese dividiendo el ntmero total por 3 6 por 9.

Esto que acabamos de decir, no es mas ‘que una consecuencia del
principio establecido en el n.® 135.

=_ 139. Prorieoap pet NumERO 11.— Todo nimero cuya diferencia’
entre la suma de las cifras de lugar impar (contando de derecha &
izquierda) y la de Ias de lugar par sea 0 un miltiplo de 11, es di-
visible por 11.
" Antes de demostrar esta propiedad es necesario observar que

1.° Toda potencia de 10 de un grado par disminuida de una uni~
dad da un resultado divisible por 11.

- Demosraacion.—Este resultado es una serie de cifras 9 de némero
Par escritas 4 continuacion unas de otras; y como cada periodo-de dos
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cifras forma 99 6 9 x 11 y es por consiguiente divisible por 11, re-
sulta que siendo el valor relativo de cada periodo maltiplo del valor
absoluto, y este como ya hemos visto lo es de 11, tendremos que di-
cho resultado es exactamente divisible por 11. Y geuerallzaudo la
cuestion sé tiene 102" —1 divisible por 11 (esprmando 2n un na-
mero par).

2.° Toda potencia de un grado impar de 10. aumentada en una
unidad da un resultado divisible por 11.

Asi es efectivamente, pucs que uma poten"m cualqmcra de un

grado impar de 10 pudiendo ser cspmada por 1020+ 1 (1.2 136), se

tendra
10204 1 = 1020 x 10 (Véase n.0 112);

6 bien, ,
107 +1 =102 % 10 — 104+ 10 = (10’“-—1)‘10 + 10;
y ailadiendo 1 4 los dos miembros, - '
1030 +1 41 = (1022 —1) 16 +11.

Ahora bien, 1022 — 1 es divisible por 11 segun la primera ob-
servacion; 11 es por otra parte divisible por si mlsmo, }nego 1o3n 14y
es tambien divisible por 11.

Sentado esto, sea N = hgfdcha el nimero propuesto. Segun el
principio fundamental del sistema decimal de numeracion se tendra

© N=a+105+102c+103d4+10% 410554 ...,
igualdad Que puede ponerse bajo Ja forma

__{ +(10+1) 34 (102 —1) c+(103+1) a4+ (104 —1) f+..
+a —& +e +f —-

Y como segun las dos observaciones anteriores la primera linea se
compone de nameros esencialmente divisibles por 11, resultars que
una primera parte por ellos constituida es divisible por -11. Pero
la segunda parte no es otra cosa gue la diferencia entre la suma
a+c+f+ h... de las cifras de lugar impar y la suma b +d+g+...
de las de lugar par, que es divisible por hnpétesns, luego el nimero
total N es tambien divisible por 11.

140. Cuando la diferencia entre la suma de las cxfras de lugar
impar y las de lugar par no es 0 ni multiplo de 11, el nimero total
no es divisible por 11, pues que una de las partes es divisible, mien-
tras que la otra no lo es. Mas entonces hay dos casos- que consider ar
relativamente al modo de obtener el resto de la division.

1.° 8 la suma de las cifras de lugar impar es mayor que la de las
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de lugar par, Ja diferencia debera ser aiiadida 4 la pnmen linea borizon:
tal del valor de N. Designando esta primera linea por B y la diferen-
cia que se ha de afiadir por'C, se tendra N=B+C; ysi C noes
divisible por 11, e/ resto de la division de N por 11 es el que se ob~
liene en la division de C por 11 (n.° 135).

2.° Si por el contrario la suma de las cifras de lugar par es
mayor que las de lugar impar, la diferencia debera sustraerse de la
primera linea, y tendremos N = B — C; representando por C el va-
“lor numérico de la difercncia.

Abora bien, siendo B maltiplo de 11 y conteniendo C en general

cierto miltiplo de 11 mas un resto R menor que 11, resulta que N
6 B — C puede ponerse bajo la forma

N=11xm—R,
6 bien . N=11(m—1)+11 —R.

Por donde se ve que en este caso el resto de la division de N
por 11 es igual, no al resto de la division de C por 11, pero si al
resultado que se obtiene restando R de 11.

A fin de fijar las ideas propongamonos por ejemplo el numero
47356708, Sumando las cifras de lugar impar y particudo de la de-
recha se halla 27, y haciendo lo mismo con las de lugar par, 13. La
primera suma es mayor que la segunda; luego si se toma la diferen-
cia, que da 14, cl resto 3 de esta diferencia dividida por 11 sera
igual al de la division del nimero total, lo cual es ficil de s;o.mprob:u,
ejecutando las operactones indicadas.

Pero si se tuviese el numero 3705{6345, como la suma de las
cifras de lugar impar es 15 y las de lugar par es 22 > 15, resultaria
que si se tomase la diferencia entre estas dos sumas, loqueda 7, el
resto de la division del nimero total por 11 no seria 7 ’ pero si ll —7

~ 6 4, como facilmente puede comprobarse.

o 141. PRUEBAS PARA LA MULTIPLICACION Y DIVISION POR § ¥ POR
11.—Convienc. para que estos Elementos formen un Tratado completo
de Aritmética que no pasemos en silencio un medio muy facil -y sen-
cillo de comprobor los resultados de la multiplicacion de los nameros
enteros, He aqui el euunciado:

Higase sucesivamente la suma de las cifras del mulliplicando y
la de las del multiplicador, cuidando quitar todos los 9 que estas
sumas contengan: de este modo se obtienen dos restos, que (n.° 138)
no vienen & ser otra cosa que los de amnbos factores de la division
por 9.

Mulaphquense estos dos restos uno por olro y busquese del mtsmo
modo el resto de la division de su producto por 9.

Finalmente, hdgase la suma de las cifras del producto obtenido
quitando de clla lodos los 9 que conlenga, y se obtendrd un nucvo
resto, que debe ser izua. al anderior para que la operacion sea exacta.
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Sea por ejemplo multiplicar uno por. . :

=]
© .

otro los dos nameros 5786 ¥y 475: cfec- 5786

tuada la multiplicacion por el método .ya 475 7—|2'
conocido, se hace la suma de las cifras del

multiplicando, quitando los 9 que conten— 28930

ga; asi pues, comenzando por la izquierda 40502

sedird: 5 y 7 son 12; de 12 quitando. 9 23144
quedan 3; 3 y 8 son 11; 11 menos 9 son 2; -
y por ultimo 2 y 6 son 8, que siendo el 2748350

resto de la division del multiplicando por 9 : _ |
se escribird por separado.

Hsgase la misma operacion con el multiplicador y se tendrd el
resto 7, que se escribira debajo del 8.

Finalmente opérese sobre el producto total como sobre los dos fae-
tores, lo cual da el nuevo resto 2, que debe ser lgual al prccedente
para que la operacion sea exacta.

Para presentar de un modo general la prueba por 9 reprcsenlemos
por A y B los dos factores propuestos, por Q, Q’; R y R/, los cocieti-

_tes y restos de la division del multiplicando y del multiplicador por %
en este caso se tendran las igualdades siguientes:

1

A=9XQ+R
B=9xQ +R

—

-

Multiplicando ahora uno por otro los miembros de estas 1gualda-
dés resultard (n.° 112)

y

AB=9% QQ’+9. Q'R+9. QR' + RR’. .

Y como los tres primenos términos del segundo miembro de esta
nueva igualdad son evidentemente -muiltiplos de 9, resulta (n.° 135)
que el resto de la division ‘del producto AB por 9 debe ser igual at
que dé el producto RR’ dividido per 9, que es lo que se queria de~
mostrar. \

Si uno- de los dos factores de la multiplicacion es divisible por 9,
¢l producto debera serlo tambien, y entonces R y R’ desaparecen;
pues resultan iguales 4 0. Mas esto no tendra lugar si el producto BR’
es maltiplo de 9.

En cuanto & /a prueba de la division, pueden ocurrir dos casos;
4 saber , 6 efectuada la division por el método ya conocidoe no resulta
resto algnno, 6 por el contrario si resulta.

1.° —Si no hay resto, el dividendo debers reconocerse coma. pro-
ducto del divisor por el cociénte obtenide ; y en este caso puede apli-
carse la regla anterior, considerando al divisor y al cociente comd
factores de una multiplicacion y al dividende como producte.de ella
2.° —Si sc obtiene ‘un resto, como: llamando N al dividendo
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total, D al divisor, Q al cociente y R al resto, se tiene la igunaldad

N=DQ +R,

resulta que el resto de la division de N por 9 debe ser igual 4 la
suma del resto de la division DQ por 9 y del resto de la division de
R por 9 (suma que deber4 en todos casos disminuirsele de 9 si es ma~
yor que este ultimo namero).

Nora. — Siempre que se haga uso de la prueba por 9 y que o
resto hallado en el producto total no sea igual al 3. resto, se pue-
de inferir que la multiplicacion no se ha efectuado con exactitud ; pero
si por el contrario es igual al 3.%, entonces podrd presumirse que la
operacion es exacta, y no puede menos de ser asi por dos razones
principales: Ja primera, porque es muy probable se hayan podido
escribir , bien en los productos parciales, bien en el producto total,
ceros en lugar de los 9, y segun la naturaleza de la prueba no es
nada estraiio el que no se eche de ver el error: le¢ segunda, porque
dos cifras, ora pertenezcan 4 los productos parciales, ora al producto
total, pueden ser Ja una mayor y la otra menor, aunque del misme
numero de unidades ; lo que daria lugar 4 una compensacion en la
suma de las cifras del producto, y el error podria pasar sin adver-
tirlo.

Esta prueba, si bien c6moda en la précuca, no es muy rigorosa,

¥ por tanto no se la deber4 considerar sino como complemento de la
establecida en la primera parte, y solo se har4 uso de clla como mas
sencilla en los casos poco arduos y compllcados, y en los que estemos
casi seguros de la exactitud de la operacion.
. La prueba por 11, que solo difiere de la prueba por 9 en el modo
de obtener el resto de la division de un namero por 11 (Véase n.° 140),
es preferible aun cuando tambien est4 sujeta 4 algunos errores, pues
que estos tienen lugar muy de tarde en tarde. -

Por otra parte estas pruebas son susceptibles de aplicarse igual+
mente 4 la multiplicacion que 4 la division de los quehrados decima-
les , pues que tales operaciones se efectuan del mismo modo que las
de los nameros enteros.

142. Tambien hay propiedades por cuyo medio se puede reco-
nocer si un namero es divisible por los niumeros primos 7, 13, 17..;
pero las reglas que para esto es necesario seguir, son mucho mas
complicadas que la operacion que se hace para ensayar directamente
la division del niumero propuesto por 7, 13, 17.... Por lo demais,
estas cuestiones , que verdaderamente son de pura curiosidad, exigen
nociones de Algebra mas profundas que las que hasta cl presente hemos
dade 4 conocer. '

Por tanto solo aconsejaremos 4 los principiantes se ejerciten sobre
la siguiente cuestion: Hallar en un sistema cualquiera de numeracion
cuya base es B cudles sen los mimeros que gacan de las propicdades
andlogas.d.las.de 9 .y 11 (once) em el decimal, y demostrar estas
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propiedades. Cuestion qué es bien facil de resolver teniendo presente
que en’ todo sistema de nurheracion cualquier potencia de la base estd:
espresada»por {a unidad seguida de tantos ceros como unidades con-
tiene el grado de la potcncna, es decir, por 10", representando por n
dicho grado. —

4143.: En cuanto 4 las prop:edadcc de la dyvisibilided de un namero
por los miltiplos 6, 12, 15, 18, 36, 43 de los numeros primos
2, 3 y 5, sow bastante ficiles de hallar, y por tanto no nos deten-
drcmos en esphcar!as
- 4.2 Un niirmero ‘es dioisible por 6 6 por 18 cuando es par y la
suma de sus cifras consideradas en su valor absolulo es divisible por
3 6 por 9.

" La razon de esto es muy sencllla, porque cuando ¢} ndmero tenga
ks propiedades que acabamos -de establecer, seri divisible por 2 y
por 3 6 por 9; pero 2 y- 3 62y 9 son primos entre si; luego (n° 133)
el niwmero propuesto es divisible por 6 6 por 18. .

2° “Un nimero es divisible por 12 6 por 6 cuando_sus dos wulti-
mas cifras’consideradas en su valor relativo forman un nmero miui-
tiplo de 4y sa suma. es ademds dsvisible por 3 6 por 9; porque en-
tonces siendo el niniero divisible por-4 y por 3 6 por 9, lo es igual-
inente por-4 X 3 6 por 4 X 9, es decir, por.12:6 por 36.

3.° Finalniente un numero es divisible por 15 6 por 45 cuando
siendo su wltima: cifra 0 6 5, la sama de todas-es divisible por 3 6
por 9, pues que en este caso el namero es divisible por 5 y por 3 6
por 9, y por consiguiente por 15 6 por 43.

Dadas ya estas nociones sobre 1a divisibilidad de los niimeros, nos
parece conveniente pasemos 4 esponer el medio de hallar todos los di-
visores simples y compuestos de un nimero, deteniéndonos muy par-
ticularmente en esta cuestion por ser de gran importancia.

«144. SEA N UN NUMERO COYOS DIVISORES SIMPLES Y COMPUESTOS SE
QUIEREN HALLAR.

Representemos por a el menor nimero primo (contando desde 2
en adelante) que divida 4 N, y efectuenios '1a division de N pir a
cuantas veces sea posible: sea. 7 el mimero de veces que ha podido
efectuarse dicha division, y se tendrs N = a” X N, mo conteniendo
N’ al factor a. Pero como todo niimero diferente.de.a qae divide 4 N

debe (n.° 129) dividir & N ,.resulta que la investigacion de los fac-
tores primos.de N distintos de a se reduce 4 la de los factoreo de NS
nfimero mas simple qae N.

Designemos: por & €l menor:. numero primo que dlvul:e & N’, y
por p el nimero de veces que este factor entra en N’, tendremos
N = &P X N/; de donde se deduce N —a“l:l’ XN, ne contemendo
N 4 los factores primos @ y & :

Del mismo modo representemos por ¢ el menor nvumero * primo
quedivide 4 N, y por ¢ el ntmero de veces que este factor en~
tra en N”: se tendrd N” == x N, y por ‘consiguiente N =
a"Pcl x N/, e . e e ’
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Continaando esta série de operaciones se llegaxé 4 obtemer un co-
ciente, que serA namero primo ¢ cierta poteucia de un-.numero .pri-
mo (circunstancia bien facil de reconocer , pues tomando este; niimero
primo por divisor cuantas veces sea. posible, se ferriivia.fa operacion
hallando un cociente igual dé la unidad).

Supongamos pues, para fijar mas las ideas que N sea igual
4 d", siendo d un namero primo : se tendra N = a"4Pc9a", repre-
sentando por @, 3, ¢, d (n.° 132) los solos factores primos que pue-
da contener N. -

" En este caso se dice qne el namero N estd dc:compuesto en sus
Sactores simples.

Si se quieren formar los divisores compuestos , serd necesario.
(n.° 134) determinar todos los productos que s¢ pueden obtener mul-
tiplicando dos & dos, tres -4 tres &c.. las -potencias de los factores
primos comprendidos desde la pnmera hasta la potencia n-para a, p
para b, g para c.... .

A fin de que dupues de hecha la operacion poda'mos estar seguros
de haber obtenido todos los divisores del numero prapuesto, parece
muy oportuno scguir cierto 6rden ea la prtcuca, y para esto se for-
marén las dos tablas siguientes:

Propongdmonos hallar los divisores ezmpln y compucsloc del
nlimere 5880. :

Primena unu.——lnvutlgacmnu de los dmsom umples-

5880

2940

1470

735(3
24515
7

7

(-8 VN ]

49
7

Despnes de trazada & la derecha de 5880 una lmea vertical , se
escribira 4 su Jado y en frente de 5880 un.2, que es su menor dnvn—
sor: efectiiese la division por dlcho fu:wr ) y.el resultado 2940 colé6-
quese debajo de 5880.

. Como.2940 es igualmente dwmhle pnr 2, se escribiré otro 2 de-
baio del anterior , poniendo €l nuevo cociente 1470 deba)o de 2940.

1470 es tambien divisible por 2, y por tanto se.colocara este
:;uevo divisor debajo del que precede, y el nuevo cociente debajo

e-1470.

El cociente 735 no es divisible por 2, pero si Jo es por 3, que es
el menor nimero primo que bay contenido de 2. en adelante : escribase
este 3 debajo del anterior divisor, dividase 3753 por 3, y sc tendrs
un cociente 245 , que se colocara bajo 735.

245 no es divisible por 3, mas si por 5, que se escribird enfrcme
de 245 y al lado de la linea, y efectuando la division se tendrs 49
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por cociente ; en cuya colocacion se seguird el wismo 6érden que en
los anteriores.

49 tiene por divisor 4 7, que se colocar debajo de los preceden-
tes, y el resultado 7 de su division por él, debajo del mismo 49.

Finalmente, siendo 7 un numero primo sera divisible por si mis-
mo, y por tanto se le repetira como factor , colocandolo debajo de los
anteriores , con lo que quedara terminada la operacion.

Tendremos, pues, por resultado final de estas operaciones la fér-
maula

5880 = 23 x 3x5x72;

y el ntimere se halla de este modo descompuesto en sus factores sim-
ples.

SEGuNDA TABLA.—Esta consta de la formacion de todos los diviso-
res simples y compuestos del numcro dado (Véase la siguiente pi-
gina).

Para obtener ‘todos estos divisores se escribirin desde luego sobre
una misma linea horizontal los cuafro nameros 1, 2, 4, 8, que son
evidentemente divisores de 5880, pues que 1 es dwnsor de todo nime-
ro, y segun la descomposncnon practicada en la tabla primera 5880 tie-
ne por factores 21, 22793,

Hecho esto,, se muluphcan todos los términos de esta primera li-
nea por el factor 3, lo cual dard una nueva serie de divisores com~
puesta de los nameros 3, 6, 12, 24, que ocuparan una scgunda linea
colocada bajo la anterior. -

Pasando al factor 5 se muluphcarén todos los términos de las dos
lineas precedentes por €él, cuya operacion dar4 los nuevos divisores 5,
10..... 15, 3.....

En cuanto al factor 7, como entra dos veces en el nimero pro~
puesto, se multiplicaran por ¢l todos los términos de las cuatro lineas
anteriores, lo cual da cuafro lineas de divisores; y ademass estas cua-
tro altimas se multiplicar4n tambien por 7, cuya segunda operaclon
da otras cualro nuevas lineas de divisores.

Resultan, pues, por TorAL 12 lineas de 4 4 ntmeros uda una, qnt
componen 48 ntmeros divisores todos de 5884..
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He aqui la tabla de ‘operaciones:

1, 2, 4 8=23
3, 6 12, 2, =23x3
5 10, 20, 40
15,. 30, 6v, 120 =23x3x5
7, 14, 28, 56
21, 42, 84, 188
35, 70, 140, 280
105, 210, 420, 840 =23 x3x5x7
49, 93, 196, 392
147, 294, 588, 1176
245, 490, 980, 1960
735, 1470, 2940, 5880 = 23 x 3 x 5 x 72,

Una lijera inspeccion sobre la presente tabla bastar para cchar de
ver, 1.° que todos los productos obtenidos en esta operacion son divi-
sores del numero propucsto (esto resulta de la espresion 5380 =
23.3.5.72), y 2° que este nimero no podria menos de tener tales
divisores (Véase n.° 132).

NotaA.—En la pr.’sctnca conviene para la formacion de la segunda
iabla escribir sobre una primera columna horizontal las potencias del
primer factor que entra el mayor mimero de veces en el namero pro-
puesto: en cuanto al érden de los demés factores, es indispensable’
cualquiera que sea el que se observe, sicmpre que haya claridad.

Para ejercicio de los principiantes propondremos por ejemplo ha-
llar todos los divisores simples y compuestos de Jos ntimeros

1764, 1665, 5670, 30527,

que se reconocerén ser respectivamente iguales &
S 233272, 3k, 37, 2. 3457, 73.89,

T145. Hechala descomposlclon de un numero en sus factores sim-
ples, puede obtenerse ficilmente la- espresion que indique el numero
total de divisores que contiene el niimero propuesto, sin necesidad de
formar Ja segunda tabla.

En efecto, volvamos de nuevo 4 la espresion general

N=a"o a4, "
y consideremos la primera linea de los divisores
i, a', a2, 03, cesa®,

cuyo niimero est4 espresado por (n + 1).
Multiplicando todos los niumeros de esta primera linea sucesiva-
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mente por los términos 81,42, 8%,... &P, cuyo nimero esté espresado’

por p, se tendrd un numero p de nuevas lineas de divisores, constando

de (n + 1) términos 6 (n + 1) X p divisores, 4 los cuales es necesa-
rio afiadir los (n 4+ 1) divisoresde la primera linea, lo cual da

(n4+1)p+(n+1)6(n+1)(p+1).

(Todos estos divisores son potencias de @ y de & tomadas - aislada-
mente 6 combinadas dos 4 dos.)

Mualtiplicando ahora todos los términos de estas diferentes lineas de
divisores sucesivamente por los términos ¢, ¢*, ¢°, ... ¢4, cuyo nime-
ro estd espresado por ¢, obtendremos un nimero de nuevas lineas
de divisores espresado por (n + 1) (p + 1) X ¢, al cual deber4 aiia-
dirse el nmero (7 4+ 1) (p + 1) de los-divisores anteriormente for-
mados. r

Asi pues, el ntimero ®otal de los divisores ya obtenidos estard bien

espresado por
ED(P+) xg+@+DE+1)60+1)(p+1)(G+1)

y asi sucesivamente.

De donde se deduce la siguiente regla: aumeéntese en una unidad
cada uno de los esponentes n, p, q de los diferentes factores primos
que entran en N, y multipliquense entre si estos esponentes ya au-
mentados en una unidad; y el produclo espresard EL NUMERO TOTAL
delos divisores de N. comprendidos en la unidad y en el nimero mis-
mo, que deberan entrar 4 formar parte de las lineas que constituyen la
tabla de operaciones.

En el ejemplo anterior, como hemos hallado

5880 = 23 x 3! x 51 x 72,

se debers tener (3 + 1) (1 + 1) (2 + 1) 6 4.2.2.3 6 48 por el nu-
mero total de los divisores, que es lo que efectivamente multa de la
formacion de la segunda tabla.

146. OssErRvACioN.—Sucede algunas veces que al ensayar la divi-
sion de un namero N por los factores primos 2, 3, 5, 7,... no se
halla nimero alguno que le divida exactamente. Asi, luego que se ha-
ya llevado la operacion hasta la parte eniera de la raiz cuadrada
de N (Véase el n.° 108, 7.°) sin hallar divisor alguno exacto, debe tc
nerse por inutil el hacer la prucba con nuevos divisores, y podrd ase-
gurarse que N es un nimero primo.

Por tanto 73 es un nimero primo, porque la raiz cuadrada de 73
se halla comprendida entre 8 y 9, y ningun namero entero hasta el 8
inclusive divide exactamente 4 73.

Para demostrar csta proposicion, sean dos nimeros A y B cuyo

producto sea igual 4 N, y designemos por R la raiz cuadrada de N:
12
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¢ Se tendra AXxB=RXR.

Luego para que esta igualdad subsista se necesita evidentemente
que si se tiene A > R, sea B<< R, para que haya compensacion; lo
cual prueba que no puede haber un divisor de N mayor que R, pues
que no lo hay menor. Asi pues, el nimero propuesto es primo.

Los jévenes que esten al corriente en la estraccion de la raiz cua-
drada, reconoceran con poca dificuitad, segun la observacion anterior,
que 113, 719, 977, 3329, 8123 ... son numeros primos .

147. FORMACION DE UNA TABLA DE LOS NUMEROS PRIMOS.

Propongémonos por ejemplo formar una tabla de todos los ntme-
“-ros primos contenidos desde 1 hasta 1000.

Concibiendo escritos unos & continuacion de otros los 1000 prime-
ros nimeros, se comienza por suprimir, 1.° todos los niimeros pares
que no sean 2; 2.° todos los multiplos de 3 (fue no sean 3 (n.° 137); y
3.° todos los nimeros acabados en la cifra 5 que no sean el 5 (n.° 136).

Hechas estas primeras supresiones, podra tenerse por cierto que
todos los nimeros comprendidos desde 1 hasta 7 X 7 6 49 y que no
han sido borrados, son primos (pues que el menor mualtiplo de 7 res-
tante no puede ser otro que 7 X 7).

Asi todos los nameros primos desde uno hasta 47 pueden._ tenerse
por conocido> mediante esta operacions -

Si ahora se suprimen todos los multiplos de 47, partiendo de 49,
se puede asegurar que los nimerds no suprimidos hasta 11 x 11 6 121
inclusive son primos (pues que todos los multiplos de 11 inferiores &
este han debido desaparecer).

Luego todos los niumeros primos desde 1 hasta 113 son conocidos.

Borrando de nuevo todos los multiplos de 11 desde 11 x 11, se
podré inferir que todos los nameros no tildados y cormnprendidos desde
113 hasta 167 (numero primo inmediatamente inferior 4 169 6
13 x 13) son numeros primos, y asi sucesivamente.

Por lo que hasta aqui llevamos dicho podra ya juzgarse de cuén fa-
cil es el fomiar ‘'una tabla de numeros primos, por estensa que se su=-
ponga ser *'. ~- :

L 148.. Bsnuccmn DE LOS QUEBRADOS A UN COMUN DENOMINADOR.—
]

* Qulenm no esten al alcance de la préctica que esta operaclon exi=
je, podran atenerse 4 la siguiente regla: :

Cuando despues de haber ensayado Sucesivamente sin fruto algu-
no los mimeros primos 2, 3, 5, 7,... se obli un te .menor
que el ultimo divisor ensayado, se puede asegurar que el numero en
cuestion es PRIMO.

" Este método es conocido bajo el nombre de CRIBA DR ERASTOTENIO.
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La regla general establecida (n.° 47) para la reduccion de dos 6 mas
quebrados 4 un comun denominador conduce por lo regular & quebra-
dos cuyos términos son muy grandes. Sin embargo, cuando los deno-
minadores primitivos contienen factores comunes, es bastante ficil ob-
tener un numero menor que su producto, el cual puede servir de de-
nominador comun 4 todos los quebrados. Es, pues, una cuestion muy
importante de tratar por la sencillez de los calculos la que consiste en
determinar el minimo multiplo n 4 los d. inadores de dos ¢
muchos quebrados.

He aqui la regla que debera seguxrse para obtener este namero:

Descompinganse segun la regla n.® 144 los diferentes denomina-
dores en sus factores primos, y formese en seguida el producto de to-
dos estos factores primos elevados respedz'oamcnte @ la mayor de las
potencias d que se hallan elevados en los diferentes denominadores.
El producto asi formado es e/ nimero pedido.

Resulta de aqui, 1.° que este namero es muiltiplo de cada denomi-
. mador, pues que contiene todos los factores primos elevados 4 una po-
tencia por lo menos igual 4 la que estaban dichos denominadores; y
2.° que es el minimo multiplo comun & todos, porque ,para contener
exactamente 4 un denominador cualquiera es necesario que contenga
cada factor primo elevado 4 una potencia al menos igual 4 la que esta
este denominador.

Sean por ejemplo los seis quebrados siguientes que se quieren redu-
cir 4 un comun denominador:

13 17 23 173 319 523
60" 28’ 240 225 490 720

Los seis denominadores descompuestos en sus factores simples se-
gun la regla conocida se reducen 4 °

2235, 22.3.5, 32.52, 2.5.72, 24,3235,

Los inicos factores primos que entran en estos denommadoru son

S y 7, y las mayores potencias 4 que se hallan elevados, ot 32,
2, 3, 7% Formando, pues, el producto de estas mayores potem.ms, se
halla 176400 para el minimo multiplo comun 4 todos los denominado-
res, y €l es el denommador comun al que se trata de reducir todos los
quebrados.

Para ejecutar esta operacion se divide por separado el denominador
comun por el de cada uno de los quebrados propuestos, y se multipli-
ca el numerador por el cociente hallado.

Asi limitandonos al presente cjemplo, consideremos el primer que-
brado.

La division de 176400 por 60 da 2940 por cociente, de londe

.
.
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multiplicando el numerador de este quebrado por 2940 se obtie-

38220
(J o
176400

Pasando al segundo quebrado y dividiendo 176400 por 28, se ten-
dra por cociente 630V, y multiplicando el numerador por 6300, re-

107100
176400

Repitiendo las operaciones anilogas tendremos para los cuatro tl-
timos quebrados

" sulta el nuevo quebrado

16905 135632 114840 128135
176490 176400 176400 176400

Aun cuando estas operaciones no dejan de ser algo complicadas,
sin embargo no lo son tanto como si se siguiese la regla establecida en
la primera parte (n.° 47) conforme 4 la cual hubiéramos obtenido un
denominador comun incomparablemente mayor que 176400, cual es
32006016000000. 7

Por otra parte la descomposicion de los denominadores en sus fac-
tores simples se hace casi siempre con la sola inspeccion de estos ni-
meros, sobre todo cuando contienen muchas veces los factores 2, 3, S,
para los que se reconocen caracieres propios de divisibilidad, del
mismo modo que para los multiplos 4, 6, 8, 9, 12, 15, 18, 24,
25,36, 75.. '

Propondremos para ejercicio de los principiantes los quebrados si-
guientes

13 17 113 527 1211 3613 5237
20" 48° 280 7 960 ’ 1800’ 5040’ 6860

(El minimo multiplo de todos los denominadores de estos que-
brados es 28.32.52.73 = 4939200.)

149.  OBSERVACIONES SOBRE EL MAXIMO COMUN DIVISOR. — En
el n.° 52 hemos establecido un procedimiento propio para obtener el
niamero mayor que divida 4 la vez dos niimeros propuestos. Este pro-
cedimiento es sencillo, y la demostracion que de ¢l hemos dado no
deja nada que desear en cuanto 4 su precision y exactitud. Mas sin
embargo vamos 4 dar & conocer ciertas propiedades del méiximo co-
mun divisor, que nos suministran algunas simplificaciones para la
Ppractica. . )

Supuesto que un ntimero entero cualquiera descompuesto en sus fac-
tores simples no puede tener otros divisores (n.° 132) que estos facto-
res primos y sus combinaciones de dos 4 dos, tres 4 tres &c., resulta
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que dos néimeros enteros no tendrin por divisores comunes mas que
los factores primos comunes 6 las combinaciones comunes de estos fac-
tores.

Luego el mdximo comun divisor de dos 6 muchos mimeros es
el producto de los factores primos comunes 4 ellos ,_ elevados respcc-
tivamente 4 la menor de las potencias 4 que se hallan elevados en
los numeros propuestos.

Consecuencia.—Todo divisor comun de muchos nimeros divide d
su mdximo comun divisor. (Esta proposicion ha sido ya establecida
en el n.° 52, aun cuando limitando su aplicacion no mas que 4 dos
nimeros.)

150. Esta propiedad da lugar 4 un nuevo medio de determinar
el miximo comun divisor de dos nameros A y B, y es el siguiente:
empiccese por buscar todos los divisores del numero A segun el mé-
todo deln° 114 y en seguida los de B; hecho esto, el mayor de los
divisores que sean comunes d ambas tablas serd el divisor pedido.

O bien, despues de haber descompuesto los dos numeros dados
tan solo en sus factores simples (n.° 144), se hard un producto de
los factores primos comunes elevados repentinamente & la menor de
las dos potencias 4 que se hallen elevados en los dos numeros.

Sean por ejemplo los dos nimeros 2150 y 3612 cuyo mdximo
comun divisor se quiere hallar.

2150 | 2 3612 | 2
1075 | 5 1806 | 2 .
215 5 93| 3 2 x 43 = 86.
43| 43 31| 7
43 43

Resulta por los divisores simples de 2150..... 2,5, 5, 43,
yporlos de 3612....cc0iinnnnnnceicceena..2,2,3,7,43.
Luego 2 x 43 186 es el maximo comun diviser pedido.

(Ademss se ve que 5X 5625 y2x3X7 642 son Ios cocientes
de la division de 2150 y 3612 por 86.)

* 151. Este procedimiento es casi siempre menos sencillo que el
que por lo regular se emplea, sobre todo cuando en la précuca se hace
uso de las siguientes modificaciones:

Supuesto que el maximo comun divisor de dos nfimeros no se com-
pone mas que de los dos factores primos comunes 4 ellos, se puede
suprimir en uno de dicho numero un factor comun suyo que no se
halle en el otro.

Tambien se podré (si se quiere) suprimir un factor que sca cvi-
. dentemente comun & los dos, con tal que al fin de la operacion sub-
siguiente se compense dicha supresion multiplicando el resultado halla-
do por el factor suprimido.

Observemos por otra parte que sicndo el maximo comun divisor
de los dos nameros (n.® 52) el mismo que el que hay entre el menor
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namero y el primer resto, entre este y el segundp &c...., resulta
que estas supresiones pueden hacerse tambien en cada una de las
operaciones que abraza el procedimiento.

Apliquemos lo que acabamos de decir & los dos ntmeros 2150
y 3612,

Desde Juego se ve que 2150 contiene al factor 5, y ademis 4 25
que no entra en 3612: asi pues, suprimiremos & este tltimo y ten-
dremos 86 por cociente.

Del mismo modo 3612 contiene al factor 3, que por otra parte
no entra en 2150: suprimasele pues, y el cociente que resulte
sera 1204.

Ahora bien, como 2 es evidentemente factor comun & los dos
numeros 86 y 1204, tendremos la cuestion reducida 4 hallar el m4-
ximo comun divisor entre 43 y 602. )

Dividiendo 602 por 43, se halla un cociente exacto 14: luego 43x2
1 86 es el maximo comun divisor pedido.

Sean los dos nuevos mimeros 377 y 249.

Suprimase desde luego el factor 3, comun solamente 4 249, y la
cuestion quedara reducida 4 hallar el maximo comun divisor entre
377 y 83; en cuyo caso pasemos & aplicar el procedimiento 4 dichos
dos numeros.

Dividiendo 377 por 83 se tiene por cociente
4 y por resto 45; pero en lugar de dividir 83 4
por 45, como se observa que 45=32.5 y los —_—
factores 3 y 5 no entran en 83, sc podrin su- 377183
primir dichos factores en 43, lo cual da por co- 45|
ciente final la unidad. De donde se infiere que
377 y 83 y por consiguicnte 377 y 249 son primos entre si.

Cuando se ests ya algo familiarizado con estas operaciones, las mo-
dificaciones que acabamos de presentar abrevian mucho la préctica
del procedimiento. Por lo deméis nosotros al presentarlas en estos Ele-
mentos solo hemos consultado su necesidad en la investigacion del
md.timo comun divisor algebrdico.

152, Puede suceder tener que hallar el méximo comun divisor
de mas de dos nimeros.. He aqui la regla que en este caso debers se-
guirse:

(A fin de abreviar el discurso representaremos las tres palabras
mdximo comun divisor por las letras m. ¢. d.)

Para hallar el m. c. d. entre muchos nameros 4 la vez es necesa-
rio buscar el m. ¢. d. primeramente entre solos dos de estos niime-
ros ; en seguida el m. c. d. entre €l que acaba de ser hallado'y un
tercer namero; despues el m. c. d. entre este ultimo comun divisor y
un cuarto namero, y asi sucesivamente.

Sean pues A, B, C, E, F.... los nimeros propuestos: llamemos D
alm.c.ddeAyByD aldeDyC, y segun los principios ante-
riormente establecidos pudemos decir cue 1V es el m. ¢. d. de A, B, C.
En efecto, el m. c. d. de A, B y C dcbiendo dividir 4 A y B, divide

.
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asimismo s D, que es su m. c. d. (Véase n.° 52); por otra parte di-
vide 4 C, y por tanto debe dividir 4 1Y, que es por hipétesis el m. c.
d.de D y C. Ahora bien, dividiendo D’ 4 D, divide 4 A y B: asi
D’ divide 4 A, B, C, y por consiguiente 4 su m. c. d. Luego este u/-
timo niimero y D’ son reciprocamente divisibles uno por otro; luego
son iguales.

Por el mismo conslgulente, el m. c. d. que hay entre A, B, C, E -
debiendo dividir 4 A, B, C, divide asimismo 4 1)/, que es su m. ¢ d.;,
pero tambien divide 4 E luego debe igualmente dividir al m. c. d.
D" que hay entre D/ y E. Por otra parte dividiendo D’/ 4 D/, debe
dividir 4 A, B, C; divide tambien 4 A, B, C, E, y por consiguiente
4 su m. c. d. Siendo este wltimo namero y g reciprocamente divi-
sibles uno por otro, son iguales.

Continuese asi la operacion.

NorA.— A primera vista se concibe la gran ventaja que puede
haber en la prictica operando desde luego sobre los dos numeros me-
nores, pues que el m. c. d. pedido no podra ser mayor que el que
haya entre estos dos nameros.

Mediante este procedimiento se hallara que el maximo comun dx-
visor entre los nameros 504, 756, 1260 y 2058 es 42.

Tambien podra procederse dmde luego 4 hallar los cuatro dlvnsores
simples y operarse para dos numeros como queda dicho en el n.° 150.
" >133. OBSERVACIONES SOBRE LAS FRACCIONES 6 QUEBRADOS IRREDUC-
TIBLES.—Se llama quebrado 6 fraccion irreductible (n.® 54) aquel que
no puede ser reducido d una espresion menor que la que le es propia.

Resulta evidentemente de esta definicion que los dos terminos de
un quebrado irreductible son primos entre si, pucs si tuviesen otro
factor comun ademas de la unidad, podria obtenerse dividiéndolos por
€l una espresion mas sencilla para el quebrado, lo cual seria. contra-
dictorio al principio establecido. v

Y reciprocamente, fodo quebrado cuyos términos son primos entre
si es irreductible.

a .
Efectivamente, representemos por 3 el quebrado propuesto cuyos

términos a y & son por hipétesis primos entre si y por 3 igual al
primero.

, de donde ¢ = —

Se tendr 2 ad
tendr:; —b— 2

c

d
ad

Pero es asi que ¢ es un numero entero; luego 3 debe &rlo tam-

bien; y como por hipétesis & es primo con a, resulta (n.° 128) que &
debe dividir &4 d, y se tendra d = b¢.
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Sustituyendo el valor de d en el de ¢ se obtiene

¢=T=aq.

.

Esto prueba hasta la evidencia que para que un quebrado ;c sea

a
equivalente 4 otro 7 cuyos términos son primos entre si, es necesa-
rio que Jos dos terminos ¢ y d sean equimultiplos de a y b.
a
Luego la fraccion 7 ™ puede ser equivalente 4 ninguna otra

menor.

De aqui resulta que cuando se han dividido los dos términos de
un quebrado por su maximo comun divisor, e quebrado restante es
irreductible; proposicion que hemos enunciado, aunque sin demos-
trarla, en el n.° 54.

154. De lo que acabamos de decir puede inferirse que dos quebra-
dos irreductibles no pueden ser iguales, & no ser que haya identidad,
bien en to 4 los adores 6 con respecto & los denominadores.

Asi es efectivamgente, pues que siendo irreductible el primer que-
brado, sus dos términos deben ser primos entre si, y por eonsiguiente
para que el segundo le sea igual, es necesario que sus dos términos
sean equimiiltiplos respecto de los del primero; y como el segundo
quebrado tiene tambien sus dos términos primos entre si, estos deben
ser simplemente iguales 4 los del primero. —

+ § IIL Fracciones decimales periddicas.

-— 1535. La valuacion de un quebrado en fraccion decimal, esto es,
en décimas, centésimas... de la unidad principal, da lugar 4 circuns-
tancias que merecen de por si se les examine detenidamente; mas an-
tes de darlas 4 conocer vamos 4 recordar el procedimiento que sirve
para reducir un quebrado 6 fraccion decimal.

Ya bemos visto (n.° 91) que para hacer esta reduccion es nece-
sario, despues de haber colocado un 0 en el cociente y una coma 4
su derecha, 1.° poner & la derecha del numerador un 0y dividir el
numero resultante por el denominador, lo que da en el cociente de-
e/mas y un resto; 2.° poner un nuevo O & la derecha del resto hallado
Y proceder en seguida ¢ su division por el denominador, operacion
que da centésimas y un segundo resto; y 3.° poner d la derecha de
este resto otro 0 y dividirlo vor el denominador: continuese asi esta
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serie de operaciones hasta haber obtenido el grado de aproximaciowr
que se quiera.

Ahora bien, es evidente que poner sucesivamente & la derecha de
los diferentes restos tantos ceros como cifras decimales se quieren
hallar equivale 4 escribir todo seguido 4 la derecha del numerador del
quebrado propuesto todos estos ceros, es decir, & multiplicar el nume-
rador por la unidad seguida de tantos ceros como cifras decimales se
quieran hallar, & dividir el producto resultante por el denominador y
d separar hdcia la derecha del cociente el numero de cifras decimales
pedido; pues segun el procedimiento que por lo comun se observa en
la division de los niimeros enteros, es bien claro que es preciso para
continuar la division bajar 4 la derecha del resto hallado la siguiente
cifra del dividendo.

Esta observacion nos servird de mucha utilidad para demostrar las
dos propiedades siguientes:

156. 1.2 Todo quebrado cuyo d ‘nador no contenga ofros FAC-
TORES PRIMOS que 2 y 5, no pucde reducirse 4 fraccion decimal de un
LIMITADO numero de cifras; es decir, que al cabo de cierto namero de
eperaciones deber4 llegarse 4 un resto igual 4 0, en cuyo caso la frac-
cion decimal obtenida espresa el valor exacto del quebrado propuesto.

Ademis si este es irreductible (lo que siempre podra suponerse),
el numero total de las operaciones que haya que efectuar, estard
representado por el mayor de los dos esponentes de 2 y 5 que entran
en el denominador.

Asi | hd713113l7 ed beio 1
i los quebrados =, o= 70 quue pueden ponerse bajo la

forma

no pueden reducirse 4 un quebrado decimal de un Zmitado nimero
de cifras.

El primero y tercero dan lugar 4 3 operaciones, el segundo 4 2 y
el cuarto 4 4.

Asi se hallan por sus valores decimales

0,875; 0,52; 0,275; 0,2536;

lo cual podrs comprobarse muy ficilmente haciendo la reduccion &
decimales, segun el procedimiento que ya sabemos.

Para conocer bien 4 fondo esta propledad observemos que 10,
100, 1000... siendo iguales 4 2.5;22.52; 23.53 .. para hacer la
reduccion 4 decimales se mulllpllca (n.° 155) el numerador por lﬂ
100 1000 el producro resultante debera ser divisible por 2.5; 22,52
23.53..; luego si se multiplica este numerador por la unidad segmda
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de tantos ceros como unidades hay en el mayor de los esponentes de
2 y 5 que contiene el denominador, el producto resultante ser4 por
precision miltiplo de este denominador.

Lnego el namero de operaciones que se debe efectuar es imitado y
asimismo igual al mayor de los esponentes de 2 y 5 que entran en el
denominador.

157. 2.2 Todo quebrado cuyo denominador contenga uno 6 muchos
factores primos que no sean 2 y 5 y que tampoco eniren en el nume-
rador, da lugar & una fraccion decimal de un numero de cifras LiMI-
TADO ¢ INFINITO. Ademis esta fraccion decimal es PERIODICA; es decir,
que despues de cierto nimero de operaciones se reproducen las mismas
cifras decimales halladas y en su mismo é6rden.

En efecto, la multiplicacion del numerador por 10, 100, 1000...
1o hace mas que introducir en él los factores primos 2 y 5 elevado
cada uno & cierta potencia; asi es que el faclor primo que se supo-
ne existir en el denominador sin entrar en el numerador, no se ha-
llara (n.° 129) en el producto de este por una potencia cualquiera
de 10. Luego sea cual fuere el nimero de ceros afiadidos, no se podra
obtener un producto exactamente divisible por el denominador, y las
operaciones se estenderan por lo tanto hasta lo infinito.

Es ademés periddica , porque como segun el procedimiento del né-
mero 155 cada resto que se obtiene es menor que el divisor que per-
manece consfante, resulta que cuando se hayan hecho aZ menos tantas
operaciones como unidades hay en el divisor menos una, se debers en-
contrar 6 volver 4 uno de los restos ya obtenidos.

Luego escribiendo un cero 4 la derecha de este resto, se tendr4 un
nuevo dividendo parcial semejante 4 los anteriores, y puesto que el
divisor es el mismo, el nuevo cociente y el nuevo resto seran igual-
mente semejantes 4 los que habian dado el primer dividendo y divi-
sor. Escribiendo 4 la derecha de este resto otro cero, se obtendra el di-
videndo parcial que seguia inmediatamente al primer lugar hallado, y
por lo tanto el cociente que le corresponde. Contintiese asila operacion.

Luego con arreglo 4 esto se tendra que ciertas cifras del cociente
deben reproducirse periédicamente y en el mismo érden.

Hagamos algunas aplicaciones. '

158. PriMER EJEMPLO.— Propongimonos reducir 4 decimales el

: 6
quebrado -
Para esto bastard aplicar la 60 7

regla del n.° 91. En este ejemplo 40 0,857142‘857142 e
el periodo comienza despues de la .

6.2 operacion, es decir, despues 10
de tantas operaciones como uni- 30
dadcs mcnos una contiene el di- 20

~ visor 7. 6
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1
SEGUNDO mnmr..—Soa propuesto el quebrado 3—;’

En este ejemplo el periodo principia 130 37
despues de la 3.2 operacion., esto es, mu- 190 W
cho antes que lo que debiera ser si nos 50
guidramos por el nimero de unidades 13
que contiene el divisor 37.

7

TERCER 'EJEMPLO.— —-4—

875 .

Aqui la fraccion decimal es limitada, aun- 1470 875
que el denominador 875 6 7 X 125 contenga al 5950 {5 o8
factor 7. Pero observemos que este mismo fac- 7000
tor se halla en el numerador y que suprimién- 0000

: - 1 21 .
dolo arriba y abajo se halla —12—2-? 6 3% quebrado que segun lo estahle-

cido en el n.° 156 puede reducirse 4 una fraccion decimal de un ni-
mero limnitado de cifras.

29
CUARTO EJEMPLO.——
84

En este ejemplo el perio- 290 ) 84 :
do no se manifiesta hasta des- 380 WQNOQ .
pues de la 3.2 operacion, con 440 i

la particularidad de que las 200
dos primeras cifras no entran 320

4 formar parte de él, al paso 680
que en los dos primeros ejem- 800
plos propuestos el periodo prin- 44

cipia desde la primera cifra decimal.

Las fracciones decimales periédicas cuyo periodo comienza desde la
primera cifra decimal se llaman fracciones periédicas simples, y aque~
llas cuyo periodo no tiene lugar hasta mas adelante, fracciones pe-
riddicas misias.

~-159.  Acabamos de ver que algunos quebrados reducidos 4 fraccio-
nes decimales dan lugar 4 fracciones decimales periédicas.

Y reciprocamente, foda fraccion decimalperiédica , simple 6 mista,
proviene de un quebrado que fdcilmenie podrd hallarse por la opera-
con inversa.

Esta cuestion da lugar 4 dos casos distintos: 1.° cuando la fraccion
periédica es simple, y 2,° cuando es misia.

Consideremos desde luego el primer caso y supongamos para ﬁ)ar

. mas Jas ideas una fraccion periédica simple cuyo periodo .tenga cinco
cifras.
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Sea 0,abcde abede abede ... la fraccion propuesta, y represente-
mos por x el valor incégnito de ella. Se tendra ®

x = O,abcdeabcdeabcdc...(l_).

Multipliquemos los dos miembros de esta igualdad por 105 & por
Ia unidad segulda de tantos ceros como cifras hay en el periodo, lo
cual se hace (n.° 86) adelantando la coma 5 lugares hicia la derecha,
¥ tendremos

105 £ 6 100000 X = = abcde, abede, abede ...

6 100000 X = = abede + 0, abede abdede . .. (2).

Si ahora se sustrae la igualdad (1) dela lgualdad (2), observando

que 100000 £ — =z = 99999 x
se obtendri 99999 x = abcde;
abede
Luego finalment, = ——
Lucgo finalmente x 99999 p

Lo que prueba que una fraccion decimal periédica simple es equi~
valente ¢ un quebrado cuyo numerador es igual al conjunto de las ci-
Jras del periodo, y el denominador & un nimero compuesto de tantos 9
como cifras hay en el periodo.

Asi la fraccion 0,351351351 ..... es equivalente, segun la regla

351
que acabamos de enunciar, al quebrado prry '

Este puede simplificdrsele atendiendo 4 que sus dos términos son
divisibles por 9. Suprimiendo, pues, este factor se obtiene el nuevo

quebrado 13191 ; y haciendo ahora tambien la supresion del factor 3 que

. 351
le es comun, se hallars finalmente por el quebrado 999 reducido 4 su

13
mas ‘minima espresion el quebrado —, 37 Juees el propuesto en el segun-

do ejemplo cuya resolucion vimos en el n.° 158.
Sca por nuevo ejemplo lo fraccion 0,03960396 . ..

6 sim-

0396
Siendo su periodo 0396, resulta que sers equivalente & 9995



DE ARITMETICA. 189
396 . .
plemente 4 3995° (Se suprime el 0 como initl en este caso para el

cilculo numérico, aunque ciertamente debiera tenerse en cuenta como

parte que hace del periodo.)
Como el factor 9 es comun 4 los dos términos de este resultado, se

le suprimir4 y tendremos F‘f—f, quebrado cuyos términos pueden di-
vidirse por 11; en‘cuyo caso suprimiendo este nuevo factor se.tie=

ne

039
131 por el quebrado mg— reducido & su mas minima espresion.

Haremos mencion de los siguientes ejemplos por ser notables cuan-
do se les considera en la préctica. ..

9
1.0 09999...= 5 =1;
\ 1
20" 0,012345679012345679 ... = ==
‘ 80
39 0,987654320987654320... = =

NorA.—Si la fraccion periédica contuviese algun entero, se harg
abstraccion de él, afiadiéndolo despues al quebrado equivalente ya re-
ducido 4 menores términos.

Asi, si nos proponemos hallar el valor de la fraccion 4, 162,162...,

. 162 8 6
tendra d 1 0,162162 ... = —— = —_—— = —;
se tendrd desde luego 399 i = 3
) ‘ 6 154
i t 162162... = —_ = —
y por consiguiente 4y 4+ 3 37

160. Pasemos al segundo caso, que es el de las fracciones perié-
dicas mistas. . ¢

A fin de generalizar mas la cuestion y de que se fijen bien las
ideas, supondremos que haya cuatro cifras antes del periodo y cinco en
el periodo.

Sea pues O,pgrs abede abede . . . la fraccion' propuesta.
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Ohservemos que multiplicando y dividiendo al mismo tiempe por
10000, se le puede poner bajo la forma

. .
——(pgrs, abcde abede...).
toooo P77 )

Ahora bien, la cantidad que comprende el paréntesis equivale se-

bede
gun la regla anterior 4 pgrs + ;—9;6’ 6 bien reduciendo el entero 4 que-

pgrs X 99999 + adede
99999
Luego si se representa por x la fraccion propuesta, serd
pgrs X 99999 + abcde
999990000  ’

pgrs X 99999 + abede
999990000

Pero este resultado es susceptible de una simplicacion que le hace
muy cémodo para las aplicaciones.
Como se tiene 99999 = 100000 — 1,
resultara pgrs X 39999 = pgrs 00000 — pgrs;
de donde pgrs x 99999 + abede = pgrsabede — pgrs.
Luego finalmente la fraccion propuesta tiene por ‘valor

brado, 4

10000 x =

y por consiguiente x =

' pqrsabede — p(;rc
* = 7"999990000

Lo cual prueba que cualquier fraccion periédica mista es equiva-
lente d un quebrado que tiene por NUMERADOR el conjunto de cifras de
la parte periédica y del primer periodo disminuido de dicha parte no
periédica, y por DENOMINADOR un niumero formado de tanios 9 como
cifras hay en el periodo y Seguido de tantos ceros como cifras con-
tiene la parte no periddica.

Sea por ejemplo la fraccion

'z = 0,3193069306.....

Aplicando la férmula precedente se halla

319306 —31 319275
999900 999900’

x =

6 dividiendo sucesivamente los dos términos por los factores 9, 25
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y 11 que les son comunes (Vcanse los caracteres de divisibilidad esta-
blecidos para estos tres nameros),

Propondremos para ejercicio las fracciones
16,285714285714...; 4,942857142857 1.5 5,52027027...
Pero en la aplicacion de las reglas anteriores se debera desde luego
prescindir de la parte entera, aunque despues se la afiada 4 cada uno
de los tres resultados reducidos 4 su mas minima espresion.

pqrsabede — pqrs
99999uLu0

conduce 4 resultados bastante notables.

Desde luego se ve ser evidente que efectuados los cilculos lndlcados
en el numerador, el resultado no puede terminar por uno 6 muchos
ceros, pues para que esto tuviese lugar, era necesario que algunas de
las ultimas cifras de pgrs fuesen las mismas que las correspondientes
de abcde; en cuyo caso el periodo no comenzaria despues de la 4.2 ci-
fra decimal como se ha supuesto. (Por ejemplo, si se tuviese s =g,
r =d, la fraccion primitiva seria 0,pgdecécdeabede..., y principiando
en la 3.2 cifra seria deabc.) Se ve, pues, que segun la reduccion de la
espresion (n.° 161) 4 sus mas minimos términos el resultado debera
ser un guebrado cuyo denominador contenga 4 los dos factores 2 y 5,
6 al mepos uno de ellos elevado 4 la 4.2 potencia, es decir, 4 una
potencia de un grado representado por el numero de cifras que no
hacen parte del periodo.

De aqui podemos deducir las dos proposiciones siguientes:

1.2 Todo quebrado cuyo denominador no contenga & algino de
Jos factores primos 2y 5, 6 es primo con 10 , da lugar , reducido 4
decimales , ¢ una fraccion periédica simple.

DEmosTrACION.—Si se pudiese llegar 4 una fraccion periédica mista,
resultaria que el quebrado equivalente 4 que se llega segun la regla
del n.° 160 reducido 4 sus menores términos, seria igual 4 la fraccion
propuesta ; pero como esto es imposible, porque se ha visto (n.° 153)
que un quebrado cuyos términos son primos entre si, 6 que es irre-
ductible, no puede ser igual 4 otro quebrado sino siendo los térmi-
nos de este equimultiplos suyos, resulta que el denominador del
quebrado propuesto seria multiplo de 2 6 de 5, lo cual contradice la
hipétesis que hemos admitido.

22 Todo quebrado IRREDUCTIBLE cuyo denominador conicnga d
uno de los factores 2 y 5 6 4 umbos, da lugar & una fraccion pe-
riddica mista cuyo periodo debe principiar despues de TANTAS eifras
&omo unidades contiene el mayor de los esponentes 2 y 5 que entran
en el denominador.

Primeramente se ve que la dicha fraccion periédica no puede ser
simple , porque la férmula para estas clases de fracciones siendo igual

74161, La férmula x =
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abede. . . .
99999....

dor no contiene 4 ninguno de los factores 2 y 5, sea segun la reduc-
cion 4 menores términos igual al quebrado propuesto cuyo denomi-
nador contiene estos mismos factores.

En segundo lugar, si » representa al mayor de los esponentes
de 2 y 5 que se hallan en el denominador , el periodo debe ‘princi-
piar despues de n cifras, pues suponemos por ecjemplo que comience
despues de (n—1) cifras; el quebrado equivalente & esta fraccion
periédica tendria un denominador que no contendria 4 los dos fac-
tores 2 y 5 6 4 uno de ellos elevado no mas que & la (n—1)" po-
tencia , y no podria ser igual 4 la fraccion propuesta, puesto que por
otra parte 4 cstos dos quebrados se les ha supuesto irreductibles.

, es imposible que esta ultima fraccion cuyo‘ denomina-

6 13
Por ejemplo, los quebrades 7037 (n.° 158) han dado lugar 4
fracciones periédicas simples , porque 7 y 37 son primos con 10 ; mas
29 :
no sucede asi con el quebrado 7 que da lugar 4 una fraccion peri6-

dica cuyo, periodo empieza despues de la segunda cifra, porque 84 es
igual & 22.21. '

Finalmente el quebrado ‘4 6’ pudiendo ponerse bajo la forma
145
Tt , debe dar lugar & una fraccion periédica cuyo periodo prin-

cipie despues de la 4.* cifra decimal.

Asi se halla por el valor de este quebrado reducido &decimales la
fraccion 0,3238636363....

162. Nos parece conveniente no levar mas adelante el estudio de
las fracciones decimales periédicas y limitarnos & observar que ciertas
propledadec anélogas teudrian lvugar en un sistema cualquiera de nu-
meracion cuya base fuese B.

A primera vista se concibe que para reducir un quel\ra&o é sub-
divisiones de B en B menores que la unidad , sera necesario conforme
4 la regla del n.° 91 multiplicar el numerador por B 6 10, es decir,
escribir uno d su derecha y dividir el preducto por el denominador,
lo cual daria en el cociente unidades B veces menores que las ante-
riores, 6 B* veces menores que la unidad principal, y asi sucesiva~
mente. Esto supuesto, tendremos que:

Todo quebrado cwyo denominador no contenga d otros faclores
primos que los que eniren en la base B reducida & subdivisiones de
B en B veces menores que la unidad, da lugar & una fraccion ir-
reductible de un LIMITADO numero de cifras, y fodo quebrado IRRE-
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DUCTIBLE ciyo denominador contiene factores primor diferentes de los
quc componen la base , da lugar &.una fraccion PERIODICA v de un
numero INDEFINIDO de cifras &c.

Hay otras muchas propiedades que bien podrin acertar 4 enun-
ciar y demgstrar los principiantes, reflexionando detenidamente sobre
los principios anteriormente establecidos, pues no vienen & ser mas
que consecuencias de ellos. .

¥+ - § IV. De las fracciones continuas *.-

163. Las fracciones continuas provienen de la valuacion aproximada
de aquellas cuyos términos siendo considerables son .4 1a vez primos
entre si. . .

L . 159 :,
Para comprenderlo mejor, sea la fraccion 193 cuyos dos térmi-

nos son primos entre si, como es facil comprobarlo, y por &sta razon
es (n.° 153) irreductible.

Si se deja la fraccion bajo esta’ forma » NO serd muy facil formarse
de ella una idea clara y cxacta, y por eso vamos 4 darla la siguiente
forma fundandonos en un principio de los quebrados.

Si se dividen por 159 los dos términos de la fraccion, lo cual

R B
no altera su valor, tendremos —,—(;;—, 6 efectuando la division in-
493
159
1
3 4+ 16

159
Esto supuesto, si hacemos abstraccion por un momento del que-

dicada en el denominador,

@ e 0cececs00ccrsss 0@

6 , 1
brado g» veremos que la_fraccion resultante 3. ¢ mayor que la

primitiva, puesse ha disminuido al denominador.

s
£

* Algunos de los numeros de este parrafo suponen cononmne,nos
algebraicos mas profundos que los presentados en la introduction” del
capitulo V; pero los discipulos no deben pararse en esto, 'sino volver
4 &otudlarlo cuando se hallen mas familiarizados con las operacwnes
del A]gebrz, 6 cuando comozcan la necesidad de examinar csta
teoria. - .
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se le sustituye

194
) 16
Por otra parte, si en lugar de despreciar 4 459

la nueva fraccion Z es’ menor , pues .

1
1
por 1, lo cual da — e t 4
que se la ha aumentado el denominador.

De donde podemos inferiv que la fraccion

“Esta observacion da ya una idea bastante

se halla com-

1
493

1 1
prendida entre 3 y -4-

exacta de dicha fraccion.
Si se quisiese dbténer un grada mayor de aproximacion, no habria
16 159

mas que operar con ——o- como con VTR

Haciendo . la operacion aniloga se tendr4
. 1

6 1
159 [/ 159'% 9+ 15
, _ , 1
y entonces la propuesta se reduce & — -
3+ L
16
. . 15 .4 ,
Si se desprecia & 16 % tiene - , que es mayor que Y dedonde
D e o K] .ol «159 Iy . - ‘
se sigue que | € menor que 293 ; ¥ como se reducé
= : 3.4+
3+ 9 . . + g

9
"6 & 25" resulta que la propuesta estars eomprendrda en=

5 — 1
28 2
X9 o

. 1( ! . . : .
' 28 —27

‘ 1 .
e 3 YQS:.,: . .
3x28 84

La diferencia de estas dos ultimas fracciones es
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[ [ 1 .
por lo que se ve que el error que se comete tomando 3 por el va-

\ 1
. lor de la fraccion propuesta, es menor que )

15 4 15
Operando sobre Tg Ccome sobre las anteriores, resulta =

1 1
= ————, que se puede poner bajo la forma siguiente:

16 1
N 1

‘ . -
L9

w

14—

PR t B 15 IS

NI : 1 o
‘Despreciemos & = y resulta que el niimero 1 6 1 es mayor
LY .

1 16
6 — es menor que

13, de dond
e 1g 7 e donde TR T TN

16
9+

1
1
1 B | 10 159
Luego : 6 — 6 37 © mayor que TER
1 10,
94 1 B
+ T

s

159
D: lo que facilmente se infiere que ———

793 etd comprendido entre

9 .10 e h :
y de Jos que el primero es menor y el segundo mayor nela-

57 W .
tivamente comparados con ka fraccion propuesta.
i 9 1

. . A.. o1 1,0
Y‘v Aaen&o la diferencia Ae estos dos gmbradpa EI— 23 6 —SE;’ s¢

sigue que el error cometido wm&o,‘, 61»&- porel valer de la

fraccion ;xopumta e wenor que —-.

'
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Ya vemos cémo mediante esta serie de operaciones se llegan & re-
ducir 4 términos minimos de fracciones que dan valores muy apro-
ximados, otra fraccion cuyos términos son considerablemente ma-
yores.

La espresion

342
9 +

1
1 —_—
+'15

es lo que propiamente se llama una fraccion continua.

En general se entiende por fraccion continua una fraccion que te-
ne por numerador la unidad y por denominador un entero mas una
fraccion cuyo numcrador es la unidad y él de inador la unidad
mas otra fraccion , y asi sucesivamente.

Muchas veces el niamero propuesto es mayor que la unidad, y en
este caso para generalizar mas la definicion de una fraccion continua,
es necesario decir que una fraccion continua es una espresion com-
‘puesta de un entero: mas una fraccion que tiene por numerador la
unidad y por denominador &c....

-1

Tal es la mprbsion a + —T
b+—_i- "
c+

d+...
a,bye,d. . . . .. siendo nameros enteros. -
164. Reflexionando ahora sobre la marcha que hemos seguido para

159 : .
Teducir 4 fraccion continua , se observa que se ha dividido 493

493
por 159, lo que ha dado 5 por cociente y 14 por resto; en. seguida
159 por 16, que ha dado 9 por cociente y: .15 por resto; despues 16
por 15, cuyo cociente ha sido 1 y cuyo resto tambien 1: de donde
es bien facil inferir el siguiente procediniiento para reducir: un'i'que-
brado 6 un numero fraccionario 4 fraccion continua.

Opeérese sobre la fraccion propuesia:como para hallar *sw rhdxi-
mo comun divisor (Véase n.° 52) , haciendo estensiva la operacion
hasta hallar un resto igual & cero, y los cocientes sucesivamente
hallados serdn los denorinadores ‘de los quedredos que . deber cons-
tituir la fraccion continua.

Cuando el mimero propuesto es mayor que la unidad, el primer
cociente representa la parte -enlera queentra ¢ formar parte de lo
Jraccion continud.
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Con arreglo 4 este procedimiento és muy ficil reducir & fraccion

tinua los 4 ebrad 65 829
continua los dos qu raosmy %7
He aqui la tabla de operaciones:
12 2 3 2 2 1 2
RS
149 | 65 | 19 | 8 3 2 1
19 81 3] 2 1 0
15 1
Luego. ... —— = ———— . .ii000senns
149 1
é 2 +
3+
2+
. _‘“‘1 1
+3
22 |22 113 |19
829 |347|135| 7 |58 |19 1 ’
135 ) 77| 58] 19 |- 1 0
829
dedonde. 2 =2+ 1 c e cesscscene
347 1
2 4+ 1
1+
. i+3+ Y
J 19

"t Las fracciones continuas gozan  de una multitud de propiedades °
cuya investigacion ha sido objeto de los trabajos de los mas célehres
gedémetras. Nosotros nos hemos limitado 4 presentar aquellos que son
puramente elementalés, cuyo uso és muy frecuente y cuyas demostra-
ciones estan fundadas en los primeros principios del Algebra, aconse-
jando 4 los principiantes que gusten poseerlas 4 fondo y conocer de
ellas mas amplios detalles, lean con detencion las Adiciones de La- -
grange al Algebra de Euler.

eomnT
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DEFINICIONES.

* 165. Recordemos la fraccion continua general

1
1

a+
6+

1

c +
d +

que consideraremos representando el valor de un nimero fraccionario
designado por x.
1 1
Se llaman fracciones integrantes las fracciones 7' T a7
cuyo conjunto constituye la fraccion continua, y cocientes incomple-
tos los denominadores &, c d.... (Se les da este nombre & dichos deno-
minadores,, porque &, por ejemplo, no es mas que la parte entera

~ del numero espresado por 5+ ; cla del apr&do por-...

c+

c+

; ¥ asi sucesivamente.)

a +
€ + e *

Y por el contrario se ha dado el nombre de cocientes completos
1

& las espresiones & + y €+

d+
d+ ... . e+

¢+

de las que &, ¢, d, e.... no son mas que las partes entéras.
Cada cociente completo contiene ademas de la parte entera todos
. los cocientes de la fraccion continua, pues que por el desarrollo 6
descomposicion sucesiva de cada cociente se hallan los que siguen. El
ultimo cociente completo, que no es otra cosa que el denominador de
la ultima fraccion integrante, debe ser al menos igual 4 2, segun la
naturaleza del procedimiento establecido para reducir un gquebrado
cualquiera 4 fraccion continua.
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Se Nlaman reducidas los resultados que se oblienen reduciendo su-
cesivamente 4 un solo namero fraccionario cada una de las espresiones

1 1
a+-b-, a+ 2K IR

1
b -
[

Tambien se les lama fracciones convergentes, porque como de-
mostraremos mas adelante, estos resultados se aproximan cada vez mas
al néimero reducido 4 fraccion continua, 4 medida que.se toma mayor.
nimero de fracciones integrantes.

FORMACIQN DE LAS REDUGIDAS CONSECUTIVAS.

166. Veamos si hay un medio #icil y sencillo de formar estas di~
ferentes reducidas.

La primera es @, que puede ponerse bajo la forma ;

1 . - ab+41
La segunda es @ + 3 6 reduciendo el entero 4 quebrado, 7

1
Para obtener la tercera representada por a + ,
1
&+ —
c

'

' 1 . ‘
bastar4 sustituir en la segunda & + g en lugar de &; pues que si se

L
representa 5 + — por &, se tendrs

/

. 1
‘espresion que no difiere de sinc en que &’ 6 &+ = sustitu-

ye & &.
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Hagamos la sustitucion y se tendrs para la tercera reducida

a(b+1)+1 ab+ = +1 -
1 c c
a+ 6 6 ’
1 1
b4 = b+ - P
4 c (3

6, reduciendo los enteros 4 quebrados y multiplicando ambas partes
(ab+1)c+a
T b+t
Por el mismo consiguiente la cuarta se obtendrs sustituyendo en

por ¢,

1
la tercera ¢ + Z o lugar de ¢, lo que darad

1 ab+1
(ab+1)(c+ ;)+a (@ +1) e+ e

a+

' 1 1 o b
AP 6(.c+;)+1 bt ~+1
d

’

6 reduciendo los enteros 4 quebrados y multiplicando ambas partes
((ab+1)ct+a)d+ab41
por d,
(Gc+1)d+o

Sin necesidad de pasar mas adelante se podra observar que el nu-
merador de la tercera puede obtenerse multiplicando el numerador de
la segunda por el tercer cociente ¢ y afladiendo al producto el nume-
rador de la primera fraccion. En cuanto al denowminador, se forma
del mismo modo por medio de los denominadores de la segunda y
primera fraccion.

El numerador y denominador de la cuarta reducida se obtienen
igualmente multiplicando los dos términos de la tercera por el cuarto
cociente d y afiadiendo 4 ambos productos los dos términos de la se-
gunda fraccion.

Si_se observa detenidamente cémo se han formado la tercera y
cuarta reducida, se verad que esta ley de Jformacion debe hacerse es-
tensiva 4 las reducidas siguientes, proposicion cuya verdad vamos 4
demostrar ahora; y para hacerlo en general y con todo el rigor;mate-
matico nos valdremos de los medios que nos presenta el Algebra.

Haremos ver que si esta relacion tiene lugar para tres reducidas
consecutivas, cualquiera que sea el lugar que ocupen, tambien’lo debe
tener para la reducida siguiente, porque habiendo sido reconocida
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como aplicable 4 la tercera, lo serd asimismo 4 la cuarta; siéndolo 4
esta, lo sera 4 la quinta, y asi sucesivamente.

P R
Sea pues P’ %, i; tres reducidas consecutivas, r el cociente in-
. . _ R
completo al cual nos hemos atenido para formar 4 J7* ¥ supongamos
R P :
_que se tenga A —g,:r-%,— (suponiendo 4 R y R’ respectivamente

iguales 4§ Qr +P y Q'r + P/).

. 1
Afiadamos ahora una nueva fraccion integrante — 4 continuacion
: s

S :
der, y sea ¥ la reducida correspondiente: es claro que para formar

S . . . ‘R .
E ad habra mas que sustituir en'la espresion de T sl + .

y se tendra

1
Q (r+ ‘)+P
S s _(Qr+P)s+Q _Rs+Q

§= 1 =Qr+7)s+Q Ws+Q '
Q'( )+P"

r4¢ -
§

donde se ve que % se deduce de las dos precedentes segun la ley ante-

riormente enunciada. Luego esta ley es general.

Asi pues, el numerador de una reducida cualquiera se forma
multiplicando el numerador de la reducida anterior por el cociente
incompleto que le corresponde, y uiiadiendo al producto el numerador
de la reducida precedente de dos lugares 4 la que se quiere formar.
E! denominador se forma SEGUN LA MISMA LEY por medio de los dos
denominadoreés anteriores. o ‘

Nota.— Cuando el niimero reducido 4 fraccion continua 6 v €s

_ ) 0
menor que la unidad, se sustituye la espresion e vez de a, con

el objeto de que se pueda formar la tercera reducia JFsegun la ley que
supone se hayan formado necesariamente las dos primeras. :
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Propongémonos por ejemplo formar las reducidas consecutivas le
la fraccion continua :

é5 . 1
19 — 0 h
24—
3+——1— .
24—
24—
1 1
+§-
0 1
Resulta para las dos primeras reducidas i3

Para formar la tercera multiplicaremos el numerador 1 de la se-
gunda por 3 y afadiremos 0 al producto: multipliquese en seguida el
denominador 2 de la segunda por 3 y aiiadase al producto el denomi-

3
nador { de la primera, lo que dar4 7

Del mismo modo se halla por las reducidas siguientes:

7 17 24 65
16°.39° 55’ 149

Asi tambien se hallars por las diferentes reducidas de la fraccion

829 ° 165)
307 (Véase n. )

continua procedente de

167. CONSECUENCIA DE LA LEY ANTERIOR—Resulta de esta ley que
los términos de las diferentes reducidas aumentan 4 medida que se
loma mayor niimero de fracciones integrantes, pues que el numerador
6 denominador de una reducida cualquiera. es al menos igual 4 la
-suma de'Jos numeradores 6 de los denominadores de las dos reducidas
que la preceden.
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PBOPIEDADES DE LAS REDUCIDAS.

168. PriMERA PROPIEDAD.—Si se toma en los dos ejemplos ante-
riores la diferencia de dos reducidas consecutivas cualesquiera, con-
viniendo en sustraer si¢émpre una reducida de la que le sigue, se ten-
dré constantemente por esta diferencia +1 6 — 1, segun que la se~
gunda de las dos reducidas que se consideran es de érden par 6 impar;
permaneciendo por otra parte el denominador de la diferencia igual
al producto de los denominadores de las dos reducidas.

Asi en el primer ejemplo se tiene
1 0 41

2 1 2x1

cuya propiedad vamos 4 demostrar que es general.
Para esto tomemos en la fraccion continua general tres reducidas
' R
l?,‘ ’ ‘67 ’ W
> ’
' R Q RQ’ — QR
Tendremos }? — ~Q—, =\ —Wv.
Y segun el n.° 156, R = Qr + P, R’ = Q'r + P’/
Sustituyendo en vez de R y R’ estos valores en el numerador de la
diferencia anterior, se obtiene

R _Q _ (@+PQ@—Q@Qr+P)
TS RQ ’
6 efectuando los calculos y reduciendo,
R _Q PQ—QV
Al Ui

consecutivas, cualesquiera que sean, como

R
Por lo cual se ve que el 'm?merador‘de la diferencia A -g—; es

numéricamemente igual, aunque con signo contrario al de la diferen-

. QP 6QP’-—.PQ’ .
ja — — 6 —————. "
P QP , .
Es decir, que Jos numeradores de dos diferencias consecutivas son
numeéricamente iguales, bien que con signos contrarios.
De modo que si se consideran las dos primeras reducidas
a ab+ 1 ab + a  +1

— tendra —_——— = ——
17 13 se fendr b 1 bx1

C
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y segun lo que acabamos de decir, el numerador de la diferencia si-
guiente debe ser — 1, el de la tercera + 1, y asi sucesivamente.
Luego en general el numerador de una diferencia cualquiera es

+ 1 sila segunda de las dos reducidas que se consideran es de or-
den par, y — 1 si-es de impar. Por lo que toca al denominador, des- -
de luego se ve que debe ser igual al producto de los denominadores de
las dos reducidas.

169. CONSECUENCIA DE LA PROPIEDAD ANTERION.—Una reducida de

cualquier drden % (formada segan la regla del n.° 166), es siempre

una fraccion 6 un nimero fraccionario irreductible.

En efecto, supongamos por un memento que R y R’ tengan un
factor comun % ; y como segun la propiedad precedente se tieme
RQ/ — QR/ = == 1,resulta que

RO —QR BY QR _ _ 1
h A h A

—_

Pero es asi que el primer miembro de esta igualdad es un nvimero
entero, pues que R y R’ son divisibles por %, al paso que el segundo
miembro es una fraccion; luego es absurdo suponer que R y R’ no sean
primos entre s.

De aqui resulta que si se reduce & fraccion continua un quebrado
cuyos términos no son primos entre si, y se forma en seguida en todas
las reducidas inclusive la ultima, el quebrado no aparecera bajo su
forma primera, pero si reducido ¢ su mas minima espresion, es de-
cir, sin el m4ximo comun divisor de sus dos términos.

Sea por ejemplo el qucbradc»—-—quegé Z se quiere reducir 4 fraccion
eontinua. ‘
Reducido & fraccion continua, es
1
28 e
924 1
2+ 1
14 i
hd 14 ]
14 1
9
y las redacidas son:
0o 1 1 2329
1727375877 '
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aiélado del

‘ 3
La tltima reducida ‘;,—3 es el valor del quebrado 922

factor comun 12, pues si se‘mu]tiplican por €l sus dos términos res- -

. 348
pectivamente, se tendré dicho quebrado T

170. SecunpA proPIEDAD.—Recordemos la fraccion continua ge-

neral xr=a+

vb+1

-¢: +

d4+ c.ieee

F4cilmente se reconocer4 por un razonamiento anilogo al que hi-
cimos en el n.° 163 sobre un ejemplo particular, que el valor de x estd
- comprendido entre la primera y segunda reducida, entre la tercera y
tuarta, y asi sucesivamente; de donde podra inferirse por analogia que
en general e valor de x estd comprendido entre dos reducidas conse-
cutivas de cualquier orden.
Sin embargo, vamos 4 demostrar esta propiedad bastante interesan~
te de un modo mas general. .

Sean al efecto dos reducidas -consecttivas % g - de un 6rden cual-

P . Q.
quiera, y propongdmonos déterminar 1as diferencias & ~— — P X — Q .

Ohseryemos que si en la espresion de la reducida siguiente %7 6

‘ . \ ) ’ ’
Q";P- se pone en lugar del cociente incompleto v, el cociente com~
Qr+ P S
. 1 : .
pleto y, 6r + s D o . Ny
s + '
[ A JTERE

en el que r no es mas que la parte entera, resultars de nuevo el valor
del nimero reducido 4 fraccion continua, pues que en tal caso se ten-
dr4 1a reducida de la fraccxon comrnua ‘total. - “ o

A . A Tyvy vy RN
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Resulta, pues, segun esta observacion

_ Y+P
Uy + ¥
P _Q+P P . (QF —PQ)

dedomde x — — =~ ~ __ —_ _ —— "
€ donae x P/ QIJ' + ' pf (Q’_’r-l-P/)P'
y  +_Q_@+P 0 P —QF

Q Qr+P¥ Q@  @Qy+P)Q
6 4 causa de QP — PQ’ = == 1, PQ/ — P/ = == 1 (n.° 1B8),
P__Fy
PQy + PP
Q_ %=1t
QO Qr+P)Q’

y como los nameros y P, P/, Q, Q’ son por su ‘naturaleza esencial-
mente positivos, se deduce que los dos resultados anteriores, deben te-

x —

R o
ner signos contrarios; luego si se tiene x > 6 < P debe resultar ne-
cesariamentex < 6 > (%,, lo_que quiere decir que si €l nimero redu-

cido 4 fraccion continua es mayor.6 menor que la reducida g ¥ este

mismo nimero es Wenor 6 mayor que g 556 tendra por resultado final

que el valor del numero reducido ¢ fraccion continua estd siempre
comprendido entre dos reducidas consecutivas de, cualquier 6rden que
sean.

OBSERVACION.—Si la reducida (%, es de 6rden par, ¢l numerador

dela dlferencla entre g -y ll: -6 QP’ PQ’ ser4 positivo é lgual é +1

(n.° 168), asi pues, tendremosx > y x <g,, dedonde r¢sul.m que
todas las reducidas de érden par son fraccmnes mayores, y todas las
de drden zmpar son menores que el numero reducido d fraccion con-

tinua.
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1714. TercERA PROPIEDAD.—Una reducida de cualquier dérden da
un valor mas aproximado & x que la que la precede.
Efectivamente, consideremos las dos diferencias del n.° 170. Como
se tiene (n.° 167) Q' > P/, se sigue que el denominador (Q’y + P/)Q’
es > (Qy + P')P; por otra parte y es > 1; y por esta doblé

razon la diferencia entre x y (Qf es pumericamente menor que la que

P
hay entre x y P

OBsnnvmlou.—Supuesto qué segun la observacion del n. 2 170 las
reducidas de érden par son fracciones mayores, y las de #mpar me-
nores que el valor de x, y ademas en virtud de lo demostrado amte
riormente las reducidas convergem cada ver mas hiacia el valor de «
4 proporcion que se separan de la primera reducida, deberemos inferir:

1.° Que las reducidas de 6rden par disminuyen de valor 4 me~
dida que se separan de la segunda; y 2.° que al contrario las reda-
cidas de érden impar aumentan de valor segun se van separando de
la primera.

172. CwARTA PROPIEDAD.~EI grado de apronmaclon qué da cada
reducida puede valuarse de muchos modos.  °

Supuesto que (n.° 170) el valor de x est4 comprendida.entoe dod

P
reducidas consecutivas, cualesquiera que sean, v. g. 7 %,, resulta que

1
la dlferenc:a entre x y una de estas reducidas debe ser menor que —-—; P T
que es la que existe entre las dos reducndas. Luego bien podemos infe-
rir que el error cometido al tomar una de estas reducidas por el va-
lor d¢ x es menor que la ynidad dividida por elprnduc(o de-qua geng~
minadores.

En segundo lugar, puesto que la diferencia entre x y 6.—,, baciendo

ahstraccion del signo, ests espresada (n.° 170) por = g + P') Q’
tiene y > 1, de donde Qr + P’) Q’ > @Q +P)Q, reQultaré pog
precm(m

: t . «\,'.'1,‘-.‘
—7< Tl
y a fortiors x—g—,<vQ—tz— » ";]1
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Asi la diferencia entre x Q—- el e}'ror cometido al ¢ Q
r Q al tomar (? por

el valor de x es menor que la unidad dividida por el producto del de-
nominador de la reducida multiplicado por la suma de este mismo
denominador y del de la reducida anterior; 6 con mas sencillez, aun-
que 1o con tanta exactitud, que la unidad dividida por el cuadrado
del denominador de la reducida en cuestion.

Nora.—Es de advertir que las tres propiedades que preceden estan
fundadas en el mismo célculo que la del n.° 170: esto hace que las
demostraciones puedan retenerse con mas facilidad.

173. QUINTA Y ULTIMA PROPIEDAD.—Una reducida de un drden
eualquiera se aproxima al valor de x no solamente mas que cualquie-
ra de las reducidas que la preceden, sina tambien que algun otro que=
brado cuyo denominador sea menor que el de la reducida en cuestion;
de modo que se puede asegurar no haber otra fraccion que en Zrmi-
nos mas sencillos de un valor mas aproximado al de x.

Sea 9—7 la reducida que se considera y 1, una fraccion cualquiera
: m

tal, que se tenga m’ << Q’: en este caso podra decirse que ﬁ, no
m

Q
QI

* En efecto, observemos desde luego que la fraccion 727 no puede es-
. m

mas se aproxima & x que

N ‘ P

tar comprendida entre % Y 7 Pues para que esto tuviese lugar seria
. . . m P mP — Pm’

necesario que la d:fem.ncxa entre - y PP 4 saber, —p ,

fi éri t: ! 1 ha Q P
uese num {mmen e menor ql‘be F/_Q-/’ .que eslaque y egtre }—)—,- y 17;

To que es imposible,” porque mP’ — P/, numero entero, es al menos
iguals 1, y m’P’ es menor que P'Q’ en virtud de la hipétesis m’ < /.
(No puede suponerse mP’ — Pm’ = 0, pues entonces se tendria
T-,, = %, y siendo la fraccion % idéntica 4 la reducida %7 que prece=

de, la proposicion quedaria demostrada.
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N st . e et . ‘ e p
Supuesto que x estd comprendido entre p7 y g—, Y que seguu lo

: . . g N m
que acabamos de decir no tiene esto lugar respecto de la fraccion —

resulta necesariamente que si se escriben estos dos mimeros por érden
de su magnitud, no podrin formarse mas que las dos combmauoms
siguientes :

- 0

P
P,y Xy Q,’ /,6bln ,’ Ty ——

Q
Q/
. . . . . m
En el primer caso es evidente que la diferencia entre x y — es
i m

mayor que la diferencia entre x y o _
. P
En el segundo es mayor que la que hay entre y —, ¥ con mu-

AY

Q
&.

Por lo dems4s, esto no es otra cosa que lo que facilmente no podra
menos de reconocerse calculando segun el procedimiento del n.° 170

cha mas razon mayor que la que existe entre x y

la diferencia x — "—’, y comparando su espresion 4 la de la diferen-
m

cia ¥ — Q—; establecida en el mismo ndmero.

174. Para terminar la teoria elemental de las fracciones continuas
indicaremos el uso que de ella puede hacerse en la valuacion aproxi-
mativa de un quebrado irreductible cuyos términos son muy grandes.

Se reducird desde luego el nimero propuesto & fraccion segun el
procedimiento del n.° 164; y en seguida se formardn las reducidas
consecutivas segun la ley del n.° 166. De este modo se obticne una
serie de quebrados alternaticamente mayores y menores que el nime—
ro propucsto (n.° 170), entre los que se clije el que de el grado de
aproximacion que se qu;ere obtener. Este grado esté (n.° 172) espre-

Q
:ado r s en el supuesto dc ser — la reducida
PP @+ ®) 02 Q'

en cuestion. La reducida debe ser (n.° 171) de un drden tanto mas, 11.6‘
tante cuanto lo esté el grado de aproximacion que se quiere haliar, .

14

- :

s
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Propongimonos por ejemplo valuar apronmadamente la relacion
de la circunferencia al didmetro.

Se sabe que esta relacion espresada en decimales con la diferencia

de una cienmilésima préximamente es 3,14159 6 -?’—lils—g.

100000
Reducido, pues, este valor 4 fraccion continua, se tiene

i:.ﬁ;zz“ =3+ — 1
7 +
PR
1+
o541
1 -}-1 T
7; +7,

" lo cual da para las reducidas consecutivas segun la ley del n.° 166
3 22 333 355 9208 9563 76149 314159
1’77 1067 1137 2931’ 3044 24239 100000

22
Tomando , Por el valor del numero propuesto, se cometeria un

error menor que —; pero ‘esta reducida da adem4s un gra-

1
7+ 1) 56
do mayor de aproximacion, porque como el nimero propuesto ests

22 333 22
comprendido entre AT tesulta que - difiere de este nuamero

e a cantidad menor que 22 333 r tafito ¢l 0
n una T —_———— 0
ue 7 =" e © 72’ ¥ POr fanto € yerro
. - T ., .2 1
cometido es mucho menor que oo~ Asi pues, este 5 6 3 7 e la

fraccion que frecuentemente se emplea para espresar la relacion de la
circunferencia al diametro. Esta es a relacion dadh por Arqul‘medes.

La cuarta reduclda

355
3 que no es mucho mas comphcada que

3
-1—36— da un valor bastante aprotimado, porque estando comprendidd
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el nimero propuesto entre 355 9208 resulta que la diferenci
o — u L { a ncia en-
peop 113 ' 2931 1

‘ 355 1
tre este nimer: '0 — €S menor que¢ ———————— fraccion ue es
METE € 113 x 2931’ 1

evidentemente menor que 0,00001. Es de notar que las dos fracciones
355 314159
113 ° 100000

tante sencillos, dan en decimales la misma aproximacion por la rela-
cion de la circunferencia al didmetro. Esta es la relacion dada por
Adriano Mecio. Las reducidas que siguen son bastante complicadas para
ser sustituidas con ventaja al namero propuesto.

No llevaremos mas adelante el exdmen de las propiedades de los
nimeros; pero si aconsejaremos 4 los principiantes que en estando fa-
miliarizados con el analisis algebraico lean con detencion las dos obras
tituladas: Teoria de los Niimeros por Legendre y Disquisitiones Arit-
metica de Gauss, obra traducida con mucha perfeccion por M. Pou-
let-Delisle.

de las que la primera est4 espresada en términos bas-
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CAPITULO VI,

Formacion de las potencias y estraccion de las raices
cuadrada y cibica de los mimeros.

§ L Formacion del cuadrado y estraccion de la raiz
' cuadrada.

175. NoCioNES PRELIMINARES.—Se llama cuadrado (n.° 108) 6
segunda potencia de un nimero el producto de este namero multi-
plicado por si mismo 6 el producto de dos factores iguales 4 ¢, y
raiz cuadrada 6 2.* de un numero es un segundo nimero que mul-
tiplicado por si mismo 6 elevado al cuadrado da por resultado el nu-
10ero propuesto.

Asi el cuadrado de 7 es 49, y reciprocamente la raiz cuadrada de
49 es 7: del mismo modo el cuadrado de 12 es 12X 126 144, y la
raiz cuadrada de 144 es 12.

La formacion del cuadrado de un némero entero 6 fraccionario no
exije de por si procedimiento alguno particular, pues basta maultipli-
car por si mismo el nimero cuyo cuadrado se quiere formar conforme
4 las reglas establecidas.

Pero no sucede asi con la estraccion de la raiz cuadrada cuyo ob-
jeto es : dado un niimero, hallar otro segundo que mullplicado por si
mismo le reproduzca. Esta cuestion exije, pues, v.1a operacion esencial-
mente distinta de todas las hasta aqui espuestas, y es de un gran in- .
terés en la Geometria y el Algebra.

Supuesto esto, siendo los diez primeros niimeros

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, d
cuyos cuadrados son
1, 4,9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100,

resultars por reciprocidad que los niumeros de esta segunda linea ten~
drén por raices 4 los de la primera.
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Desde luego se ve que entre los ntaimeros enteros de una 6 de dos
cifras no hay mas que nueve que sean cuadrados de otros nimeros
* enteros : los demis tienen por raiz cuadrada un entero mas una
fraccion.

Asi 53, que se halla comprendido entre 49 y 64, tiene por raia
cuadrada 7 mas una fraccion. Del mismo modo 91 -tiene por raiz
cuadrada 9 mas una fraccion.

*176. Pero lo mas notable es que un mimero entero que no es
cuadrado de otro entero, tampoco puede tener _por raiz un numcro
fraccionario exacto. '

Esta proposicion que 4 primera yista parece una paradoja, es
una consecuencia del principio establecido (n.° 130) relativo 4 la di-
visibilidad de los numeros. En efecto, para que un nimero fracciona-

3 a . ' .
rio exacto, 3 pueda ser considerado como la raiz cuadrada de un
. i ' ‘a a a? i
nimero entero, es necesario que su cuadrado’ — X — 6 ~5 sea igual
. : : 6 6 a*
4 un ndmero-entefo. Pero esto es: imposible,” pies que partimos de

a
una hipé6tesis bastante admmda Y saber, que 7 se reducldo a su
mas minima espresion ; y como a?, 52 no tienen (n.° 130) otros fac~
tores primos que:los que éntren en a y &, pues estos dos ultimos nu-
meros son primos eatre 8i y lo:cual no- tleno lugav cona®y 5%, re-

2 . . R .
a
sulta que 6—2 es un numero ﬁacczonan.o‘ zrreduct:ble ¥ no pﬁede por

lo tanto ser igual & un mimero entero.

La r#z cuadrada de un nimero : entero que no s :mdmio de
ningun otro nimero entero , no pudiendo ser espresada por un. néme-
ro exacto, se Uama nimero inconmensurable é irraciondl; es décir, que
no puede medirse exactamente por medio de la-unidad.- Au \/ 2, \/ 5,
V11 son numeros inconmensurables 6 irracionales. "~ i

En este caso se dice que el namero propww no es cuadrado pera
Secto. . S

177. La dlferencla de dos cuadrados perfecto.v conqeuutwoxes tanto
mas considerable cuanto mayores sean las raices de ellos: 1a; eqhmon
de esta dlferencla es bastante atil de conocer. : N

Sean , pues, dos nimeros enteros consecutivos @ y (a +1). -

Se :endra (00 112) (a + 5)2=(a+b) fat )= a? 4 2ab + 62,
de donde haciendo & = 1, resulta - (a4 1) = a? 4+ 2 +1.

La diferencia entre (a + 1)2 y a2 es2a+1, por lo que se ve que
la difercncia que hay entre los cuadrados de: dos numeros.enteras
consecutivos es igual al duplo del menor de estos dos nimeros mas
una unidad. Asi pues, la diferencia de los cuadrados de 348 y de 347
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es igual & 2 veces 347 mas 1 6 695: 6 bien en otros términos, los
cuadrados de 347 y de 348 comprenden 694 numeros enteros, que no
son. cuadrados perfectos.

Establecidas ya estas nociones, propongimonos hallar un procedi=
miento para estraer la raiz cuadrada de los nimeros , dando principio
por los enteros.

.178. ESTRACCION DE LA RAIZ CUADRADA DE UN KUMERO ENTERO. —
Coma la estraccion de la raiz euadrada de un naumero de una 6 de
dos cifras es bien ficil mediante la sola inspeccion de la de los nueve
primeros nimeros (n.° 173), pasaremos 4 la de un namero que conste
de mas de dos cifras, por ejemplo de cuatro. Asf pues, propongémo-
nos estraer la. de 6084. " ,

Estando este numero compuesto de

mas de dos cifras, su raiz constars de mas 6084 |78
de una: por.otra parte es menor que 4.9 —
10000, que es el cuadrado de 100; luego —_— 148
no podré tener ni mas ni menos de dos 118.4 8
cifras, es decir, que deberd constar de 1184 —
decenas y unidades. Luego si se designan 1184
lis decenas por a y las unidades por &,.se. o | . T.. Q|

tendra (n.° 177)
sosz (a +b)2 —a+ 2ab+b’

| P e :
de donde rpbdri mfenrse qpe el cuadrada de un .«nﬁmero compuesto
de decenas y* unidades se.compone deJ cundrada: de las:decenas , del
duplo del producto de las decenas por las unidades y del cuadrado de
las unidages. . .

Esto supuesto, si en el nimero 6084 se pudlera poner en evnden-
cia el cuadrado de las decenas.de la rais, seria bien facil obtener. las
decemaa; pero-no pudiendo dar el .cuadrado de un nitmero &xacto de
decemas:mas.que un niumero. ¢¥acto de centenas, resulta que este cua-
dradoi deberd hallarse por precision.en.la parte 60 4. la iequierda de
Jas deos Gltimas cifras, que por esta raron se las separa por un punto;
anunciando tambien que puede contener ademas de las decenas las
centenas; 'y, miles procedentes de- los otres términos del cuadrado.
Ahora bien, 60 estd comprendido entre los dos cuadrados 49 y 64,
cuyas raices respectivas son 7 y 8; luego 7 es'Ja cifra de las decenas
buscada, pdrque 6000 est.evidentemente comprendido entre 4900 y
6400, que son los cuadrados de 70 y 80; y otro tanto pedrd decirse
respecta de 60B4. Asi pues, la rair pedida se compone de 7 decenas y.
de ciertd mumero de unidades menor que diez.

Hallada ya la cifra 7 de lad decenas, se la ucnlnrﬁ 4 la derecha
del numero dado, scparindola por una linea vertical ; en seguida se
resta su cuadrado 49 de 60, lo cual da 11 por resto, 4 cuyo lado de-
beran bajarse.las otras dos ufras 8 y 4. El multado 1184 de esta
primera operacion contiene todavia el duplo del producte de las dece=
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nas por las umidades y el cuadrado de las pnidades. Pero como de-
¢cenps multiplicadas por unidades no ppeden dar en el productg uni-
dades de un 6rden. menor gue las decenas, resulta que la dltima ci-
fra 4 no hace parte del: duplo de] producto de las decenas por las
nuidades, y este dohle, producto se halla, por 1o tanto en la parte de
Ia 1(.qu|erda de 118 que se separa de la cifra 4 por un punte.

.. Luego si se duplican las decenas, lo cual da 14, y se divide 118
por 14, el cociente 8 serd la cifra de las unidades 6 una cifra ma-
yon.que lx de Jas unidades. Este cociente po .puede. ser muy pequeilo,
pues:que conteniendo 118 el producto. del duplo de las decenas 14
per. Jas umdades, ¢s necesario que se pueda sustraer el producto. de
14 por la_cifra que se ensaya; pero si. pucde ser muy grande, porque
118, cqphem ademas. de este doble grod,qcto las decenas procedentes
del cuadrado de Jas unidades. Para cergiogarse si el cociente 8 espresa
6 no las umd.ada , basu ucnblrla 4 )a derecha de 14, Jo que da 148,
¥ en. seguida debajo de:si mismo y multiplicar 148, por 8: De este
modo pe tendra formada, 1.% el cuadrado de las ynidades, y 2.% el du-
plo. del. preducte de. las decenas por las uaidades. Por ‘otra parte,
efectuqda estp mull,lpllcchu resulta 1184 mumero igual al resulfado
de la, primegy operagion; y venhpandg la qugtr;q;lon, da 0 por resto,
lpego?&galaraugedda Wowed g

- Enefecta, resplta de las operaciones, antgrigres. que se ha sustrai-
d.osucuwamente de 6084 el cpadrado de 7, decepas 6 de 70, mas
el duplq del pl;odacto de 70, por: 8 ,.mas.gl (;uad,rado de 8, es decn',
las tres parlm que entran 4 formar, e cuadradp de 7048 678, y
como el resultado de la spstragcian es.0,. ae sngue que 6084 es lgual
al cuadrado de 78.
. Sea, propuesta; gor, segundo ejemplo, el numero 841 cuya raiz
cuadruda se quiere estrger.
.. Estando este Ramerg qon;prcndndo en- |

tre 100 y 1000, su raiz debe componerse , .. 8.4 1 | 29

de .dos, cifras, 6, de decenas y unidades., 4 A
Probaremos, pues, como en el ejemplo an- . - —— . .| 49

terior, que.la.raiz del mayor cyadrado .~ 4 4 1 9
contenido en 8 6 en la parte de la izquier- 44 1

da de las dos altimas cifras es I3 cifra. de m
las decgnas de la raiz. El mayor cuadrado g M
contenido en 8 es 4, cuya raiz es 2: esta
es la cifra de las decenas. Si se sustrae el cuadrado de 2 6 4 del
namero 8, quedan 4: bajando al lado de este resto el periodo si-
guiente 41, se obtiene 441, resultado que comprende tambien el du-
plo del producte de las decenas por las unidades , mas el - cuadrado
de las unidades.

Asimismo podrs probarse, como en el e)emplo amenor, que si se
" separa gon un punto la ultima cifra 1, y se divide la parte de la iz-
quicrda 44 pot 4, duplo de las decenas , ¢\ cocieple serd lg cifra de
las decenas, 4 no ser que sca mayor (ue esta cilra. En .este ejumplo
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" el cociente es 11, y es evidente que no se puede tener mas' que 9
para las unidades (pues que -esto seria suponer que la cifra halladd
para las decenas no era verdadera). Por lo tanto ‘Serd necesario’ hacer
. Ja‘prueba com' 9: para edto-sé colocar4 el ‘9 & -la derecha del 4
duplo de las decenas, y despues debajo de si-rnisma, multiplitando
49 por -9; y como ésta multnphmcuon da el producto 441, que es
igual al resultado de la pnmera operaclon, se tendrad que 29 es la
raiz pedida. -
- Reflexionando sobre ‘el procedumento que acabamos de emplmr
para estraer la raiz cuadrada de un nwmerc dé fres’ 6 cuatro n/ra:;
se vera que consta de dos operaciones principales. ‘La primera consiste
‘en estraer la raiz del mayor cuadrado coiitenido eni'la parte " de i
izquierda y en sustraerle este cuadrado dcépues de ‘kaber separado
las dos ultimas cifras de la derecha. Esta rair débers ‘espresar por
precision las decenas de la raiz total , porque €l ciadiado de esta raiz
seguido de un cero y el mismo cuadrado seguido ‘tainbien de -otre y
aumentado en una unidad comprenden al niinero ‘propuesto. 'La se-
gunda consiste en dividir la parte de la xzquierda por el duplo de Ia
eifra ya hallada en la raiz despues de haber bajado las- dos cifras
siguientes y separado la ‘@ltima de’ ellas por medié de un -punto. El
cociente debera espresar las unidades, 4 menos que no sea filucho' mat
'yor; y para cercidrarse’ ae $i tiene lugar lo contrario, se’ formata el
cuadrado de este cociente y' el duplo de las decenas por él: Si la 3ﬁma
obtenida es igual 4 la prinfera operacion 6 menor que ella’, podrﬁ ase-
gurarse que dicho cociente Yepi'esenta las ‘unidades , y debers escri+
birsele 4 la derecha de las decenas:‘en el ciso contra‘no se le dnmmui-
r4 en una 6 muchas unidades.

Osseavacion. —En' la investigacion' de” la raiz ‘cuadrada’ de un
nimero no puede obtenerse desde luego el ‘cuadrado de' las unidades;
porque este cuadrado da en general (n.° 175) decenas que se ¢ombinan
con las que da el producto de las decenas por las unidades; dé¢ modo
que es imposible determinar con toda exactitud en'qué parte del ni-
mero propuesto se halla el cuadrado de las unidades.

Elejiremos para ultimo ejempls un mimero que no sea un cua-
drado perfecto: sea 1287.

Aplicando el procedimiento que ya co-

nocemos , se obtiene por raiz 35 y 62 por 1 2.87: :35
resto, lo cual indica que el numero 1287 = 9 : —_
no es un cuadrado perfecto y que estd com- —_ - 65
prendido entre el cuadrado de 35 y el de - 3 8.7 - 5
36. En efectd, el cuadrado de 35 es 1225 325 —

y el de 36 es 1296, numero que de & 325
1225 en 75 6 en 35x2+1 (n.° 177). 2

*  Asi cuando un numero entero no es

cuadrado perfecto , mediante el procedimiento establecide se halla Za
raiz del mayor cuadrado confenido en ¢l, & bien Ia parte entera de
la raiz cuadrada de este numero.

n



DE ARITMETICA. 217
Mas adelante veremos c6mo se obtiene aproxmadamente la frac-
cion que debe: completar la raie.
=179. Pasemos 4 la estraccion de la raiz- cuadrada de un nlimero
de mas de-cuatro cifras, :
Sea 56821444 el nﬁmero propnuto.

56.8 2.1 4.4 4 | 7538
49 .
R 145 1503 15068 :
- 78.2 1 s 3 8
.7 28
—_— 798 - 4509 120544
57 1.4 S
4509
1205 4
12057

S | B

- " Pasando el ndmero propuesto de 10000, su raiz debe ser mayor
que 10, es decir, que debe tener mas de dos cifras. Pero de tddos
modos , siémpre se podra considerar como una colectiotj ‘de unidades
vslmpla y de decenas (pues que desde luego se deja ver que un na-
mero cuatjuiera 5367 paede descomponerse en 5360+ 7 "6 536 de—
cenas mas 7- unidades).

“El cuadiado de esta raiz 6 el ntimero propuestd se tompone de tres
partes, que'son cuadrado de las decenas, duplo del producto ' de las
decenas por-las unidades -y cuadrado de las unidades; 'y como el cua-
drado de s decenas da por lo mi¢nos centenas, resulta:que el tltimo
periodo 44 no puedé formar parte dé él, y si en la:parte de la iz~
quierda es en donde se halla este cuadrado.

Ahora bien, puede decirse que si se busca }a raiz del mayor ctia~
,drado contenido en 568214 considerado como esprmdo umdadu
simples, se tendrs el mimero fotal de las decenas de la raiz pedida. "

En efecto, sea @ la raiz del mayor cuadrado contenido en 568214 .
resaltar4 segun lo establecido que la raiz pedida deber4 tener al menos
un nimero @ de decenas, pues que a X 100 puede ser sustraido de
56821400 y a fortiori de 56821444; y por otra parte la raiz no po-
drs tener (@ + 1) decenas, porque (a + 1) siendo mayor que 568214,
se sigue que (z + 1)2 X 100 escede 4 56821400 en una centena por
lo menos, y de consigaiente es mayor que 56821444.

Luego finalmente la raiz pedida se compone de a decenas mas
cierto nimero de unidades menor que diez; y la cuestion quedapor
lo tanto reducida 4 estraer la raiz cuadrada del niimero 568214 con-
siderado por ¢l pronto como espresando unidades simples:

Razonando sobre este numero como sobre el anterior, tendremos
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(para hallag las decenas de su raiz) que estraer la raiz del mayor cua-
drado contenido en la parte izquierda de 14, es decir, en 5682; y
para. obtener las decenas de esta nueva raiz, hacer abstraccion. de las
dos ultimas cifras 8 y 2, y estraer la raiz del mayos . cuadrado con-
tenido en 56.

Fstraigase, pues, la raiz de 56 se tendri 7 (respectivamente al
cuadrado 49); se escribirs el 7 4 ]a derecha del mimero propuesto y
se restard 49 de 56, lo cual da por resto 7, 4 cuyo lado se colocard
el periodo 82 (puesto que ahora es necesario determinar la segunda
cifra de la raiz del mayor cuadrado contenido en 5682). Separando la
ultima cifra 4 la derecha de 782 y dividiendo 78 por 14, duplo de la
raiz hallada, se tendrd 5 por cociente, que se escribira 4 la derecha
de 14, lo.cual da 145; despues se escribe 5 debajo de 145, se multi-
plica 145 por 5 y'se sustrae el producte 725 de 782: 75 representa
en este caso la reunion 6 el conjunto de las decenas de la raiz del na-
mero 568214.

Para obtener las unidades se baja al lado del resto 57 el perio-
do 14, y se tendr4 el namero 5714, del que se separa la ultima cifra.
Dividiendo ahora 571 por 150, duplo de la raiz hallada, se tiene por
cociente 3, que se pone al lado de 150, lo que compone 1503 : escri-
biendo en seguida 3 debajo de 1503, multiplicando 1503 por 3 y sus-
trayendo el producto 4507 de 5719, quedara terminada . esta opera~
,;l;n, Ahora pues, 753 espresa. el nimero total de decenas. de la rais

ida., .

. Finalmente ,para hallar la cifra de las unidades se. h?»)ari -al lado
del resto 1205 el altimo periodo 44, y haciendo abstraceion de la aly
fima cifra, se dividira la parte izquierda. de 12054 por 1205, duplo
de la rajz hallada, y se tendra por cociente 3,. que.debera.escribinse &
la derecha de 1506, lo cual da 15068. Multiplicandg 15068 por 8 y
sustrayemdo el: producto 120544, se obliene por resta cero. Luego
7538% es Ja raiz pedida. Para cerciorarnos de Ja exactitud. de'la opera-
cion bastara rhulliplicar 7538 por. si mismo, segunla regla de la
multiplicacion aritmética.

. Comprendidas biep. las diferentes partes de la operacnon que.antes
tede, ficilmente se deducira la regla que sigue:

- Disidase el niimero en periodos de dos cifras cada uno comen-
Zando por la derecha (EL NUMERO DE PERIODOS ES IGUAL AL NUMERO DB
CIFRAS DE LA RA1z). Tomese la raiz del mayor cuadrado contenido en
24 primer perioda de le izquierda, que puede constar no mas que de
una sola cifra, y réstese el cuadrado de la cifra hallada del primer.
periodo de la izquierda.

Bdjese al lado del resto el segunda perzodo de la izquierda, del
cual se separard 'la ultima cifra por medio de un punte, y dividase
la pgrie izquicrda de esta cifra por el dyplo de lu vaiz hallada,
Escribase el cociente gl lado del duplo de la raiz, multipliquese el
niimero asi formado por este cociente y susirérgase. el producio del
#vimer 1eslo seguido del scgundo periodo.
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Bdjese al lado del nueco resto el tercer periodo, sepdrese la i~
tima cifra y dividase la parte izquierda por el duplo de la raiz ha~
Uada: escribase el cociente d la derecha de este divisor, multipligyese,
€l numerg asi formado por el cociente y sustrdigase el producto del
segundo resto seguido del tercer periodo. Continuese asi esta serie de
operaciones hasta que. se hayan bajado todos los periodos.

" Si hechas todas estas operaciones resulta algun resto, podrs dedu-
cirse que el niimero dado no es un cuadrado perfecto; pero si se co-
nocerd la raiz del mayor cuadrado contenido en €l, 6 lo que es la
mismo, la parte entera de la raiz cuadrada de este nimero. Este
resto debe ser (n.° 177) menor que el duplo de la raiz:ballada, mas 1,
pues de lo contrario las cifras de la raiz estarin mal determinadas.

180. Propondremos como nuevas aplicaciones estraer la raiz de los
nGmeros 17698849 y 698485: hechas las operaciones se hallara

V17698849 = 4207, V698485 = 835, con un resto 1260,

PRIMERA OBSERVACION. — En este ultimo ejemplo, luego que se ha
bajado el penultimo periodo y separado la wltima cifra, como. la parte
izquierda resulta ser menor que el duplo de la raiz hallada, puede
muy bien inferirse que la raiz no tiene unidades del 6rden de las de-
cenas, y en-tal caso debers ponerse un 0 en la raiz para que las cifm
ya obtenidas tengan su correspondiente valor relativo. .

SzGUNDA 0BsERVACION. — Resulta de la misma naturaleza del, pro-.
cedimiento anterior que e mimero de.cifras de la raiz es igual al
numero de periodos de & dos cifras que pueden formar.ve con el mi~
mero propuesto. Pero esta proposicion se demuestra & priori, esto cs,
sin necesidad de recurrir al enunciado del procedimiento., :

Efectivamente, el cuadrado de 10® ~ 1 6 del menor niimero de cifras
es igual 4 la unidad seguida de 2 (n—1) 6 de 2n—2 ceros que es-
presa el menor nimero de 2n—1 cifras.

Por otra parte el cuadrado-de 10" 6 del menor nigmero de (n+1)
cifras es igual 4 Ja unidad scguida de 2n ceros que espresa ¢} menor
namero de (2r+ 1) cifras.

Luego todo niimero compuesto de (2n + 1) cifras 6 de 2n al me-
Bos, es decir, un nimero que se puede descomponer.en n periodos de
4 2 cifras (de los que uno puede no tener mas que una), tiene su raiz
cofmprendida entre 107~ 1y 16%, y por consiguiente compuesta de n
cifras.

181. TERCERA OBSERVACION. — Muchas veces es ficil echar de ver
4 primera vista que un nimero entero no ¢s un cuadrado perfecto; y
he aqui los indicios que se reconoren como mas principales:

1.° Todo miimero par pudiendo ser espresado por 21, sy cuadra-~
do 4n? es esencialmente divisible por 4.

Asi pues, fodo numero que no es divisible por 4 (n.° 136) no es
un cuadrado perfecfo. Del mumo modo ¢l cuadvade de un numerq
impar (27 4 1) siendo (472 + 47 + 1) namero que dismipuido de
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una unidad se hace necesariamente divisible por 4, resulta que Zodo
nmumero impar que disminuido en 1 no da un resultado dzwsxble por 4,
no es un cuadrado perfecto.

. 2.° En general, todo nimero que teniendo un factor primo « no
es divisible por a2, no puede ser un cuadrado perfecto, pues que si la
raiz cuadrada de este ntimero fuese entera, no podria ser (n.° 130)
mas que de la forma an cuyo cuadrado a2n? es divisible por «2. Asi un
numero divisible por 3 6 por 5 debers serlo tambien por 9 6 por 25
para que sea un cuadrado perfecto. Por el mismo consiguiente un né-
wero divisible por 15 debe serlo por 225 (n.° id.) para poder ser un
cuadrado perfecto.

3.° Ningun nimero acabado en una de las cuatro cifras 2, 3
7, 8 puede ser cuadrado perfecto. Porque segun la composicion del
cuadrado de un ntmero que consta de mas de una cifra (n.° 175) las
unidades simples de este cuadrado no pueden provenir mas que del
cuadrado de las unidades de la raiz; es asi que formando los cuadrados
" de los nueve primeros niumeros, ninguno de ellos termina en las ci-
fras 2.3.7.8; luego ya es facil inferir que ningun mimero que termine.
en una de estas cuatro cifras puede ser cuadrado perfecto.

4.° Ningun nimero terminado en 5 puede ser cuadrado perfecto
si la cifra de las decenas no es 2. Esta propiedad se deduce de’ la
composicion del cuadrado de un namero de dos 6 muchas cifras. Las
dos ultimas del nimero propuesto no pueden en este caso provenir
del cuadrado de las unidades de la raiz, pues que siendo 5 la cifra de
1as unidades, el duplo del producto de las decenas por esta cifra debers
ser por precision cierto namero de centenas; y como el cuadrado de 5
es 25, resulta que el mimero debe estar terminado por 25.

5.2 Por ultimo, ringun nimero terminado por un nimero impar
de ceros puede ser cuadrado perfecto. Esto es evidente, pues que si la
raiz fuese exacta, no podria menos de ser un nimero entero terminado
por uno 6 muchos ceros, y su cuadrado deberia estarlo por doble mi~
mero de cervs, y por consiguiente por un numero par de ceros, lo
cual estaria en contradiccion con la hipétesis sentada.

ESTRACCION DE LA RAIZ CUADRADA POR APROXIMACION.

182. Cuando un numero entero no es cuadrado de otro ntmero
tambien entero, no se puede obtener (n. 176) el valor exacto de su
raiz cuadrada; pero si se puede aproximar cuanto se quiera el resul-
tado 4 su verdadero valor.

Antes de esponer las reglas relativas 4 la‘valuacion aproximada de
las raices cuadradas, es necesario establecer que el cuadrado de una

) . . oa | a a a
fraccion 6 de un nimero fraccionario 3 siendo - X = 6 ?, la

6 b

a2

. . ll
raiz-de ﬁ debe ser necesariamente 3
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Luego para estraer la raiz cuadrada de un quebrado cuyos tdrmz—

nos son cuadrados perfectos, bastard estraer la raiz cuadrada del

numerador y la del denominador, y én :eguzda dividir la primera
por la segunda.

Esto supuesto, propongamos en general estraer la raiz cuadrada

R |
de un numero a, entero 6 fraccionario, aproximada en - (Véase la

nota del n.° 93); 6 en otros términos, supongamos que se pide un
nimero que difiera de la raiz cuadrada de a en una cantidad menor

1
que la fraccion —.
_ n
Para obtener esto observemos que a puede ponerse bajo la forma

a)(n2
2

n

y por tanto si representamos por r la parte entera de la raiz cuadrada
de an?, este ntimero an? se hallara comprendido entre 2 y (r+1)3,

an? r2 (r+ 1)2

y lo estar4 entre "72' y : por consiguiente la raiz de a se
r? (+ ')2 - r
halla comprendida entre la de 5 ¥y lade — 3, esto es, entre -
r+1
y .n . ’

Luego finalmente % representa la raiz cuadrada de a aproximada

1
en una fraccion —.
Com

De donde se puede inferir el siguiente procedimiento: para estraer
la raiz cuadrada por aproximacion se multiplicard el niimero dado a
por el cuadrado del denominador n de la fraccion que determina el
grado de aproximacion que se quiere hallar, se estraerd la parte en-
tera de la raiz cuadrada del producto, y se dividird esta parte por
el denominador n.

Sea por pnmer ejemplo estraer la raiz cuadrada de 59 aprox:mada

1
4 su verdadero valor. en = poco mas 6 menos.

Gon arreglo al procedumento que acabamos de establecer se mul-
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tiplicard 59 por (1‘2’)2 6144, y se tendrs 8496, cuya raiz cnadrada
tiene 92 por parte entera.

92 93 1.
Luego — 6 ITha la raiz cuadrada de- 59 aproximada en 13 on
corta dnferencla.
Apliquemos, pues, & este ¢jemplo la- demostracion mas arriba es-
tablecida.

59x(12)?
. El namero 59 puede ponerse bajo la forma ....... (12)2
\ 8496
6 efectuando las operaciones indicadas en el numerador, ‘__( 122

Y como la raiz de 8496 con la difecrencia de una unidad es 92,
02  (93)?

12? Y ag?
92 93
1212

8496
resulta que — 35~ (12)? 6 59 se halla comprendido entre ———

Luego la raiz cuadrada de 59 se halla comprendida entre —-

9
es decir, que es mayor que 1  una fraccion menor que 130 ¥ me
93 . . 1
nor que — en una fraccion tambien menor que —.
12 12
92 93 8464 _8649
En efecto, los cuadrados de 57 de W Yy ——5 127 nt-
8496
meros que comprenden entre si & (12)? 6459

Propongimonos por segundo ejemplo el nGmero 31 ; cuya raiz
cuadrada se quiere determinar aproximada en oYY

2921 x (23)2 .
por (23)2 5——7‘—), 6 efectuando los

221
El producto de

calculos del numerador, 7 6 haciendo la division, 17701

’

116909 . 2
7

namero cuya raiz cuadrida aproximada en una unidad es 129.
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14 4 1
23 6 §— T la raiz cuadrada de 31 7pr6mmamenle o5

Nora.—En el ejemplo que precede se ha estraido la raiz cuadrada

Asi

2 2
de 16701 ‘-7- haciendo abstraccion del quebrado 7 » porque es bien
elaro que si 16701 estd comprendido entre: los cuadrados de 129 y
2
de 130, lo mismo debera tener lugar respecto de 16701 7

Esta observacion es aplicable 4 todos los casos en que sold sea nece-
sario conocer la parte entera de-la raiz cuadrada de un némero frac-
cionario: asi bastara considerar la parte entera contenida en esté né+
mero y estraer la raiz aprommada en una unidad.

Propondremos para ejercicio los siguientes ejemplos:

4

g 1
"\/11 = T = 3 T valuada en o de aproximacion.

59 3 |
\/ 223 = 7 = 14 —7 valuada en L de aproximacion.
40 40

17 18 9 1
'\/79i = —8 =8§— =238 % valuada en 5 de aproximacion,

11 20 20

22 1 .
'\/l. = — e valuada =5 de aproximacion.

El artificio que sirve de base al procedimiento de aproximacion de
la raiz cuadrada consiste en comprender el nimero propuesto entre dos
nimeros fraccionarios cuyo d inad sea el de la fraccion
que determina la aproximacion y cuyos numeradores no difieren en-
tre si sino en la unidad.

183. La aproximacion por deciriales, que estd mas usada €s una
consecuencia de la regla precedente.

Para obtener la raiz cuadrada de un ndimero entero aproximada

1 1 1

10’ Tuo’ tuve
€l ntmerd propuesto por (10)2, (100)2, (10(!0)2 i+ 4y €8 deeir; colocar
& li derecha del numiero, dos, cialro; seis . . .’ceros; después estraer
la raiz tuadrada Hel producto aproximada en nha vinidad y diidir
- esta raiz por.10, 100, 1000...

O en otros térmtinios, escribasé 4 la derecha del nimero propuesto
DOBLE NUMERO de ceros que cifras decimales se quieran hallar , estrdi-,

«+ oo €3 mecesario conforme 4 esta regla mlﬁhphcar
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gase la parte entera de la raiz cuadrada de este nueco nimero y se~
pdrese hdcia la derecha el de cifras decimales pedido.- .

Sea propuesto por- ejemplo estraer la raiz cuadrada de 7 aproxi-
mada en —l—.

1000 . - \

Escribiendo sei's ceros 4 la derecha del 7 se obtiene 7000000, néa-
mero cuya raiz cuadrada tiene por parte entera 2645. Asi 2,645 es la
raiz pedida, lo que indica que la raiz cuadrada de 7 est4 comprendida
entre 2,645 y 2,646. : .

Nora.—Como despues de haber escrito el nimero de ceros conve-
niente, es necesario dividir el numero dado en periodos de dos cifras
principiando por la derecha, puede muy bien dispensarse el escribir de
antemano los periodos de dos ceros, y colocar cada periodo cada vez que
se quiera obtener una nueva cifra en la raiz. .

He aqui el calculo para el ejemplo que antecede.

7 | 2645 ‘
30.0 4.6 | 52.4 | 528.5
6 4 5
2 4 0.0
30400

3975

Luego 2,645 es la raiz pedida.
Del mismo modo se hallarad

Y29 = 5,38 valuada en

de aproximacion.
100

Vv 227 = 15,0665 valuada en

— de aproximacion.
10000 :

OBseRVACION.—La fraccion decimal procedente de la raiz cuadrada
de un namero entero que no es un cuadrado perfecto, aunque com-
puesta de un namero Limitado de cifras, jamé4s podr4 ser periddica,
pues de lo contrario, como se ha visto (n.°® 159 y 160) que toda frac-
cion periédica equivale & un quebrado Zmitado, se tendria que un ni-
mero conmensurable era igual 4 uno irracional (.° 176), lo cual es ab-

rdo. . o
m184. Cuando el nimero cuya raiz cuadrada quiere determinarse
en decimales es fraccionario, pueden ocurrir dos casos: 6 ¢l numero
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propuesto es una fraccion decimal, 6 bien es un quebrado comun.
Examinemos, pues, por su 6rden cada uno de eslos casos.

PriMER CAso.—Estraer, por ejemplo, la raiz cuadrada de 3,425.

Como segun ]a regla del n.® 182 es necesario multiplicar este ni-
mero por ( 1000) 6 1000000, no habra mas que escribir #res ceros 4 su
derecha y suprimir la coma. Se tendrs mediante esta operacion 3425000,
ntmero cuya raiz con diferencia de una unidad es 1849.

1 d i . .
000 e aproximacion.

ReGLA GENERAL—Para estraer la raiz cuadrada de una fraccion
decimal se hard el numero de cifras decimales DOBLE del que se quiere
hallar en la raiz, lo cual se.consigue bien fdcilmente escribiendo un
numero conveniente de ceros & la derecha del numero propuesto; en
seguida haciendo abstraccion de la coma, se estraerd la raiz apro-
ximada en una unidad, y por ultimo se separard hdcia la derecha
de esta raiz el numero de cifras decimales pedido.

Esta regla es una consecuencia del procedimiento (n.° 89) de la
maultiplicacion de las fracciones decimales, en virtud del cual el cua-
drado de una fraccion decimal 6 el producto de esta fraccion por si
misma debe contener el duplo del namero de cifras decimales que en-
tran en la raiz.

NortA.—En el e¢jemplo anterior si se pidiese la raiz de 3,425 va-

Luego 1,849 es la raiz pedida valuada en

luada solamente en liu’ bastaria para multiplicar por (10)2 6 100

adelantar la coma dos lugares hacia la derecha, y se tendria 324,5,
pues que (N. n.° 182) haciendo abstraccion de la parte que esta 4 la
derecha de la coma, se estraeria la raiz cuadrada de 342 aproximada
en una unidad, y se hallaria 18 por esta raiz; y por consiguiente 1,8
seria la raiz pedida. '

SEGUNDO CAs0o.—Para valuar en decimales la raiz cuadrada de un
nuimero fraccionario cualquiera se reducird el nimero & decimales se-
gun el procedimiento del n.° 91, y se hard estensiva la operacion has-
ta que se haya hallado doble numero de cifras decimales del que- se
quicre obtener en la raiz; en seguida se operard como en el caso pre-
cedente.

310

Propongdmonos, por ejemplo , estraer la raiz cuadrada de -

1
uada €n =50

Desde luego se tiene segun el procedimiento ya citado

23,8461, y aplicando la regla del primer caso,
15
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310 1
—— = 4,88 valuada en ——.
13 100

N

He aqui nuevas aplicaciones de las dos reglas que preceden:

v 31,027 = 5,570 valuada en 0,001 de aproximacion.

v 001001 = 0,10004 valuada en 0,00001 de aproximacion.

v 2 — = 1,6931 valuada en 0,0001 de aproxlmaclon

-

1
\/;— = 0,886 valuada en 9,001 de aproximacion.

-~

OBSERVACIOKES IMPORTANTES SOBRE LA ESTRACCION DE LA RAIZ CUADRADA
DE LOS QUEBRADOS.

185. Hasta el presente hemos sapuesto que en la valuacion apro-
ximada de las raices el grado de aproximacion se indique de antemano,
y las trasformaciones que hemos dado 4 los nimeros propuestos han
sido consecuencias de esta suposicion. Pero hay’ cuestiones numéricas
para las cuales el grado de aproximacion no esta fijado, y en tal caso
es necesario someter los niameros 4 disposiciones’ tales, que permitan
formarse una idea clara y exacta del grado de aproximacion obtenido
para el resultado.

Para dar de esto una esplicacion mas clara propongimones estraer

' a
la raiz cuadrada de un quebrado > teniendo por denominador 6 un

namero primo 6 un ntmero cuyos factores no esten elevados en él mas
que 4 la primera potencia: tales son los nimeros 13,146 2x71, 5
6 3x5.

Multiplicando los dos términos de este quebrado por el denomina-

) b
dor & se obtiene ‘;—2 , y si se designa por r la parte entera de la raiz

ab
del numerador ab, se sigue que i 6 % se halla comprendido en-

e <r+1)2

tre 62

. Luego la raiz cuadrada de z esw comprendida
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r r+t
b

: asf pues, ;— representa la raiz de ;: valuada en
. 1
una fraccion representada por re

El resultado en este ejemplo no est4 aproximado mas que en- %;

pero si se quisiese un grado mayor de aproximacion, se buscaria la
. .

raiz cuadrada de ad aproximada en o por ejemplo (Véase el n.° 182).

, .
Representando ahora por % el valor de esta rais se tendrd que V a6

r /1 ' ab
estd comprendida entre o r » ¥ por consiguiente '\/%2 6

n
‘\/'a . R 41
Py enre;y b 3

r
Asi = ser4 el valor de % prézimamente una fraccion vepre-
tada :
r —.
sen Ppo vy
- . 7 .
Sea, por ejemplo, IES la fraccion propuesta.

7x13 91
)2 ; pero la raiz cua-

Esta fraccion se reduce 4 2 64
- (13) (13

drada de 91 es 9, con la diferencia de una unidad préximamente; lug-

9 ) . 1
8 3 la raiz pedida valuada en IV

Si se quiere mayor grado de aproximacion , se estraera la raiz cuas
drada de 91 aproximado en 0,01 (n.° 183), y resulta 9,53,

“a/7 953 953 1 o
Luego \/1—?’-= ; = 1300° 1300 de aproximacion.

' 9
Nora. — En este ejemplo hemos hallado 13 Porun valor aproxi-
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7 .
mado de la raiz cuadrada de e decir, una fraccion mayor que’

\

la propuesta. Y asi debe ser, pues que el cuadrado de una fraccien
es el producto de ella por si misma, y en la multiplicacion de los
quebrados propiamente tales el producto es menor que uno de los fac-
tores..

* El artificio de la trasformacion precedente, que consiste en muil-
tiplicar los dos términos del quebrado por el denominador , tiene por
objeto hacer 4 este un cuadrado perfecto, 4 fin de que el valor apro-
ximado de la raiz que se quicre estraer, sea representado por un que-,
brado exacto y se pueda juzgar acerca del grado de aproximacion ob-
tenido. Asi hemos dicho (n.° 8) quec no se puede formar una idea
clara de un quebrado 6 de un numero fraccionario sino concibiendo
la unidad dividida en un niimero exacto de paries iguales de las que
se {ome cierto numero.

- 186. Hay casos en que sc puede hacer al denominador de un que-
brado cuadrado perfecto sin nccesidad de multiplicar sus dos términos
-por él: estos son los que el denominador contiene un factor cuadrado
perfecto. En este caso basta multiplicar los dos términos por . el factor
que no lo es.

23
Sea , por ejemplo, el quebrado S

Observemos que 48 es igual 4 16 X3 6 4 (4)? x 3; asf multipli-
cando los dos términos por 3 se tendrd el quebrado equivalente

23x3 69
a)—,—x—?’- (12)2 y con cuya operacion el denominador queda hecho

un cuadrado perfecto. .

: - 1
Estrayendo ahora la raiz de 69 valuada en o de aproximacion

por ejemplo, lo cual da 8,3, resulta por la raizs pedida —— T30
préximamente.

En esta modificacion debe, pues, fundarse la dnsposncnon que de-
ber4 darse 4 toda fraccion decimal cuya raiz cuadrada quiera estraerse,
disposicion que consiste en hacer PAR el numero de cifras deamala
(si no lo es).

Sea pues la fraccion decimal 5,249.

Siendo el denominador de esta fracclon 1000 6 100 x 10, bastard
multiplicar por 10 sus dos términos, lo que se reduce 4 colocar un 0

4 la derecha del ntimero propuesto, y se obtiene 5,2490. Estrayendo
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la rais de 52490 aproximada en una unidad, se halla 229: asi 2,29

es'la raiz pedida valuada en 10 de aproximacion.

187. Casi todos los autores, al hablar de la estraction de la raiz
cuadrada por aproximacion, establecen como principio que para estraer
la raiz cuadrada de un quebrado es necesario estraer la del numera-
dor y la del denominador. Esle principio tiene lugar (n.° 182) cuan-
do los dos términos del quebrado son cuadrados perfectos, pero no lo
tienen cuando no lo son; y he aqui porque este principio no lo hemas
‘hecho estensivo al establecerlo sino para los quebrados cuyos términas
son cuadrados perfectos. Resulta por otra parte de lo que hemos dicho
en los n.% 183 y 185, que tambien tiene lugar en un quebrado cuyo
denominador es cuadrado perfecto, en cuyo caso ya puede hacersele apli-
cable & toda clase de quebrados , sin que pueda presentarsesin inconve-
niente alguno en las aplicaciones numeéricas, pues que de todos modos
siempré es necesario para valuar la raiz cuadrada de un quebrado ha-
cer 4 su denominador cuadrado perfecto.

188. OBSERVACION GENERAL.— Resulta evidentemente de los prin-
cipios anteriormente demostrados que dado un nimero entero, puede
obtenerse la espresion exacta de su raiz cuadrada, siempre que sea un
cuadrado perfecto, 6 bien un valor aproximado cuanto se quiera &
esta raiz si no es cuadrado perfecto; mas no sucede asi con los name-
ros fraccionarios.

Estos principios son por otra parte del todo independientes del
sistema de numeracion en que se opera; es decir, que los procedimientos
establecidos para la investigacion de la raiz cuadrada de los nameros
-enteros 6 fraccionarios en el sistema decimal serian absolutamente se-
mejantes en cualquier otro sistema de numeracion. Asi aconsejamos 4
Jos principiantes que para adquirir toda la prictica que exije de por si
la ciencia del calculo se ejerciten en estraer raices cuadradas conforme
4 otros sistemas de numeracion, por ejemplo al duodecimal. Esto les
hara conocer sin dificultad alguna que para la estraccion de la raiz
.cuadrada de un nimero entero, bien sea exactamente , 6 bien en frac-
ciones duodecimales, basta operar segun las reglas espuestas en los
n 179 y 183, y para la de los quebrados es necesario darles tras-
formaciones anilogas 4 las que hemos indicado en los n.® 184, 185
y 186.

Tal es finalmente la naturaleza de los nimeros reconocidos como
cuadrados perfectos en el sistema decimal , que estos mismos niumeros
no dejan de serlo porque se les considere conforme 4 otro sistema; y
-Jos que no tienen raiz exacta en el sistema decimal tampoco ‘la tienen
en ningun otro. Asi pues, los nameros cuatro, nueve , diez y seis.....
cuarenta y nueve.... ochenta y uno... son cuadrados perfectos en todos
los sistemas, y los namecros dos, Ires.. siele.. once... no tienen raiz
exacta en sistema alguno. Esto ¢s, pucs, una consecuencia de que la
«proposicion del n,” 176 se funde sobre los principios demostradoes en
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los n.% 129 y 130, y de que estos principios sean independientes de
cualquier hip6tesis particular relativa al sistema de numeracion.

§ IL. Formacion del cubo 'y estraccion de la raiz ciibica
de los nimeros.

189. Se llama cubo 6 fercera potencia de un ntimero el producto
de tres factores iguales 4 este numero, y raiz cubica 6 tercera de un
numero es un segundo nimero que elevado al cubo reproduce al pri-
mero.

La formacion del cubo de un nimero entero se reduce 4 dos mul-
tiplicaciones sucesivas que se efectuan segun las reglas indicadas en
la primera parte al tratar de las operaciones fundamentales de la Arit-
mética.

Siendo los diez primeros néimeros

192, 3! 4’ 5’61 71 879’ 10’
se tendra que sus cubos 6 terceras potencias son
1,8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729, 1000.

Por ejemplo, el cubo de 7 siendo igual 4 7 x7x7, se dird para
formarlo: 7 veces 7 son 49, y en seguida 49 veces 7 son 343; luego
343 es el cubo de 7, y asi de otros.

Y reciprocamente , los nameros de la segunda linea tienen por
raiz cubica 4 los de la primera.

A la simple inspeccion de lo que acabamos de ver se reconoce fi-
cilmente que entre los ntmeros de una, dos 6 tres cifras no hay mas
que nueve que sean cubos perfectos, y cada uno de los otros tienen
por raiz cabica un entero mas una fraccion, que no puede espresarse
exactamente. En efecto, supongamos por un momento que un nime-

. . a
ro entero N tenga por raiz 3. exacta un nimero fraccionario 2 rem

este caso es preciso que elevando % al cubo se tenga 4 N, pero este

a3

a
da por resultado >3 y como mno

es imposible, porque 3 X

IR

x

o~ N

a . . 3 .
se puede suponer que 7 feaun nimero fraccionario irreductible, re-

sulta que @ y & son primos entre si, y por tanto a® y &% ; de modo
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) as . 0 . 3 . .
que 33 es un nimero fraccionario irreductible que por consiguiente

no puede ser igual al ntimero entero N.

Las raices cubicas de los nimeros enteros que no son cubos exac-
tos de otros numeros enteros no pueden odtenerse exactamente, y son
por esta razon numeros INCONMENSURABLES 6 IRRACIONALES.

190. Asi como para descubrir el procedimiento de la estraccion
de la raiz cuadrada de un numero entero cualquiera nos ha sido in-
dispensable fundarnos en la espresion del cuadrado de un dinomio
(a+2), es decir, de la suma de dos cantidades ; asi tambien para la
estraccion de la raiz cubica tenemos que conocer la espresion del cubo
de esta suma (a + &).

Ya hemos visto (n.° 177) que

(@+5)? 6 (a+2) (a+8) = a? +2ab + 8%

Si se multiplica este primer re- a? + 2ab + 82
sultado por @+&.cceeeececnnn.. a+db
segun la regla establecida (n.° 112) a® + 2426 + ab?
para la multiplicacion de los poli- + a%b +2a0% + 83

monios, y se hace la reduccion de a® 43026+ 3ab? + 5.

los términos semejantes , se tendra

(a+8)® = a® + 3020 + 3202 + 03,
[ 2
Si en esta férmula se hace & = 1, resulta

@+1)¥=a®+3a24+3a+1,°
de donde se deduce (e +1) —a® =342+ 3a+1,

lo que prueba que Za diferencia de los cubos de dos nimeros cuales-
quiera que difieren en una unidad es igual al triplo del cuadrado del
menor numero , mas el triplo de este mismo numero, mas 1.

Asi la diferencia-entre el cubo de 90 y el de 89 es igual &

3% (89)% +3x 89+ 1 = 24031,

De aqui, pues, se infiere que dos cubos perfectos consecutivos sc
diferencian entre si cuanto mayores sean sus raices tomadas en la seric
nataral de los numeros.

191. Investiguemos ahora un procedimiento para estraer la raiz
clibica dc un numero entero.
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Si el niimero tiene tres cifras todo lo mas, su raiz se obfiene in-
mediatamente con la sola inspeccion de Ios cubos de los nueve prime-
ros nimeros. Asi la raiz cibica de 125 es 5, la de 72 es 4 mas una
fraccion, 6 si se quiere 4, con diferencia de una unidad préxima-
‘mente. La de 841 es 9 escepto una unidad poco mas 6 menos, pues
que 841 se halla entre 729 6 el cubo de 9, y 1000 6 el cubo
de 10.

Consideremos un niimero de mas de tres cifras.

Sea, por ejemplo, 103823 el nimero propuesto.

103.823 )
64 4
_ ;48 _
398.23 48 47
48 47
384 329
192 188
2304 2209
- 48 47
18432 15463
o 9216 8836
110592 103823

Estando comprendido este nimero entre 1000, que es el cubo
de 10, y 1000000, que es el de 100, su raiz cibica estars compuesta
de dos cifras , s decir, de decenas y unidades. Representernos por a
las decenas y por & las unidades, y tendremos (n.° 190)

103823 = (a +8)® = a® + 3026+ 3a8? + &3.

Por lo que se ve que el cubo de un yitmero compuesto de decenas
y unidades contiene el cubo de las decenas, mas el triplo del producto
del cuadrado de las decenas por las unidades , mas el triplo del pro-
ducto de las decenas por el cuadrado de las unidades, mas el cubo de
las unidades.

Esto supuesto , no pudiendo dar el cubo de las decenas unidades
de un érden inferior 4 los miles, resulta que las tres ultimas cifras de
la derecha no pueden hacer parte de él, y si se hallara en la parte 103
(separada por un punto de 823). V

Ahora bien, la raiz del mayor cubo contenido en 103 siendo 4
para 64, y como 4 es la cifra de las decenas de la_raiz buscada, por-
que 1038%3 esta comprendido entre 64000 6 (40)3 y 125000 6 (50)3,
1esulta que la raiz estara compuesta de 4 decenas, mas ciertp nimero
de unidades menor que diez.
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Hallada ya la cifra de las decenas, restemos su cubo 64 de 103,
¥ se tendra de resto 39, que seguido del periodo 823 da 39823, re-
sultado que contiene el triplo del cuadrado de las decenas por las uni-
dades, mas las dos otras partes anteriormente enunciadas. Y como el
cuadrado de un nimero de decenas no puede dar unidades de un érden
inferior al de las centenas, sesigue que el triplo del producto del cua-
drado de las decenas por las unidades no puede hallarse mas que enla
parte izquierda 823 de las dos ltimas cifras 23 (que por esta razon se
separa por un punto). Por otra parte se puede formar el triplo del cua-
drado de las 4 decenas, lo cual da 48; y dividiendo 398 por 48, el co-
. ciente 8 ser4 lacifra de las unidades de laraiz 6 un namero mayor
que esta cifra, porque las 398 centenas contienen ademis del triplo
producto del cuadrado de las decenas por las unidades las reser-
vas procedentes de las otras dos partes. Para comprobar si 8 no es
muy grande, se podrd como para la raiz cuadrada formar con esta ci-
fra 8 y con la cifra 4 de las decenas las tres partes que entran en
39823 ; pero es mas sencillo elevar 48 al cubo.

Haciéndolo asi, se halla 110592 , nimero mayor que 103823 ; por
lo que la cifra 8 no conviene. Formando el cubo 47, se tiene 103823:
luego el nimero propuesto es un cubo perfecto y tiene por raiz ci-
bica exacta 47.

Nora.—No se puede buscar desde luego la cifra de las unidades,
porque como el cubo de las unidades puede dar decenas y centenas,
resulta que estas decenas y centenas se hallan confundidas con las que
provienen de las otras partes del cubo.

Propongamonos estraer la raiz cabica de 47954.

47.954
27 36
. P 36
209 36
218 ‘
47954 108
46656 —_
_ 1296
1298 36
7776
3888
\ 46656

El ntimero 47954 estando comprendido entre 1000 y 1000000, su
raiz lo estar entre 10 y 100, 6 bien se compondrs de decenas y uni-
dades. El cuba de las decenas se halla en 47 miZ, y podra probarse co-
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mo en el ejemplo anterior que 3 raiz del mayor cubo contemdo en 47
espresa el namero de las decenas. Restando el cubo de 3 6 27 de 47,
se tiene por resto 20; bajando al lado de este resto la sola cifra 9 del
periodo 954 resultan 209 centenas, namero que se compone del #ri-
plo del producto del cuadrado de- las decenas por las unidades,
mas de las reservas procedentes de las otras partes. Luego si se for-
ma el triplo del producto del cuadrado de las decenas 3, lo cual da
27 centenas, y sedivide 209 por 27, el cociente 7 seri la cifra de las
unidades dela raiz 6 un nimero mayor que esta cifra. Elevando 37
al cubo se halla 50653, namero mayor que 47954; pero si se ele-
va 4 36, resulta {6656, que restado de 47954 da de resto 1298.
Asi pues, el niamero propuesto no es un cubo perfecto, y su raiz pré-
ximamente una unidad es 36. En efecto, la diferencia entre el namero
dado y el cubo de 36 es como acabamos de ver 1298. numero menor
que 3 x (36)% + 3 x 36 + 1 (diferencia entre (37)3 y (36)3), pues
que se ha obtenido en la comprobacion 3888 por el triplo del cuadra-
do de 36.

192. Sea propuesto ahora estraer la raiz cibica de un némero de
mas de seis cifras, tal como 43725658.

43.725.658 | 352

27 35 352
— 27 35 352
167 —_ —

175 704
43795 105 1760
42875 — 1056 .
1225
8506 35 123904
—_ 352
43725658 6125
43614208 3675 247808
—_— _ 619520
to.. 111450 42875 371712
. 43614208

Cualquiera que sea la raiz pedida, debe tener por precision mas de
una cifra, y puede considerarsela como compuesta solamente de uni-
dades y decenas (pudiendo tener el nirmero de las decenas muchas
cifras).

Pero como el cubp de las decenas da al menos miles, resulta que
este cubo se halla necesariamente en la parte izquierda de las tres al-
timas cifras 658. Si ahora se estrae la raiz del mayor cubo contenido
en 43725 considerada como espresando unidades simples, se tendra el
nimero total de las decénas de la raiz pedida. Efectivamente, sea a la
raiz de dicho cubo mayor; resultari que la raiz pedida tendra por lo
menos un nimero @ de decenas, pues que a® X 100U puede ser sus-
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traido de 43725000 y 4 fortiori de 43725658. Por otra parte la raiz
no podra tener (a+ 1) decenas, porque (a + 1)3 siendo mayor que
43725, se sigue que (e + 1)3 X 1000 escede 4 437250000 al menos
en mi, y es por consiguiente mayor que 43725658. Luego. la raiz
pedida se compone de a decenas, mas cierto niamero de unidades me-
nor que diez.'

Ya queda, pues, reducida la cuestion 4 estrier la raiz cibica
de 43725; pero como este niamero tiene mas de tres cifras, su raiz
debera constar de mas de una,- esto es, que debers componerse de de-
cenas y unidades. Para obtener las decenas es necesario separar las tres
altimas cifras 723, y estraer la raiz del mayor cubo contenido en 43.
(Desde luego se ve lo que debiera hacerse si este numero contuviese
mas de tres cifras.)

El mayor cubo contenido en 43 es 27 cuya raiz es 3; y ‘esta cifra
espresa las decenas de la raiz de 43725 (6 la cifra de las centenas de
la raiz total). Restando el cubo de 3 6 27 de 43, se tiene por resto 16,
4 cuyo lado debera bajarse la cifra' 7 del siguiente periodo 725, lo
cual da 167.

Formando ahora el triplo-del cuadrado de las decenas 3, resulta
27 mil, y dividiendo 167 por 27, el eociente 6 espresara la cifra de
las unidades de la raiz de 43725, 6 bien un ndmero mayor: bien
facil es de ver que tiene lugar lo segundo, y por tanto seri necesario
hacer la prueba con 5, para lo cual se elevara 35 al cubo, y el resul-
tado 42875 se restara de 43725. Resulta un resto 850, que es eviden—
temente menor que 3 X (35)%2 +3 X35+ 1, pues que el cuadrado
de 35 como hemos visto en la operacion es 1225. Asi 35 es la raiz
del mayor cubo contenido en 43725: este es pues el niimero total de
las decenas de la raiz pedida.

Para obtener las unidades se bajara 4 la derecha del resto 850 la
primera cifra 6 del ultimo periodo 658, lo cual da 8506; férmese
ademis el triplo del cuadrado de las decenas 35 (lo que es facil, por
haberse ya formado el cuadrado de 35 en la comprobacion de la cifra
anterior), y dividase 8508 por este triplo cuadrado 3675: el cociente
es 2, cuya exactitud se comprobara elevando 352 al cubo; y resul-
ta 43614208, namero menor que el propuesto. Haciendo la sustrac-
cion, se obtiene por resto 111450. Luego 352 es la raiz cabica de
43725668 préximamente una unidad.

REGLA GENERAL. — Para estraer la raiz cibica de un nimero en~
tero se le dividird en periodos de tres cifras cada uno principiando
por la derecha (el ultimo puede ser de dos y aun de una sola cifra
Y el NUMERO DE PERIODOS ES IGUAL AL DE LAS CIFRAS DE LA RAIZ); en
seguida se estraerd la raiz del mayor cubo contenido en el primer
periodo de la izquierda y se restard este cubo de dicho primer pe-
riodo: bdjese al lado del resto la primera cifra del segundo periodo y
dividase el niimero resultante por el triplo del cuadrado de la cifra
hallada en la raiz; escribase el cociente é la derecha de esta cifra y
elevese ' al cubo el conjunto de ambas: si este cubo es mayor que los
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dos primeros periodos, se disminuird al cociente en una 6 muchas
unidades hasta tanto que se obtengu un cubo que pueda sustraerse
del conjunto de dichos dos periodos: hecha la sustraccion, se bajard
al lado del resto la primera cifra del lercer periodo y se dividird el
numero asi formado por el iriplo del cuadrado de las dos cifras ya
halladas; y el cociente resuliante, si no es muy grande, deberd ser
tal que escribienddlo d la derecha de las otras cifras y elevando al
éubo el resultado, pueda sustraerse del conjunto de los tres primeros
periodos. Hecha esta nueva sustraccion, bdjese al lado del resto la
primera cifra del cuarto periodo y continiese la misma serie de ope-
raciones hasta que no quede periodo alguno.

OBSERVACION.— Sucede muy 4 menudo llegar & sospechar en el
curso de las operaciones que uno de los cocientes de que hemos hablado
sea muy grande, y en tal caso se supone conveniente disminuirlo
desde luego en dos 6 muchas unidades; pero elevando al cubo la raiz
hallada seguida de esta cifra y restando el resultado del conjunto de
los periodos considerados en el niimero propuesto, se puede obtener
un resto muy grande, lo cual puede dar 4 recelar si la ultima cifra
colocada en la raiz es muy pequeiia. Por tanto para estar cierto del
fundamento de esta sospecha es necesario asegurarse de si el resto es-
cede 6 es igual al iriplo del cuadrado de la raiz obtenida, mas el
iriplo de esta misma raiz, mas uno. En tal caso se debe aumentar
4 la raiz en una 6 muchas unidades del 6rden de la wltima cifra ob-
tenida.

He aqui ejemplos sobre los cuales se podrén ejercitar los prin-
cipiantes:

3

V 483249 = 78 con un resto 8697.

3

V91632508641 = 4508 con un resto 20644129.

3 .
V3297734218432 = 32068, sin resto alguno.
ESTRACCION _DB LA BAIZ CUBICA POR APROXIMACION.

193. Cuando el nimero propuesto no es el cubo de otro niimero
entero, el procedimicnto de que hemos hablado no da mas que la parte
entera. En cuanto 4 la fraccion que debe completar la raiz, ya hemos
visto (n.° 189) que no puede obtenerse exactamentle; pero se puede
hallar otra fraccion que no difiera sine en una cantidad tan pequefia
como se quiera, conforme & una regla ansloga 4 la del n.® 182.

Propongdmonos estraer en general la raiz cubica 6 tercera de un

. ' 1
numero (entero 6 fraccionario) avroximada en una fraccion —.
n
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aX n3

El ntimero a puede ponerse bajo la forma ; Y representan-

do por r la raiz del mayor cubo contenido en and, es decir, en la

raiz ctibica de an® aproximada en una unidad, resultari que el nu-
an® r3 (r-l- 1)3

mero a_ 6 a se halla comprendido entre —3 By T3 y asi tam-

3
bien 4/a lo estar4 entre las raices 3.* de estos dos ntimeros 6 en-

r+1

£ y ; luego % es la raiz pedida aproximada en una frac-

cion —.
n
Asi para estraer la raiz 3.* de un nimero valuada en una frac-
i .
cion — préximamente se multiplicard el numero por el cubo del de-
n .

nominador n, se estraerd la raiz del producto aproximada en .una
unidad y se dividird el resultado por n.

1
E)emplo.—& ptde la raiz cibica de 15 aproxxmada en oo
Se tendrs 15 x(12)3 =15 x‘1728 = 25920: la raiz cibica de

9
25920 aproximada en una umdad es 29 luego la raiz pedida es 3 3

62——

12
2.° Estraer la raiz cibica de 37 — 489 ada !
. 13 13 apro'um en — 20
. 489 3 489X 8000 . 3912000 1
x (20)3= _ )
Se tiene ———x ( ») 3 B 300923 - pe-

. U | ‘
x0 1a raiz cibica de 300923 - préximamente una unidad es 67; lue-

6 7 1
go —6 3 % la raiz pedida valuada en o~ de aproxlmaclon.
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Del mismo modo se hallara

3
- 7
A2 =22 312 =33 valuada en 1 de aproximacion.
v 20 5 20
Y 737
\/23 t=loo ! valuada en 1 de aproximacion.
8 13 13 13

-

V5 _26_13

— =__=_" valuada en _ de aproximacion.
7 30 15 30

194. La aproximacion por decimales viene 4 ser una consecuencia
de la regla anterior.
3

Asi propongdmonos valuar la espresion V' 25 en 0,001 préxi-
mamente. ' oo - '

Es necesario (n.° 193) multiplicar 25 por el cubo de 1000 6
por 1000V000UY, es decir, afiadir nuece ceros 4 la derecha de 25, lo
cual da 25000000000 la raiz cabica de este namero es 2924 préxi~
mamente una unidad mas; lucgo 2,924 es la raiz pedida valuada

en

de aproxlmaclon.
1 uu _

En general para valuar la raiz cub:ca de un numero cntcro en
decimales s¢ escribirdn d-la deretha del numero TRES VRCES fanios
ceros como cifras decimales se qw'eran obtener en la raiz; en seguida
sé estraerd aproximudamente la raiz cubica del nuevo numero, y por
ultimo se separardn hdcia la der echa del resultado el nimero de ci-
fras decimales pedido.

Nota.—Asi como al estraer la raiz cuadrada por aproximacion en
decimales era permitido el no escribir inmediatamente los periodos,
asi tambien se permite en la estraccion de la raiz cabica; y bastard
como en aquella irlos escribiendo & medlda que se qmeran obtener
nuevas cifras decimales.

195. Cuando el niamero propuesto es fraccionario, se pueden con-
siderar dos cosas, & saber: 6 es decimal, 6 es un m'xmero cualquiera.

1
. 100

PRIMER CASO. —Estraer laraiz cubzca de 3,1415 valuada en

prd.timamcntc

Como en vu'tud de la'regla del n.° 193 es necesario multiplicar el
nimero por (100)3 6 1000000, bastara escribir dos ceros 4 la dere-
cha de 3,1415 y suprimir la coma, lo cual da 3141500; y como la.
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raiz ctbica de este Gltimo nmamero aproximada en una unidad es

L e

146, resulta que 1,46 es la raiz pedida valuada en —. 100"

Si se quisiese obtener una nueva cifra decimal en la raiz, bastaria
colocar otro periodo de tres ceros & la derecha del resto y conlinuar
la operacion.

ReGLA GENERAL.— Para estraer la raiz cubica de una fraccion de-
cimal con un grado de aproximacion determinado se Zard (colocando
4 la derecha de la fraccion un numero conveniente de ceros) que el
numero de cifras decimales sea TR1PLO del que se quiere obtener en la -
raiz; suprimase en seguida la coma, estrdigase la raiz 3.* del mi-
mero resultante aprorz'mada en una unidad y sepdrese hdcia la de-
recha de esta raiz el numero de cifras decimales pedido.

SEGUNDO CAso.— Cuando se trata de un namero fraccionario cual-
quiera, se le reducird desde’ luego & decimales (n.° 91) haciendo es-
tensiva la operacion hasta haber obtenido en el cociente TRES VECES
tanias cifras decimales como guieran obtenerse en la raiz y- despuc:
se opera como en el caso precedente.

He aqui nuevas aplicaciones:

i

3
V7o — £.290 1 3
79 = 4,2908 valuada en 10000 préximamente..

3 ‘ P
v 1 -

3,00415 = 1,4429 valuada en Toovo préximamente.
3 .
V500101 L oroxi

0,00101 = 0,10 valuada -en 100 Ppr 6ximamente.

3
.‘\/“ 0,824 valuada ! i
Y = 4 valuada en 000" préximamente..

OBSERVACION SOBRE LA ESTRACCION DE LA RAIZ CUBICA DE LOS QUEBRADOS.
- 196. Siempre que al estraer la raiz cibica de un quebrado no se
fije de antemano el grado de aproximacion, se debers como para la raiz
cuadrada dar al namero propuesto algunas trasformaciones.

a
Sea ry el nmero propuesto, suponiendo 4 5 un mimero primo 6

un producto de factores primos elevados-4 la primera potencia.
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Principiemos por hacer al denominador un cubo perfecto multi=
ab?
plicando los dos términos por &2, y el quebrado se mudars en N

Representando por r lazparte entera de la raiz cabica de ab?, se recano-

B (r+1)8
6 —~ se halla comprendldo entre 23y .

ab
cer4 facilmente que ,

3

2

r+1
s »

y

™y

¥y por consiguiente v% estard comprendida entre

1
pues, b: es la raiz ctibica de % aproximada en una fraccion 3

Si se quisiese mayor exaétitud, no habria mas que buscar un gra-
3 e
do mayor de aproximacion,. tal como v~ ;2, y dividir el resultado
*por &.
Cuando el denominador & contiene factores de los que unos son
cubos perfectos y los otros cuadrados tambien perfectos, la trasfor-
macion que debe darse al quebrado es muy sencilla.

1 13
Sea, por e]emplo, el quehrado

El némero 360 es igual (n.° 144) F 23.32.5 luego si se multipli-
can los dos términos del quebrado por 3 x 52 6 75, podra ponerse
bajo la forma

113 %75 8475
\ 23x33x53 " (30)

Estrayendo la raiz cibica de 8475 aproximada en una uni-
20 2
dad, lo cual da 20, resulta 3% 6 3 Por la raiz pedida aproximada

1
en oo

La regla de la estraccion de la raiz cibica de los quebrados deci-
males puede considerarse como un caso pamcular de esta ultima
trasformacion. '

Para que el denominador de un quebrado declmal sea un cubo
perfecto, es decir, para que sea igual & (10)3, (100)3, es necesario
hacer al numero de cifras decimales multtplo de TRES, lo cual se
consigue afiadiendo un nimero convenicnte de ceros.
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Por tltimo, todo lo que se ha dicho en los n.%® 187 y 188 sobre
la raiz cuadrada de los niimeros se aplica igualmente 4 la raiz cibica
y en general 4 las raices, caalquiera que sea su grado. ,
No podemos estendernos en estos Elementos 4 dar procedimientos
para la estraccion de las raices de un grado superior al 3.°, porque
estan fundados en la composicion de, la potencia de un grado cual-
quiera de un binomio, y porque la férmula que est4 conexa con esta
composicion, exige para su compléto desarrollo conocimientos mas
estensos de Algebra que los que hasta aqui hemos indicado. Sin em-
bargo daremos en el @ltimo capitulo de este tratado un medio sen-
cillo para efectuar la estraccion de las raices de todos grados.
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CAPITOLO VI

Aplicaciones de las reglas de la Aritmetica—Teor{a de
las Relaciones y Proporciones.

197. InTrRODUCCION.—Despues de haber dado 4 conocer las propie-
dades relativas 4 las diversas operaciones de la Aritmética nos queda
un punto bastante dificil de desempefiar, cual es el de poner & los
principiantes al alcance de la resolucion de toda clase de cuestiones nu-
méricas.

Se distinguen dos clases princip:les de cuestiones, que son teore-
mas y problemas.

Puede una cuestion tener por objeto demostrar la existencia de
ciertas propiedades de que gozan niimeros conocidos y dados, y enton-
ces recibe el nombre de zeorema.

El capitulo V.contiene una porcion de cuestiones de este género y
entre ellas se hallan los principios de la divisibilidad d¢ los n#imeros,
las propiedades de las fracciones decimales periédicas y de las fraccio-
nes continuas, que son otros tantos teoremas.

Si es el objeto de la cuestion determinar ciertos ntimeros mediante
el conocimiento de otros que tienen con los primeros relaciones indi-
cadas en el enunciado, entonces recibe el nombre de prodlema. Tales
son las cuestiones que hemos presentado en el curso de los dos prime~
ros capitulos como aplicaciones de las diversas reglas de la Aritmética.

Pero pueden presentarse algunos problemas dificiles de resolver cu-
yos enunciados sean tales, que kaya dificultad en descubrir y deter-
minar la serie de operaciones que es indispensable efectuar con los
numeros conocidos y dados para conocer los niumeros que se buscan,
y esto es lo que oonstituye el andlisis 6 resolucion del problema.

Sin embargo, hay cierta: clase de problemas para cuya resolucion
se pueden establecer reglas fijas y ciertas: tales son los que dependen de
la teoria de las relaciones y proporciones. Es por lo tanto muy na-
tural dar Pl‘lnCIPIO con el andlisis de esta teoria, que sin duda debe
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considerérsele por sus muehas aplicaciones como - una de las mas im-
portantes de Iaa Matemtucasy oo . o

§1L De las Relacxones y Proporclones.

i AR 'n

198. Ya hemosdmho (n.’ 1) qnome hay\m::gnuud ahsoluta, q.ue pa-

ra formarse una idea de una magnitud cualquiera es necesario compa~

rarla con -otra elejidaiconvencionalmente, atnque .de la-mjsma especie,

¥ que puede ser tomada arhitrariamente 6, sacada de la misma naturas

leza : el resultado.de esta comparamon es) lo ‘que: hemos llamado :
nmimero.

.Pero si-en- ver de couhpaur ‘una magmmd con su umdad se la
quiere cotejar con &6s.magnitudes cualesquiera de una misma -especie,
lo que se reduce & comparar los dos numeros ‘que las representan, el
resuitado dé esta :omparacwn es lo que consu.‘luye la relasion 6 razon
de dos . nimeros. :' .. . e

Noxa,—HEstas das fpahbraa relacion ys .razon en Matemaum son
sinénimas y espresan la idea que se forma uno.de una magnitud cual-
qmem i pori mredio de!otra con. qmen se; compm-a y que debe ‘ser en la
esencia de ha: misma especie. . °

En este sentido un nimere, es. la upmmon de la relacion 6 razon da
una magnitud con su unidad.

En general hay dos modog de comparar dos magnitudes entre si:

O bien se quiere saber en qué "cantidad la mayer escede 4 la menor,
Y el multado se obtiene sustrayendo esta de aquella;

'O ‘bieh ‘se’ quicre saber cu4ntas veces una contiene-4 otra, cuya
operacion est4 reducida 4 dividir ambas cantidades una por otra.

Asi sean 24 y 6 los dos niimeros que se quieren comparar:

Setiene24—6 = y—é*_—‘

El resultado de la comparacion por sustraccion es 18, en tanto que
el de la comparacion por division no es mas que 4.

Para dlstmgmr estas dos especies de relaciones se les llam6 en un
tiempo 4 la primera relasion aritmetica y 4 la segunda relacion geo-
metrica. Pero estas denominaciones, que 4 la verdad ningun sentide
ofrecen, se ba reemplazado por otras, cuales son para la primera, re-
lacion por sustraccion 6 simplemente diferencia., porque es el resulta-
do de una sustraccion; y para la segunda, relacion por division 6 sim-
plemente relacion, pues que por lo regnlar el abjeto de la comparacion
de las magnitudes en Matematicas es averiguar cuéntas veces una de
las cantidades contiene 4 la-otra.

Por: ejemplo, en la teoria de los nimeros complejos la relacion dg
la unidad principal d¢ cierta naturaleza con una de sus subdivisiones

.
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6 la relicion de dos -subdivisiones eritre ai no' es otra cosa mas que
el namero de veces que la una contiene 4 la otra. En la comparacion
del nuevo Sistema de pesos y medidas con el antiguo la relacion del
metro con la toesa y la de-la joesa con-el metro, la del quilégramo
con la libra y la de la kibra con el quilogramo %on los nimeros ente-
ros 6 fraccionarios que resultan de la division de los dos niumeros, es~
presando ér unidades de la misma especk las medidas que se com-

ran.

P Asi pues, de aqui‘en adelante 10s serviremes de la palabra relacion
para espresar o resttltudo 6 el cociente de la division de dos nimeros,
y de las voces diferencia 6 relacion por sustraccion para indicar que
dos nameros se han comparado por sustraccion. ,

En toda relacion por sustraccion 6 por' division se. dmmguen dos
términos, qae son los numeres que se comparan. :El pnmero se Hama:
antecedente y el segunde consecuente.

199. -Cuando dos relaciones por- sustraccion som .iguales, el con—
junto de los cuatro nimeros que las constituyen se llama una’equidi—
ferencia, pues que es la espresion de dos dlfeuncm lgnalcs. (Am se
la Wamaba proporcion aritmetica.)

Por ejemplo, los cuatro nameros 12, 5, 24, 17: ¢omo h dxfu'en-
ciade124 5 es7 y lade 24 4 17 es tambien 7, :se dice que estas
magnitudes forman una eqmdlfercncu queae acnhe asi:

12.5 7 24 B
..
colocando un punto entrc el primero y segundo térmlno, dos entre el
segundo y tercero y uno entre el tercero y el cuarto.
Se enuncia de este modo:

12 es ¢ 5 como 24 es d 17,

lo que quiere decir que 12 escede & 5.en tantas unidades como 24 417.
Tambien puéde escribirse segun-los principios adoptados:

12 — 5 = 24 — 17,

El pmnero y tercer término 12 y 24 se Nlaman antecedentes de la
equidiferencia; y el segundo y el cuarto 5 y 17 consecuentes: estas
denominaciones estan acordes con la de relacion por susiraccion que
se ha dado 4 los dos términos.

El primero y ultimo término 12 y 17 se llaman estremos yel se~
gundo y tercero 5 y 24 medios.

200. Cuando’ dos relaciones por division son lgualm el conjunto
de los ntumeros que las constituyen se llama una proporcion: antes se
e Namaba proporeion geométrica, pero esta denominacion que no tiene
sentido, pudiera ser reemplazada por la de equicociente, en razom de
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sei la espresion de dos cocientes iguales, aunque la palabra prapor-
cion es la que generalmente se emplea.

Sean, por ejemplo, los cuatro numberos. 15, 5, 36 12 los que
constituyen una proporcion, pues que siendo 3 la relacion de 15 con 5
6:el cociente de 15 por 5, es igual 4 1a de 36 con 12 6 al cocientede 36
por 12, que tambien es 3. Se escribe asi:

15 36 12, . .
colocando dos puntoes entre el primero ¥y segundo término , cuairo
entre el aegundo y tercero y dos entre.el tercero y. cuarto.

Se la enuncia del mismo modo qite una equidiferencia: 15 es 4 5
como 36 es 4 12, lo que da 4 entender que.15 contiene 4 5 tdntas ve-
ces como 36 & 12; y. por consiguiente tambien. podra escribirse de este
modo: 15 =" E—G-.

; 5 12

Las denominaciones de los términos son las mismas que en la equi-
diferencia.

. Asi 15 y 36 son antecedentes, y 5 y 12 consecuentes : 15 y 12 es-i
tremos y 5 y 36 medias. RIS

Tanto las equidiferencias como lns proporcioues y en parucuhr s~
1as gozan de muchas propiedades que espondremos sucesivamente. .

DE LAS EQUIDIFERENCIAS. .

201. Se lama equidiferencia (n.° 199) la espresion de la lgualdad
de dos diferencias.
Pror1EpAD FUNDAMENTAL.—En. loda equidiferencia la suma de los
estremos es igual & la suma de los medios.

Sea la equidiferencia 11 © 7 © 19 . 15;
resulta evidentemente 11 + 15 =7 419.

Pero para comprender esta proposicion mas generalmente obsérve-
mos que si los consecuentes fuesen iguales &4 los antecedentes, por
ejemplo, R -

. REE N 19 .19, . .
Ia proposnclon seria evulem.e, porque 11+19=11 + 19

‘De modo que para darle esta trasformacion.t kb qmdafcmma bas-
ta aumentar & cada uno de los consecuentes en la misma diferencia 4.
Pero mediante esta adicion resulta con toda evidencia aumentado uno
de los medios y uno de los estremos en el namero 4; luego la-suma de
Jos medios y de los estremos se halla ‘aumentada en el mismo. same-
ro 4, y puesto que seguu esta adicion las dos sumas son lguales tam-
bien deberin serio las anteriores. . o
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Observemos por otra parte que si no hubiese eqiidiferencra en los
cuatro niimeros, seria necesario para hacer & los i consecuentes  ijguales
4 los antecedentes afiadir 4 cada une de ellos un'niimero. diferente, y
como mediante esta adicion la suma de los estremos vendria 4 ser igmal
4 la de los medios, resultaria que ambas sumas- deberian ser delgua«le)
antes de la adicion.

Luego i cuatro nimeros enunciados en czerlo drden ¢ cscrztos S0~
bre una misma linea forinan una equidiferencia, la suma de sus
terminos estremos serd igual 4 la de sus términos medios.

Y reciprocamente, si la suma del primero y ullimo término es igual
d la del segundo y tercero, 6 sila:suma de los estremos es igual d la de
los -medio$ , los cuatro numeros forman una equidiferencia en el érden
en que estan .enunciados 6 escritos. Pues que-si nod la hubiese, no se
verificaria ser la suma, de los estremos igual 4 la' de los medios.

NorA.—Puede suceder que los antecedentes sean menores que los
consecuentes, como en esta equidiferencia:

9.14° 18.23.

Sin embargo, los razonamiientos serin los mismos que para el caso
anterior, esto es, que bastaria aiiadir 4 los dos antecedentes la diferer—
cia comun 5, lo cual equivaldria 4 afiadir el mismo nimero 4 la suma
de los estremos y 4 la de los medios.

Veamos ahora con cuénta exactitud se aplican 4 esta propiedad y &
su contraria las notaciones algebraicas.

Sean cuatro numeros a, &, ¢, d, que supondremos formen entre si
una equidiferencia: :

"Setendri a.8 ' c.d,6biena—b=c—d

Esto supuesto, afiadamos 4 los dos miembros de esta lgualdad la su—-
ma & + d, y resultard
a—bt+bt+d=c—d+b+d,
6redub)enﬂo, ‘ - a‘+d—c+6; :
1
luego Ia suma de los estremos a y d es :gual dla de Ios medios c v b.
Y vnceversa, si se tienen' cuatro nﬁmeros a, b, ¢ d de tal modo

que se verifique a +d b+ c,
sustrayendo &+ -d de los’ dos miembros de ésta 1gualdadse tendra
a+d--‘b—d—b+c——b ——d,

6 reduciendo, " v o @g——d=1¢—d,
6 finatmente, a.b c.d

Luego estos cuatro niimeros forman una equidiferencia cuyos es—
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iremos son los dos términos de una de las das sumas y los medios
los dos términos de la ofra. .

202. ConsEcUENCIA.—Resulta de la anterior propiedad que cono-
eiendo tres términos de una equidiferencia podrd obtenerse el cuar-
to, si es un estremo, restando de la suma de los medios el estre-
mo conocido, y si es un medio, restando de la suma de los estremos
el medio conocido.

Asi sea la equidiferencia

23.11° 49.x

(representando x el término incégnito).
Como segun la propiedad fundamental se tiene

x4+ 23 =11 + 49,
resulta =11 449 —23 =137,
lo cual da : 23.11 7 49.37.

Asi tambien en la equidiferencia

31.25 x.78

se tiene x4+ 25 = 31 4+ 78;
- de donde x=31+4+78—25 = 84,
y por consiguiente,  3.25 | 84.78.

203. Algunas veces se presentan equidiferencias cuyos medios son
lguala y entonces recibe el nombre de equidiferencia continua (6 pro-
porcion aritmética continua).

‘Por ejemplo,

27.39 © 39.51

es una equidiferencia continua.

Como en este caso el duplo de uno de los medios debe en vnrtud
de la propiedad ya enunciada ser igual 4 la suma de los estremos, re-
sulta que este medio debe ser igual 4. la semisuma de los dos es-
tremos.

Por consiguiente en la equidiferencia

23.x x.49
3
se tendra x = &;_2__ = 36;

Luego 23 .36 | 36.49.
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Este valor de x es lo que se llama un medio dgfcrencml (6 un me-
dio proporcional aritmetico) entre los dos niimeros 23 y 49.

204. He aqui algunas otras propiedades de las equidiferencias. Se
pueden aumentar 6 disminuir los dos antecedentes 6 cuentes en
un -mismo numero, y aumentar 6 disminuir los dos primeros térmi-
nos 6 los dos ultimos tambien en un mismo nimero, sin-que deje de-
existir igualmente la equidiferencia. .

Esto es evidente, porque con estas trasformaciones se aumenta 4
disminuye en un mismo nimero la suma de los estremos y la de los
medios; y asi la igualdad de ambas sumas subsiste la misma, como
tambleu la equidiferencia, pues que la propiedad fnndamenlal & que
esta conexa es reciproca.

Tambien puede invertirse el drden de los dos esiremos y el de Ios
medios, 6 bien colocar los medios en el lugar de los estremos , sin que
por esto deje de subsistir la equidiferencia, pues es claro que segun es—-
tas trasformaciones la suma de los estremos es asimismo igual 4 la de
los medios. .

En general toda trasformacion efectuada con una equidiferencia, y
tal que la suma de los estremos permanezca igual 4 la de los medias, no
destruye la equidiferencia.

Siendo de poca utilidad el que nos estendamos mas en las propie~
dades de las equidiferencias por ser de muy poco uso, pasaremos & tra—
tar de las de las proporciones propiamente dichas 6 antes bien propor—
ciones geometricas. .-

DE LAS PROPORCIONES.

205.° Se entiende (n.° 203) por proporcion la espresion de la igaal-
dad de dos relaciones 6
Cuando cuatro nimeros estan en proporcxon, 'la relacion comun
que existe entre los dos primeros términos y los dos iltimos, puede
ser 6 un namero entero, 6 fracclonano, 6-un quebrado propiamen-
te tal. .
Sean, por ejemplo, las proporciones

18 ° 6 24 8,
12 © 9 " 36 27,
5042 20 48

En la primera la relacion comun es 3, y en la segunda se tiene

~— = — = —; luego la relacion comun es un nimero fraccionario.

20

, 5 .
Por ultimo en la tercera se tienc B suprimicndo el factor
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comun. 4 4 ambos términos; luego la relacion comun es el qnebra-

do oy

Pnopnmu) runnmnmu.—‘-En toda proporcxon el producto de los
estremos es igual al de los medios. .

Desde luego se ve manifiesta la evidencia de esta proposlclon si en
vez de una pmpomon, tal como -

i

18 © 6 7 24 8,

se tuviese esta en la que los antecedentes son iguales 4 sus consecuen~
tes , 4 saber:
; 18 18 T 24 T 2% . . -

Ahora bien, para dar esta trasformacion 4 la primera basta multi-
plicar cada consecuente por la relacion comun 3; pero mediante esta
maltiplicacion uno de los estremos y uno de los medios resultan mul-
tiplicados por un mismo némero, asi como tambien el producte de los
estremos y el de los medios; luego puesto que ambos productos resul-
tantes son iguales, tambien lo sersn los primitivos. .

Observemos por otra parte ‘que si los cuatro némeros dados no
constituyesen una proporcion, seria indispensable para hacer los con-
secuentes iguales 4 los antecedentes multiplicar cada uno de ellos por

- un numero diferente que espresase la relacion del primer término con
el segundo 6 del tercero con el cuarto; y como mediante esta multipli-
cacion el producto de los estremos vendria 4 ser igual al de los medios,
resulta que los productos antes de la multiplicacion no eran iguales.

De donde podemos inferir que si' cuatro numeros enunciados 6 es-

crites en cierta érden estan en proporcion, e} producto.de los estremos.

debe ser igual al de los medios.

Y viceversa, si el producto de dos términos: esiremos es igual al
de dos medios, los cuatro numeros que los constituyen forman una
pr0porcion en el drden.en que estan enunciados 6 eseritos; pues. que
si no la hubiese, tampoco el producto de los estremos seria igual al de
los medios.

Apliquemos las nolaclones algebrélcas ila demostraclon de esta
propiedad reciproca.

Sean al efecto cuatro ntimeros a,b,e¢, d, que supondremos guar-
den tal proporcion entre sf que se tenga

! P
T

. . .

. . . a
a & c dé6— =
b

-

-
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- 'Multipliquemos, pues, los dos miembros de esta igualdad por d y
tendremos

abd _ cbd
1 6 4
6 reduciendo, ad = be.

Luego el producto de los estremos ad es igual al de los medios bc.
Y reciprocamente, si se tienen cuatro numeros a, &, ¢, d, de tal
modo que se verifique
aXd=2bXc

. dividiendo los dos miembros de esta igualdad por & X d resultars

{

aXad bXec
txd bxd

6 suprimiendo los factores comunes, % = :7 es decir,

e b c  d

Luego los cuatro nimeros a, b, ¢, d forman una’ proporcion cu-
o8 estremos son los factores de uno de los productos y los medios
los dei otro. .

— 206. CorsecueNCiA.—De esta propiedad fandamental resulta que
conociendo tres términos de una proporcion se¢ puede hallar el cuarto,
si es un estremo, dividiendo el producto de los medios por el estremo co~
nocido; y si es un medio, dividiendo el producto de los estremos por el
medio conocido.

.Asf sea la proporcion 18 ° 24 T 72 | a:

como se tiene 18xx = 24 %72,

resulta x = 2AX72 _ g,
18

lo cual da 18 7 24 7 72 | 96.

207. Puede suceder que los dos medios de una proporcion sean
iguales entre si, como en esta:

9 ° 12 T 12  16;

y en tal caso recibe el nombre de proporcion continua, en la cual co-
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mo el producto de los dos medios se reduce al cuadrado de cada uno
de ellos, resulta que este cuadrado es igual al producto de los estremos,
¥ por consiguiente que cada uno de los medios tiene por valor la raiz
cuadrada del producto de los estremos. .

Asi sea, por ejemplo, la proporcion 50 .; x | x. 7 8,:siendo 2
el terrmno medio lncégmto de una proporcion contmua, se tendra

—50X8==400

de donde se deduce =V 400 = 20;
lo cual da 50 T 20 T 20 ;) 8.

Y en general siendo’ la proporcnon literala © x x | &, resul-

tars 2 = a X & y deaqui x = Vaxb F.vtevalorde x eslo
que se llama un medio proporcional entre los nimeros a y b.

208. Orras PROPIEDADES.—Una proporcion cualquiera que sea per-

manece siempre como tal, aun cuando se multipliquen 6 dividan por un
mismo numero sus dos primeros 6 sus dos ultimos términos.
" Asi es efectivamente, pues que la relacion de los dos primeros tér-
minos 6 la de los dos tltimos no viene 4 ser otra cosa mas (n.? 198)
que el cociente de una division cuyo dividendo es el antecedente y cu-
yo divisor es el consecuente; y se sabe que el valor del cociente no va-
ria porque se multipliquen 6 dividan ambos términos de la division
por un mismo nfimero.

La proparclon tampoco se altera porque se multipliquen 6 dividan
por un mismo numero los dos antecedentes 6 los dos consecuentes.

Porque mediante estas trasformaciones se multiplica 6 divide 4 la
vez uno de los estremos y uno de los medios por un mismo niémero,
de modo que el producto de los estremos permanece siempre igual al
de los medios; y segun la reciprocidad de la propiedad fundamental,
basta esta condicion para que haya proporclon entre los cuatro nime-
Tos que se comparan.

Del mismo modo que en la equidiferencia, se puede invertir el érden
de los estremos de una proporcion y el de los medios, 6 blen colocar
los estremos en el lugar de los medios, sin que por esto deje de sub-
sistir la proporcion.

Por ejemplo, de la proporcion 36 12 T 75 7 25
se deduce alternativamente, ' ‘ ‘

1.2 cambiando los estremos.... 25 ¢ 12 75 7 36
2.° cambiando los medios..... 36 075 7 12 | 25
3.2 colocando los medijos ‘en el : ‘
lugar de los estremos.......... .. 12 ° 36 25 0 75,

La relacion comun varia de una proporcion 4 la otra: asi esta re-
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. . 25 12 12
'lacton es 3 en la primera, 15 en la segunda, T la tercera y 7

v

6. -;; en la cuarta. Pero la proporcwn no desaparece, pues ¢s. enden-

te que segun estas lrmformaaones el producto de los estremos perma
nece siempre igual al de los medios. ~

Nora.—La mayor parte de los autores de Geometria designan por
las palabras alternando & invertiendo las trasformaciones que puale-
darse 4 una proporcion. (Tambien se dice una alternada, una in-
vertida.)

Ademis deberemos advertir que las palabras multiplicando 6 divie
dendo se deben reconocer como destinadas 4 espresar las trasformacio-

nes procedentes de la multiplicacion y division.

Las propiedades siguientes son de un frecuente uso en la Geome-
tria, y merecen por lo tanto toda la atencion posible por parte de los
principiantes.

"~ 209. PrimerA propiEDAD.—En toda proporcion Za suma ¢ la di-
ferencia de los dos primeros terminos es al segundo como la suma 6
diferencia de los ultimos es al cuarto.

Asi en la proporcion 72 024 45 18
se tiene sumando. 72424 024 " 45+ 15 0 15,
y sustrayendo, 72—24 1 24 T 45—15 15,

proporciones cuya exactitud ficilmente podr4 comprobarse.

Para comprender esto de un modo mas satisfactorio, sin que no
dé lugar & duda, observemos que aumentando 6 disminuyendo 4 cada
antecedente en su consecuente no se hace mas que aumentar 6 dis-
minuir en una unidad & cada una de las relaciones; y puesto que las
primitivas eran iguales, las resultantes despues de esta trasformacion
deberan serlo asimismo. )

De la proporcion 72 == 24 ° 24 " 45 *x 15 15

( == se enuncia mas ¢ menos)
se deduce mudando los medios la siguiente (n.° 208):
' 72 == 24 45 =15 ¢ 24 0 15; .
y como ya se tiene 72 0 2% 745 15,
6 bien 72 0 43 T 24 15,
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resulta que como dos ndmeros iguales 4 un tercero son necesariamente
iguales entre si, tendremos tambien. - . . ‘ . -—

’

72 =94 T 45.7= 15 7 72 0 45,
6bien . 72 7=24 1 72 T 45 =15 7 45.

Asimismo en toda proporclon la suma 6 diferencia de los dos
primeros términos es al primero como la suma & diferencia de los
dos ultimos es al tercero, enunciado que clertamente es upa conse~
cuencia del anterior.

210. En toda proporcion la suma 6 di iferencia de los antecedentes
es 4 la suma ¢ diferencia de los uentes como cualqwera de los
antecedentes es & su consecuente. 7 Co

Recordemos la proporcion arriba enunciada 72 | 24 45 T 18
y cambiando de lugar 4 los medios, resultara o

T 45 24 P

Aplicando 4 esta proporcion la propiedad del:néimero precede,nte

se tendra ,
72+/, 45' 24—0-15 15.

Y e e e TSN

écambnando de lugara los mednos,' ‘ o
S 24 1S T 45 T AS6 T2 g

. Tradnc:da esta Proporclon al lenguaje comun y pompar!mdola con
la otra 72' 124745 . 15, demuéstra evidentemente li propiedad

enunciada.
~ Sien la prbporcnon 72 *= 45 L2415 7 45 7 15 seconsi-
dera primero loa dos signos superiores y despuu Yos inferiores, resul-
tarin estas otras dos: o
72445 724415 7 45 ] 15,

72 — 45 ,,24—15 T 45 15, Cal

[T

de donde en razon 4 la relacion’ comun se tendrs
72 ¥ 45T 2%+ 15 D24 48 : 24— 15,
6 bien cambiando 4 los medios de lugar; ‘ 7
72445 172 — 45 1 24 4+15 ] 2% — 15;
es decir, que en toda proporcion la suma de los antecedentes es d su

diferencia como la suma dc los converwnfec es’ lamblm a s dz e~
rencia« : A
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211.. . CONSECURNCIAS DE ‘ESTA PROPIEDAD.—1.” Sea :una- continuar
cion a, b, c,d, e, fy g, hy i, k..., tal que se.tenga :

@alblclaT el Sl el kv kil

con arreglo 4 lo que hemos dicho se tendri que er esta serie de' rela~
eianes la suma de los antecedentes a, c, €, g, i... es d la de todos
los consecuentes b, d, f, h, k... como un aniecedenlc cualquzera es
d su consecuente.

En efecto, las dos
primeras relaciones.... a 6 ¢ d
dan en virtud de la pro- ’ S
piedad anterior....... a+c . b+d ¢ d;

peFo como por otra par-
te'se tiene.......... ¢.d e’ f, _
resulta que ......... q+c:b+d::¢:f;

de donde aplicando & - | -

esta nueva proporcion

¥ misma propiedad... a~kcte b d+f " el f;
pero tambien . ..eq. .0 ;e,,_'.;_./'.;;g:rh' o

1

luego.cececcnnen vees @Fcte’ 6+d+/‘ g h;

porconslgulente. a+c+e+g b-f-d.*.f.l.), g h;
y asi sucwvamente, cqa!gpmra que sea el nﬁmero dq relacmna lgua-
les comparadas.

! ‘
3 Lo TS T o8 PO I

" 1 D PR S S P S I ",:‘,‘[!:&_. ) o
25 Sean los o quehrados _!mse@. 3¢ 84 se Siiman siumerador

10
rgs 7 denomquores, t; fmdr& un nuevo quebrada = igual d cada

uno de los propucstov ) . L
o “ 2
Efectivameate, Ja. 13ualdad —5 =. -i- se reduce 4 la proporcion

g 12 T2 3 d!o donde aplicando la P"?P}@_@‘! anteriormente

anunciada B .
8.+2 (1243812 1 273;
8+2 8 2
luego 12 + 3 12 3

Lo mismo tendria lugar si se restasen numeradores y denomina-
.dores, | ) R . )y

Las. trasformaciones que tienen relacion con’ las propiedades ante-
riores se designan por las palabras adendo 'y sustraend.
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/7 212. 'TERCERA PROPIEDAD.—Si se fiene un numero cualquiera de
proporciones y despues de.colocarlas unes- debajo de olras.se les mul-
hplu:a en columna, los produstos resultantes son proporcionales en-
tre si.

Seanpore]unplolastmpmprdous
3. 8. 12 32,
7. 15728 60, s

40 0 12 750 ° 15, L

que pucden escribirse de este otro modo:

3' ’12' ) [N t 31 el
.8 .32
7 28 ’
—_— Cega
_ 15 60 S
‘0, “ 50 A R T Z LS
: '-1—2-.-= Tg. ' B L N A VY 208

[T AN TR I RURPL Y 1338

Esto supuesto, si se multiplican” éstas’ ‘dos' ‘igua]clades mlém'f)"'
por miembro, ‘resultarén por precision producios 1gualcs ‘Aisi ‘efec
tuando la operacion segun la muluphcaclon de los qucbrados ('V éase
n.® 59) se tendra

St n

3x 7x40 12 x28 x50
8x15x 12 32 x 60 x15 "

de donde 3XxX7x40 . 8x15x12 | 12x28x 50, 32x60x15,
6 efectuando los calculos, B S :

840 . 1440 . 16800 28800. .

Cuya exacntud es fécll averiguar, porque dlvuhendo los dos ulh—
amos términos sucesivamente por 10 y por 2: resulta S

840 [ 1440 77 840 | 1440.

.».)

que es una proporcion idéntica.
Nora.— Es de advertir que segun la: natnralaa de las operaciones
que acabamos de efectuar, la relacion comun de la proportion.- prece-

dente, 6 saber , , €8 lgual al producto de las tres rclacmnes de

840
144 )
las proporciones dadas.
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o _ 3 10
Asi siendo las dichas tres relaciones 3 {;, 1—3-, como es ficil

210
comprobarlo, se tiene por su’ producto 360"’ 6 suprimiendo- el factor

1

. ‘ 7 . . .
comun 30 & ambos términos , 5 y-resultado & que puede reducirse la

° ¢

por la supresion del factor comun 120.

ol

fraccion 1440

7 .
Esta, relacion 1o que proviepe de la multiplicacion de muchas

otras, es lo que llaman los aritméticos relacion compuesta.
La operacion que ha hecho el objeto de la propiedad precedente,
se designa con la palabra componendo.

213. CONSECUENCIAS DE ESTA PROPTEDAD. — 1.° Cuando cuatro ni-
meros estan en proporcion , sus cuadrados, sus cubos y en general
sus potencias semejantes son tambien proporcionales.

Para comprender esto bastars observar que segun la propiedad
recedente muchas proporciones semejantes multiplicadas por érden
sariaxi por resultados productos que deberian’estar en proporcion.
.. .22 Y viceversa, cuando cuatro' nirmeros estan en proporcion,
las raices cuadradas, cibicas,” cuartas.... de estos nimeros lo estan
tambien. )

|

IR
1
Ul o

Sea la proporciona . 5 c. d6.
s L . ' . - a c . . .
" Puesto que las dos relaciones '3 son iguales, sus raices cua-

dradas lo serén asimismo , y se t‘endr; ‘/ % = vz
Pero para estraer. la. raiz cuadrada de un quebrado es necesario
(n.° 187) estraer la del numerador y denominador, lo cual da

a_Ye Ve Ve

i Y A
V-;; Ve . va' Vs - v —_
luego — ] , 6 bien a 6 c . vad.

ve Vo

El razonamiento seria el mismo para la raiz cébica 6 de un grade
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cualquiera que sea, partiendo de este principio general, 4 saber, que
para estrger una raiz de un grado cualquiera de un quebrado es ne-
cesario estraer la del numerador y la del denominador. .
-4214. OBseErvaCION.— Cuando los nameros a, &, ¢,d no son cua-

drados perfectos , en cuyo caso las cantidades V a , V—;, '\/_c—,

v d son numeros irracionales, la proporcion arriba enunciada tiene
lugar entre niimeros inconmensurables; es decir, que es necesario con-
siderar relaciones entre nameros inconmensurables , las cuales son en
general irracionales por si mismas; y que por lo tanto dan lugar &
una nueva cuestion, cual es averiguar si se pueden aplicar 4 propor-
ciones de esta especie todas las propiedades anteriormente estable-
cidas.

No dudaremos un momento en responder afirmativamente 4 esta
cuestion, pues que si recordamos lo que antes hemos dicho (n.® 182
y 193), no dejaremos de reconocer que un nimero irracional puede
ser siempre sustituido mentalmente por otro numero fraccionario
exacto que no difiera del propuesto sino en una cantidad tan .pequeiia
como se quiera, y que por consiguiente se la puede ‘tomar tan mini-
ma que no deba hacerse caso del error que se cometeria despreciando
esa cantidad ; y he aqui que ya son aplicables las tales propiedades,
pues que en vez de las cantidades irracionales han entrado numeros
conmensurables que se les han sustituido.

Por lo que toca 4 las relaciones entre los nimeros fraccionarios
exactos, es facil reconocer que con arreglo al procedimiento de la di-
vision de los quebrados puede sustituirseles por relaciones entre ni-
meros enteros.

3
Por ejemplo, la relacion que hay entre. RETE siendo " el . co~

| i

5 33
cientedeladivisionde 7 por 11,es:gual (n°62)é - —66

es decir, 4 la que hay entre 33 y 35.

15

7
Del mismo modo la relacion de = con —

. 7
8 233_1gualé =X—= 6

-8 15

bien la de 161 con 120.

Asi todas las propiedades anteriormente demostradas sobre las
proporciones, supomendo que fuesen numeros enteros los términos
comparados, tienen lugar, cualquiera que sea la mnaturaleza de estos

7
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§ IL De la Regla de Tres y de las que de ella dependen.

DE LA REGLA DE TRES.

215. La cuestion cuyo objeto es dados tres términos de una pro-
porcion determinar el valor del cuarto, es lo que en Aritmética se
conoce bajo el nombre de REGLA DE TRES SIMPLE.

Ya hemos espuesto en el n.° 206 el modo de hallar este cuarto tér-
mino; y asi para resolver una cuestion ‘dependiente de la regla de
tres no habra mas que formar la proporcion 4 que.dé lugar el enun-
ciado del problema. Los siguientes ejemplos aclararén préacticamente lo
que ya hemos indicado en teoria.

PRIMER BJEMPLO. — Se quiere saber cudl serd el precio de 384
quilégramos de cierta mercaderia bajo el supuesto de haber costado
650 francos 25 quildgramos de la misma mercancia.

ANALISIS DEL PROBLEMA. — Supuesto que 25 quilégramos han cos-
tado 650 francos, es claro que 2, 3, 4.... veces mas quilégramos de-
beran costar 2, 3, 4 veces mas. Asi los dos ntimeros de quil6gramos
estan en la misma relacion que sus precios, R forman por conslguueme
una proporcwn entre si.

Luego si representamos por x el precio incégnito de los 384 qui-
16gramos , se tendra la proporcion

25 quil. © 38 quil. I’ 650fr. | x,.

384 x 650 249600
25 25

9984 fr. por el precio de los 384 quilégramos.
Nora. — En este ejemplo puede muy bien simplificarse el csleulo

observando que en la primera proporcion los dos antecedentes son dl-
visibles por 25; y suprimiendo este factor comun se tiene

de donde (n.° 206) x = = 9984; lo cual da

1 384 7 26 | x, de donde x = 384 X 26 — 9984.

Simplificaciones de que deber4d hacerse uso slempre ‘que tengan
lugar. -

SRGUNDO EJEMPLO. — Se ha pagado 743 lib. 15 s. 8 d. por 43 toe.
S p. 4 pulg. de cierta obra; se pregunta cudnlo serd necesario pa.,'ar
por 77 toe. 3 p. 8 pulg. del mismo trabajo.

Desde luego se ve que hay proporcion entre los dos nimeros frac-
cionarios de toesa y los precios de estos dos nimeros.

Sea pues x el precio pedido ; se tendr4 la proporcion

43toe. 5p.4pul. | 77toe.3p.8pul, | 7431ib.15s.84. ° .
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" Segun las reglas establecidas para el calculo de los nimeros com-
plejos se podria hacer el producto de los dos medios y dividir este pro-
ducto por el estremo conocido; pero como los dos medios espresan
unidades de una misma especie, sers mucho mas breve reducirlas &
la menor subdivision que indican, es decir, &4 pulgadas, y se tendra

3160pul. © 5588 pul. " 473lib. 155 84. © =,

6 suprimiendo el factor comun 4 4 los dos primeros términos,
" 790 0 1397 T 743 15s. 84d. | .

La operacion queda reducida 4 efectuar una maltiplicacion de un
niimero complejo por un nimero entero y 4 dividir el producto por
otro nimero entero, lo cual es bien facil.

El producto de 743 lib. 15s. 8 d. por 1397 es igual 4 1039065 lib.
6 s 4 d. .

Dividiendo este producto por 790, resulta por cociente 1315 lib.

326 163
5 326 163
R T T

NotA.— Cuando ocurran ejemplos semejantes 4 este, conviene
reducir los dos primeros términos de la proporcion (que siempre son
de la misma naturaleza) & unidades de la menor de las subdivisiones
que contienen.

TERCER .EJEMPLO.— 135 hombres han empleado 20 dias para
Racer cierta obra; ¢ cudntos necesitardn 300 para hacer la misma
obra ? ) )

AnaLisis. — Si un determinado nimero de hombres ha empleado
20 dias para hacer cierta obra, es claro que un nimero de hom-
bres 2, 3, 4... veces mayor deber4 emplear 2, 3, 4... veces menos
tiempo, en igualdad de circunstancias ; luego cuantas veces el primer
nimerp de hombres 135 esté contenido en el segundo 300 , otras tan-
tas lo ser4 el nimero de dias necesario 4 este segundo nimero de hom-
bres, es decir , el niimero buscado x lo estara en el namero de dias
necesario al primer nimero de hombres.

Asi la proporcion serd

135h. © 300h. © xd. 204,

6 poniendo 4 los medios en el lugar de los estremos para que x sea el
altimo término,

300 © 135 7 20 | x;
13520 2700

de donde x = 300 = 300 = 9dias.
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(En la proporcion se puede suprimir cl factor 15 comun 4 los dos
primeros términos y el factor 20 comun 4 los dos antecedentes, lo cual
dat 9 1 xydeaquix=9.)

— ‘OBSERVACIONES SOBRE LAS RELACIONES DIRECTAS ¥ INVERSAS.
216. Nos parece conveniénte demos 4 conocer & los principiantes

el verdadero sentido de ciertas denominaciones que usan los matema-
ticos con mucha frecuencia. '

Las cuestiones que dependen de la regla de tres contienen siempre

en su enunciado cuatro nimeros, dos de una éspecie y dos de otra.
De estos cuatro numeros Zres son conocidos y uno incégnito, y ade-
m4s cada uno de los términos de la segunda especie esta intimamente
unido por las condiciones del enunciado con uno de los de la pri-
mera.

Asi en el primero de los ejemplos que hemos puesto anterior-
mente, dos de los cuatro nureros espresan pesos y los otros dos sus
precios respectivos. El precio del primer peso esta ligado con él, y pue-
de por esta razon llamarsele término correspondiente al primer peso:
otro tanto podra decirse del segundo precio y de su peso y se les lla-
mar4 por consiguiente términos correspondientes al segundo precio.

En el segundo ejemplo los dos primeros términos que espresan lon-
gitudes, estan ligados 4 los otros dos que son sus precios , y asimismo
cada uno de ellos se denomina término correspondicnte 4 1a longitud
estimada por este precio. ,

Finalmente, en el tercer ejemplo sé¢ consideran dos néimeros de
hombres y dos nimeros de dias empleados por ellos para hacer cierta
obra. El namero de dias empleado por el primer nimero de hombres
es el término correspondiente 4 este nimero de hombres, y el segun—
do numero de dias es el correspondient: al segundo namero de
hombres. ] .

Esto supuesto, se dice que hay relacion directa entre los dos nti-
meros de la primera especie y los dos de la segunda, 6 bien que los
dos numeros de la primera especie son directamente proporcionales &
sus correspondientes de la segunda, cuando despues de haber averigua-
do que hay proporcion entre los cuatro nameros se halla ademas que
cada nimero crece 6 mengua en la misma razon que su correspon—
diente; en cuyo caso uno de los néimeros de la primera especie y sua
correspondiente de la segunda deben formar los dos antecedentes de la

* proporcion, y el otro término de la primera especie y su correspon=
diente de la segunda deben constituir los dos consecuentes ; es decir,
que un término de la primera especie y su correspondiente de la se—
gunda deben formar un estremo y un medio , y el otro término de
la primera y su correspondiente de la segunda, un medio y un es-
tremo.

Por el contrario hay relacion indirecta, 6 bien los dos nfrneros
de la primera especie son reciproca 6 inversamente proporcionales a

v
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sus correspondientes, cuando cada término crece 4 medida que su cor-
respondiente mengua, y viceversa; y entonces cada uno de los térmi-
nos de la primera especie y su correspondx’ente deben formar los dos
estremos, entre tanto que el otro término de la primera especie y su
eorrespondiente deben formar los dos medios. _

Reflexionando sobre las proporciones de los tres ejemplos que pre-
ceden , ser4 facil reconocer que en las dos primeras hay relacion di-
recta entre los cuatro nameros, es decir, que los dos pesos 6 las dos
longitudes son directamente proporcionales 4 los precios. Por el con-
trario en la tercera hay relacion indirecta, 6 lo que es lo mismo, los
dos nimeros de hombres son reciprocamente proporcionales 4 los dos
niameros de dias °.

Por lo demis, el anlisis del problema basta para conocer si la
relacion es directa 6 indirecta. Asi averiguado que sea haber propor-
cionalidad entre los cuatro numeros de la proporcion, no habra mas
que observar si aumentando 6 disminuyendo una de las magnitudes
de la primera especie, se aumenta 6 disminuye su correspondiente; 6
bien si al contrario aumentando 6 disminuyendo aquella, su corres=
pond:entc debe disminuirse 6 aumentarse. En el primer caso hay rela-
cion directa y en el segundo relacion indirecta.

Tambien suele decirse en el primer caso que cada magnitad de la
primera especie ests en razon directa de su correspondneute y en el
segundo que esti en razon inversa.

Por ejemplo, se dice que el precio de cierta mercancia est4 en ra-
zon directa del nimero de unidades de ella misma, porque cuanto
mas unidades haya de esta mercancia, tanto mas debers pagarse por
ella; y al contrario el ndmero de dias necesario 4 cierto numero de
hombres para hacer una obra esta en razon inversa del nimero de
ellos, porque 4 mas hombres menos dias.

217. Estds locuciones, aunque algo viciosas , se emplean con mu-
cha frecuencia en Matematicas. Asi que hablando de dos quebrados
que tienen un mismo denominador, se dice que estan en razon di-
recta de sus numeradores, y de dos quebrados que tienen un mismo
numerador , que estan en razon inversa de sus denominadores.

Para interpretar estas dos espresiones consideremos desde luego los

7 11
dos quebrados — , — que tienen un mismo denominador.
127 12 11
Poniéndolos en proporcion , se tiene 5 X - "7 . 11, pues

que la segunda relacion no es otra cosa mas que la primera cuyos tér-
minos se ban multiplicado por 12.

.

Las denominaciones de relacion directa ¢ indirecta han sido pro-
puestas por Mauduit , uno de los .mejores autores de tratados de An it-
mética,
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7
Ahora bien, el quebrado TR A numerador 7 forman los dos an

i1
tecedentes, y el quebrado TR AN numerador 11 los dos consecuentes;

luego ambos quebrados son directamente proporcionales 4 sus nume=
radores , 6 bien estan en razor directa de ellos. '

15 15
Sean ahora los dos quebrados 33 7 35 e tienen un mismo nu-

merador.

. 15, 15 1 | 1
Descomponiéndolos resulta 33 - 36 - 23 - 3g’ Puesque la se-
gunda relacion no es mas que la primera cuyos términos se han di-
vidido por 15.
Multiplicando los dos términos de la segunda relacion por 23 x 36
y simplificando se tendra

15 , 15 |

3 - 3. 36 23

15
Y como el quebrado 3y denominador 23 forman Jlos estre-

15
mos, y el quebrado TRA denominador Jos medios, resulta que am-

bos son reciprocamente proporcionales 4 sus denominadores, 6 bien
estan en razon inversa de ellos. :

Por otra parte hemos visto (n.° 45) que quedando el denominador
el mismo y aumentando ¢l numerador, el quebrado aumenta en la mis-
ma proporcion, y por el contrario, permaneciendo el mismo el nu-
merador y aumentando el denominador , el quebrado disminuye enla
misma proporcion.

Hemos juzgado oportuno entrar en algunas esplicaciones sobre es-
tos principios, porque hemos notado que los jévenes suelen equivo-
carse en la resolucion de las cuestiones relativas 4 las proporciones,
por falta de nociones suficientes acerca del modo de establecerla debi-
damente.

218. Es de un frecuente uso, cuando hay que resolver una regle de
tres, hacer que el ultimo término de la proporcion sea x 6 el incégnito.

Para satisfacer esta condicion se comienza por escribir la relacion
de los dos términos de la especie 4 que pertenece el incégnito. En se—
guida y despues de haber reconocido por el analisis del problema si
la relacion que hay entre los cuatro numeros es directa 6 inversa,
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se coloca la otra relacion' 4 su izquierda, de modo que el término de
que x es correspondiente sea el primer medio 6 el primer estremo,
segun que la relacion sea directa 6 inversa (Véase n.° 216).

- CUARTO EJEMPLO. — 45 okreros han hecho 250 metros de mazone-
ria, ;76 cudntos hardn del mismo trabajo en igual tiempo ?

Sea x el namero de metros buscado, se escribira desde luego la
TElaCion. « coevricenteirtecrtttetetitrecnniaasaes 280 . a;
en seguida se observari que cuantos mas hombres haya, mayor can-
tidad de obra haran; por lo que la relacion es directa; luego siendo
x un consecuente 6 un estremo, su correspondiente 76 debe ser el
primer consecuente 6 el primer medio, y se tendri

45776 " 280 ° a

280x76
de donde se dedace x = ——45—— = 472 m., 89 valuado en 0,01. N

QuinTo ESEMPLO. — La tripulacion de un navio no tiene viveres
mas que para 20 dias, y sin embargo liene que estar 35 en el mar:
se pregunta & qué cantidad deberd reducirse la racion de cada na-
vegante.

AnaLisis. — Sea 1 la racion diaria de cada individuo y x la
que se le debers dar, consideradas las circunstancias en que se halla
la tripulacion : es claro que esta nucva racion debera ser 2, 3 veces...
menor relativamente 4 la primera, si el numero de dias que ha de
permanecer el navio en el mar llega 4 ser proporcionalmente 2, 3
veces... mayor. Asi pues, las dos raciones son inversamente proporcio-
nales 4 los dos nameros de dias.

Luego si tenemos la relacion....eccveiieiaaannn, . 10
el namero 35 del cual x es su correspondiente debe formar el prlmer
estremo , pues que x es el segundo, y se tendra

3520 71 x;

20
de donde x = T ;— Es decir, que la racion de cada individuo

debe quedar reducida & los -7é de la ordinaria.

OTRA soLucioN. — Se puede llegar 4 este mismo resultado sin ne-
cesidad de hacer proporcion alguna y de un modo mas sencillo.

Supongamos por un momento que no haya mas que una sola ra-
cion por cada individuo para estar en el mar durante 35 dias: la ra-

1
cion diaria quedara reducida a 35 de la comun; pero como segun cl
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enunciado hay 20 raciones para cada individuo , resulta que la racion

1 0 A
actual debe ser 35 X206 i—s, es decir, los 4;- de la racion ordinaria.

REGLA DE TRES COMPUESTA.

219. Se llama asi la operacion por la cual se determina el cuarfo
término de una proporcion resultante de la multiplicacion de dos 6
muchas otras.

SESTO EJEMPLO. — 20 odreros han empleado 18 dias en hacer 500
metros de cierta obra, J cudntos dias empleardn 76 obreros para ha-
cer 1265 metros de la misma obra?

AnAL1sIS. — En el enunciado .hay que considerar fres relaciones,
que son la de los dos nameros de obreros, la de los dos nidmeros de
dias, y la de las dos obras. Pero para hacer mas ficil la cuestion y
reducirla 4 la especie de las anteriores supondremos que la obra que
se haya de hacer por los dos nimeros de obreros, sea Ja misma é
igual 4 la que hace el primero, esto es, 4 500 metros; y la cuestion
quedars reducida 4 esta: 20 obreros han empleado 18 dias en hacer
500 metros de cierta obra; ¢ 76 obreros cudntos dias necesitardn
para hacer la misma obra ?

Aqui hay evidentemente proporcion (en relacion directa) entre
los dos niimeros de obreros y los dos niimeros de dias. Asi represen-
tando por x no el numero de dias que corresponde al primer enun-
-ciado , pero si el que se busca con arreglo 4 este wltimo, se tendra la
proporcion '

~

76020 T 18 0 & (1),

Claro es que de esta proporcion puede deducirse el valor de x,
pero vamos 4 ver que esto es initil. Asi bastari razonar sobre x, con-
siderdndolo como ya conocido segun esta proporcion.

Observemos ahora que siendo x el numero de dias necesario 4
los 76 obreros para hacer los 500 metros, no se trata de averiguar
otra cosa que cudntos dias le faltan para hacer los 1265 metros.

Siendo el mismo nimero de obreros, si la obra llega 4 ser doble,
triple &c., el nimero de dias necesario ser4 tambien doble, triple &c.,
de modo que hay proporcion en relacion directa , y representando por
&/ el nimero de dias buscado , esto es, la incégnita del primer enun—-
ciado, se tendrs la nueva proporcion

500 ° 1265 " x 1 oe... (2)

(500 y « forman un estremo y un medio, porque la relacion es di-
recta.)
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Maltiplicando término por término las proporcnones (1) y (2) re-
sultars (n.° 213)

76x500 | 20x 1265 | 18 xx | xxx’.
Yy suprimiendo el factor x comun 4 los dos wltimos términos,
76 x 500 | 20x1265 T 18 0 .
20 x 1265x18 187

Li = = N 12 di
nego 76X 500 114 190 6 unos 12 dias.

Pasemos 4 un ejemplo mas complicado.

SeriMo E3EMPLO. — 500 hombres trabajando 12 horas poer dia
han empleado 57 dias en abrir un canal de 1800 metros de longitud,
7 de latitud y 3 de profundidad; se quiere saber cudntos dias em-
pleardn 860 hombres trabajando 10 horas por dia para abrir otro
canal de 2900 metros de longitud, 12 de latitud ¥ 5 de profundidad,
&ituado en un terreno 3 veces mas dificil que el primero.

He aqui la tabla de las operaciones de que daremos en seguida la
esplicacion :

860hom.  500hom. [ 57dias | - xdias, ..... (1),
10hor. | 12bhor. | = - deee (2,
1800 m.long. | 2900m.long. = «/ | . ....... (3)
Jmlat. | 12mlat. D 2 0 ... (4
" 3p. 5p Do x2Veieieee. (B)
1d. © o 3d T 2™ C 2¥6Xe.... (6)
860 x10x 1800 X7 x3x1 | 500x12x%2900 x12Xx5%x3 ' 57 . X;
) 500 x 12 x 2900 x 12 x 5 x 3 x 57 51
de donde X = X 10X 1800 X T x3x 1~ 4odiss gy

AxAuisis. — En el enunciado hay que distinguir dos partes prin-
cipales: la primera comprende los nimeros ;

500 hom., 12hor., 57 dias, 1800 m.long., 7m.lat., 3m.p., 1 d.,
y la segunda 860, 10, X, 2900, 12, 5, 3.

(Puesto que el segundo terreno es tres veces mas dificil de romper que
el primero, representaremos por 1d. la dureza del primer terreno y
- por 3 d. la del segundo.)
El nimero de dias pedido ests representado por X.
En vista de esto supongamos por un instante que sea igual la obra
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encargada 4:cada nimero de obreros y que estos trabajen igual né-
mero de horas por dia. .

Como en este caso 4 mayor niwmero de obreros cormponde menor
namero de dias, se dird que hay una relacion -indirecta entre los dos
numeros de obreros y los dos nimeros de dias. ’

Asi representando por x el namero de dias que- necesitan los 860
hombres para hacer la primera escavacion, como el tiempo de su tra-
hajo diario lo hemos supuesto igual al del primer nimero de hombres,
se tendra la proporcion (1) en la que 860 y su correspondiente x for-
man los dos estremos.

Si estos 860 hombres en vez de trabajar 12 horas por dia no tra-
bajan mas que 10 horas, deberan por precision emplear mas dias en
hacer la misma obra. Pero 4 menos horas de trabajo corresponde ma-
yor namero de dias; luego hay una relacion indirecta entre los dos ni-
meros 12 h., 10 h. y los dos niumeros de dias x, 2/, y* por tanto se for-
mara la proporcion (2) en la que 10 y su cnrrapondxente a’ forman
los dos estremos.

Facilmente podria hallarse el valor de x/, que debers espresar el
nimero de dias necesario 4 los 860 hombres trabajando 10 horas por -
dia para hacer la primera escavacion, multiplicando las dos propor-
ciones (1) y (2) y observando que el término x desaparece como fac~
tor de los dos ultimos términos de la nueva proporcion; pero es mas
couveniente considerar 4 x/ como determinada y pasar 4 la tercera
P roporcion.

Hagamos ahora variable la longitud de Ia escavacion, permane-
ciendo siempre una misma la latitud, la profundidad y la. dureza ‘del
terreno. .

- Ahora bien, si la zanja 6 escavacion aumenta de longitud, tambien
aumentard el nimero de dias necesarjo para hacerla, de modo que hay
relacion dzrecta entre los dos niimeros 1800, 2900 y &/, a// (repre-
sentando x’/ el namero de dias correspondiente 4 la longitud 2900);
de donde resulta 1a proporcion (3) en la ‘cual 2900 y 2’/ forman un
medio y un estremo.

Razonando del mismo modo respecto de las otras dos dimensiones,
se tendran las proporciones (4) y (5) en las que 2/ y x'" espresan
los ntimeros de dias correspondientes 4 las variaciones dadas 4 la lati-
tud y profundidad.

Por altimo, considerando la dureza de ambos terrenos resultard
relucion directa y se tendra la proporcion (6), cuyo ultimo término "
6 X espresa el nimero de dias pedido.

Multiplicando ahora término por término las seis proporciones, y
observando que todos los términos x, ¥/, &'/, a///, x'¥ desaparecen como
factores comunes en el seguudo antecedenle yel segnndo consecuente de
la nueva proporcion, resultars la proporcion (7) en la que simplificando

51
se deduce el valor de X = 549 dias o
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Asi el nimero de dias pedido es de unos 549..
Nora..—Téngase presente sin embargo que cuando resulte la espresion
500 x 12 x 2900 x 12 X 5 x 3 x 57 . .
X = 860 x 10 x 1800 X 7 X3 X 1 , deber4 cuidarse de supri-
mir todos los factores comunes que se hallen en evndencla en el nume-
rador y denominador, antes de efectuar las multiplicaciones indicadas.
En este caso por ejemplo, despues de haber hecho dichas supresio-

5X4X29x5x57

nes resulta X =

y 6 efectuando las multiplica-

43x7

- 530
ciones, X = 165300 = 549 51_
301 301

, Este ejemplo, que es de los mas complicados que puedan propo-
nerse, basta para poner & los principiantes)al corriente en la marcha
que debera segmrse.

’ OBSEBVACION!S GENERALES SOBRE LA REGLA DE TRES.

220. La operacion por la que se halla el término incégnito en las
dos cuestiones que preceden, se llama regla de fres compuesta, pues
que por ella se obtiene una proporcion cuya primera relacion es el
producto de todas las comprendidas en el enunciado, 4 escepcion de la
en que entra la incégnita y que constituye la segunda relacion.

Antes se clasificaba la regla de tres en simple, directa, simple ir-
versa y compuesta directa é inversa, denominaciones-que si no son vi-
ciosas, al menos son indtiles para hallar el resultado de la cuestion.

Antes de todo debers cuidarse al colocar las diferentes proporcio-
nes en columna para multiplicarlas, si los cuatro ntumeros de cada
una son directa 6 reciprocamente proporcionales, y en seguida pl'ocef
der 4 escribirlas segun ga observacion del n.° 218.

Propondremos para ejercicio los siguientes problemas.

Ocravo EJempLO.—15 obreros trabajando 10 horas por dia han
empleado 18 dias en hacer 450 metros de cierta obra, jcudntos obre-
ros se necesitardn trabajando 2 horas por dia para hacer en 8 dias
480 metros de la misma obra?

(Result. X = 30 obreros.)

5

NoveNo ESEMPLO.—Se han necesitado 1200 metros de paiio de —

. +

de ancho para vestir 4 500 hombres; se quiere saber cudntos metros

7
Se necesitardn de 'y de ancho para vestir & 960.

( Result. 3291 m. %.)
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Decimo r3empLo.—Un correo que anda 45 horas por dia ha hecho
una caminata de 375 leguas en 2V dias; ! cudnias horas deberd ¢a-
minar por dia para andar 400 leguas en 18 dias?

7
(Resuit. 17 b )

DE LA REGLA DE INTERES.

221. Se llama interés de una suma el beneficio resultante del prés-
tamo que de ella se hace 6 el rédito exigido por el prcstamzsta la suma
depositada se llama capital existente.

El interés de una suma depende de la cantidad del capital, del
tiempo que dure el préstamo y del Zanto de interés.

Se llama Zanto de interés el beneficio que reporta cierta suma du-
rante ‘un tiempo determinado: este tanto es por lo regular la canti-
dad que se lleva sobre 100 reales en Espaiia y sobre 100" francos en
Francia durante un aiio.

Este tanto, que puede considerarse como una especie de unidad
de interés, es de pura convencion entre el prestamista y el que recibe
4 premio, y depende por lo general de la abundancia 6 escasez de los
capitales. Sin embargo el uso y la ley han intervenido en el comercio
y en el banco, fijando limites 4 este fanfo mas alla de los cuales no
puede pasar sin degenerar en uswra; y por consiguiente serd usurere
el que preste dinero 4 un precio mucho mayor que el que generalmen-
te ests establecido.

La regla de interés no es mas que un caso particular de la regla de
tres: he aqui algunos ejemplos.

PRIMER EIEMPLO.—SE pide el interds de una suma de 4500 fran-
cos por 2 aiios y 5 meses & razon del 7 popfr. anual (p oo es el
modo con que se escribe en el comercio por 100).

O de otro modo: i 100 francos producen 7 al aiio, ¢4500 en 2
aiios y 5 meses cudnito producirdn?

ANALISIS Y soLucioN.—Aplicando 4 este ejemplo los principios an-
teriormente establecidos, como los intereses de dos capitales durante un
mismo tiempo son directamente proporcionales 4 estos capitales, lla-

mando x al interés que el capital 4500 fr. rinda al cabo de un ailo,
.se tendri esta primera proporcion

0° 4500 77 z.....(1)

Ahora bien, los intereses de un mismo capital son directamente
proporcionales al tiempo que estan dados & rédito; luego si se designa
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por X el interés que ridan 4500 fr. durante 2 afios y 5 meses, resul-
tars esta nueva proporcion .

taf. ' 2af. 5ms. | =] X..i(2);
y multiplicando término por término las proporciones (1) y (2),
0° 4500x2aﬁ.5m:. 70X

4500x2aﬁ 5ms. X 7

y por consiguiente X = =315X2afl. 5ms, .

100
' 315 .
Efectuando la operacion indicada por ~° . 2afl.5msl
315 X 2 ail. 5 ms. segun las reglas conocidas _
se halla por resultado 761 francos y 25 cénti- 630

'mos. Por tanto el interés, ganancia 6 rédito 4 ms..105 -
que dan 4500 francos al 7 pop anual en 1..... 26,25

2 ail. .5 ms. es 761 fr. mas una pequeiia
fraccion 25 céntimos.. 761,25

Sea en general un capitala dado al tanto de i p o/o anual por una

cantidad de txcmpo t.
Razonando como en el ejemplo anterior se tendran las doa pro—

Pol‘cion&i...'.......--un'-'......‘..... { 100. a": i - 2 ;

1.8 =

de donde se deduce. ....o00cerecceess 100 .ext il X,
y por consiguiente

aXitxi ait
X = =
100 100

Esta férmula X = -f'—t- que por su sencillez es bien f4cil de re-

tener, manifiesta 4 primera vista lo que debers hacerse para hallar ol
interés que una suma cualquiera debe repdir al cabo de cierto tiempo y 4
razon de un determinado tanto pob.

Traducida al lenguaje comun indica que deberas multiplicarse la



270 " 'RLEMENTOS _
suma propuesta por el tarto de interés anual, maspor el tiempo que
deba estar 4 rédito, y dividir el resultado por 100. En esta sencilla
operacion consiste, pues, la regla de interés simple.

222, Esta férmula puede hallarse sin necesidad de proporcion por
un medio que conviene conocer.

Paesto que 100 francos' rinden al afio # de’interés, es claro que

un solo franco debers rendir _l—:)(T' luego una syma cualquiera rendi-

i a
r4 al afio
100

X a 6 —2_, y esta misma suma al cabo de # aflos debe<

100

. ai ait

ré rendir —— X £ 6 —.
o T 100 100

.

2
por afio se presenta en ciertos casos particalares bajo uma forma muy
sencilla.

Sea, por ejemplo, # = 5 (lo que quiere decir que la suma est4 da-

Nota.—La fraccion que mMu el interés de un franco

' ' 7 5 1. ar
daals 1) — = = —: de d _—
da 2l p o anual): resulta oo = 5= g de donde o=
20%, por lo cual s _ve que el interés de un capital al 5 p % anual es
f ) SN 4
igual 4 la vigdsima parte del capital.
o : . R S 1 1 ai a
i P =10 Itard —— = —— = — § —— =
St se tiene y resu 100 100 107 oo 10

6 lo que es 1o mismo, que el interés de un capital dado al 10 pob es
la décima parte del capital. o
223. Algunas veces-el prestamista lleva el tanto de interés no por
un afio, sino por 1 mes 6 30 dias (Véase n. 221), y en este caso la
serie de operaciones es la misma, con la diferencia de tomar el mes por
unidad de tiempo. .
SEGUNDO EJEMPLO.—:CUud! es el intercs de 5000 francos por 315

. ) 3 .
dias, 6 10 meses y 15 dias & razon del Z P % mensual?
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. B 0 b B © -t . t.-\
Haciendo en la férmula X = —ﬁ:?»a = 5000, ¢ = 10 ma. - €

i= -l;’- se obtiene

10 3 3150
5000)( i.x%=-50>(2~]'X——:r---—.—-—393,/
100 2 4 8 L
Asf el interés pedido es 393 frances y 75 céntimnos.
TeRCER EJEMPLO.— (A qué lanio p oo anual deberdn haber $idd
dados 3750 fr para que hayan rendido 719 francos ‘23 e al ca=-
bo de 2 aiios y 6 meses? :

Razonando como en el primer, e)emplo se temlrén las dos propor

2ajl §,° :::'X

.

{3750 100 '71925 }-.
ClIODES ¢ cesevvcvesscccnocsones " ]

de donde se deduce 3750 X 2 4 ° . 719, 25

- \ ‘

S 719,25 X 100 - 71925
3750 %25 9375

el tanto de interés pedido es 7 fr., 67 pop proxxmamcnte 1 amtmm. .

Este resultado podra comprobarse ficilmente determinando el in- -
terés del capital 3750 francos durante 2 afios y 6 meses 4 razon de ! fr.,
67 cs. p oo anual; aun cuando para mayor exactitud convendré tomar
el tanto 7,672 cual se ha obtenido.

Luego X = = 75672, es decir;:q'i;é

]

it
La férmula X = laTO puede servirnos tambien para conocer estd

tanto. En efecto, de ella se deduce evidentemente 100 X =. a x i x Ly

100 X ' ‘ T S
deaqui i = —— - . : e
aXt . . o oL
Y comoa = 3750, ¢ = 2ail. 6 ms. X = 719,25, se tendrs
71925
sustituyendo estos valores, i = 9 = “92_5,. = ,6.72,

3750 x2{~ T 9375-‘ '

que es el mismo ‘resaltado que hallamos por el melodo antemor.

it ' e '
224 En la férmula X -&-\— dadas tres cantidades de la‘s suar
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tro a, #, ¢t y X se puede hallar la cuarta; lo cual da lugar & cuatro
problemas diferentes que vamos & resolver. :

1.° Dcterminar el interés que deba rendir un capital al cabo de
cierto tiempo, 4 razon de un determinado tanio p op.

Sea X el interés pedido, se tendrsd X = .l_‘:;.f)_.

.(Esta cuestion pertenece 4 las que han sido objeto de los dos pri-
meros ejemplos.) ’

29 Hallar el tanto p % & que deberd darse una suma para que
al cabo de cierto tiempo produzca otra suma conocida.

100 X
at
(E1 tercer ejemplo es de la misma especie que esta cuestion.)
3.9 Determinar qué tiempo deberd estar 4 rédito cieria suma pa~
ra que 4 reson de un determingdo tanto p % produzca una suma
Jada. . .

La férmula sera en este caso i =

100

.

a

La férmulaes 2 =

Este valor de # deber4 ser calculado en unidades de la misma espe-

cie que la de las del tanto p b, bien que sean afios 6 meses.
4.2 JQuf capital deberd darse & redito para que al cabo de cierto
tiempo conocido y & razon de un tanto p o determinado produzca una
suma dada? . .

100 X-

' hférmuladei:esera:

He aqui algunos ejemplos que podrén servir de ejercicio.

CuArTo EJEMPLO.—:Cuydl es el capilal que en 27 meses 4 £ p oo
mensual ha rendido 1312 fr., 65 cs. de ganancia?

(Resp. 9723 fr., 33 cs.)

Quinto EyEMPLO.—7 400 Jfrancos han rendido en 27 meses 832 fr.,
50 cs.; determinar el ianto pYo d que deben haber sido dad:
interés rendirian $500 francos al mismo tanto p 9o en 45 meses.

(Resp. 1593 fr., 75 cs. ganancia de los 8500 francos en 45 meses;

5 = al tanio p % anual pedido.)

BREGLA DE DESCUENTO.

' 295." El descuznio es la rebaja que debe hacerse & una letra
que siendo pagadera al cabo de cierto tiempo, se paga antes de espirar
el plazo.

Un ejemplo aclararé esto: supongamos que una persona liene una
tetra de 3000 francos pagadera en i aiio y que se presenta al ban-
quero para que s¢ la DESCUENTE: en este caso se quiere saber que re—
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baja deberd hacer el banquero, 6 bien qué cantidad deberd pagar al co- :
brador. Partamos del principio de ser 6 el tanto p ob. . |
. Anavisis.—Es claro que el cobrador debe recibir una suma que re-

unida 4 su interés durante 1 aiio produzca 3000 francos, valor de la
letra.

Ahora bien, 100 francos rinden 6 fr. de interés anual; luego 100
francos al cabo del afio se aumentardn en 6, y ya no seran 100, si-
no 106, 6 lo que viene 4 ser lo mismo, que una letra de 106 fr. pa-
gadera en 1 aiio equivale 4 100 fr. pagaderos en la actualidad. Asi pa-
ra hallar el valor actual de la letra de 3000 francos bastars establecer
esta proporcion

106 © 100 © 3000 ° x,

en la que el cuarto término representa la suma que el banquero dche
dar al cobrador.
Tambien se puede decir: si' por 106 francos en 1 afio debe retener
el banquero 6 fr. ;por 3000 cuintos debera retener?
Es decir,
106 ° 6 3000 @ Z/;

y €l cuarto término representara el descuento que debe hacerse 4 la
letra.

. . 300000 :
La primera proporcion da x. = T 2830 fr., 19 cs;
18000
la segunda........0... & = —— = 169, 81
Yy la :8“[\ a X 106 y

3000 fr,, 00.

.EI valor actual de la letra es, pues, 2830 fr., 19 cs., 6 bien el ban—
quero debe descontar 169 fr., 81 cs. :

Asi es efectivamente, pues que el capital 2830 fr., 19 cs. sumado
con su interés 169 fr., 81 cs. da 3000 francos, que es el valor primi-
tivo de la letra. Se ve, pues, que las dos operaciones se comprueban
mutuamente.

Representemos en general por-a el total de una letra, por 2 el
tiempo en que es pagadera y por # el tanto de interés llevado pot la
unidad de tiempo.

Como 100 rs. rinden 7 en la unidad de tiempo, al cabo de £ tiem-
Po deber4n rendir una suma iX ¢ 6 iZ; y por conslgmente 100 4 2 cs-
presa el estado del capital 100 fr. al cabo del tiempo #, incluso el in-
terés; lo que equivale 4 decir que 100 + i pagadero’ al cabo del llem-
Po ¢ sc reduce 4 100 fr. pagaderos en la actualidad. N :

1
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Luego para hallar el valor actual de una letra a es necesario plan=-
tear la proporcion '
' 100 a

100442 100 @ x;dedondexr = —
100 + ¢

y para obtener el descuento de la letra, esta otra

100 +it° it © a x;dedondex = — X%
- 100 43

Asi ¢l VALOR ACTUAL de una letra se obtiene multiplicando el to~
tal de ella por 100 y dividiendo el producto por 100 fr. aumentado
del interés de 100 fr. cglculadg por el tiempo en que estd aplazado su

ago.

3 Y el prscurNTO multiplicando el tota] de la leira por el interés de
100 francos calculado por el tiempo propuesto y dividiendo el producto
por 100 fr. aumentado de su interes por este mismo tiempo.

Si la operacion es exacta, deher4 verificarse que afiadiendo un re-
sultado al otro, se tenga el total de la letra.

PRIMER EJEMPLO.—S¢ pide el valor actual de una letra de 4850 fr.
pagadera en 13 ms, 4, bajo el supuesto de ser el tanto de interes §
P % mensual,

1
Setiene o= 43501 =13 ms ;i = %;
3 1 81
de dond I Xt = — X13 = = — = 10, 125.
onde i 7 3 3 y
' 100
Luego la férmula x = -—_‘1_ se cambia en
100 + ¢
85000 85000000 - . g
4 - == 4 = eeccccce 4404&'-,096&
110,125 110125

Asimismo se tiene para la segunda férmula

_ 4850 10,125 49106250
T 7110425 110125

= eecovrpe 445 9 9

" 4850, 00

226, Este modo de descantar no es el que usan los banqueros y
comerciantes, sino que descuentan @ Zanfo p ob, es decir, que esta-
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blecen un tanto de descuento del mismo modo que han establecido un
tanto de interés.

Volvamos al ejemplo anterior para resolverlo por este nuevo mé-
todo.

Se quiere descontar una letra de {850 fr. pagadera en 13 ms. %
d razon de P % de descuento mensual. :

AnALisis, — Como segun el enunciado el banquero debe descon-

1
tar i mensual por cada 100 francos , resulta que en 13 ms. 2 debera

81
descontar -Z- x13 % 6 3 6 reduciendo 4 decimales, 10fr,, 125. Ast

pues, para saber el descuento que deberi hacerse sobre 4850 fr., se plan-
teara esta proporcion :

100 © 10,125 4850 Do
4850 x 10,125

00 = 491,06, un céntimo préximamente.

de donde & =

~ Restando ahora 491,06 de 4850 se tendra 4358 fr., 94 cs. que re-
presenta el valor actual de la letra.
Comparando este resultado 4359fr., 84cs. con
el obtenido segun el primer método, se observa 4404,09
que el cobrador tiene un deficit de 45fr., 15cs. 4358,94
en su cobro haciendo el descuento por este se= _—

gundo método. «eve.ee.n Ceaeeaienae senes 45,15
Para esplicar esta diferencia es necesario observar que los ban-

queros al descontar 491 fr., U6 cs. sobre 4850 fr. retienen el interés del
valor total de la letra al cabo de 13 ms. %, siendo asi que en rigor no
deben retener mas que el interés que al cabo de este tiempo deba ren-
dir el valor actual de la letra ; condicion que solo HNena el primer
método.

Este namero 491,06 que el banquero retiene con.forme al segundo
método se compone realmente de dos partes; el interés del valor
actual de la letra, es decir, 445,91, mas el interés de este interes,
como vamos & probarlo. ‘

La proporcion 100 . 10,125 445,91 7 xda |

445,91 x 10,125

— 45,1483875 o
T00 45,14 ’

es decir, 45,15, proximamente un ceéntimo.
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De aqui es que estos 45 fr., 15 cs. resultan en pérdida para el co-
brador, y es beneficio que sin derecho alguno se atribuye el banquero,
independientemente del que por la ley le pertenece en razon de la an-
ticipacion del pago.

Pero sea de ello lo que se quiera, el segundo método es el mas re-
cibido en el comercio por su sencillez con relacion al calculo.

Asi es en efecto: representemos por a el total de la letra, por ¢ el
tiempo 4 que es pagadera y por i el tanto de interés, 6 mas bien el
tanto de descuento, lo cual da /X ¢ por la suma que debe retenerse
sobre 100 francos durante el tiempo .

Esto supuesto, 4 fin de obtener el descuento de la letra @ no ha-
bra que detenerse mas que en plantear esta proporcion

. . . aXxit
100 | &  a | x; de donde x : ,
: * 100

férmula bastante parecida 4 la de la regla de interés, y que solo con-
ticne dos multiplicaciones y una sencilla division, al paso que las dos
férmulas relativas al primer método dan lugar 4 divisiones que son
bastante complicadas.

Sin embargo podria establecerse un medio de conciliar entre si
ambos métodos, el cual seria rebajar un poco el tanto de descuento
respecto del tanto de interés; pero la dificultad estaria en la aplica-
cion de cste medio 4 las circunstancias habituales que 4 cada paso pu~
dieran presentarse. Asi pues, siempre es mejor atenerse en el co-
mercio al segundo método, dejando como para parte del contrato y
punto de pura convencion entre el banquero y el poseedor el elegir un
método 6 el otro.

NotA. — Estos dos modos de descontar han recibido denominacio-
nes particulares que por ser bastante viciosas y de ‘muy poco uso en
el comercio las hemos omitido. ]

227. He aqui algunos ejemplos conforme 4 ambos métodos.

SEGUNDO EJEMPLO. — ;Cudl es el valor actual de una letra de
2850 fr., 45 cs. pagadera en 2 anios y 8 meses, suponiendo el tanto
de interes 8 fr., 75¢cs. p oo anual?
~ PriMer mETODO.—Puesto que 100 fr. rinden 8 fr., 75cs. en 1 afio,
al cabo de 2 aii. 5 ms. el interés debers ser igual 4 8,75 X2 ail. 5 ms,

70
648,75x 3 6 3 Asi el valor actual de la letra estars bien espre=

sado por .
2850,45 x 100 _ 285045 x3 - 855135
T 370 T 370

100 -i-’/-0
' 3
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de todos modos la suma retenida se halla espresada por

70
. 2850,45 x —
2850,45x 70 199531,5
70 - 370 370
lOO:-l—T.

Efectuando las dos divisiones indicadas se halla

855135
AL i ———— = 2311,18
: , . 370 -
2850,45.

199531,5
20 tiiiiiiiess ——1 = 539,27
370

Luego el valor actual de la letra es 2311 fr., 18 cs., y el descuento
que el banquero deber4 hacer 539 fr., 27 cs.
SEGUNDO METODO.— La suma que deberid retenerse sobre 100fr.

! L 70
por 2 aii. 8 ms. siendo 3 el descuento de 2850 fr., 45 cs. serd

2850,45 x 70
3 950,15x 70

100 - 100

= 665,105.

El valor actual de la letra es, pues, igual 4 28 50,45—.665,10 , 6
bien 4 2185,35.
Asi el poseedor de la letra recibe 125 fr., 83 cs. 2311,18

menos haciendo el descuento por el segundo mé- 2185,35
todo que por el primero. _—
Esta pérdida que obra en contra del cobrador, 125,83

es como ya vimos en otro ejemplo el inte-
rés de 539 fr., 27 cs.

7¢
Asi es en efecto, pues este interés 4 razon de 3P oo al cabo de

2 ailos y 8 meses es

539,27 x /0
3 37748,9

100 300

= 125,829.
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TERCER EJEMPLO. — J A qué tanto de interés mensual debe haber
sido descontada una letra de 5600 fr. pagadera en 14 meses por la’
que el banquero ha dado d su poseedor 5129 fr., 45 cs.?

PrimER METODO. — Como los 5129 fr., 45 cs. espresan el valor ac-
tual de los 5600 fr., la suma cuyo valor actual es 100 fr. se obtendrs
por la proporcion

5129,45 © 5600 © 100 | x;

de dond S60000 109 fr., 1735
e donde ' x = 512945 — N .

Asi el interés que rinden 100 fr. al cabo de 14 meses es 109 fr.,
173s.

Dividiendo esta espresion por 14 se tiene 0 fr., 6552 por el tanto
de interés mensual: resultado cuya exactitud es- bien facil comprobar
haciendo el descuento de los 5600 fr. conforme 4 este tanto de in-
terés.

(Hemos becho estensiva la operacion hasta las du.-z milésimas, &
fin de que la comprobacion reuna datos suficientes para dar un resul-
tado exacto.)

SEGUNDO METODO.—Si se sustrae 5129,45 de 5600, se obtiene
470,55 por la suma que el banquero debers beneficiar para si so-
bre 5600.

Ahora, para saber el beneficio que deber4 tener sobre 100 fr. al
cabo de 14 meses, se planteara esta proporcion

5600 470,55 T 100 |

.. 47055
de donde x ——Sm— = 8,40.

" Dividiendo este resultadopor 14 resulta 0 fr., 60, que es la can-
tidad que deber4 retener mensualmente sobre 100 fr., 6 lo que es lo
mismo, el tanto de descuento mensual.

Esfe tanto, que es el que en realidad debiera levarse, es como
bien se ve mucho menor que el que hemos hallado por el otro medio.

228. El siguiente ejemplo contiene 4 la vez la regla de interés y
la de descuento por el primer método.

CuarTo EJEMPLO. — Un mercader ha comprado & un fabricante
una pieza de género por 3859 fr., 25 cs., y no pudiendo pagarie al
contado en dinero cfeclt'oo le ha dado una letra pagadera en 18 me-
ses : se quiere saber qué suma deberd llevar sobre la letra siendo
£ P 9% el interes mensual.

Anarisis. — Desde luego se ve que la letra debe componerse de la
devda contraida en el interin del contrato, mas el interés que la
suma importante de esta deuda rinda al cabo de los 18 meses.
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3 . .
Esto supuesto ~ pues qae Z e el interés mensnal que sé llévd sobre

-

3 .
100 fr., resulta que 7 x 18 6 13,50 sers ¢l interés que sobre Ia mis-

ma cantidad se lléve por £8 meses.

Luego para obtener el interés de 3859,25 bastard establecer esta
proporcion

100 © 13,50 © 3859,25 & =

3859,25 x 13,50

de donde == 7 520,99875 6 521 fr.
100

Afiadiendo este interés 4 3859,25 resulta 4380,25 por el total de
1a letra.

La comprobacion de este resultado debers hacerse por el primer
método, y para ello se establecera la proporcion

1

113,50 © 100 ~ 4380,25  x

en la que el cuarto término espresa el valor actual de la letra de
£380,25 y es igual 4 3859 fr., 25 cs.

Al fin del capitulo VIII trataremos de las reglas de interés y des-
cuento compuestas. .

REGLA DE SOCYEDAD.

229. El objeto de esta regla es dividir la ganancia 0 pérdida de
un capital entre lbs socios contriltuyentes.

En el comercio se ha convenido ; 1.° que la ganancia 6 pérdida de
cada asociado sea proporcional & la parte con que haya contribuido
cuando los uempos son iguales, y 2.° que sea proporcional & los tiem-
pos cuando las partes son iguales. De lo que resul’:a que para partidas
y tiempos diferentes, Jas partes son proporcwnales & los productos de
las partidas por los tiempos.

Luego considerada b cuestion bajo ‘mr pusrto de vista general, se
reduce & dividir un numero dado (que puede ser una ganancia 6 pér-
dida) en partes directamente proporcionates & otros nimeros dados.
"~ Sea pues A el namero que se ha de dividie; #, n, p, g...., los
nimeros proporcionalmente 4 los cuales debe ser dividido A y =,
', &, 2. . ... las diferentes partes.

En vnrlud del enunciado se tendra esta serie de relacnona iguales

mlE L& g g

. ’
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de donde haciendo (n.° 211) la suma de los antecedentes y la de los
consecuentes,

m+n'+p+q+.._.....: e+t + I m ]
6lnencnrazondeque-c+r 2 +. v...6 la suma de las
partes es igual 4 A,

m+nt+ptqgti... . A

.‘C”

xl//

Lo caal pruebn que para ‘obtener cada una de las partes, 6asta
multiplicar el nimero que se ha de dividir A respectivamente por ca-
da uno de los mimeros m, n, p. q..., y dividir el producto por la
suma m+n +p +q. ... de estos mismos numeros.

Hagamos algunas aplicaciones.

230. Primer EJEMPLO. — Tres socios han puecto en fondos, el
primero 1500 fr., el segundo 22540 fr. y el tercero, 25600 fr.: al ario
han ganado 12000 fr.: i 4 como deberd tocar 4 cada asociado ?

AnALIsIS, —= Resulta de la anterior esplicacion que el capital en’
fondo (6 la suma de las tres partidas) es 4 la ganancia total como
una de las partidas es 4 la- ganancia que le.corresponda; cuarto tér-
mino deJa proporcion que debera hallarse por la regla de tres.

Luego cada ganancia particular es igual al producto de la ganan-
cia total por la partida que le corresponda dwndldo por el capital en
tondo.

Esto supuesto » .sumando de{sde luego las tres partidas se tiene
63140 rs.

Asi se tendra suceswamenle por las espresiones de las ganancias
de cada socio:

12000 x 15000

2 ia:r = —r————— 2850,8
1.2 ganancia :- = A 63140 28 0., i,
' = 12000 x 22540
22 & = — 81
63140 428381,
: 12000 x 25600 -
32 & = ——— = 4865,38
63140 —_—
12000,00.
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Operacnon bien facil de comprobar, pues para que sea exacta es nece-
sario que sumadas las ganancias particulares resulte la ganancia par-
ticular.

Secunoo EIEMPLO.—Un comerciante acomete una empresa con un
Jondo de 25000 fr. Cinco meses despues se le asocia un capilalista
que contribuye con 40000 fr., y seis meses mas adelante enira. en la
empresa un segundo capilalista contribuyendo con la cantidad de
60000 fr. A7 cabo de dos aiios resulta una ganancia de 8900V fr.
Partiendo del principio de que el comerciante como solo encargado de
la empresa toma un 5.p Yo sobre-la ganancia total ademds de lo que
le corresponda por su partida; hallar la g '@ correspondiente d
cada asociado.

. Awavisis. — Puesto que ‘el comerciante en recompensa de su tra-
ha;o debe tomar en pnmer lugar un 5 p % del beneficio total, resul—

ta que las 15 64 la — parte de 80000 fr.; 4 saber, 4000 fr. de-
berin. obrar en provecho suyo, fuera parte la ganancla que & su paru-
da corresponda. .

Restando 4000 de 80000 quedan 76000 fr., que es lo que debers
repartirse entre los tres socios proporcionalmente 4 los productos de
sus.partidas por el tiempo que han estado en fondo.

Asi pues, 1.° los 25000 fr. del comerciante durante 24 meses dan
25000 X 24 6 600000 fr:

2.° Los 40000 del primer capitalista habiendo estado 24 — 5 6 19.
meses.en_fondo dan 40000 X 19 6 760000 fr.

3.2 Pos 60000 del segundo capitalista durante 24 — 5 —6 ¢ 13
meses dan 60000.x 13 6 780000 fr. '

Luego la cuestion queda reducida 4 dividir 76000 fr. proporcio-
nalmente 4 los tres nameros 600000, 760000 y 780000, 6 lo que es
lo mismo , proporcionalmente 4 los numeros 60, 76 y 78.

- La suma de estos tres ultimos nameros es 214 Asi se hallaré su-
cesivamente para las tres partes ’

76000 X 60

.+ 12 parle .... ———27-4—=21308,41,

6 bien aiiadiendo LA pRIMA de 4000 4 razon de 5 p %o que obra en

beneficio del comercianté. ....vvvvevnn... eveeees 25308, 41
000 x7 ) 6000
9a.,.,. 18000x76 _ 577 = 26990,65
214 214 .
76000 x78 5928000
: 32 ..., = = 27700,94.
° 214 214

Comprobacion . . . . . ... 80000 fr.,00.
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231. La vegla de sociedad es una de las operaciones aritméticas
mas usuales en todas las naciones cultas y civilizadas, y-asi es que el
recaudo 6 reparticion de contribuciones que hace el gobierno de cada
macion para sostener los intereses det estado no vienen 4 ser otra cosa
mas que una regla de sociedad por la cual se determina la cantidad
con que cada individuo debe contribuir al aumento de los fordos pu-
blicos con arreglo 4 sus facultades; cantidad que obra al parecer con-
tra el contribuyente, pero que & la verdad .no es una pérdida real,
Ppor cuanto unida 4 la dg sus conciudadanos sirve de medio para sos-
tener el reposo social, aumentar la riqueza material y en una palabra
para dar pabulo al cumplimiento de todos los deberes de un buen go-
bierno. .

La cuestion que tiene por objeto fijar 6 determinar el total de las
contribuciones proporcionales, correspondientes 4 un numero de indi~
viduos tan grande como el de un reino » la Francia por ejemplo,
Pparece 4 primera vista muy complicada ; ‘mas las siguientes considera-
ciones poudran de manifiesto cuan sencilla es por el contrario.

Supongamos, por ejemplo, que no se trata mas que de determi-
mar las contribuciones prediales 6 séanse las que se perciben por ren-
tas fterritoriales.

Las necesidades de un gobierno durante un aiio exigen una con-
tribucion predial cuyo valor es A. ¢ Cémo deberd -procederse al cobro
de ella ?

SoLucioN. — Comiéncese por repartir por medio del ministerio de
hacienda la suma A entre todos los departamentos que compongan el
reino proporcionalmente 4 las rentas que se suponga tener estos diver-
s0s departamentos.

Sea B la suma con que cualquiera de ellos deba contribuir por su
cuola eorrespondiente. .

Dividido este departamento en tres 6 cuatro distritos cuyas ren-
tas territoriales son conocidas, se repartira por medio de su pre-
fectura la suma B entre los dichos distritos proporcionalmente & sus
renlas.

Sea C la suma que uno de los distritos deba pagar por su parte
correspondiente. :

Dividiéndose cada distrito en muchos pueblos, se hace por medio
de la subprefectura de este distrito el reparto de la suma C entre los
pueblos que le componen proporcionalmente 4 sus ventas.

Sea D la parte correspondiente 4 uno de estos paeblos.

Finalmente , como un pueblo se compone de cierto ntmero de
propiedades rusticas 6 urbanas cuyas rentas son conocidas, no habra
mas que r¢partir la suma D entre elles proporclonabmente 4 sus
rentas,

Una vez hechas las matriculas de las contribuciones de todos los
Propietarios, 6 lo que es lo mismo, formulado ¢l reparto, cada con-
tribuyente hace efectivo y entrega el total de ellas al recaudador del
pueblo, ciadad , villa 6 lo que sea. Este lo entrega al recaudador del
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distrito 4 que pertenece : el recaudador del distrito, al recaudador ge-
neral del departamento y finalmente todos los recaudadores de los de-
partamentos entregan sus fondos en la Tesoreria, en cuyo caso ya
queda en poder del gobierno el total del reparto que habia hecho.

He aqui nuevas cuestiones pertenccientes 4 la regla de sociedad.

TERCER EIEMPLO. — Repartir una suma de 36000 rs. entre cua-.
tro personas , de modo que la segunda tenga duplo de la primere, la
tercera tanto como la primera y segunda juntas y la cuarta iriplo de
la tercera. ' '

A poco que se medite sobre la naturaleza de.esta cuestion , se vers
que tomada por unidad la primera persona 6 representada por 1, la
parte de la segunda debera ser 2,1a de la tercera 241 6 3 y por
ultimo la de la cuarta 3 X3 6 9; y por tanto la cuestion queda re-
ducida 4 dividir 36000 en cuatro partes que sean entre si como los
nimeros 1, 2, 3, 9, y pertenece por consiguiente & la general
del n.° 229,

Sumando estos cuatro ntmeros 1, 2, 3, 9 se tiene 15.

Asi se oblendra sucesivamente por las cuatro partes:

1 x 36000
1.2 parte. . . . . —2(—1?_= 2400

non
28 ..., ..B—i‘;—‘=4sno;

;xssooo
15

9 % 36000
42 .. ... 22207 o600

15 —_—
36uv0.

3N ...

=7200;

Algunas veces los nimeros proporcionalmente 4 los cuales se debe
dividir una suma dada son quebrados 6 nameros fraccionarios; pero
en este caso la cuestion podra considerarse como si los datos que en
ella entrasen fuesen nameros enteros, reduciendo los quebrados 4 un
comun denominador.

Asi para dividir una suma a en partes proporcionales 4 los que-

2 3 5

lm'ndos —3 y = -G 'se reducirin estos quebrados 4 un comun deno-
minador, 1 1 d —8 — _10 ' ° 217) 1 -b d,
ina . K
n , lo cua al ,1.,‘,ycomo(n ) los quebrados

que ticnen un mismo denominador son proporcionales 4 sus numera-
dores , no habré mas que dividir la suma a proporcionalmente 4 los
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82 9a 10q.

numeros dados 8, 9, 10, y se tendra 2797 o7

por las tres
L d

partes pedidas.
CuARTo ESEMPLO. — Una persona que al morir deja una suma
de 40000 francos lega en su testamento 4 sus herederos lo siguien-

1 2 1
fe: 3 del bien total al primero, 5 al segundo, —;—al tercero, y 3

al cuarto : ; qué cantidad corresponde & cada uno?

SotucioN.—Si la suma de los cuatro quebrados % , ; ’ é y -::
fuese igual 4 1, las condiciones del testamento serian bien ficiles: de
llenar, pues no.habria mas que tomar alternativamente la 6.2 parte
de 40000, los -i- de 49000 &c, y se tendrian las cuatro partes.

Pero reduciendo estos quebrados 4 un comun denominador se

hall 15 36 40 30 ieual 4 121 64 131 -
alla o5 357 90’ 90’ Cuya suma es igua 3 90’ e

sultado mayor que la unidad ; por lo cual se ve que los bienes queda-
rian mas que repartidos entve solo las tres primeras partes estableci-
das seguu los términos del testamento.

Sin embargo, si se reflexiona sobre el enunciado, se ve que la vo-
luntad del testador era repartir sus bienes entre los cuatro here-
deros de modo que sus partes fuesen proporcionales 4 los nime-

1 2 4 1

6’5’9’3

Por tanto las condiciones que el testador requiere serin cumplidas
dividiendo los 40000 francos en partes proporcionales 4 estos cuatro
quebrados, y- por consiguiente 4 los cuatro nimeros 15, 36, 40 y 30.
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Siendo 121 la suma de estos nimeros se obtendrd sucesivamente
por las cuatro partes:

1.2 parte.. ... —ls—j—é{m = 4998 fr., 68,

2% oo, ﬂé,g&-=moo,s2,

3 ... —“O—ié‘:oﬂ=l3223,i4,

4 . ... ﬂ’.’i_f:ﬂ(lo_: 9917,36
40000,00,

QuinTo BIEMPLO. — Se ha hecho requisicion de 1200 caballos que
deberdn ser distribuidos 4 tres regimientos de husares proporcional-
mente d sus fuerzas: la fuerza del primer regimiento es 4 la del se-
gundo como 11 es & 8 y d la del tercero como 9 es & 7. ;Qué nime-
ro de caballos deberd caber 4 cada regimiento ?

Resulta evidentemente del enunciado que el namero de caballos

: 8 .
del segundo regimiento debe ser 1 de el del primero y por una ra-

, v
zon aniloga que el del tercero debe ser los 3 de el del primero. Lue-

8 7
1, Ti‘ ’ ‘g ’
6 bien reduciendo el entero 4 la especie de los quebrados y estos &4 su

comun denominador, como los tres nameros 99, 72, 77.
Asi se obtendra sucesivamente

g0 los tres nimeros pedidos son entre si como los nimeros

99 x 1200 ' i
para el 1. regimiento. . . 2k =479 31’
72x 1200 12

DXJ — ——— —
parael 2% ...... ... 273 = 348 3’
77 x 1200 18

130 ciieiiieey =———= —
parael 3 ) 278 372 3

1200 " 00.
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Nota.—Dando 1 la adicion de los quebrados scri necesario para
despreciarlos dar un caballo mas al tercer regiwiento que corresponde
al mayor numerador.

Hay ademas otras dos reglas que sin depender precisamente de la
regla de tres no es menos importante su conocimiento, pues son de
un uso frecuente en ¢l banco y en los diversos ramos del comercio:
estas son la regla conjunia y la de aligacion.

REGLA CONJUNTA.

233. Esta regla tiene por objeto deferminar la relacion de las
monedas de dos paises conociendo la de estas monedas con las de .
otros paises. Se la llama regla conjunta, porque consiste en.reducir
por via de multiplicacion muchas relaciones 4 una sola, lo cual da
lugar (n.* 212) 4 una relacion compuesta.

Los dos siguicntes ejemplos nos parece serin suficientes para dar
una idea de esta regla y del modo de ponerla en prictica.

" PRIMER EJEMPLO.

48 francos. . . . valen . . . . . 52 chelines d: Inglaterra;
15 chel.de Ingl. . . « o« o o« « 6 florines de Alemania ;
50 flor. de Alem.. « « v . . .., 7 ducados dec Hamburgo;
14 duc. de Hambd. . . . .. ... 40 rublos de Lusia.

En este supuesto ;2500 francos cusntos rublos valen de Rusia?

Nota. — Debemos advertir 4 los lectores que estos nameros aqui
adoptados para espresar las relaciones de las diversas monedas los he-
mos tomado casi ad lbitum, pudiendo variar estas relaciones segun el
cambio de una plaza sobre otra.

Sovrucion. — Representemos por a, &, ¢, d, e los valores intrin-
secos * de las cinco monedas que entran en el enunciado,y por x el
numero de rublos que es _necesario para formar 2500 francos; ten=
dremos evidentemente estas igualdades:

525

48(4 =

156 = 6¢c

50c = 7d

14d = 4VLe
aXe = 250lg;

de donde multiplicando estas igualdades miembro por miembro y
omitiendo los factores comunes e, &, ¢, d, e,

48X 15X 50X 14X x="52X6Xx7X40x2500,

* Se llaman vALORES INTRINSECOS los valores de las diversas clases
de monedas referidos 4 una misma unidad , por ejemplo AL FRANCO.
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52 % 6 X 7 X 40 x2500
48X 15X 5014

. 1
Luego x = = 433 rub. 3"

Obsérvese que no deben efectuarse los cslculos indicados en el nu-
merador y en el denominador hasta tanto que no se hayan suprimido
los factores comunes 4 ambos términos.

He aqui c6mo se efectuan estas simplificaciones :

1....2.,..12., ., 48a=>= 525 ...13
. 3....15% = 6e ... 1 :
1. ... 50c = 7d. ... 1
1. .. 2, ,..14d=4le. ... 1
xXe=2500a. ... 100.

Colocadas unas dehajo de otras las cinco igualdades, se suprimirin
los factores comunes a, &, c, d, e.

Suprimase despues el factor 4 comun 4 48 y 4 52, lo cual da los
cocientes respectivos 12 y 13,

En seguida se suprimir4 el factor 6 comun 4 12 y 4 6, que se
reemplaza respectivamente por 2 y 1.

Contintiese de este modo hasta haber suprimido todos los factores
comunes 4 los primeros y segundos miembros de las igualdades, y he-
cha toda la simplificacion posible se obtiene 3 & = 1300;; de donde

Estas operaciones exigen de por si bastante prictica; mas no tie-
nen nada de dificiles, Es necesario tener cuidado en tildar cada uno de
los ntimeros que se dividan por algun factor y reemplazarlo por el
_ cociente que le corresponda.

SEGUNDO EJEMPLO. -

Un comerciante francés quicre enviar & Londres una suma de
1200 Zbras esterlinas. Un banquero de Paris se encarga de librar
esta suma Hevando un 1 p op de comision. Se quiere saber en fran-
cos' la cantidad que deberd tomar el banquero por su comision.

Se sabe que

L]
D6 lbras esterlinas valen. . . . 150 rubdlos;
75 rublos. « « « v e s s 0. .. 30 ducados de Hamburgo;
20 ducados de Hamb. .. . ... 42 duros de Espaiia;
12 duros de Espana. . . . . . - 65 francos.
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Representemos por a, &, ¢, d, e los valares intrinsecos de las mo-
nedas y por x el valor de 1200 libras esterlinas en francos , y se ten-
dran las igualdades siguientes : .

1. ...13. ... 9%a= 1505. .. .. 1,
1..,..75% = 30c. .... 3
1. . @490, = 42 ....21,
1....142d= 65e. .. .. 5,

.xxe=1200a. ... 100,
® :

" De donde se deduce efectuando las reducciones como ya' hemos in=
dicado .
x = 31500
Elf porvovvvce..= 315

31815.

Luego el comerciante debe dar al banquero 31815 francos por li-
bras las 1200 libras esterlinas sobre Londres.
234, La regla conjunta puede ser considerada como un caso par-
ticalar de la regla de los quebrados de quebrados espuesta en el n.% 65.
En efecto , recordemos el primero de los dos ejemplos resueltos en
el namero anterior. :
Decir que 48 francos valen 52 chelines de Inglaterra equivale & de-

. 52
“cir que 1 franco vale o de un chelin de Inglaterra. Del mismo modo,

pues, que 15 chelines valen 6 florines de Alemania, resulta que 1 che-

lin vale IGE de un florin de Alemania, y por consiguiente 1 franco va-

le 52 de $ de un florin del mismo pdis. Asi tambien, pues que 50

48 15 ,
florines valen 7 ducados de Hamburgo, se tendra que 1 fl. debe valer
6

52
%del ducado de Hamb. y POIT consiguiente 1 fl. = 4 los 7 de los =

de‘ los -sz(’-de un duc. de Hamb.

\

Siguiendo de este modo se llegaré & probar que se debe tener 2500

‘52 6 . . -7 .. 0
francos = 2500 veces los E de los s de los 50 de los -f—z del rublo.
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52 x 6 X 7 X 40 x 2500
) 48 X 15 X 50 x 14
tado igual al anteriormente hallado.

Ael R%; resul-

Luego (0. 65) 2500 fr. =

REGLA DE ALIGACION.

235. Las cuestiones que pertenecen 4 esta regla son de dos especies.

O bien tienen por objeto hallar el valor medio de muchas clascs
de cosas, conocidos el numero y valor particular de cada cosa;

O bien determinar las cantidades de cada clase de cosas que de=-
beh entrar en una mezcla 6 ALIGACION, conocidos el precio 6 el valor
de cada especie y el precio 6 valor total de la mezcla.

No nos ocuparemos, pues, mas que de la primera cuestion de)an-
dola segunda para cuando tratemos del Algehra como perteneciente &
esta ciencia.

PRIMER EJEMPLO.—Un vinatero ha mezclado vinos de dos clases,
& saber: 250 litros de 4 12 s. el litro, 180 Uitros de d 15 s y 200 de
4 16 8.; ;& como deberd venderse el litro de la MEZCLA?

Sorucron.—250 litros 4 12 s. valen evidente-
mente 25 X 12 Beeiesciosiantesctocascnnnne 3000 s.

Del mismo modo 180 litros 4 15 s, componen
180 X 15 6. ciiteetosiosesesccsoncccssasons 2700 i

Por dltimo 200 litros 4 16 s. valen 200 X 16 6 . 3200,

lo cual da por el precio total de la mezclae....... 8900 sueldos.

‘ 250

Sumando ahora los tres nd- 180
meros 250, 180 y 200, lo que da 200
630, la cuestion quedar.‘a reducida S
d.esta: . : 630

630 Zitros de vino cuestan 8900 sueldos, ¢ cudnito deberd valer el litro?

Para obtener este precno basta dmdnr 8900 por 630, y el cociente
14 s. 1-d. ser4 ¢l precio pedido.

REGLA GENLAAL.—Para hallar el precno de la unidad de la mezcla
es necesario, 1.° multiplicar el precio de la unidad de cada especie de
cosas mezcladas por el nimero de unidades de esta especie y sumar .
los productos; 2.° sumar los numeros de unidades de las diferentes
clases de cosas; y 3.° dividir la suma de los productos 6 el precio total
por la suma de los numeros de unidades.

SEcUNDO RIEMPLO—Se han mezclado 14 fanegas de trigo de 4 25
reales con 50 de & 30 y con 22 de & 28; i cémo se deberd vender cas
da fanega de la mezcla?

19 .



290 - ELEMENTOS
SorvcioN.—Procediendo como anteriormente tendremos:
e 4

»

Tas 14 fs. 425 rs. valdréin 14 X 25 6.......... . 350 rs.
50430 rs.valen 50 X 30 6.... .0.ineienenes’ - 4500
Y 22 4 28 rs. deben valer22x86............ .e 176

lo cual da por el precio total de las cantidades mezcladas . 2466 rs.

R 14
Sumando los nameros 14, L ' 50
50 y 22 se tiené¢ 86, y la T 22
cuestion queda reducida 4 esta: =~ - o ’ ' —
o : : .86

86 fanegas de trigo valen 2466 5.y Jé d como deberd valer Ia fa~
mega P
Para obtener este precw basta dividir 2{66 por 86, y el cocien~
0
te 28 rs. 22 2—3 mrs. sera el precro pe(lldou

Tznczn EJEMPLO. —500 odreros han estado trabajando por cier—
o tiempo: de ellos, Jos 1690 han ganado 2 fv. diarios; 200, 1 fr. 75 cs.;
y 140,-1 fr; 50 cs.; juno con otro & como-sale por dia cada obrero?

N

160 obr. 4 2 fr. producen: .o..cvevveairrvin,eneaas 320

200 4 1fr 75 C e cricetnceccnceienennsnacanas 350

140 T & 1 ER 50 Curinieniiiieiniiiiieeen. 210
o . A

500 - S S 880
: Sy :

Luego supuesto que 500 obreros han tenido de costo 880 fri, un

880
'solo obrero deberé costar —m-'d 1 fr. 76 ¢

236, ILa determmaclon de los valores medios de "'mchas cosas de
distintos valores es un: caso part:cular de la regla 'de ahgacnon de la
primera especie. - - v

Se Nlama valor medio de muchas’ cosas ‘cuyos “valores parucnlaru
son conocidos, Ja suma de los valores de estas cosas dividida por la
suma de tentas unidades -como cosas hay, 6 en térmmos mas senci-
lNos, dividida por su nimero,

Asf en el caso en que no se tengan mas qurdos cosas el valor me-
dio-es la semisuma de los valores de estas cosas, 6 en otros térmmos
(n.° 203), ¢l medio diferencial entre los valores de estas dos cosas.

CuArTO EJEMPLO.—Se ha medido cuatro veces la longitud de un
colo: en la primera se han obtenido por esta longitud 250 m. 439; en
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2a segunda 258 M., 695} en la fercera 249 wm., 75 ¥ por ullimo en la
cuarta 251 m., 158. ;Cudl debe ser la longitud del coto?

Como las medidas que se ban obtenido no estan acordes entre si,
es claro que el unico modo de respounder 4 la cuestion es hallar un ter-
mino medio entre: las medidas halladas. . . !

La suma de las cuatro medidas es 1002 042 250,439 m.
dividiendo este resultado .par 4 se. obtiene 250 m.,, , 240,695
5105 por la medida:media. . ; 249,750

e, ¢ s . 251,258
c T 1002,042

ALGUNAS DTRAS "CUESTIONES PARA, CUYA RESOLUCION BASTA EL SOLO
. RACIOCINIO,

237. En las cuestiones que preceden, los medios que hemos em-
pleado para su resolucion han sido ﬁjos y generales, es decir, suscep-
tibles de ser aplicados 4 todas las cuestiones de la misma especie.. Sin
embargo pueden presentarse muchas que solo se refieren 4 aquellas en
parte, y quetal vez no dependan de ellas de modo alguno; cuestio-
nes que ain cuando solo el Algebra presta medios para su resolucion,
nosotros ‘teniendo en cuenta la poca’ préctlca de los principiantes, las
vamos & resolver por el solo raciocinio: esto es lo que se llama resol-
ver un problema aritmeticamente. '

Consideremos antes de todo lo que dijimos en el n.® 197, 4 saber,
que resolver 6 analizar: un problema es hallar por medio del racioci-
nio en las rélaciones establecidas entre los nirneros que eniran en el
enunciado, la serie de eperaciones que hay que efectuar con los nu-
meros - Lonocz'dog para’ deé ellas deducir el valor 'de los incégnitos.

" PRIMER ‘PROBLEMA.—Halldr un nimero cuya mitad, tercio, cuar-

) 2
2o y los 7 compongan sumados 575.
(-
Observemos que tomar suceslvamenle de un namero la mztad,

2
el tercio, .-El cua‘nto vy los 7, y en seguida sumav estas partes equivale

w| =
o
S Y

R . - P L 1
4 multiplicar este nimero por la sama de los ‘quebrados 3
] - 15 - ' - :
Fres decir,, par ? y come €t producto del ndmero buscado por

-115
7S debe ser 1gual 4 575 resulta de la misma naturaleza de la divi-

e L]
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sion que este ndmero debe ser igual al cociente de 575 dividido por

115 84
_— nsiguiente (n.” 62) & 575 X ——
5 y por consiguiente (n ) s

Efectuando el célculo indicado se halla 240 por el ntmero pedldo.

- Comprobacion. e« veeveaceces 420
la mitad = 210

el tercio = 140
el cuarto = 105
la 7.2 = 60
la 7.2 = 60

—

Total.... 575.

SecuNpo PROBLEMA.—Hallar tres numeros cuya suma sea igual
48 96, y tales que el segundo esceda al primero en 2 y el tercero es-
ceda en 4 & la suma de los dos primeros. .

Es evidente segun el enunciado que dxsmmuyendo al segundo ni-
mero en 2 debera tenerse el primero, y quitando al tercero 2 46 6
unidades debe resultar el duplo del primero: 1a suma de los tres ni-
meros conforme 4 estas dos sustracciones debera ser cuddrupla del pri-
Imer numero.

Asi sustrayendo de 96 la suma 2 + 6, queda 88; por lo cual s¢
ve que el cuidruplo del primer nimero es igual 4 88.

: 88 -
. Luego este primer niimero tiene por valor Zo 6 22.

Por consiguiente ¢l segundo es igual 4.ccccveeee 22 + 26 24
Yyeltercerodoeeescascceesacacoecscoasscncsess 4644650

Comprobacion...... 96.

TERCER PROBLEMA.— Hallar dos niimeros tales que si se afiade 21 -

al primero, la suma resultante sea quintupla del segundo, y que aiia=
" diendo 21 al segundo la suma resultante sea tripla del primero.

Por la naturaleza del “enunciado se ve queé la diferencia entre el
quintuplo del segundo y el primero es igual 4 la diferencia entre el
triplo del primero y el segundo; de modo que hay una equidiferencia
entre el quintuplo del segundo ntimero y el primerov, el triplo de este y
el segundo; y como en toda equidiferencia la suma de los estremos es
igual & la de los medios (n.° 201), resulta que el séstuplo del segun—
do mimero es igual al cuddruplo del primero, y asimismo €l segundo

2 : .
es igual 4 los é 6 & los 3 del primero. Ahora bien, este segundo né-

mero aumentado de 21 da el triplo del primero, 6 lo que es lo mismo,
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21 es igubl al triplo del primero disminuido del segundo 4 de los %

del primero, es decir, es igual al producto del primera por (3 — ;)

7
6 4 los 3 del primero.
Luego finalmente el primero tiene por valor 21 X -;- é 9.

]
El segundo, que es los 3 del primero, es igual 4 9 X ; 646.

Efectivamente; 1.2 9 4 21 da 30, que es exactamente el quintu~
plode 6; y 2.° 6 4 21 da 27, que es el triplo de 9. Luego 9 y 6 son
los nameros pedidos.

CUARTO PROBLEMA.—S¢ necesitan tres obreros para hacer una
obra. El primero puede hacerla solo en 12 dias trabajande 10 horas
por dia, ¢l segundo en 15 dias trabajande 6 horas per dia y el ter-
cero en 9 tradajando 8 horas por dia. Se pregunta: 1.° en cudnlo tiem-
po podrdn hacer la obra los tres obreros juntos; 2.> qué podrd hacer
cada uno; y 3.° cudnto ganard pagando la totelidad de la obra 108
Jrancos.

Sorucion.—Segun el enunciado el primer obrero trabajando solo
har4 la tarea en 12 X 10 6 en 120 horas, y por tanto en 1 hora

hari—i-i—delaobra.
Elaegnndolaharaen 13 % 16 6 en 90 horas, y en 1 hora haré
por cmigniente-gadelaobra.

El tercero en 9 X 8 S en 72 horas, y en § honhaﬁ% de la

obra. .
Estos tres obreros trabajando juntos barin, pues, en una hora

1 1 12
+ +72 Wadeur,—delaobra.

Luego si necesitan 1 hora para hacer -;—u de la obra, es claro que
emplearén 30 horas para hacer la obra toda entera.
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Ahora bien, pues'que en 1 hora bace ‘el prunero dela obra,
30hr::shr5 ! ><30¢$1 3 Asi tambien ¢l segundo ha-

en 30-ho! arf —— —_—=— -
- 120 4 12 ‘

/

1 1 Ly
rien 30 bora39—6x306 3 =1—42, Y por Gltimo el tercero: hars en

17 ., 5
30 horas — %30 6 —. -
o 72 12

Ya noqueda por saber mas que lo que corresponde 4 cada obrero

en.razon de su tarea. Para esto basta dividir 108 en partes proporcio-
3%

12' 12' 12

3 4, 5, lo cual da (n° 229) 27, 36 y 45 por las tnes ganancias pes

dldas. -

Las diversas cuestiones que acabamos de resolver son del género de
aquellas que muchos autores resuelven por la regla llamada de falsa
posicion simple 6 doble. Nos ha parecido conveniente pasar en silencia
esta regla, pues no ofrece de por si sentido alguno, y la demostracion
rigorosa de sus procedimientos se funda en los principios del Algebra,
principios que son harto faciles de aplicar 4 la inmediata resolucion
de estas mismas cuestiones. ’

nales 4 los tres quebrados —, 6 mas bnen 4 los tm nﬁmeros
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CAPITULO VI

13

Teoria de las Prbgresz'oﬁés y de los Logarz'tmos,‘

'

El presente tratado de Aritmética seria harto incompleto si no con-
tuviese por lo menos las primeras nociones de los logaritmos. Este tan
bello descubrimiento debido al baron escocés Neper es uno de los mas
importantes que se hayan hecho en las Malemaiticas, pues que con el
auxilio de una tabla de logaritmos se efectuan en muy poco. uempo
los cslculos numeéricos mas complicados.

Sin embargo, antes de pasar al anilisis de los principios de esta teo-
ria es indispensable demos & conocer las propiedades principales de dos
series de nimeros, series que pueden considerarse como una continua-
cion de las equidiferencias y proporciones: estas son las progresiones
por diferencia y las progresiones por cociente.

§ L De las Progresiones.

238. PROGRESIONES POR DIFERENCIA (antes progresiones aritmeti-
cas).—Llamase asi una serie de nimeros tales que cada uno escede 6
es escedido del que le precede en una cantidad constante que se llama
razon 6 diferencia de la progresion.

Asi sean las dos series

= 2:5.8.11.14.17.20.23.26.29.......,
.2 60 . 55.50,45.40.35.30.25.20....... ,
de las cuales la primera es tal, que cada término escede 4 su anterior

en un nimero constante 3, pues que se tiene5 —2 = 3; 8 — 5 =
3...: 3 es la rqzon 6 diferencia de la progresion.
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La segunda por el contrario es tal, que cada término es escedido
del que le precede en un nimero constante 5, de modo que 60 — 55 =
5; 55— 50 = 5; 50 — 45 = 5......: 5 es, pues, la razon de la
progresion.

La primera es una progresion creciente, porque sus términos van
en aumento, y la segunda es decrecente, porque sis términos van en
diminucion.

Para espresar que varios nimeros forman una progresion por di—
ferencia se les encabeza con el signo— que quiere decir como (n.° 199),
y despues de cada término se pone un punto que significa es d.

Esta notacion estd fundada sobre el principio que hemos senta—
do (n.° 203), 4 saber, que una progresion por diferencia no es otra co~
sa~mas que una serie de equidiferencias continuas.

La progresion se lee de este modo: sea una de las progresiones an—
teriores:

Como 2 esdS5,5¢esd8,8 esd 11,11 es d 14, 6 mas simple-
mente 2 esd 5,esd8,esd 11, esd 14.....

Nora.—Es bien ficil de observar en esta serie de equidiferencias

2.5 5.8 8,117 11,44 14.17 7 17.20 ] 20.23...

que cada término es al mismo tiempo antecedente y consecuente, 4 es—
cepcion del primer término que no es mas que antecedente, y del ul-
timo que solo es consecuente.
239. PRrIMERA PROPIEDAD.— Determinacion de un término, cuak-

quiera que sea el érden que ocupe, por medio del primer término.

Resulta de la misma definicion de la progresion por diferencia que
en una progresion por cociente

El segundo término es igual al primero mas la razon;

El tercero al segundo mas la raron, 6 bien al primero mas-dos ve-
oes la razon; )

El cuarto al tercero mas la razon, 6 al primero mas fres veces la
razon.

Y en general un ¢érmino de un érden cualquiera es igual al pri-
mero, mas tanias veces la razon como términos le anteceden.

Para presentar esto de un modo mas precise y exacto consideremos
la serie de nameros

:a.b.c..d.e.f.g.............. fok. 2,

que supondremos formen una progresion creciente, y representemos
por r la razon de la progresion.
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Se tendrd evidentemente segun la naturaleza de toda progresion

b=a+r, : '

c=bb+r =a+ r+r=a+2r
d=c+r =a+4+2r4+r=a+3r
e=d4r=a+4+3Ir+r=a+/4n

Luego si n representa el 6rden de un término cualquiera 7, en cu-
yo caso (rn — 1) deber4 espresar el nimero de términos que le prece-
den, tendremos l=a+n—1)r...... (1), espresion
que traducida al lenguaje vulgar equxvale al enuncmdo de la primera
propiedad. -

Si la progresion fuese decrecente ,‘ tendria por el contrano

be=a—r,
cC=6b~——r=a— r'——-r;:a.—2r’
d=¢—r=a—2r—r=a—3r,

LI I T e I I A )

y por consiguiente, /= e — (n—1) r. ... ... (2): ;

Las dos férmulas (1) y (2) sirven para hallar un término cual-
quiera de la progresion sin necesidad de tener que calcular todos los
que le preceden, pues basta conocer el primer término, la razon y el
ﬁumero de términos comprendidos entre el primero y el que se quiere

allar.

Sea, por ejemplo, la progresion = 2.5.8.11...., cuyo tér-
mino 20 se quiere hallar.

Como en esta progresion se tienea = 2, r = 3 y n = 20, re-
sulta que aplicando valores 4 la férmula (1) se debers tener

les2 +19%x 3 = 59.
Asimismo se hallar4 para el término 60
‘ le=2459%x3 =179,

Sea ademssla progrwon decrecente — 80 .74 .68 . 62 « ey CUYO
término 12 se quiere hallar.
En este caso aplicando valores 4 la férmula (2) se tendrd

1= 80 — 11 X 6 = 14

240. CONSECUERCIA DE LA PROPIEDAD QUE PRECEDE.—Estas mismas
férmulas dan lugar 4 la resolucion de una cuestion muy importante
que tienc por objeto interpolar entre dos numeros dados tantos mEe-
DIOS DIFERENCIALES como se quiera, es decir, otros nameros que for-
men con los dados una progresion por diferencia.
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. Propongimonos por primer ejemplo mterpolar entre 3 y 57 ocuo
MEDIOS DIFERENCIALES.

Supuesto que la progresion que se quiere formar, inclusos los dos
términos dados, debe estar compuesta de 8 + 2 6 de 10 términos, re-
sulta (n.° 239) que el ultimo térmipa 57 es. igual al primero 3 mas 9
veces la razon: luego si de 57 se resta 3, la diferencia 54 ser4 igual
4 9 veces la razon, y por tanto la 9.2 parte de 54 6 6 es necesaria-
mente la razon de la progresion formada.

Esto supuesto y conociendo ya la razon ficilmeate se deducira

= 3.9.15.2¢.27.33.39.45.51.57,

Sean en general @ y Z los dos numeros entre los cuales se quiere
interpolar un ntimero m de medios diferenciales: si se representa por n
el nimero total de los términos, se tendrdi n = m + 2;'de donde
n— 1 = m + 1; y las dos férmulas del n.® 239 se reduciran 4

l=a+(m+1)r, i:a——(m+l)r.
Restando a de los dos miembi'oé, se deduce de la primera

l —a

m+1

l—a = (m+1)r, dedonde r =

En cuanto 4 la segunda{ ser4 mnecesario aiiadir 4 ambos miembros
(m + 1) r, y restar Z, lo cual da

a—1
m+ 1"

(m+1)r =a—1 de donde r =

Luego para interporlar entre dos mimeros dados cuantos medios
diferenciales se quiera, es necesario sustraer el nimero menor. del
mayor y dividir la diferencia por el numero total de términas que se
quieren interpolar, mas uxo.

El resultado que se obtenga espresara la razon de la progresion
que pucde ser creciente 6 decrecente.

Propongamonos por segundo ejemplo inlerpolar entre 2 'y 29, 35
medios diferenciales.

En este caso se ticne a = 2, 1 = 29, m = 35: lucgo

29 —2
36

LS K
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y la progresion pedida es: v ‘ :
o3 1 3
< 2.2 -3 - .4=-=.5.8—-.....29.
12:2 703547 A
El término que hace 20 en esta progresion 6 el 19.° medio diferen-

. -t - . . 3
cial tiene por valor (n.°239) 7 = 2 + 19 x. 7= 16 T

= 29, que es lo

S

El término 37 6 ¢l éltimo es 2 = 2 + 36 X

que efectnvamente debe ser.

241. OBSERVACION.—Si entre los términos consecuticos. de una pro-
gresion por diferencia, considerados dos & dos, se interpola un mis-
mo numero de medios diferenciales, todas las progresiones parciales
asi formadas componen una solay unica progresion. .

En efecto, sea la progresion = a | &.c.d.e. fu....; y repre-
sentemos por m el nimero de medios que se hayan de interpolar entre
a § b, entre b y o, entre ¢ y du.....: las razones de las progresiones es~

b—a

m+ 1

tarén bien espresadas, segun lo que ya hemos dicho, por

»
e—3 d—c
m+1 m+1 ,
tando a, 3, c.... en progresion se tiene 5 — @ = c— & =d—c....,
resulta que la razon es la misma para todas las progresiones parciales.
Por otra parte se tiene que el ultimo término de cada una de ellas es
asimismo primero de la siguiente; luego ya se podr4 inferir que todas
‘estas progresiones parciales constituyen una sola y @nica progresion.
Arricacion.—Interpolar 10 medios diferenciales entre dos térmi-
08 consecutivos cualesquiera de la progresion -

; y siendo estas cantidades iguales, pues que es-
: !

-1.3.5.7.9.11. ...
3—1 5—3 7—5
La razon sera , , y 6 bien —.
11 11 11 11

Asi se tiene

que es evidentemente una progresion.
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Mas adelante haremos uso de esta importante observacion.
- 242. SEGUNDA PROPIEDAD.—En toda progresion por diferencia
suma de dos términos cualesquiera tomados 4 igual distancia de los

dos términos estremos, es decir, el prunero y ultuno, es igual ¢ la
suma de los dos estremos.

Asien la progresion

-1.4.7.10.13.16.19.22.25.28.31. 34.37
se tiene 1 +37=44+34{=7+ 3t = 10 + 28.....

Para esplicar esta propiedad de un modo general llamemos ay 7
4 los dos términos estremos, 4 un término que ocupe um lugar p,

es decir, que tenga antes de él (» — 1) términos, é » & un término
que tenga (p — 1) términos despues de éL
Esto supuesto, en virtud de la férmala del n.° 239 tendremos

x#a-l-(p—-i)r-

8i ahora no se considera mas que la parte de la progresion com-
prendida desde el término y inclusive hasta / tambien inclusive, el
namero total de los términos de esta progresion serd p, y se tendrad

iyt (p—1)r

Por lo cual se ve que  escede 4 y en la misma cantidad que x 4 a.
Luego los cuatro numeros a, x, y, / forman una equidiferencia, y
como en toda equidiferencia /a suma de los medias es igual 4 la suma
de los estremos (n.° 201), tendremos :

Tty =mao+ti

Nora.—Cuando }a progresion se compone de un ntimero impar de
términos, el del medio forma con los dos estremos una equidiferencia

continua, y por consiguiente (n.° 203) es igual 4 la semisuma de los
estremos.

Asi en la progresion ya enunciada = 1 . § . 7..... que se compone

» 10 que es en si

8 13 términos, el término 7 6 19 enigualas‘-’;:’7

mismo evidente.

243. ConsecuENCIA.—Esta proptedad suministra un medio bastan-
te sencillo que sirve para odtener la espresion de la suma de todos los
#érminos de ura progresion por diferencia.
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Seaenefectolaprogmnon ...a.b.c........i.l—.b;
y. representemos por S la sa- Lo

ma incégnita de todos sus tér-

wminos, siendo » el nimero de

ellos. Concibamos escrita esta

progresion debajo de si mis- _

ma, locual da. . . .. ... —eib.@iiience bkt

de donde se tiene evidentemente 2S por la suma de los términos de es=
tas dos progresiones.

Pero comparando dos 4 dos los términos comprendldos en una
misma columna vertical, se tiene segun la propiedad precedente @ + 7 ==
b+k=c+i....7luego 28 esigual 4 la suma parcial @ + 7 toma-
da tantas veces como términos hay en la primera jprogresien, y por
conslgulente .

S QS=(a+I)n; e O

de donde dividiendo por 2. . . . . S = (_a +_ Hn .

es decir, que /e suma de los términes de una progresion por diferen-
cia es igual al producto de la suma de los estremos multiplicado por
Za mitad del nimeraq de términos.
" Arricaciones.—1.2 Hallar la suma de los 23' primeros términos
dclaprogresson..... <2.7.12.17,....

Antes de todo es necesario hallar la espresion del término 23, que
mdo aqui 5 la razon, se tendté para é (n.' 239) e

l=2+24x5=122. P

(2+122) 25 124 x 25
, =1

La oS‘ . 1850, . . . . .
€go O = 7 3 = :
22 Hallar la suma de los 100 primeros términas dc la progro-
son. .... =-1.3.5.7.9.,.... : Y YO

Se tendr4 para el término 100

I=1+99x2= 199,

Luego § = (L% 199) 100

10000 6 a1 cuadrado de 100.
Y en general slendo e n térmmo de.esta progresion'

I=14+(n—1)2=2n—1,
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Se tendr4 por la suma de los n primeros términos
B R . . re

(t+2n—1)n

S = 2 =n?6el m&dra&o de n.

Asi pues, la suma de los 15 pnmeros términos es 1gual 6 15 b 15

6 225, -

344. Pnot;usxouxs POR COCIENTE (anm geometncas) Llamase asi
una serie de 4érminos de los cuales cade uno es-igual al que le prece-
de mulhplwado por un numero constante que es la BRAZON de la pro~
gremm. :

‘La progresion serd creaente 6 decrecente segun que la razon 6 el
nimero constante que esprese la relacion de un términa.con el que le
precede, sea mayor 6 menor que la unidad.

La progresion por cociente se escribe poniendo al prmclplo de ella
el signo = y escribiendo dos puntos despues de cada término; pues
que segun la definicion pueden considerarse estos nimeros como for-
mando una serie de proporciones continuas. . R

Por ejemplo, sean las dos series de ntmeros

SRR D s 1s . 54 162 ° 486 1458 DLy '

3. 3. &y

312 ..‘q,. 3Lz gl g gk

o ,,

En la prnmera« cada termino es lgnal o qne le\precede mnltxphca-
do por 3, y es por lo tanto una progmmn por cociente cuya razon
es 3.

En la segunda cada térmmo es la mltad del que le antecede, 6

1
hxen es igpal al que le precede, mulhphcado por la fracelon 3 ¥e

PRI = . . N H
) . v . \ N [

por consiguiente una progresion por co&:’ienie «cuya‘ 'raéori es 30
Estas progrwones se enuncian del mlsmo ‘modo que las progresio-
nes por diferencia; asi se dirs =

2es d 6,ves 4 18, es 4 54, es'6 162, . ..}

' 3 3
y 12 esd 6, es @ 3y es.d -“;,esé -Z

e & o e v

Si se considera & cada progresion como una serie de proporciones
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conlinuas, resulta que cada término de la progresion es 4 la vez con-
secuente y antecedente, & escepclon del primero que no es mas que an-
tecedente, y del w/timo que sole es consecuente.

Las progresiones por-cociente gozan de propledades analogas 4 las
de las: por diferencia. s :

245. PRIMERA PROPIEDAD. —Determmacmn de ‘un teérmino de un
orden cualquiera en la progresion por cociente.

Sea la progresion por cociente general
Za'bletdie flg houu..
¥ representemos por ¢ la razon ﬁn@_"puédé ser>6< 1.
" Se tendrén evidentemente las ignaldades que siguen: .

b=aq, . .

c=bq‘=:aq Xq==aq ,

d=e¢q = X g = 3 N .
oq = ag, X ¢ = aq’, R

e=d/],=a'q Xqg= , . RO AP

S I I R I N B TN . e 0k

de donde se infiere que en general un f¢rmino de un 6rden ou'alqdierq
es igual gl primer término multiplicado por una potencia de la razon
cuyo evponrnlc sea igual al nimero de términos que preceden. al. que
se quiere hallar,
" Asi reprc:entando por 7 el nimero de términos compremlldos des—
de cl primero | hasta el término 7 se tendra la férmula

s l:@Xc}'ﬂ"‘,
con cuyo auxilio se puede hallar muy ficilmente el valor de un tér-
mino, cuhlqusera sin ténér que formar los que le preceden, - - -

{APLICACIONES,—1.2 Hal,lar ¢] valor del tdrmina 12. de Ja proare-
sion..... =276 18 .

La férmula serd 7 = 2 + 3“

Para hallar la potencia 11.* de 3 se tendra: la 4. potencia de 3
es3X 3 X 3 X34 81: multiplicando 81 por 81 resulta 6561 por
la 8.2 potencia de 3, y por ultimo multiplicando 6561 por 27 (3.% po- 2
tencia de 3) se halla 177147 por la 1.2 potencla de 3.

© ‘Luegey 7==-2x 177147 == 354294.
- 2.2 Hallar el teérmino 10 de la progresion

1206 3
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La férmula en este caso es 7 = 12 x 3]

Alu')ra bich;el cubo de 2 &s 8,§lcnbo de 8 a 512; pero el cubo
de 2 no es otra cosa mas que la 9.2 potencia de 2; luego

3
1 =12 X——-512 = —.‘28

Nora. — Si el término es de un érden muy superior, el cilculo
serd tambien muy complicado; pero no por eso dejari de poderse ob-
tener el término pedido mediante rultiplicaciones sucesivas. Por otra
parte podremos por medio del primer ejemplo formarnos una idea de
la gran rapidez con que aumentan los valores de las potencias cuando
el grado de ella es algo considerable, pues ya hemos visto en la pro-
gresion — 2 7 6 . 18 | .... que por el término 12, que apenas es
de un 6rden medlo, se halla la cantidad 354294.

246. CONSECUENCIA DE LA PROPIEDAD PRECEDENTE. — Se puede in—
Terpolar entre dos ntimeros a -b un nimero m de MEDIOS PROPORCIO—
NALES. (LIAmanse asi otros némeros que forman con los dados una
progresion por cociente.)

" Sorvcion. — Es evidente que para formar la progresion basta ob-
tener la razon.

_ - Dela férmula Z=aq™ 1 se deduce dividiendo los dos miembros
por a 1 :

. l
=gqn 1 ‘ de donde q= \/;.

RN

Y como por otra parte representando n'¢l nimero total de térmi-
n0s se tiene por precmon n=m+2 y por con.slgmente n—1i=
m+ 1, resulta que-

~5 i
VI
. a .
De donde se infiere que para hallar la razon-es necesario dici-
dir el segundo numero dado por el primero.y en seguida estraer del
cociente una raiz de un grado igual al numero de terminos que se
quieren interpolar mas UNO.

Conocida ya la razon, es bien ficil obtener los diferentes términos,
y para ello basta multiplicar sucesivamente el primer término a por
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' m+1

la 1., por 1a 2%, por la 3. ... . potencia de g 6 de \/?
h a

Asi por ejemplo, el 4.° medio proporcional, que no es- mas que
’ .~ mel

) o : p
el 5.° término de la progresion, deber4 tener por valor a x(‘\/i) 3
a

y asi de los demis.

Nota. — Hasta el presente no conoeemos procedimiento alguno
para estraer una raiz de un grado superior al 3.° Pero esto nada im-
pide 4 nuestro objeto principal, que es obtener para las progresiones
por cociente férmulas anilogas 4 las que hemos establecido para las
progresiones por diferencia. Mas adelante daremos un medio mas pron-
to y sencillo para efectuar esta clase de operaciones.

247. Asimismo puede demostrarse, como en las progresiones por
diferencia , que si entre los términos de una progresion por caciente
considerados dos d& dos se interpola un mismo niumero de medios
proporcionales , las progresiones parcidles asi formadas constituyen
una sola y unica progresion.

Sea “a . &, ¢c. d ....laprogresion propuesta.

m 1
| . Y )’
La razon para la primera progresion parcial seria 5 Ypara la
m41 )

segunda \/E"

. . L4
Pero segun hipé6tesis se tiene S == o
mel  magl
) : -
luego los niimeros '\/— ’ '\/% son iguales &c.
a

248. SEGUNDA PROPIEDAD. — En foda progresion por. cociente el
produclo de dos términos cualesquiera equidistantes de los dos estre-
" mos es igual al producto de los estremos.

DemosTRACION. — Sean en efecto x € y "dos términos de Ios que el
uno tenga (p—1) términos antes de si y el otro (p — 1) despues
-de si.
El 6ltimo término 7 es igual al término y multiplicado por =1
20
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y se tiene 7=y X gP = 1, por lo cual se ve que los términos e, x,
y~y !/ forman una proporcion....a . = "y . 1L

Luego (0.0 205).4... 2 Xy = a X Z

249. Rept"ecentemosyﬁhalmente por P el producto de los términos
de la progresion = a | & ¢ ....4i. kI multiplicados entre
si, de modo que se tenga

P —=abc....ikl,
6 P = Ud....cba;
de donde P =abe... it xlhi.... cha,

6 bien invirtiendo el 6rden de los factores,
P =aIxbhxciXe.... icx'lrbxlav;

pero hemos visto que aZ = bk = ci. . . .; y el nimero de estos pro-
ductos parciales es igual 4 n (pamero de términos de la progresion
propuesta) ; luego ya es bien facil inferir que

P2 = (ad)®, ‘
y por consiguiente

P= VY(a))®;

lo cual quiere decir que e/ producto de todos los términos de una pro-

gresion por cociente es igual & la raiz cuadrada de la potencia n del
producto de los dos estremos.

Esta férmula corresponde 4 la que da la suma de los términos de
una progresion por diferencia, que es esta:

(@+)n
S =—-—2—. ,

Nos abstenemos de dar 4 conocer el medio de obtener el valor de
1a espresion de li suma de los términos de una progresion por co-
ciente, pyes es infitil para el objeto que nos proponemos, y ademss
exige ¢onocimientos mas superiores de Algebra que los que hasta aqui
hemos establecido. -~ ¢ T '

.t 250, RELAGION QUE HAY ENTRE LAS PROPIEDADES DE DOS CLASES DE

\

kY
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nosnmom-—neeordemos los resultados anteriormente obtenidos.

Progr. por diferencia. « « « . . « « .4 - Prog. por cociente.
l=a+(n—1)r.. (02239)... I=axq® L . ... (n0243)

mayl

fi—a . 7
r= m+‘....‘-(n.°240)-.-q= ";""-0(n°246)
s=CED L @) =V @029

Estas férmulas nos ponen de manifiesto que las operaciones ejecu=
tadas con los elementos de una progresion por cociente corresponden &
operaciones mas sencillas ejecutadas con los elementos de una progre-
sion por diferencia.

Asi la multiplicacion corresponde 4 una adicion;

La division & una sustraccion;

La formacion de potencias & una simple multiplicacion;

Y la estraccion de raices 4 una division.

Guiado sin duda por estas consideraciones, el célebre inventor de
los logaritmos ha llegado 4 simplificar los cilculos aritméticos (par-
tiendo de la multiplicacion) sustituyendo las operaciones que es nece-
sario efectuar con los términos de una- progresion por cociente por
otras operaciones efectuadas con los de una progresion por diferencia.
Como en un tratado elemental no es dado ocuparse en todos los deta-
lles de tan importante descubrimiento, nos limitaremos 4 dar & cono-
cer los resultados mas principales.

§ IL De los Logaritmos.

251. Consideremos una progresion cualquiera por cociente, cuyo
primer término sea igual 4 1, y una por diferencia , cuyo primer tér-
mino sea igual 4 0.

Sean, por ejemplo, las dos progresiones

Z1720478°16° 32764 1287 256 ° 512 1024° 2048
Z0.3.6.9.12.15.18. 21. 24. 27. 30. 33
L4096 © 8192 T 16384 © 32768 1 ....... v e-1.(A)
.36 . 39 . 427 . 45 ...... I ¢ )

Cada término de la progresion por diferencia es el logaritmo del
término que ocupa el mismo lugar en la progrslon _por cociente.
En general lidmanse logaritmos cierios numeros en progresion
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por diferencia que corresponden lérmino por iérmino 4 nimeros en
progresion por cociente, con tal que uno de los términos de la pro-
gresion por-cociente sea 1 y tenga 0 por término correspondiente en
la progresion por diferencia (mas adelante esplicaremos esta circuns-
tancia) ; y ‘el logaritmo de un nimero en particular es el término de
la progresion por diferéncia correspondiente al lugar que ocupa en la
progresion por cociente. : ;

252.  PRIMERA® PROPIEDAD. — Sean a y & dos términos cualesquiera
tomados de la progresion (A) y propongimonos obtener su producto.

Al efecto consideremos en cuestion el primer término 1 de la pro-

gresion (A), dos.términos @, & y un caarto término c, de modo que
haya tantos términos entre 4 y ¢ como entre 1 y a, y supongamos
adem4s la progresion (A) limitada hasta el término c.
- 'Consideremos asimismo en la progresion (B) los cuatro términos
que corresponden 4 los numeros 1, 2, &, ¢, es decir, sus logaritmos,
que designaremos para abreviar el discurso por 0, log. a, log. &, log. c.
(La notacion Jog. significa logaritmo de.)

Esto supuesto, resulta de la propiedad del n.® 245 que los cuatro
nameros 1, @, &, ¢ forman una proporcion, pues que @ y 4 son dos
términos equidistantes de los estremos en una progresion limitada has-
ta el término c.

Asi se tiene 1Xc=aXxXb,b6c=aXxb

Por otra parte los cuatro términos 0, log. a, log. &, log. ¢ forman
tambien una equidiferencia (n.° 239), que es

. 0 + log. ¢ = log. a + log. &,
6 simplemente logi ¢ = log. a + log. &.

Luego si se sustituye 4 ¢ su valor 2 X &, se tendré
log. (a % &) = log. a + log. &.

Por lo cual se ve que el logaritmo del producto de dos nimeros
de la progresion (A) es igual & la suma de los logarimos de estos
dos numeros. . '

De aqui es que para obtener el producto de dos némeros cuales-
quiera de la progresion (A) basta tomar " sus logaritmos en la pro-
gresion (B), sumarlos entre si y en seguida buscar el nimero corres-
pondienté” & esta summa,'y € ser el producto pedido.

. Asisean Jos dos niimeras 64 y 256. cuyo producto se quiere ob-
tener., ’

6mense sus logaritmos 18 y 24 en la progresion (B) y stmense
entre siy lo cual da 42; y buscande el numero correspondiente & 42
se tendra 16384 por el producto pedido.

s. Del mismo modo se halla que 12 + 27 6 39, suma de los logarit-
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mos de 16 y 512, corresporde 4 8192, producto de los dos ntime-
ros 16 y 512,

253. CONSECUENCIA. ~ Sean @, 6, ¢, d. . . varios ndmeros de la
progreo)on (A): resulta de lo que ya hemos dicho que
log. abc = log. ab + log. c—log a +log..5 +log. 0; )
log. aded = log. abc + log.'d = log. &+ log. & 4 log. ¢ +log. ¢;

y asi sucesivamente.

Luego en general e? Jogaritmo de un producto-es-igual & la .mma
de los logaritmos de los factores de este producte.

Asi pues, para obtener el producto de warios niameros de la pro-
gresion (A) bastars sumar sus logaritrros- tomados en la progresion
(B), buscar el mimero d que corre.rpondc fa suma,y €l sers e pro-
ducto pedido.

254. OBsERVACION, — Las dos ugualdadu c=axbylog ¢c =
log. @ + log. &, de las cuales hemos deducide la propiedad que precede,
suponen evxdentemente que el primer término de la progresion (A) es
igual 4 1 y que el primero de Ja progmnon (B) es igual.a 0,

Veamos, pues, lo qie itendria lugar si. los primeros términos fue-
sen nameros cualesquiera, & para el pnmero y log k para el se-
gundo.

Resultaria en virtud de lo que bemos dicho (n.° 25‘)) s

1.° Para la ’progresio_n (}\)T e . N 3 1 =ax6,

: i . axb
dedonde. ... ...... Circr s ==
pe . : 3
2.° Para la progrwon (B) . log. k + log. ¢ =1log. a + log. &,
dedonde. . * ... ... .. . log. ¢ = log. a+log. & —log. &

es decir, que Ja suma de los logaritmos de dos mimeros ay b de la
proe;resxon (A) dismihuida’ del prémer - término  de la progresion (B)
seria :gual al logaritmo del cociente de la division de? producto de los
dos mimeros a y b por el primer término de la progresion (A).

Asi para aplicar esta propiedad seria necesario, 1.° hacer la suma -

de los logaritmos ; 2.2 sustraer de esta Suma el primer término de la

progresion (B) y buscar & qué.imimero de progresion (A) correspon=
deria la diferencia; y. 3.9 muhnphcar el numero correspondxente por
el primer término de la progresion (A) el rmultado seria el producto
pedido.

Seria necesario por lo tanto hacer una adzczon , une sustraccion
Y una multipkicacion para obtener solo el producto.

En la hip6tesis de ser los primeros términos iguales & 1y40,le
multiplicacion y sustraccion no tienen lugar, esta hipbtesis como ya
hemos dicho (n°® 251) es absolutamente. indispensable, pues que da
ella parte todo- el célculo logaritmico.
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255, SEGUNDA PROPIEDAD, — Supuesto que en la division el divi-
dendo puede ser considerado como un producto cuyos factores son el
divisor y el cociente, resulta que el logaritmo del dividendo debe ser
igual 4 la suma de los logaritmos respectivos del divisor y del cocien-
te; de modo que sustrayendo el logaritmo del divisor de el del dividen-
do se obtenga el logaritmo del cociente.

Luego el logaritrmo del cociente de la division de dos mimeros de
la progresion (A) es igual al esceso del logaritmo del dividendo sobre
el del divisor.

De aqui es que para efectuar una division con 'dos miimeros per-
tenecientes 4 la progresion (A) dasta fomar en la progresion (B) el
logaritmo del dividendo y el del dicisor , sustraer el segundo del pri-
mero, y buscar en la progresion (A) el numero torrespondzente 4 esta
diferencia ; y él ser el cociente pedido.

Propongdmonos dividir 16384 por 256.

Témense en la progresion (B) los logaritmos 421y 24 de estos dos
némeros, sustraigase 24 de 42, lo cual da 18; y buscando ahora el
niimero. correspondiente 4 la diferencia 18-, se tendra 64 por el co-
ciente de la division de 16384 por 256. -

Esta propnedad se enuncia amménc; y algebréncameme de un modo

abreviado, y es: log. = log. a — log. b

256. TERCERA PROPIEDAD. — Siendo Ja potencia de un grado. cual-
quiera de un namero (n.° 108, 7.%) el producto de tantos factores
iguales 4 este niamero como umdades contiene el esponente de la po-
tencia, resulta evidentemente (n.° '253) que el logaritmo de una po-
fencia de cualquier grado , de un nimero de la progresion (A), es
x;ual al logaritmo dcl numero mulltp / por el e nte de la po-

encia. 0 :

-Asi log. a5, 6 log. a.a.a.a¢.a=3 log. a;

log. 07,= 7log.a;.. ...
Y en general, log. a™ = mxlog. a., . . .

Luego para obtener el resultado deda formacion de una potencia
de un némero de la progresién'(A) tomar en la progresion (B)
el logaritmo de este nimmero ; multiplicario por el esponente de la
tencia ; buscar el rimero correspondiente d este pwrodudo en la pro-
gresion (A); y él sera la potencia pedida.

Por ejemplo , para elevar 32 4 la 3.* potehcia ne habra mas que
tomar su logaritmo 15, y multiplicarlo per:3, lo cual da 45; y bus—-
cando 4 qué nimero cormponde este pmducw se tendré 32768 por
la potencia 5.2 de 32.

257. Cwmn ¥ ULTIMA .PROPIEDAD. —-Sc sabe que dos mimeros,
tales como a y @™, estan ligados entre si-de.modo que siendo a™ la
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potencla m del primero, se tiene por reclprocldad que a e la raiz
m de a™,

Pero hemos visto. . . . .. .......log. a® =mlog. a;
oa - log. a™
luego dividiendo por m resultard. . V. . . log. @ = —
es decir, que e/ Jogaritmo de una raiz de un grado cualquiera de un
numero es igual al logaritmo de este nurhero dividido por el lhdwe
de la raiz que se quiere estraer ; 1o’ cual se espresa asi:

I

m log. &
log. V6= % 3

m

‘Por consiguiente para estraer la raiz m de un némero de la pro-
gresion (A) dastard tomar su logaritmo en la progresion (B), divi-
dirlo por m y buscar el mimero correspand:'ente al coczente en la pro-
gresion (A); y €l sera la raiz ped:da. Co

Asi pues, para estraer la raiz 3.* de 32768, se tomari su lo-
garitmo 45 y se le dividirs por 3, lo cusl da 15 ; y buscando su nii-
mero. correspondiente, se tendrs 32 por la raiz pedzda

Asi tambien, para estraer su raiz 5.* tomaremos 45 su logarit-
mo y le dlvuhremos por 5, lo cual da 9; y el nimero correspondien-
te 4 9 en la progresion (A) y que es 8, sera la raiz 5. de 32768.

COI’STBUCC!ON DE LAS TABLAS DE LOGARITMOS.

258. Las consideraciones que preceden bastan para concebir cusl
deber4 ser la utilidad de una fabla de logaritmos, esto es, de una ta~
bla que por una parte contenga una serie de nameros en progmion
por cociente y por otra sus logaritmos 6 nimeros en progresion por
diferencia (ambas progresiones debiendo satisfacer la condicion enun-
ciada en el n.® 251).

Como por otra parte hemos visto que todas las operaciones con
némeros de una naturaleza cualquiera se reducen siempre & operacio-
nes efectuadas con némeros enteros , resulta que para la simplificacion
de los célculos bastaria que la tabta contuviese los logaritmos de los
ntfimeros enteros. He aqui- c6mo se ha conseguido formar una tabla
de esta especie.

Entre todos los sistemas , en niumero infinita , de dos progresiones,
una por cociente y otra por diferencia que pudieran tomarse, se ha
elejido la progresion décupla

=17 10 0 100 . 1000 . 10000 . 100000 . 1000000......
y la serie natural de los numeros
S0 .1 .2 .03 .4

° 5 . 6‘-;:.'........
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Esto sypuesto, concibamos que entre los nfimeros 1 y 10, 10 y
100, 100 y 1000, . . . ., se mterpole (n.° 246) cierto namero de
medzos proporcionales (que sea el mismo para cada décuplo), pero bas- |
tante grande para que podamos estar seguros de que 2, 3, 4... 9] 11,
12, 13.. 99| 101, 102... 999 se hallen comprendidos entre estos me-
dlos proporcnonales 6 al menos que difieran de algunos de ellos en
una cantidad tan pequeila que puedan sustituirseles , 'sin error sensi-
ble, 4 estos medios proporcionales.

Concibamos en seguida que entre los términos 0 y1, 1y2,2y3,
3 y 4... de 1a progresion por diferencia se interpolen Zantos medios di-
ferenciales como medios proporcionales se hayan interpolado; y en tal
caso es bien claro, segun lo'que ya hemos dicho, que los términos de la
nueva progresion por diferencia deben ser los logaritmos de los térmi-
nos de la nueva progresion por cociente.

- Supongamos , pues , ahora que del namero inmenso de los térmi-
nos de las das progresiones no se tomen en cuenla mas que los ni-
meros enteras 1, 2, 3, 4... 9, 10, 11, 12... que pertenecen 4 la pro-
gresion por cociente , y sus correspondxcntes logaritmos: de este modo
se obtendra una tabla-que contendré

Por une parte , tades los niineros enteros consecuuvos que cier-
tamente no formaran una progresion. por cocienie; mas no de)arin
por esto de: poder ser consxderados como termmos de una progresion
de esta especie ; .

Por otre parte, sus ‘logantmos que si bien no forman una progre-
sion por diferencia , al menos podran ser considerados como términos
de una progresion de esta especie, ocupando respertivamente los
mismos lugares que los que ocupan en la progresion por cociente los
numeros de estas dos series. -

Asi pues, las propiedades relativas 4 las diversas operaciones arjt-
méticas son aplicables 4 todos los udmeros de esta tabla y 4 sus loga-
rilmos.

Nora. — A prnmera vista parece dificil comprender c6mo se ha
podido interpalar entre dos nimeros dados, 1 y 10 por ejemplo, un
crecido niynero de medios proporcionales, pues para interpolar sola-

Lo m 41

mente dos seria necesario (n.% 246) , segun la férmula ¢ = '\/ = que

da el valor de la razon, utraer con un Sulndo grado de aproximacion
10 '

la raiz 3.2 de — 6 de 10 (operaclon que sabeinos es muy compllca-

da). Y si el célcuio és tan coinplicado p}aré interpolar soloﬁ dos medios,
& qué no sera para interpolar 10 000000 , como indican los Zratados
de Aritmética? Pero nuestro pbjeto por . ahora solo se reduce 4 dar &
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conocer la posibilidad de la existencia de una tabla de logaritmos; y
solo en los estudios mas superiores de Matematicas es donde se hace
uso de los procedimientos de determinacion mas espeditivos.

259. He aqui un procedimiento elemental bastante facil de com-
prender, puesto que solo se reduce 4 estracciones sucesivas de raices
cuadradas.

Supongamos que se quiera deferminar el logaritmo de 5.
Como 5 estd comprendido entre 1 y 10, interpolaremos un solo
medio proporcional entre 1 y 10, mas un medio diferencial en=

tre0 y 1. -~ ,
Se tiene (n.° 207) 1. x = 10;
de donde x = V10 =3,16227766. . . .;
y (n.° 203) 0.y . ¥ . 1,
) 1
y de aqui y= 3 =0,5.

. ' R
Esto supuesto, = 6 0,5 sers evidentemente el logaritmo de Vi,
resultado que estd conforme con la propiedad del n.° 257 y puesto que
1
se tiene log. V 10 = —log 10 = 3"

Ahora, como 5 es mayor que 3,162. ... y menor que 10, inter-,
polaremos un nuevo medio proporcional entre 3,1622....y 10, mas

- 1
un medio diferencial entre 3 yi;

resulta - 3,16227766.... . x x| 10;
dedonde = x= V31,622776.. = 5,623....; .
i . ‘.
Yy 2 r.r-5
. 3
de donde y = -Z =0,75. )

El nuevo medio diferencial es el logarntmo del nuevo medio pro-
porcional.

Hallando el niimero 5 comprendido entre 3,162.... y 5,623....
serd necesario interpolar un medio proporcional entre 3,162...... y
5623...., mas un medio diferencial entre 0,5 y 0,75,

Y como es evidente que continuando esta serie de interpolaciones
de medios proporcionales se llcgars & determinar dos que no dificran
upo de otro sino en una cantidad tan pequeila como se quiera y que
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compnmderin en si al némero 5 ; resulta que se podré sin cometer
error sensible sustituir 5 4 uno de los medios proporcionales, y cor-
respondiendo el medio diferencial al proporc:onal, €l sera el logaritmo
pedido.

Operaciones anilogas 4 la que acabamos de efectuar dardn los lo-
garitmos de 2, 3, 7....

Observemos por otra parte que calculando asi €l logaritmo de cada
nimero entero , basta determinar directamente los logaritmos de los
numeros primos , y por lo que respecta 4 los logaritmos de los nime-
ros miltiplos se obtendran por medio de los niumeros primos, hacien-
do uso de las propiedades de los n.%® 252 y 256.

Por e]emplo, se tendna log. 15 = log (5 x3)=log. 5+ log. 3;
log. 36 =log. (22x32) = log. 2+ 2 log. 3; y asi sucesivamente.

DISPOSICIOR Y USO DE LAS TABLAS VULGARES.

260. Llimanse logaritmos vulgares aquellos cuya formacion estd
fundada sobre el sistema de las dos progresiones

-1 10 ] 100 ; 1000 . 10000 . 100000....
20. 1.2 . 3 . 4 . 5.y

porque son las que frecuentemente se usan. Llimaseles tambien Zoga-
ritmos de Briggs por el nombre del primer autor de una tabla de
esta especie.

Resulta de la inspeccion de las dos progresiones),

1.° Que el logaritmo de la UNIDAD es CERO;

2.° Que el logaritmo de 10 es 1

3.2 Que los logaritmos de todos los niimeros enteros 6 fracciona=.
rios comprendidos entre 1 y 10 son menores que la unidad; que aque~
llos nimeros que estan comprendidos entre 10 y 100 se componen de
una unidad y de cierta fraccion, y que los comprendidos entre 100
y 1000 se componen de dos unidades y cierta fraccion,y asi sucesi-
vamente. ’

En las tablas de Briggs estas fracciones estan valuadas en deci-
males. )

Asi los logaritmos de los nimeros de una sola cifra estan repre-
sentados por una fraccion decimal propiamente tal; y los de los ni-
meros de dos cifras tienen 1 por parte entera y la cual est4 seguida de
una fraccion decimal.

Los logaritmos de los nimeros de #res cifras tlenen 2 por parte
entera.

Y en general /a parte entera del logaritmo de un nimero contie~
ne fantas unidades menos UNA como cifras tiene el nimero si es ente-
ro, 6 su parte entera si es una fraccion.

La parte entera de un logaritmo se llama caracteristica, pues que
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por su sola inspeccion se puede conjeturar cuil es el mayor érden de
unidades que se hallan comprendidas en. el nimero correspondiente al
logaritmo propuesto.

Asi 2,74056. ... corresponde 4 un nimero de #res cifras, es de-
cir, 4 un nimero comprendido entre 100 y 1000: del mismo modo
4,05678. ... es el logaritmo de un nimero comprendido entre 10000
y 100000.

261. Canociendo el logaritmo ‘de un numero cualquiera es ficil
conocer el de un namero 10, 100, 1000 veces mayor; para lo cual
basta aiiadir 1, 2, 3.... unidades & la caracteristicas

Sea en efecto @ un nimero cuyo logaritmo es ya conocido ; se tic-

‘me (n.° 252)

log. (a x 10)—103 a+log. 10 =log.a+ 1,
log. (a X 100) = log. a + log. 100 = log. a + 2,

log. (a x 10®) = log. @ + log. 10" = log. @ + n.

@eecscocsventsesvcect et o o

Y reciprocamente , conociendo el logaritmo de un nimero para
obtener el de un namero 10, 100, 1000... veces menor basta sus=-
traer de la caracteristica 1, 2, 3. ... unidades.

En efecto, se tiene (n.° 255)

log. ——— =log. @ = log. 1000 = log. @ — 3, y asi de otros.

1000

De aqui puede inferirse que los logaritmos de los némeros 4567|
456,7 | 45 67 | 4,567, por ejemplo, no difieren unos de otros en la
parte decimal, y si solo en la caracteristica, que es 3 para el primer
nimero, 2 para el segundo, 1 para el tercero y 0 para el cuarto.

En general el logaritmo de un numero fraccionario decimal es el
ynismo CON LA DIFERENCIA DE LA CARACTERISTICA que el logaritmo de su
numerador 6 del numero propuesto en el cual deberd hacerse abs-
traccion de la corma : en cuanto 4 la parte decimal no hay diferencia'
alguna.

Conviene observar que esta propledad es del tode particular al sis-
tema de logaritmos de Briggs, y por esta razon deberad preferirsele &
otro cualquiera, pues que las fracciones decimales son sobre las que
con mas frecuencia se opera.

. 262. Es imposible poner en las tablas otros logaritmos que los de

los nimeros enteros, puesto que conteniendo una seri¢ dé estés una
crecida porcion de niimeros fraccionarios, no hay razon alguna para
preferir unos 4 otros. Adema4s que los célculos necesarios para la for-
. macion de una tabla serian bastante complicados para que pudiera
hacérsela pasar mas alls de un cierto limite, aun siendo este muy
corto.
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Asi hay tablas que no contienen mas logaritmos que hasta 10000,
otras hasta 20000 y una de las mas estensas que son las de Callet
hasta 108000.

Sin embargo , las aplicaciones logaritmicas exigen muchas veces la
investigacion del logaritme de un numers que esceda los limites de las
tablas, 6 de un nmimero fraccionario; y el modo de hallarlo es lo que
ahora vamos 4 esplicar. (Supondremos en todo cuanto sigue que ne
se tenga & la vista sino las pequeﬁas tablas de Mr. Reynaud 6 de
Lalande).

263. DADO UN NUMERO cuuqumu HALLAR SU LOGARITMO,

1.° Hallar el logaritmo de 254329.

Teniendo este nimero seis cifras, la caracteristica de su logarit-
me debe ser 5 (n.° 260), y por consiguiente la cuestion queda redu-
cida 4 hallar la parte decimal.

Resulta de lo que hemos dicho (n.° 261) que esta parte decimal
es la misma que la de log. 2543, 29..

Mediante esta trasformacion, que consiste en. separar hdcia la
derecha un numero suficiente de cifras para que la parte izquierda se
kalle en la tabla , se obtiene un nimero comprendido entre 2545 y
2544 ; asi su logaritmo es igual al de 2543 , mas una parte de la di-
ferencia que hay entre log. 2544 y log. 2543.

En la tabla se halla.... log. 2543 = 3,40535: resulta igualmente
17 por diferencia entre log. 2544 y log. 2543 : esta diferencia 17 es=-
presa unidades del 6rden de la 5.2 cifra decimal 6 de las 100000.2¢

Esto supuesto, 4 fin de obtener la parte de esta diferencia que es
necesario afiadir 4 log. 2543 para tener el de 2543,29, se establecers
esta proporcion:

SV para una unidad de diferencia entre 2544 y 2543 se tie-
ne 17 DIRZMILESIMAS de diferencia entre sus logaritmos, ¢ par 0,29
de diferencia entre 2543,29 y 2543 qué diferencia se tendrd en-
tre sus logaritmos?

Obient ' 17 7 029 ° x,de donde x = 17 X 0,29 = 4,93 ;

y este cuarto término es lo que deber4 aiiadirse al logaritmo 3,40535
para tener el que se ha pedido.

- Como no se debe tener en cuenta mas que la parte izquierda de
la coma, en'este cuarto término se aiiadirs 4 6 todo lo mas 5 (por-
que la primera cifra de la derecha de la coma es mayor que 5) 4 la
cifra de las cienmilésimas 6 4 la ultima cifra de 3,40535 ; y tendremos

log. 2543,29 = 3,40540; luego log. 254329 = 53,40540.
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Enla pr.’acnea se dispone ¢l célculo de este modo:

log. 254329 = log. 2543,29 +2

log. 2543 = 3,40535
Dxf tabular. . .. 17
1717 7 9,29 T=49 . cieiiiiiii = 5

Luego log. 2543,29 = 3,49540, B
y por consiguiente............ log. 254329 = 5,40540.

2.° Hallar el logaritmo de 1784967. .

Se tendrf. ... v.e.e.o. l0g.-1784967 = log. 1784,967 + 3

. " log. 1784 = 3,25139
Dif. tabular:...25
1257 0,967 | 2=24175. coevnenee= - 24

Luego o log. 1784,967 = 3,25163,
y por consiguiente.......... log. 1784967 = 6,25163.

264. NorA.— Para resolver las dos cuestiones precedentes hemos
establecido una proporcion entre las diferencias de los mimeros y las
de los logaritmos. En Algebra se demuestra que esta proporcion nunca
es rigorosamente exacta; pero cuanto mayores son los numeros para
que se establece, tanto mas se aproxima al valor exacto, y haciendo
uso de las tablas pequefias, el error cometido no influye sobre la 5.2 ci-
fra decimal siempre que el niimero pase de 1000; de modo que en este
caso la proporcion puede considerarse como del todo exacta; y esta es
la razon porque cuindo un nimero escede los limites de las tablas, se
le deben separar las menos cifras posibles.

3
3.° Hallar el logaritmo de 37 4—9

; luego (n.° '.555)

) 2226
Este nimero equivale & o

3
log. 37 % = log. 2226 — log. 59.

Haciendo uso de las tablas se halla log. 2226 = 3,34753
log. 59 =1,77085

' 3
y efectaando la sustraccion log. 37-36 1,57668.

En cuanto al logaritmo de un ndmero fraccionario decimal, tal
como 479,2564 , se ha visto ya (n.® 261) que no hay mas que hallar
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¢l logaritmo de 4792564 como acabamos de decir, y sustraer 4 unie
dades 4 la caracterfstica; 6 bien se puede decir:

log. 479,2564 = log. 4792,564 —1

—

, log. 4792 = 3,68052
Dif. tabular.........9 .
179 " 0,564 0 x= 5076.....= 5

dedonde. ...c...... log. 4792,554 = 3,68057.
Luego log. 479,2564 = 2,68057.

Véase al fin de este capitulo (n.° 273) lo que decimos acerca de
los logaritmos de las fracciones propiamente tales.

265. DADO UN LOGARITMO HALLAR SU NUMERO CORRESPONDIENTE.

Cuando en el cilculo se hace uso de los logaritmos se llega por lo
regular 4 un resultado que espresa el logaritmo del nimero pedido, en
cuyo caso es necesario determinar el niimero 4 que corresponde.

1. Consideremos el caso en que la caracteristica es 3, 6 mayor
que la de las tablas pequeiias.

Hallar el numero correspondiente al logaritmo 3,45936.

. Busquese entre los ntimeros de cuatro cifras, y se hallari estar
comprendido entre 3,45924 y 3,45939, que son los logaritmos de
2879 y 2880: luego el nimero que se buwa es igual 4 2879 mas
cierta fraccion. '

Para obtener esta fraccion témese la dlferencla tabular 15 y la di-
ferencia 12 entre el logaritmo dado y el de 2879, y férmese esta pro-
porcion:

&i para 15 CiIEXMILESIMAS de diferencia entre log. 2880 y
log. 2879 se tiene una unidad de diferencia entre estos numeros,
épara 12 CIENMILESIMAS de diferencia entre el Iogarztmo dado y el
de 2879 qué diferencia deberd tenerse entre sus nimeres correspon=
dientes ?

. .« g o . 12

Obien 15 1 12 ° x; de dondex-—-l—- =0,8.

Afadiendo este 4.° término & 2879 se obtiene 2879,8 por el nG-
mero pedido.

He aqui la tabla de los cilculos:

Llamando N al ntimero pedido se tiene log. N= 3,45946
Se hallaenla tabla............c... log. 2879 = 3,45924

Difo covninnnnnn.. 12
Dif. tabular. . ..... 15

151712 =108
Lucgo N = 2879,8.
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266. Nota.—El valor obtenido para N en el ejemplo precedente ha

. : - 12
sido hallado, antes de la reduccion 1 decimales, igual 4 2879 +— sus

poniendo exacta la proporcion, hlpéums que en este caso puede ser .
admitida (n.° 264), pues que la sola inspeccion de la tabla de logarit-
mos basta para nocer qué incrementos constantes é iguales 4 1 he-
chos sobre los nameros corresponden (respectivamente & esta parte de
la tahla) 4 incrementos constantes é iguales 4 15 unidades (del 6rden
de las ciENMiLESIMAS) hechos sobre los logaritmos correspondientes, 6
1o que es lo mismo , que una unidad (del 6rden de las cienmilésimas)

1
del incremento hecho sobre los logaritmos corresponde 4 = de incre-

mento hecho sobre los niimeros.
En seguida, en lugar de dejar al 4.° término de la proporcion

12
(6 4 la fraccion E) bajo su primitiva forma, 1a hemos reducido &
. decimales, que es lo que frecuentemente se practica para mayor senci-
v 12
llez en el cslculo, y hemos hallado 0,8 por el valor exacto de TS Asi

pues, conviene observar que si la reduccion no hubiese sido valua-
da exactamente en decimas , no hubiera sido menos necesario limitar
la operacion 4 la primera cifra decimal: lo cual vamos 4 demostrar
inmediatamente.

Conteniendo cada 15.2 tantas 100.2® como veces contiene 100 4 15,
resulta que aun cuando se sepa cuéntas 15.2® contiene un niimero (pré-
ximamente una), no por eso se puede saber cuéntas 100.%, 1000.%,
10000.%, contiene este mismo nimero; caando por el contrario puede
facilmente deducirse el nimero de 10.%® (préximamente una) del de las

5.%% pues que -1% siendo mayor que -:—5, cada 15.% de incremento no
puede bacer crecer 4 la vez el mimero de varias 10.%°
Generalizado este razonamiento, da lugar 4 la siguiente regla, que
es aplicable 4 todos los casos en que al buscar un namero por medio
de su logaritmo es necesario hacer uso de la proporcion para determi-
narle: e numero de cifras decimales, que es licito calcular para el
cuarto término, dede ser siempre inferior, al menos en una unidad, .
al numero de cifras que comp lo diferencia tabular, disminuido
en una unidad, Esta regla es. general, cualquiera que sea la tabla que
usemos: asi las tablas de Calet dan la cifra de las 100.° siempre que
la diferencia tabular pase de 100, y solo la de las 10.*® en los casos
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contrarios: las de Lalande no dan con exactitud la cifra de las 10.%%
siempre que la diferencia es menor que 10. (Por lo dem4s, si se quie-
ren mas amplios pormenores, véase el Algebra.)
2.° Hallar el nimero correspondiente al logaritmo 1,56834.

Convendria principiar la operacion buscando este logaritmo entre
los de los niimeros de dos cifras; pero como es proballe no hallarlo, se-
r4 mejor afiadir 2 4 la caracteristica, lo cual da 3,56834; y buscando
el numero correspondiente al nuevo logaritmo se tendra 3,56834 —
log. 3701,2; y como al aBadir 2 4 la caracteristica s¢ ha multiplica-
do (n.° 264) el nimero pedido por 100, sers necesario dividir 4 3701,2
por 100, lo cual da por Gltimo 37,012 por el nimero pedido, préxi-
mamente 0,001.

Propongdmonos ahora el nmimero correspondiente 4 90,8687 4.

Se tendrd.... 3,86784 = log. 7376,3;
1U€gO. <+ venvver. 0,86784 = log. 7,3763, préximamente 0,0001. - ..

Sea propuesto por ultimo hallar el nimero correspondiente
4 5,47659.
Restando dos unidades 4 la caracteristica resulta

3,47659 = log. 2996,3;

y como al quitar 2 unidades 4 la caracteristica se ha dividido al nd-
mero por 100, ser4 necesario multiplicar 2996 por 100, y se tendr&
299630 por el numero pedido, proxi te una d

Las tablas pequeffas no pueden dar un grado mayor de apronma—
cion. Si la caracteristica fuese mayor que 5, el grado de aproximacion
seria aun mucho menor, y por consiguiente conviene usar tablas bas—-
tante estensas, tales como las de Callet, cuando el cilculo que se est4
efectuando exige mucha exactitud.

APLICACIONES DR LA TEORIA DE LOS LOGARITMOS.

Veamos ahora las diversas aphcacnoxiel que pueden hacerse de las
tablas de logaritmos 4 las operaciones de la Aritmética.
267. Recra oE TREs.—Hallar por logaritmos el 4.° termino de la
proporcton a b c x
b
Con arreglo 4 lo establecido en el n.° 206 tendremos x = _,x ‘ y
a

tomando los logaritmos y apllcando las propiedades de los n.”* 252
y 255,

log. ® = log. & + log. ¢ — log. a.

Hecha la suma de los logaritmos de los dos medios, se 1estard de
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ella el logaritmo del estremo conocido; se buscard el mimero corres-
pondiente ¢ la diferencia, y ¢l sera el numero pedido. ‘

Sea, por ejemplo, Za proporcion 37 | 259 1 497 | x;

Se tiene
log. = log. 259 + log. 497 — log. 37.

log. 259 = 2,41330

log. 497 = 2,69636

5,10966

log. 37. = 1,56820

Luego log. x = 3,54146,
y por consiguiente x = 34794, préximamente0,1.

... Seeuxpo xsemero.—Hallar por Zogaritmos el valor de la espresion

37 x 49x 17 x 175
T T 29x 69 x 154

(Esta espresion puede ser considerada como el término incégnito de
‘ una regla de tres compuesia.)
Tomando los logaritmos de los dos niimeros tendremos

Lz=L37+149+117 +1175 — 129 — 1. 69 — L 154.

Pero
1L 37 = 1,56820 1. 29 = 1,46240
1. 49 = 1,69020 1. 69 = 1,83885
L17 = 1,23045 1. 154 = 2,18752
1L 175 = 2,24304 : —_—
—_ 5,48877
6,73189
—5,48877

Luego log. x = 1,24312;
de donde x = 17,503, . préximamente 0,001.

268. CoMPLEMENTOS ARITMETICOS.—En el ejemplo anterior ha sido
necesario sustraer de varios logaritmos la suma de muchos otros; pero
es ficil reemplazar las dos adiciones y 1a sustraccion efectuadas para
hallar el resultado por una sola adicion, empleando los complementos
aritméticos. .

Llamuse eomplemento aritmetico de un logaritmo lo que es necesa-
rio afiadir 4 este logaritmo para tener 10 unidades, 6 en otros térmi-
nos, el resullado que se obtiene sustrayendo es’e logaritmo de 10.

ar
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As{ compl. arit. 4,50364 = 10 — 4,50364: para hallar este com-
plemento bastara segun el procedimiento de la sustraccion restar cada
cifra de 9, escepto la ultima.cifra significativa de la derecha, que de-
ber4 ser restada de 10: operando de este modo se tiene

compl. arit. 4,50364 = 5,49636.
Del mismo modo compl. arit. 7,32568 = 2,67432.

Resulta de aqui que la sola inspeccion de los logaritmos basta pa-
ra hallar sus complementos.

Nota.—Si la ultima cifra de la derecha del logaritmo fuese 0, se—
‘ria necesario restar de 10 la primera cifra significativa de la izquierda
de este 0, y de 9 todas las demis cifras tambien de la izquierda.

Asi compl. arit. 5,32570 = 4,67430.
Pel mismo modo compl. arit., 8,62400 = 1,37600.

Esto supuesto, propongimonos sustraer de la suma de los cuatro
logaritmos L, L/, L/, L’/ la suma de estos otros-tres 1, I/, 1. Repre-
sentemos por D la diferencia,y se tendra

Deeveebeoo e L+ L + L/ 4L — (147 +7) =

=L+ 4L 4+ L +10 =14 10 —V 4+ 10 — I/ — 30,
6 lo que es lo mismo,
=L+ L + L 4+ L"” + comp.1 + comp. V + comp. V' —30;

de donde se deduce esta regla general:

Témense los complementos aritmeticos de los logaritmos sustrac-
tivos , hdgase la sumaq total de estos complementos y la de los logarit—
mos aditivos, y sustrdigase de la caracteristica tantas veces 10 6
tantas decenas como complementos se hayan tomado; y el resultado
obtenido ser4 la diferencia pedida.

Recordemos el ultimo ejemplo del n.® precedente.

Setienel. v =L 3741 49+ 117 41475 — (L2941 69 + 1, 154);

L 37 = 1,56820
L 43 = 1,69020

L 47 = 1,23045

COLATS = 224304
Compi 1. 29 == §,53760
Comp. 1. 69 = 8,16115

" Comp. I 15§ = 7,81248

S o 31,24312.
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Siendo el resultado de esta adicion 31 +24312, restando de él 3 de-
eenas se tendra 1,24312 por la diferencia pedida: este es en efecto el
mismo resultado que el obtenido (n.° 267),
El uso de los complementos aritméticos abrevia mucho el célculo
logaritmico.
269. PROGRESIONES POR cocmmx.—-—.bztcrpolar entre dos mimeros
dados a y b un numero m de medios proporcionales
m+1 e o

[
La férmula ¢ = \/; obtenida en el n.° 246 se reduce calculin«
|

- dolo logaritmicamente 4 esta espresion

log. & — log. a

log.
8 9= m+1

Sapongamos, por ejemplo, que se qmcra interpolar entre 3 y 4, 25
medios proporcionales.

Se tendrd, @ = 3, b = 4, m = 25,
log. 4 —1log. 3
26

En las tablas se halla... log. 4 = 0,60206 .
log. 3 = 0,47712;

y aplicando valores, log. ¢ =

de donde log. 4 —1log. 3 = 0,12494
y dividiendo por 26, . log. ¢ = 0,00480.

Buscando el niimero correspondiente 4 este logaritmo resulta ¢ =
1,01114, préxlmamente 0,0001. /

Si se qmsnera obtener el 10.° medio proporcional 6 el 11:° término
de esta progresion, tendriamos (n.® 246), llamando x 4 este medio pro-
porcional ,

de donde ca‘lculando‘por logaritmos,

10 (log. 4 — loé. 3) ,

log. * =log. 3
0g log. 3 + 26
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Pero ya hemos visto que. . B log. 4 — log. 3 = 0,12494
dedonde......covvenvn.. 10 (log. 4 — log. 3) = 1,24940

[

10
Feooroeioosaroncsonacaces ;2—6(‘%' 4 — log. 3) = 0,04805;

por otra parte se tiene, ...... log- 3 = 0,47712
luego finalmente. . oo outas log. x = 0,52517.

Buscando el numero correspondiente 4 este logaritmo se halla
3,3510 por el medio proporcional pedido.

Las reglas de interes y de descuento compuestos se reducen 4 la de-
terminacion de un término de ug 6rden cualquiera en una progresion
por cociente.

. 270. IntEREs compuEsTo.——Dada una suma a por un aiios ¢ meses
al tanto de i p 0o anual 6 mensual, hallar en lo que deberd conver-
tirse esta suma al cabo del tiempo n, teniendo en cuenta no solo el
capital a y los intereses sobre €l acumulados, sino tambien los inte-
reses de estos intereses durante este mismo tiempo.

Anavisis,—Puesto que 100 fr. rinden .una suma i en un afio, es

claro (n.%® 221 y 222) que a rendird :1%(0—': asi el capital g al cabo de

un afio, 'incluso é1, se convertirs en

aXi
+ —— 6 bien 1 4+ —
o 100 a( + 100)

. .. Esta nueva suma que se compone del capital primitivo y de su in-
terés durante el primer aiio, puede ser considerado como un nuevo
capital puesto 4 premio en el segundo aifio, que representindolo por a’
se tendra al cabo de este segundo ailo, incluso él,

ad 1+ _1_(3)? » 6 bien poniendo en vez de a’ su valor,

2

T ¥ Ry
1+ Y (1+- 1) = 142,
a( +1o)( +1oo) a( +10u)
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Representando por a’ este nuevo capital se tendrd por la suma de
‘este capital y su interés durante el tercer aflo, ' "

1

ﬂ"_(l +_17)T)-)"6 bien sustituyendo 4 a” por su valor, .

(] e P T T PR

' , 2 ) 3

S (PR IS PNSULT Iy (PRGN D

’ RN TT Y 10U 100 )
: . '/E",u + ,]\

Luego en general representpndopor 2 el namero de aBos durante

el cual el capital a ha sido dado & pretifio y por A en lo que se con-
vierte el capital, se tendra

cernine T D e e Toh b
Y 100
PN RN IEE __.._t' .
100 - 100
L O P A o3 £ oeso alled -
", PrIMER _RIEMPLQ. —Hallar en inferés compuesto cudl .terd el valor
de 1203 fr. dadas por b aiids al'S p'ofo’ ahisal, SRR

...... RG] L
Enmnaso_mmo a = 12000, ;= 5, n é .'ieten,dré *

Jv<‘; Loz A Y U

SR '
100+ 5-\ A T e
A = 12000 (__i'_) = 12000 (1 05)“
! a3 1 R

Goerthy e ' siatab M antrge: . el

.

-ih Cotiio ebta’ Bpeﬁmen"ﬁl‘na v icomiplichdk Wﬂhﬂo‘a‘ﬂk&é-

mente, aplicaremos 4 ella los ‘{ogaritmos, y resultard

: . e .
Boaiet 2,

" thg K Y Log 19000 476 o 1,081 = v

it LYo 1,057 E3 0,029

Gl I [T
dedonde...,..................... 6,log. 1,05 = 0,427.14;

¥ POF OUE PARKELa s g op fns tp p s rrnng oy . o8 12000 = 4,07918,

!pego,.,).,l....,/. 5“0'00‘qouldlqo "7\‘”)”“ log A 20632,
yporconsngulente.... 60 l r.

ity : R ERA J a
PO P R Y. VAT N YO0 DR . R R I DUHS:

Las tablas pequefias no dan mayol‘:gﬁado de aproxlmaclon.

" Wora—En’ éswe]empb, da'suma del capidal; de los intercses ¥ de
los intereses d¢: los intereses ncurnulados ascignde! &' 16081 francos; ysi
PO ‘otra paried se-busca }(2.%: 221) el “Unterés simple de:. § 3000 -fr.
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- 3600 . . :
ake 5 p ob anual, se halla -4—-.,y.restando esta de 16081 resulta una

diferencia, que espresa el valor de los intereses de los intereses.
Secunpo EsEMPLO.— ;Cudl es el valor - ‘en interés compuesto

de 5628 francos dados por 9 § meses al 6 0,fr,,75 cs. p ofj mensual?
Principiemos por determinar el valor del c\pital al cabo de los 9

meses.

Compo en este cash se toma ek mes por nidad de tiempd, se pondra

en lafdrmnla generaﬁ a —i5628[ = 75 n = 9, lo cual da

9
100 0,75
A = 5628 (“E'TTTBH—) = 5608!(1,0075)9

. c ot IERC YIS
!
[

de donde aphcando los logarnmos ,
log. A = ‘og 562& + 9 log. ni,‘0075‘
Se halla en la tabla. Ceeieeieacens log 1,0075 = 0,00324;

ydeaqun...‘..‘.......:...'.'\;\....... ?log 1,0075 =". 0,02)16,
pero por otra parte se ¢ tlene ERETERS log. 562‘3 = 3,7’5035

Sl

M0G0 sttt iiiiieieeeniaeaeeees log. A = 3,77981
y por conslgulente... ceee A 019 fn,.;

- (M 104 = 2
Para hallar mmedxatamentc e{qnterés ae 6049 fr. durante quince dias 6

1
2 Wesinos ,valdmnof de Ja: f6rmula -.-T (al: ;.221), .en;,la .mlal) ha-

Prarea 7 POSITRRE Tt Uit

l
remos ¢ = 6019, ;=0,35, t,.', R ]9 tanto resaltard

L6019 X 075 4 BOIOXTS. L
X D754 601975 "'23,”pfd’xl’mamé|it’e“uﬂa

100 - 100 20000 .
u,l]dad - 'II (‘ ' ’_’ -------------------- ’ ,

Luego finalmenfe- 8042 fr: espresan el valor del capﬂali 5‘698 ﬁ' ‘en

inferds compiiesto.
271, Descbento compuEsTo,~~Las aos cantnlades A y ‘a que entrali

100
en la férmula A = a ( ._-'-._'_)“, tienen entre si una relacion
G, ey C 200 s i ks cat e fian IR T
1al, que si:aies unicapital-dads 4 premip enla. actmbdad,.A /€8 80 va-
lor al.caho'dd¢ cierta tiesmpo: lucgai reciprocamenie, si: Aies. upa suma
Pagaders gn,n naidades de yiempo; ‘a- strd su, xador: . aglual; copsider
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.rando asimismo los intereses acumulados y los intereses de los' intere-
ses del capital a. o :
Con arreglo 4 la férmula arriba citada se tendré esta otra:

A
( 100 + & )“’
100

que puede considerarse como dando el valor actual de una letra cuyo
total és A pagadera en n ailos;. teniendo en consideracion el interés
‘compuesto de este valor actual. :

E3emrLo.— Helldr el valor actual de una -suma de 30000 fr. pa-
gadera en T’ afivs, suponiendo, 1.° que el descuento sea compuesto, y
2.%-que el tanto de interés sea un 6 p ob anual.

ib

a =

‘Hagamos en cste caso ~ A = 30000, n = 7,i=6;
i 30000

la férmula sera a=—m;
Y (1,08)7

3
de donde aplicéndo los '}ogaritmos, ,
log. a = log. 30000 — 7, log. 1,06.
En las tablas se Balla.eosenenncesses log 30000 = 4,47712;

¥y por otra parte, log. 1,06 = 0,02531; '
de donde.... 7 log. 1,06 = 0,17717 ..e.vvrenn.. — 0177475

e

| T S R R R LLLLLRE LR log. a = 4,29995,
y por.consiguiente ¢ = 19950 fr. oo :

Buscendo el valor aciual de 30000, segun. la regla de descuento’
simple (primer método, véase n.* 227) se hallaria...... 21126,7 6,
resultado que difiere del anterior en..c..vcveaeiineen 1176,76.

No pasaremos mas adelante sobre las aplicaciones de las tablas de
logaritmos, pues lo que precede basta para dar una idea exacta de su
utilidad é importancia.

LOGARITMOS DE LOS QUEBRADOS,

972, En las cucstiones anteriores no hemos considerado mas que
logaritmos. de nimeros enteros 6 de nimeros fraccionarios mayores que
1a unidad. Estos logaritmos hacen parte de la tabla cuya formacion he-
mos indicado (n.%® 258 y 259) 6 bien pueden obtenerse facilmente por



328 ELEMENTOS
medio de estos, cuando los niimeros correspondientes son enteros y es-
ceden' los limites de las tablas, 6 cuando son fraccionarios.

Se sabe que en el sistema de Briggs los logaritmos de todos los nt-
meros de que acabamos de hablar, estan comprendidos entre 0 y 1,
1y2,2y3,3y4... es decir, que Jos Jogaritmos de fodos los nui-
meros comprendidos desde la unidad hasta el infinito lo estan ellos
mismos desde U hasta el infinito; de modo que no hay nimero alguno,
por pequeiio 6 grande que sea respecto de la unidad, que no pueda ser
considerado como el loggritmo de un nimero mayor que la unidad.

Parece, pues, ahora muy natural averlguar si los quebrados tienen
logaritmos y el modo de espresarlos.

Para esto volvamos de nuevo 4 la progresion décupla, ~ 1 0 10
100 ° 1000 ° 10000 ° 100000..., y ohservemos que slendo ca-
da término lgual al que’le precede multiplicado por 10, por recipro-
cidad debera serlo al que le sigue dividido por 10. Por consiguiente si
se continua esta progresion en sentido contrario, dividiendo sucesiva~
mente 1 por las diversas potencias de 10, es decir, por 10, 100,

1 1 1
1000..., lo cual da los quebrados ——— ..., se tendr4 esta
10 100 1000 .

1 .1t
10000 ° 1000 * fuo 10 °
. 1000 [ 10000... que se puede suponer comience por una frac-

nueva progresion = ... 10 °

. 1
cion o tan pequeiia como se quiera.

Por otra parte recordemos la progresion por diferencia’

£0.1.2.3.4.5.6.7.8.9....,

y observemos que siendo cada términe igual al que le precede aumen-
1ado en 1, por reciprocidad debera serlo al que le sigue disminuido en 1.
Esto supuesto, continuémosla en sentido contrario, sustrayendo de 0
sucesivamente 1, 2, 3, 4 ..., lo cual da los resultados — 1, — 2,
~— 3, — 4; Y se tendr& la nueva progresion por diferencia

e — 4 —3 2. —1.0. 1.2 3 ey

que puede considerarse como principiando por un término cualquie-
ra — n, siendo » un namero entero tan grande como se quiera,
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De esta manera se obtiene el sistema de las dos progresiones
1

. .11 1
10000 *1000 * 100 “10 °
Ze— 4 —3, —2. 1 0 1. 2 3. boinn,

de las que cada una consta de dos partes que principian en los térimi-
nos 1 y 0.

La primera parte, contando de izquierda 4 derecha en las dos pro-
gresiones, se compone de términos que comprenden Zodos los nimeros
mayores que la unidad y sus logaritmos. (Estos logaritmos son como
ya hemos diche todos los niimeros imaginables comprendndos desde 0
hasta el infinito.)

La segunda parte, contando de derecha 4 izquierda, se compone
de términos que comprenden fodos Jos nimeros menores.que. la uni-
dad y sus logaritmos; no siendo estos otra cosa mas que los de la pri-
mera parte precedido del signo — que sirve para distinguir los loga-
ritmos de los niimeros menores que la unidad, de los correspondnen—-
tes 4 los que son mayores que ellas.

1 710 :100 1000 ;10000...,

273. En general sea -Z un quebrado propiamente tal, lo que su-

pone a < &.

) b
Se deber4 tener log. 2= log. —.
. b a
En efecto, como se tiene evidentemente g =1 ,
a ‘ b
resulta (n.° 255) log. 3 =log 11— log. —.
a

Luego en razon de ser log. 1 = 0 (n.° 260),

Por lo cual se ve que el logaritmo de un quebrado es tgual al lo-
garitmo del quebrado invertidos sus terminos, y tomado con signo con=
irario.

AETRRS!

o . -
Asi oo logs 7 = — log. é = — (log. 4 —log. 3);
! g 2 1 il log. 47 — log.- 23 .
‘ 1®“=.°&§——Qw4—va



330 ELEMENTOS

lo cual da lugar 4 la siguiente regla: para obtener el lagariimo de un
quebrado se sustraerd el logaritmo del numerador de el del denomi-
nador y se tomard el resultado con el signo —.

" 274. Establecidos ya estos principios, pasemos & hacer sus aplica-
clon&s.

' 3 1
1.° Hallar por logaritmos el valor del producto - 7 XToX =
3 5 11 3x 5 x11
i J X X— =
Se tiene (n. 59), 7 x12x13 Tx12x13’ |
3 5 1 7x12x13
(1) — a— y S— I
de donde (n.® 273) log.(7x'2x ) %8 35 X1l

. = log. 3 + log. 5 +4-log. 11 — log. 7 — log. 12,:—-103. 13,

6 aplicando los complementos aritméticos ,
== log. 3 + log. 5 + log. 11 +c. log. 7 + c. log. 12 + c. log. 13 —-39.

- - Efectuando la operacion indicada se reconace que .

3 05 11
= —0,82074.
log. ( X5 % 13) 0,82 74

Llamando x al numero correspondlente 4 0 82074 se ticne
(n° 273)........ —0 82074..]05 =

La cuestion queda reducida 4-determinar x.
Pero segun la regla establecida en el n.° 265 se halla
0,82074 = log. 6,6181; luego x = 6,6181:

1
y por consiguiente z 6 el nimero pedido tiene por valor

. 1 )
N ——— = 0,1511, g
' 6,6181

Shh UM e K . RN

NotA. — En este ejemplo no es muy evidente la exaclitud de la
@llima cifra deciial del nimero 6,6181, en virtud de lo que .hemos
dlcho en el n.% 266, pero si lo es la del numero 0,1511 (Véase el
n.° 20 del Apendlce puesto al fin de la ebra). .

- REGLA GENERAL, — Para hallar ¢l namero - eorrespondlente 4 un
logaritmo acompaiiado del signo — dusquese desde luego el numero
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perteneciente al logaritmo, haciendo abstraccion del signo, y despues
dividase la unidad por el niimero asi obtenido ;' y el cociente valuado
en decimales sers el numero pedido.

Tambien puede usarse del artificio siguiente: pdngase —0,82074
pajo la forma 4 — 0,82074 — 4, lo que equivale & aumentar .y dis-
minuir ¢ la vez el logaritmo propuesto en 4 unidades: resultara. ... .
— 0,82074 = 3,17926 — 4. A

Pero segun las tablas se tiene 3,17926 = log. 1511, ..
de donde 3,17926 — 4 = log. 1511 — log. 10000 (n.° 261);

1511 . .
luego 0,82074 = log. —l—o-a'—u—= log. 0,1511.

Este ultimo medio es en general mas sencillo Y figordso que el
1

primero, porque en la espresion — por ¢l obtenido @ es un divisor
: R x

inexacto *, al'paso que por la naturaleza del segundo medio no puede
reconocerse esta causa de error.
Hallar el nimero correspondiente al logaritmo —2,35478.
Estando comprendido este logaritme entre — 2 y — 3, su .pame-

1 .
ro correspondiente lo estard entre Too Y . Pero para obtener el

1000
valor segun el segundo medio.se pone el ‘logari_tmt; bajo la ., for~
ma 6 — 2,55478 — 6 = 3,64522 — 6. C
Por otra parte se tiene....o. 3,64522 = log. 4417,9;
44179
1 6 — 2,35 —6 6—2,3 v=log. s—————} ..., -
uego 135478 6 - 2 5478 05 000000 " !

6 bien . —2,35478 = log. 0,0044179.
-, g YR PN FUREIRIS B S SN AL P
. Estos ejemplos bastan para hacer ver que los, niumeros correspon =
dientes 4 las logaritmos afectados del signo,— pueden. ser,.obtenidos
con un escesivo.grado de aproximaecion., | sl

» El sggunda medjo consiste, evidentemente en: sustraer; del . logar
I'dma,,prppueﬁip ~tantas unidades cpmo conligne la ceraclerishicg
mas 4; enideterminar. el pumero, correspondiente al resyligia, asi; 0b~
tenido; y.en, dijuidir este numero por Ia unidad seguida e’ tanlos cex
ros como unidades ha sido necesario tomar para efectiay,ila ‘susr
traccion. .

13
2.° Hallar Ja 11.2 ‘potem!ia de la‘fmc'cicm '1—5.' o
I e R e .

e » . & . ¢ [ B ¥

' Coaget

e T L . o
. Viéage gl n.° 20 del Apéodiceal fin de la obra. . . .
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13
Se tiene (n.° 273) log. (t_§> — log. ( ) =— (1! log.— .
" 15 15
Pero log. 5= 0,06215 ; de donde 11 X log. ries ,68365; y por
a M .
consiguiente log. (E = — 0,68365 = log. 0,2072.

Luego 0,2072 es el ntiumero pedido.

. 2
3.° Hallar la raiz 7.2 de 3

7 T )
3 1 3
Se tiene log. '\/... =— log. 3 ———(? log. 5)'

7

3 1 3
Pero log. \/5 = 0,17609 ; de donde 7 log. 3= 0,02515;

2 : . Co
Tnego |bg.v§ = —0,02515 = log. 0,94374, = "¢ '

y?orcons'iguiente‘)/a =0,94374. - T i

-

—_— > »

275. Escorio.—La mvshgaclon de los logarmnos de los quebra-
dos ha dado lugar & una especie particular de némerés Wamados en
‘Algebra nuimeros negativos en contraposicion 4 los que se Haman mi-
meros positivos 6 absolutos. La consideracion de los -néimeros negati+
vos en'la teoria de los ldgaritmos es tan mdmpemable como Tx' de los
némeros positicos, pues ellos solo pueden servir para espresar-los' lo-
garitmnos de los quebrados. Esto es tan-evidente: que en la hip6tesis

(muy admmda) en que se hu.hme eotab]ecido el sxstema de las dos
progmlonm

g ottt
. . 10. ‘.OU ‘. 1000. 10000-0--..).,
S0t 2 .3 L 4

seses ey

'

en cuyo caso todos los qucbrados hubleran eemdo logantmos posmvoa
y tanto mayores cuanto menores fuesen Yos quebrados, en “esta’ hipé-
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tesis , repito, los logaritmos de los nimeros cada vez mayores que l1a
unidad, 4 saber'1, 10, 100, 1000...., y todos los nimeros com-,
prendidos entre si estarian necesariamente representados por la serie
de los nimeros negativos 0, — 1, —2,—3....,y de todos los ni-
meros oomprendados.

GTRO MODO DE CONSLUERAR LOS LOGARITMOS.

276. Euler en sus Elementos de Algebra ha establecido entre las.
diversas operaciones de 1a Aritmética una aproximacion muy ingenio-
32 que vamos & esponer por su importancia, pues da lugar 4 un nue-
vo modo de considerar los logaritmos.

Representemos por a, &, ¢ tres nameros cualesquiera y propon-
gémonos esta cuestion general : Dadas dos de estas ires cantidades, .
determinar la lercera por una de las operaciones aritmeticas cfeclua-
da con dichas does cantidades.

La operacion mas sencilla es sin disputa Za adicion.

Asi sea prepuesto kallar c por la adicion de dos nimeros a y h,

Esta relacion que hay entre dichos tres niimeros estard bien es-
presada por la igualdad

atb=ceeee (1), o

que dan tambien a x ¢ —b 6 b =c —a.

Por lo cual se ve que si en lugar de buscar ¢ se pidiese el valor de
@ 6 de b, la misma igualdad (1) daria la cantidad incégnita por uns
sustraccion.

Asi pues, la adicion y la sustraccion estan ligadas entre si por Ia
wisma igualdad @ + 5 = ¢.

Nota. — Si en la igualdad a = ¢ — & se supone™c < 5, el valor
de a se reduce evidentemente 4 un rumero negativo. Esta clase de
numeros -provienen de sustracciones imposibles de efectuar.,

La adicion de muchos niémeros iguales da lugar 4 Za maltzpl:-
cacion.

Propongimonos hallar ¢ por la multiplicacion de los numzroc
ayh

Esta relacion se mdlcara asi:

ab_c....'...(2), L

de donde . a-—f 65=f,
b a

Luego si en lugar de buscar ¢ por la 1gua|dad (2) se pide el valor
de a 6 de &, 1a division de ¢ por & 6 de ¢ por a dars el valor del ni-
mero mcégmto. .
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Por consigaiente la multiplicacion y la division estan ligadas entre
si por la misma igualdad. . . . ab=c.

Nota. —En la hipétesis de ¢ << & 6 de no ser ¢ exactamente divie

¢
sible por &, la espresion 3 @ um fraccion 6 un niimero fraccionge

rio. Luego las fracciones provienen de divisiones inexactas.

Finalmente la multiplicacion de muchos numeros iguales da lu-
gar 4 la formacion de potencias

Supongamos , pues, que se quiera obiener c hamndo el'producto
de b numeros iguales aé a.

Esta relacion se espresa por igualdad a®=c...... (3);
b

de donde se deduces e v voviveeiiioiiianes € = Ve;

lo cual prueba que para obtener ¢, conociendo a y &, es necesario efec-
tuar una formacion de potencia , y que para oblener a, conociendo
c y b, es necesario efectuar una estraccion de raiz.

Pero conociendo ahora ¢ a y ¢ icdmo hallaremos 6 b ?

Antes de responder 4 esto hagamos un resimen de lo que acaba-
mos de decir.

La igualdad a+ & =c comprende las dos operaciones conocidas con
el nombre de adicion y sustraccion; pudiendo dar lugar esta ultima
4 Jos numeros negalivos.

La igualdad ab = ¢ abraza la multiplicacion y la division, que son
el origen de una fraccion 6 un numero fraccionario. .

Observemos ademas que en cada una de estas igualdades a -6 =¢
6 ab = c, el nimero @ 6 el numero & se obliene por medio de la
misma operacion efectuada con las dos cantidades conocidas (lo cual
equivale 4 decir que @ y & entran de un modo semejante 6 simétrico
en estas igualdades).

Del mismo 'modo la igualdad &P = ¢ reune la elevacion & poten-
cias y la estraccion de raices, que es de donde provienen Jos numeros
wnconmensurables.

Pero hay una diferencia entre esta ignaldad y lag dos que prece-
den, y es que para hallar a basta una estraccion de raiz; mas para
encontrar & se necesita una operacion particular, y que en cierto
modo deberd considerarsela como una setima operacion de la Arit-
mética.

Aplicando 4 la igualdad. .. -. R s

la propicdad del n.° 256, se tiene. . . . . ... & log.a = log. ¢;
‘ log. ¢

H

dcdondcsededuce................ b =
. log. a

es declr -que el valor de & sc obmme por medio de logaritmos.
277. Hagamos algunas aplicaciones.
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Supongamos en la igualdad > =c,a =3y c=81, y se ten-

ara 3* = 81-,‘de donde 5= ——103' 1 .
: . log. 3
Pero log. 8% = 1,90849; log. 3 = 0,47712;
' 1,90849 1
luego o b=z — 4t e
Despreciando la fraccion 47;12 (por su pequefiez) que provnene de

la inexactitud de los logaritmos, se halla & = 4;'y en efecto 3% ='81.
Propongimonos ahora la cuestiou siguiente : La poblacion de un

1
pais aumenta cada aiio en Edc lo que era en su principio, ¢ al

cabo de qué nimero de aiios habrd duplicado ?
Representemos por o el estado de la poblacion 4 prmclpnos del -

primer aflo y por a’,a’,a".....enlo que se convierte al princi~

pio de cada afio.
Supuesto que segun hipétesis la poblacion @ aumenta al fin del

. ' 1
primer aiio en T de lo que era al principio, resulta que al fin de este.

aiio 6 al principio del segundo se hallara convertida en

a N 1 51
a+E_.a +E =a EG y

6 bien a’ conforme 4 las notaciones en que hemos convenido.

 Como al fin del segundo aiio la poblacion a’ aumenta tambien

1
en de lo que era al principio de este afio, se tendri

.

. 1 51
"+— o 1+| 5 50

‘ 51
6 bien poniendo en lugar de @’ su valor, =a Wl = o,

Asimismo se hallars por el estado de la poblacion al fin del tercer

. 3
PO 51 - 51 A .
a a 0= a 50 ° Y asi sucesivamente
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50
sar4 el estado de la poblacion al fin del tercero, y como por otra parte
segun el enunciado este mismo estado ests representado por 2a, se ten-

51 2
— ) =2a;
50 °

si se supri'me el factor @ comun 4 los dos miembros resulta

x
log. 2 log. 2
(2) = 2; de donde x = * 8

50 . P\~ log. 51 —log. 50°
log. | —

R x N
’ 51
Luego si x designa el ntimero incégnito de aflos, a (—) espre-

dré esta igualdad. . . . @

50

Buscando en las tablas los logaritmos de 2, de 51 y de 50 se hallan
hechas todas las operaciones; x = 35 + TR
Luego al cabo de unos 38 aitos la poblacion habr4 duplicado.

~ Los logaritmos conducen d una especic particular de operaclon
wndispensable para la resolucion de tiertas cuestiones.

FIN,
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APENDICE

SOBRE LAS APROXIMACIONES NUMERICAS.

Este Apéndice ests dividido en dos partes: en la primera se supone
que los ntimeros sobre que se han de efectuar operaciones aritméticas
sean dados exactamente, y en ella se esponen métodos mas espeditivos
que los que hemos dado & conocer en el cuerpo de la obra para hallar
el resultado de las operaciones con un grado determinado de apro-
ximacion.

. En la segunda parte se opera sohre niimeros que no se dan mas

que aproximadamente., y se propone asignar el ’grado de aproxima~
cion que la naturaleza de los nimeros-dados y el sistema de operacio-
Des ejecutados con estos nimeros son. smcepubls de summlstrar para
los resultados. .
. PRIMERA PABTE.
* - Sucede muy. frecuenitemente en las cuestiones de Aritmética (Véa~
se ¢l fin del capitulo IV) tener que efectuar operaciones en que fign-
ran un gran ndmero de cifras decimales, aun cuando basta para el
objeto propuesto obtener el resultado con un -nimero de cifras deci<
males mucho menor que el que comprenden los mimeros sobre que
se opera. Por consiguiente es titil dar & comocer ciertos métodos con
cuyo auxilio se puedan obtener las inicas cifras decimales que .se ne-
esltan sin estar obhgado 4 e]ecutar hsoperaclone por complem.

METODO ABREVIADO-DE LA MUI.TI’PLIGAC!O!!. L

1. Prmmplemos por la muluphcaeum y. tomemos loa dos ‘mirberos
34,253467 y 5,4637 , suponiendo que se. qadcm obtcm-r eb pb'aducto
valuado en 0,001 préximamente.. ,

El artificio que para sto deber4 empleme consiste en no;tener en
cuenta en las multiplicaciones por las diversas cifras del multiplicador
mas que milésimas 6 unidades de 6rdenes superiores , es decir, cente~
&imas , decimas, unidades simples &c. Sim embargo , comé bastan 10

22
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diezmilésimas para formar 1 milésima, es 'necesario tambien tener
en consideracion las diezmildsimas que pueden dar los productos par-
ciales.

He aqui c6mo se opera conforme 4 estas observaciones :

34253487
73645

1712673 diez milésimas.
137013 -
203551 .-
1027
239

187,508

Se principiaré por escribir 1a cifra de las nmdﬂl&s del maltiplica-
dor bajo la de las milésimas del- multlphoando, colocando & continua-
cion las otras cifras en un 6rden inverso, de tal modo que la cifra de
las décimas del multiplicador qaede bajo la de las milesimas del mul-
tiplicando, la de las centésimas bajo la de las centesimas, y asi. suce-
sivamente. Por lo que toca 4 la cifra de las decenas, centenas &c. del
multiplicador; si las hubiese, deberian estar colocadas bajo las cifras
de las cienmilésimas, millonésimas &c. del multiplicando. En una pa-
labra, cada cifra del multiplicador resulta (mediante esta disposicion)
colocada debajo de la cifra del multiplicando, cuyo producto por 1a del
multiplicador da diezmilésimas. ,

Esto supuesto, multipliquense por la cifra 5 del multiplicador to-
das las cifras del multiplicando , partiendo de la cifra 4 que correspon-
de al 5, ydespreciando el prodmeto de 67.por:5;:4 escepcion de las 3
unidades de reserva que da‘el producto de 6 por 5,y que espresan diez~
milésimas ¢ puesto que este producto es 30 cienmilésimas. De este mo-
do:se obtiene 1712673 diezmilésimas; que be- tmnbrmn d\eba)o de los
dos factores despues de subrayadps. . .

Multipliquese todo el multiplicando por la clfra 4y parhendo de
la cifra 3,;y-despreciando el producto de 467 per 4, & escepcion de la
unidad 3p.vesevva que da el producto de 4 por 4, porgue esta unidad
da 1 diezmilésima: resultarin 137013 diezmilésimas, que se coloca-
ran debajo del primer producto, de modo que las ultimas cifras se cor=
respondan, como que espresan ambas diezmilesimas.

- Opéwese-del mismo- modo won las demis ‘cifras'del multiplicador,
cuidande de empezar cada waltiplicacion parcial por la cifra del mul-
tiplicando colocada inmediatamenite debujo de la.cifra del mulbiplica—
dor ‘que ise considera § y ‘aikedir al:producto -no mas yue las reservas
suminisiradas por la cifra .v:guxmle dla del multzplwando por que se
eomienze la mulliplicavign.. -
¢ 1 Asf se obtienen los tres muévos prodnctos 20551, 1027 y 239, que
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s¢ colocan debajo, de los precedentes, de modo que 'se correspondan las
ultimas cifras de la derecha.

Samense en seguida ‘todos estos productos y se tendrd 1871503,
namero del cubl deberin separarse cuatro cifras decimales, puesto que
debe espresar diezmilésimas.

" Por aMtimo &drrese la ultima cifra y se hallars 187,150 préxima-
mente 0,001 por'el producto pedido.
.- Es bien facil comprobar este resultado efectuando la multiplicacion
por completo. . .

Nora.——Podr4 ereerse 4 Ia:inspeccion de este procedimiento que co-
mo se han tenido en cuenta todas las diezmilésimas contenidas en los
productoés parciales, la cifra de las diezmilésimas debe ser exacta; pe-
ro este juicio seria harto errado, pues bien se ve que dicha cifra es por
lo regular menor que lo que debiera ser en muchas unidades. Esto,
pues, corrobora el que la suma de las unidades de la columna de las
cienmilésimas pueda dar muchas ynidades de reserva. De todos modos
el error podrs considerarse como no debiendo influir en la cifra de las
mildsimas, pues para que asi fuese, seria necesario que hubiese al me=-
nos 10: ¢ 6 20 productos parciales.

Un nuevo ejemplo servird para aclarar'del todo esta doctrina.

Propongdmonos hallar el producto de los dos numeros .........
763,05403678956 y 254,4630578 valuado en 0,00001 de aproxi-
macion. '

763,05403678956
8750364452

152610807357 millonesimas.
' 38452701839
3052216146
305221614
45783241
2289162
. 38152
1Y ' 5341
610

194169,06346%

Puesto que se exige que las cinco primeras cifras decimales sean -
exactas, serd necesario tener en cuenta las millonésimas que puedan
dar los productos parciales.

Asi despues de haber invertido el 6rden de las cifras del maultipli-
cador, se les colocara debajo del multiplicando, de modo que la Gltima
cifra 4 de sus unidades quede debajo de las millonésimas del multi-
plicando: las otras cifras se colocarsn en el 6rden anteriormente pres-
crito y se efectuaran las multiplicaciones teniendo en consideracion pa-

.
.
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ra cada cifra del multiplicador la reserva que da’la parte despreciada
en el multiplicando por esta cifra. .

Sumando en seguida todos los prodactos obtenidos, separando seis

cifras decimales' y dorrando la-éltima cifra‘ se obtiene ‘'194169,06346
por el producto pedido, préximamente 0,00001.
- 2. Pyede suceder que el multiplicando no tenga bastantes cifras de-
cimales para que se puedan hacer correspoader las cifras de las unida-
des, decenas, centenas &c... del multiplicaddr & aquellas bajo las cua-
les segun ‘la regla establecida deberin ser colocadas. En.este caso se
principia por escribir 4 la derecha del multiplicando. un 'nimero con-
veniente de ceros. Sea propuesio, por ejemplo, multiplicar 1825,4037
por 2427,125, y supongamos que se pide un producté exacto hasta las
diezmilésimas inclusive. o .

182540370000
5217242

365080740000 cienmildsimas. :
73016148000 . "
3650807400 . . "

1277782590
18254037
3650807
912701

443048295535

Como es necesario que la cifra de las unidades del multiplicador
corresponda 4 las cifras de las cienmilésimas del multiplicando, y que
las decenas, centenas &c. . .. correspondan 4 las millonésimas, diez-
millonésimas &c., se pondrin cuatro 'ceros 4 la derecha del maultipli-
cando y se tendra 1825,40370000. Por lo demis, la operacion se efec-
tia como anteriormente.

Aconsejamos 4 los principiantes se ejerciten sobre ejemplos de mul-
tiplicacion tratados en los n.%° 103 y siguientes.

3. Finalmente, el procedimiento que precede es aplicable 4 la mul-
tiplicacion de dos niimeros enteros compuestos uno y otro de un gran
nimero de cifras y cuyo producto se quiere hallar exacto, préxima-
mente una unidad de cierto 6rden.
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Sean, por ejemplo, Jos dos nimeros 279456 y 89764 euyo pro=-
ducta se quiere oblener aproximade en UN MILLON.

279456
46798

! 223564 centenas de millar,
25150
1955
167
10

. 250846

Para hallar un producto exacto hasta los millones inclusive es ne-
cesario tener en cuenta las cenfenas de millar que pueden dar los pro-
ductos parciales. Asi se escribira el multiplicador en un drden inverso
debajo del multiplicando, de modo que la cifra de sus unidades quede
debajo de la de las centenas de millar , la de las decenas bajo la de las
decenas de millar; y se efectuari la operacion como anteriormente. De
este modo se obtendrs 2508 6 mas bien 25085 millones por el pro-
ducto pedido. (Véase la nota puesta al fin del n.° 102.)

METODO ABREVIADO PARA LA DIVISION.

4. Tambien hay un medio sencillo para obtener aproximadamente
¢l cociente de la division de dos nimeros compuestos de un gran ni-
mero de cifras.

Consideremos desde luego el caso en que siendo dividendo y divi~-
sor dos numeros enteros, se quiera obtener el cociente aproximado tan
solo en menos de unidad; despues de lo cual ser4 facil averiguar el pro-
cedimiento para el caso en que los nimeros sean dos fracciones. .

El método que vamos 4 esponer est4 fundado sobre que la determi-
nacion (Véase el procedxmlento ordinario de la division) de. cada una
de las cifras.del. cociente no depende la mayor parte de.las veces mas
que de las dos 6. tres primeras cifras del divisor; de donde resuita que
se puede obtener la verdadera cifra del cociente sin hacer uso.de las
dltimas cifras del dividendo parcial. Supuesta esto,::he aqui. en qué
consiste este procedimiento abreviado. N

Suprimase & la derecha.del dividendo tarias cifras MENOS DOS co-
mo hay en el divisor, y dividase en seguida la parte de ln izquicrda
por el divisor. Si no resulta resto. alguno, se pondrdn & continvgcion
del cociente tantos ceros como.cifras se hayan suprimido.en el-diuiden=
doj; pero si por el contrario se obtiene un resto, que es lo mas general,
se dividird este resto no por el mismo .divisor: (lo cual no es muy
verasimil), sino por.el divisor cuya ultime cifra de.lg derecha se haye
suprimido. De todos medes en la multiplicacion del nuevo. divison por
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la cifra obtenida en el cociente se dederd cuidar de aiiadir la reserva
que da el producto de la cifra suprimida por la del cociente.

Dividase en seguida el nuevo resto por el divisor precedente cuya
ultima cifra de la derecha deberd haberse suprimido tambien. (La mis—
ma observacion anterior deber4s tenerse presente para la multiplicacion
del nuevo divisor por la cifra del cociente.)

Contintiese asi la operacion, suprimiendo en cada division una ci-
fra & la derecha del divisor hasta que no quede en €l mas que una
cifra por borrar. Borrando en seguida la tltima cifra hallada en etco~
ciente, se obtendrd por el cociente pedido la parte que estd & la iz-
quierda de la cifra borrada.

Para mayor claridad resolveremos un ejemplo por el procedimien~
to ordinario de la division y por el que acabamos de enunciar. '

. Sea propuesto, por ejemplo, dividir 430456896 por 5683.

430456896 | 5683 430456896 | 5683

32646 23646
. 42318 | 75744 42318 757|446
25379 2537
26476 264
3744 . 37
4

La division de la izquierda se hace por el procedimiento ordinario
que ya conocemos, y por tanto nos ocuparemos tan solo de la segunda.

Conforme 4 la regla se separan dos cifras 4 la derecha del dividen-
do, pues que hay cuatro en el divisor, y se divide la parte de la iz-
quierda 4304568 por 5683 como ordinariamente, lo cual da por co-
ciente 757 y 2537 por resto.

Despues se suprime la tltima cifra- 3 del divisor y se dwxde 2537
por 568, y se tendré 4 por cociente. Se multiplica 568 por 4 afiadien-
do al producto 1a unidad de reserva que da el producto 12 de la cifra
suprimida por 4, y se resta el resultado 2273 de esta multiplicacion,
de 2537: el resto es 264.

Suprimiendo la cifra 8 en el dltimo divisor y dividiendo 264 por 6
se obtiene 4 por cociente. Multiplicando en segmda 56 por 4 y afla-
diendo al producte las 3 unidades que provienen de la multiplicacion
de la cifra suprimida: por 4, se halla 227, que sustrando de 264 da
por resto 37.

Dividiendo finalmente 37 por 5 se tiene 7 por cociente, cifra que
no conviene, pues entonces habria que restar 5 X 7 + 4 6 39 de 37:
enssyese 6, y borrando esta nueva cifra’resultara 757 44 préximamen-
te iha unidad por el coelente pedulo. (Blen prento hablaremos de la
<ifra borrada.) -

Coemparando ambas operaciones.se hdveruré que las dos 6 tres pri-
meras ¢ifras son }s mismas en cada division parcial, y por consecuen-
cia que las cifras del cociente deben:ser las mismas en una- y otra; pe-
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0 es mecesario cuidar muy particularmente de retener las unidades de
reserva procedentes de la multiplicacion de la cifra suprimida por ®l
cociente obtenido, pues de lo contrario resultarian restos muy crecidos,
que darian en el cociente cifras mayores que las verdaderas.
Sea propuesto, por segundo ejemplo, dividir 54034?056789045
por 2786439,

5403470567|89046 2286459
26170115 :
10919846 1939188974
25604697 . S
526566 A
247921 I

25005
2714
207
13

3

Despues de haber separada cinco cifras 4 la derecha del dividendo,
es decir, dos menos que las que hay en el divisor, se divide la parte
de la izquierda por todo el divisor, lo que da por cociente 1939 y
526566 por resto.

Hecho esto se suprime la ultima clfra 9 del dwlsor, y se .divide
526566 por 278645 resulta 1 por cociente y 247921 por resto, que
se divide por 27864: resulta un nuevo cociente 8 y un resto. 25005;
que se divide por 2786; y asi sucesivamente hasta que se llegue al res-
10 13, que dividido por 2 da 4 por cociente. Bdrrese la cifra 4 y se
tendra 193918897 por el cociente pedido.

5. OBSERVACION PRIMERA.—Si al principiar la operacion, ya su-
primidas 4 la derecha del dividendo las cifras que la regla prescribe,
no contiene la parte de la izquierda al divisor, se suprimird 4. le de-
recha del divisor el numera de cifras necesario para que el nueca di=
visor este contenido en dicha parte del dividendo.

Propongdmonas dividir 30564897 por 67364. .

30564897 | 6364
3619 %

251 4537
5

4

Como separadas las tres iltimas cifras de la derecha del dividendo,
la parte de la izquierda 30564 no contiene al divisor, se suprimira la
ultima cifra del divisor y en seguida se dividira 3056¢ por 6736, lo
cual da 4 por cociente y 3619 por resto, con el cual debers operarse
como anteriormente.



344 ELEMENTOS

6. OssEavacioN sEGUNDA.—Reflexionando sobre el método que pre-
cede se reconocera ficilmente que el error cometido en cada operacion
parcial proviniendo de las reservas despreciadas no influye por lo ge-
neral mas que en la iltima columna de la derecha del calculo abrevia-
do. (El Zimite de este error puede espresarse por feanias unidades mas
como operaciones parciales se ejecuten segun el método abreviado, es
decir, como cifras contiene el divisor menos una.) De aqui resulta que
la ultima cifra obtenida en el cociente puede estar errada (con esceso)
en algunas unidades, y por consiguiente no podrs servir mas que de
prueba para ver si deberd aumentarse 4 la cifra precedente en una
unidad, para que el cociente sea exacto 6 al menos aproximado en me-
nos de una unidad.

Asi que en el primer ejemplo en que se habia obtenido 6 por tl-
timo cociente para asegurarse si se debers aumentar 4 la cifra ante-
rior en una unidad, bastara disminuir al dividendo parcial 37 en 3
unidades, pues que se han ejecutado Zres operaciones. Dividiendo 34

- por 5, primera cifra del divisor, se tiene asismismo 6 por cociente y
0 por resto (teniendo en consideracion las 4 unidades de reserva pro-
cedentes de la multiplicacion de la segunda cifra del divisor por 6).

Es pues evidente que si se hubiese operado con los dos niameros
propuestos segun ¢l procedimiento ordinario, se hubiera obtenido tam-
bien 6 por este cociente parcial. Asi pues, 75745 es ¢l cociente pedi-
do aproximado en menos de media unidad, aunque resultante en
esceso.

En el segundo ejemplo, como el dltimo cociente es 4 y no puede
ser muy grande, se deber4 inferir que 193918897 es el cociente pe-

. dido, aproximado en menos de media unidad, pero en sentido corn-
$rario.

* Finalmente en el tercer ejemplo en que se ha hallado 7 por alti-
mo cociente, si se disminuye al dividendo parcial en 4 unidades (pues
que se han ejecutado cuafro operaciones), se tiene 46, que dividide
por 6 da 6 por cociente (4 causa de las reservas). Se ve, pues, que la
ultima cifra 7 puede ser mayor solo en una unidad y que 454 es el
cociente pedido, aproximado en menos de media unidad, aunque re-
sultante en esceso.

7. Ya podemos establecer el procedimiento propio para el caso en
que siendo los dos niumeros fracciones decimales se pide el cociente va-
luado en cierto grade de aproximacion, por ejemplo, en menos de
una milésima, de una diezmilesima &c.

Comiéncese por reducir la division d la de los nimeros enteros se-
gun laregla del n.° 90; escribase en seguida & la derécha del divi-
dendo tantos ceros como cifras decimales se quieran obtener en el co-
ciente; hdggse la division segun la regla (apénd. n.° 4)y por ultimo se-
pdrase hdcia la derecha del cociente el numero de cifras decimales pe-
dido y bérrese la ultima cifra (cuidando aumentar, si necesario fuere,
4 la precedente). .
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Priven xiempLo.—Hallar en menos de 0,001 préximamenie el
cociente de 1234, 569 por 27,35894.

1234569 | 00000 | 2735894
140212 _
2418 451249
683 :

136
27
3

Se escriben dos ceros 4 la derecha del dividendo y se suprime la
coma en una y otra parte, lo cual da los dos nuevos nimeros 123456900
y 2735894. En seguida como se piden Zres cifras decimales en el co-
ciente, se ailaden #res ceros mas al dividendo, y se tendra que dividir
123456900000 por 2735894: resulta 45125 por el cociente aproximado
en menos de una unidad; pero como escribiendo tres ceros 4 la dere~
cha del dividendo se le ha hecho 1000 veces mayor, seri necesario
para que el cociente quede en su justo valor, separar en él 3 cifras de-
cimales 4 la derecha, con cuya operacion se tendra finalmente 45,125
por el cociente pedido. Este resultado es escesivo; pero no difiere del
verdadero mas que en una media milésima.

Secunno EyEmMprLo.—Hallar en menos dez 0,0001 de aproximacion
el cociente de 229,4703568 por 7,3594.

22947035 | 680 | 73594

86883 _
132895 311|858
59301
426
59
1

Como seria necesario en virtad de lo que hemos dicho anterior-
mente escribir Zres 4 la derecha del divisor, mas ciatro 4 la derecha
del dwndendo, no habra mas que escribir uno solo 4 la derecha de es-
te y suprimir la coma en una y otra parte: los ‘nuevos factores de la
division serd 22947035680 y 73594.

Efectuando la division se halla 311806 por primer resultado; lue-
go 31,1806 es el cociente pedido.

METODO ABREVIADO PARA LA ESTRACCION DE LA RAIZ CUADRADA.

8. Siempre que se haya obtenido mas de la mitad del nimero de
cifras que debe contener una raiz cuadrada, se podran hallar todas las
demis por medio de una simple division.

En efecto, representemos por N el niimero cuya raiz cuadrada se

\
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quiere hallar, y supongamos que esta raiz deba contener (274 1) ci~
fras. Llamemos a el valor relativo de la parte representada por las
(n + t) primeras cifras de la izquierda de esta raiz, y & la parte es-
presada por las » cifras siguientes, parte que se qulere detemnnar

Se tendri la lgualdad. et e e e N—(a+b) =a +Qab+62
de donde restando a2 de ambos mlembros, N= =a? = 2ab + &2
6 dividiendo por 2a,

N—a? 5 52
2a - +2a‘

Esto supuesto, ya que por lupétesls 5 no conhene mas que n, deberd
tenerse 3 < 103, y por consiguiente $2 < 102n,

Por otra parte componiéndose el numero espresado por a de
(2n 4 1) cifras de las que las » ultimas son ceros resulta

a, y a fortiori, 2a> 1022,

32
Luego 5 esun quebrado propiamente tal: asi segun.la ultima
a

, : N—a? :
igualdad el cociente espresado par 5 escede 4 b en una canti-
dad menor que la unidad. De aqui la siguiente regla :

Despues de haber obtenido la mitad del numero de cifras de la
raiz cuadrada , basta para obtener las demas dividir el resto N—a
hallado por el duplo de la raiz ya halIada, considerada can su valor
relativo.

Propongdmonos, por. primer e]emplo, estraer la raiz cuadrada dc
4735678956 aproximada en menos de una unidad.

Busquemos las tres primeras cifras por el procedimiento ordina-
_ rio. (Véase el n.° 179.) ‘

4735678956)]688

113.5 '

1116.7 12.8 | 136.8
2238956 8 )

Se ticne 688 por esta primera parte de la raiz y por resto 2238956,
que debera dividirse por el duplo de 688 conalderado con su valor re-
lativo, es decir, por 137600.

2238956
862956
37356

137600
16
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Siendo 16 la parte entera del cociente, resulta que 68816 es la
raiz pedida aproximada en menos de una unidad.

Efectivamente, pues si se eleva 68816 al’ cuadrado, se obtiene el
producto 4735641856, que sustraido del namero propuesto da un
Testo 37100, menor que el duplo de 68816 aumentado en una uni-
dad. (Véase el n.° 177.)

(Como este resto es menor que la raiz obtenida 68816, se puede
aﬁrmar que es exacto en menos de una unidad pré.rimamentc.

Porque si en la formula (2 +58)2 =@ 24 226+5% se hace b=

2
tiene ) —athat 7
'selene a+2 _q a 4,

lo cual demuestra que para que haya lugar 4 aumentar la raiz en
media unidad, es necesario y basta que e/ resto esceda d la raiz ha-
llada al menos en una unidad).

El resto 37100 puede obtenerse de un modo mas espedito que la
elevacion de 68816 al cuadrado.

En efecto, como restando el cuadrado de 688 del niimero propues~
to se ha obtenido el resto 2238956 , hastara formar el duplo del pro-
ducto de 688 seguido de pos CERoS por 16, mas el cuadrado de 16, y
sustraer la suma de estas dos partes, de 2238956.

9. Supongamos ahora que se quiera valuar en decimales la frac~
cion que debe ser aifladida 4 68816 : en este caso serd necesario confor-
me 4 lo establecido en el n.° 183 escribir 4 continuacion del resto
37100 pos VECES tantos ceros como cifras decimales quieran hallarse,
Y en seguida efectuar la operacion como ordinariamente. Aqui es don-
de el método abreviado puede ser susceptible de una gran estension.

En efecto, para obtener cuatro cifras decimales (pues que la raiz
obtenida tiene cinco) basta dividir 37100 seguido de ocko ceros por el
duplo de 63816 6 137632 seguido de cuatro ceros; 6 lo que es lo
mismo, 371000000 por 137632; y adem4s como se busca este co-
ciente aproximado en una unidad , resulta que la regla de la division
abreviada es aplicable.

37100 | 0000 | *39:632-
9574
1317 26958
<79
1
1

wln

*

Se ohtiene por cociente 2695 : asi 63816,2695 espresa la raiz cua-
drada del nimero propuesto aproximado en menos de 0,0081.
Una nueva division daria ocho cifras decimales mas; pero para
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ello seria preciso hallar la diferencia que hay entre el némero pro-
puesto seguido de ocko ceros y el cuadrado de 688162695; y como ya
se ha obtenido 37100 por el resto precedente, bastaria farmar el du-
plo del producto de 688160000 por 2695, mas el cuadrado de 2695,
y sustraer la suma de estas dos partes de 37100 seguido de oCHO
ceros o 10 que es mas sencillo que elevar 688162695 al cuadrado.

Esta sustraccion se hace indispensable para la comprobacion del

N—a?
2a

ee50; y 2.° que el uso del procedimiento abreviado para la division da
asimismo un cociente por esceso. Asi que por esta doble razon es muy
probable que la altima cifra hallada en la raiz sea mayor en una 6
dos unidades, lo que es facil echar de ver al hacer la sustraccion. Por
otra parte ya sabemos c6mo se reduce 4 su justo valor la ultima cifra
cuando se la reconoce muy crecida.

10. Presentaremos por segundo ejemplo la tabla de los calculos
relativos 4 la valuacion de /2 en decimales.

célculo; ‘pues hemos visto, 1.° que da un cociente por es-

15 ... Adplicacion del procedimiento ordinario.

2 1,41

40.0
11 9

2.9, .. Determinacion de las dos cifras siguicntes por la division

11900 | 282
620 | 75~
56| ¢

La raiz aproiimada en menos de 0,0001 es 1,4142.
3.°%. ... Determinacion del nuevo resto.

Producto de 28200 por 42 = 1184400
cuadrado de 42 = 1764

suma= 1186164
que se ha de sustraer de 1190000

diferencia. .....= =~ 3836
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4.°..... Determinacion de las CUATRO cifras siguientes por la di-
wsion abreviada.
38360 | 000 28284

10076 _
1591 13568
177 '
8
0

~ La raiz aproximada en menos de 0,00000001 es 1,41421356.
5.°,.... Determinacion del nuevo resto.

Producto de 282840000 por 1356 = 383531040000
cuadrado de 1356 = 1838736

suma = 383532878736

que se ha de restar de 383600000000

diferencia. c vo oo = 67121264

6.2. .... Determinacion de las OCHO cifras siguientes por la divi-
sion: abreviada. (Se suprimen siefe ceros en el dividendo como in-
ttiles.)

671212640 | a8e84enze
105527216
20674403 | 237309506
875414 -

26886

1431

17

1

La raiz aproximada en menos de 0,0000000000000001 es

1,4142135623730950.
7.2, . ... Determinacion del nuevo resto.
Producto de 28284271200000000

por 23730950 = 671212625633640000000000
cuadrado 23730950 = 563157987902500

suma = 671212626196797957902500
que se ha de sustraer de  671212640000000000000000

diferencia. o0 0 = 13803202012097500
(Siendo esta diferencia menor que la raiz obtenida se deberd infe-
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rir (apénd. n.° 8) que la cifra siguiente es menor que 5, aunque en Ia
division precedente se haya hallado 6 por la cifra dorrada del co-.
ciente.)

8.% . ... Determinacion de las DIEZ X SEIS cifras siguientes por la
division abreviada.

Para obtener estas cifras es necesario (pues que se han suprimido
todos los ceros inutiles) dividir

1380320201209750 por 282842712474619,

cuidando segun la primera operacion de borrar sucesivamente cada
una de las cifras del divisor , partiendo de la derecha. Por otra parte
la ir.certidumbre que pueden ofrecer las ultimas cifras de esta opera—
cion acerca de su exactitud basta para que no tomemos en cuenta mas
que las doce primeras cifras, y se tendra

Vv2=1,4142135623730950488016887242,

aproximada en menos de una unidad del 6rden 28.° decimal.
La exactitud de este resultado puede comprobarse por los medios
que han sido 1ndicados anteriormente.

. (Seria necesario formar el duplo del producto de..............
14142135623730950 seguido de doce ceros por 488016887242, mas
el cuadrado de este ultimo namero, y sustraer la suma de estas dos
partes del resto precedente seguido de doce ceros.)

11. La regla abreviada de la estraccion de la raiz cuadrada puede
hacerse estensiva & la estraccion de la raiz cubica.

En efecto, la formula. N = (a+ b)3 =a+ 302 + 3ab? 4+ 63,
Q2 teriiiiees N—a3 = 3025 + 3as? + 83
6 dividiendo los dos miembros por 3a2

N—a® "b+b2-{-‘b3'
3a2 — a 3a2’

Pero suponiendo que la raiz ciibica de N deba contener (2n+ 1)
cifras y que a represente el valor relativo de las (n + 1) primeras ci-
fras de la derecha de esta raiz, y & el de las n ultimas, se tiene necesa—
riamente 6< 10" y por consiguiente 52 <1020 8 < g8, 7

Por otra parte se tiene a < 1028 de donde a2 y & fortiori
3a2 < 1040, '

2 33

. ) 3 .
Se ve, pues, 1.° que — es una fraction; 2.° que es otra
a : 342

fraccion menor que ¥ cuyo valor no puede influir mucho em

1"



DE ARITMETICA. 351
la parte entera del cociente de la division de N — o3 por 3a2.
De aquf esta regla: cuando se ha hallado mas de la mitad del nu-
mero de las cifras de una raiz cubica, basta para obtener las cifras
siguientes dividir la diferencia entre el numero propuesto y el cubo
de la raiz ya oblenida , considerada con st valor relativo por el tri-
plo del cuadrado de esta misma raiz. Sin embargo no insistiremos
mas sobre las aplicaciones de esta regla , pues apenas se usa.

SEGUNDA PARTE.

12. Hasta aqui hemos supuesto que los niimeros dados sean exac-
tos y que el resultado pedido deba ser obtenido con un grado de apro-
ximacion determinado de antemano, condicion que siempre podra
Henarse.- Por ahora vamos 4 suponer que los niameros dados no sean
mas que aproximados y en esta hipé6tesis se-trata de determinar & prio-
ri el maximo del grado de aproximacion que puede obtenerse por el
resultado de las operaciones que se han de efectuar. '

La resolucion de esta cuestion, tal como la acabamos de esponer,
la hace indispensable en muchos casos, por ejemplo, cuando ‘hay que
operar con logaritmos que no son exactos (como lo hemos esplicado
al tratar de su teoria) mas que hasta un 6rden de decimales deter-
minado.

Principiemos por la adicion y la sustraccion.

Para fijar las ideas supongamos que en una operacion aniloga &
la del ejemplo de la pigina 321 sea necesario sumar entre si 25 loga~
ritmos 6 complemcntos de logaritmos (n.° 268) y que el resultado de
esta operacion dé 6,94268, logaritmo cuyo numero correspondiente
se trata de determinar.

Y como cada uno de los 25 logaritmos afiadidos puede estar erra-
do en una canlidad susceptible de elevarse hasta media unidad del
ltimo érden, resulta que puede sospecharse haber en la suma total
un error susceptible de elevarse hasta 12 6 13 unidades del ultimo
orden. Asi no solo no debers tenerse de modo alguno en cuenta la
diferencia que hay entre el dogaritino anterior y el logaritmo inme-
diatamente inferior de las tablas (consecuencia que tiene lugar aun
cuando la diferencia tabular sea mayor que 10, véase la Nota del
n” 266, pag. 358); sino que tambien , como no hay medio para de-
terminar definitivamente cu4l deba ser la verdadera cifra de las uni~
dades del 4.° 6rdenr del nimero buscado, deberemos conformarnos
con hallar por dicho niumero 8760000 , préximamente una deccna de
millar.

El ¢jemplo que precede basta para indicar lo que debera hacerse
en todos los casos semejantes, por o que no hablaremos mas acerca
de este punto. ‘

13. Antes de pasar 4 las demis operaciones de la Aritmética,
daremos & conocer sobre la multiplicacion un nuevo principio de que
haremos uso en adelante.
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Sean en general dos néimeros enteros @ y & compuestos. uno de
ellos de m cifras y el otro de n cifras; llamemos P & su producto y
propongimonos determinar el nimero de cifras de este producto.

Desde luego, pues que %e tiene o << 10™ pero > 10™— 1

8 < 10" pero >10° -1,
resulta (n.° 112) P, 6 ab < A0 +5 pero > 10M-R2 - 2,

lo cual indica que el niimero de cifras del producto P es todo lo mas
igual 4 m + n y cuando menos 4 m + n — 1.

Tratase ahora de saber en qué caso se deber tener m + n cifras y
en cudl m +n — 1.

Para averiguar esto consideremos 4 P como . un dividendo y 4 @
como 4 un divisor, y el niumero & que por hipétesis contiene n cifras
ser4 el cociente. Ahora bien, en la division de P por @ pueden ocur-
rir dos casos: 6 las m primeras cifras de la izquierda del producto P
componen un nimero al menos igual 4 @, 6 bien un numero me-
nor a. .

‘En el primer caso, como el primer dividendo parcial contiene m
cifras, y cada nueva cifra hallada en el dividendo debe dar una nueva
cifra en el cociente compuesta de n cifras, es necesario que el namero
de cifras del dividendo P sea m +n—1.

En el segundo seram+1+n—1,6 m+n.

Por otra parte, lo que acabamos de decir de & considerado como
divisor tendria igualmente lugar respecto de & considerado asimismo
como divisor.

De aqui se infiere que toda multiplicacion de dos factores, com-

puesto uno de m cifras y el otro de n, el nimero total de las cifras
del producto es m+ n — 1, segun que cualquiera de los factores este
6 no contenido en la parte izquierda del producto considerada con
tantas cifras como contiene el factor que se compara con el pro-
ducto. :
14. Esto supuesto, pasemos 4 la multiplicacion; y para mayor
sencillez consideremos desde luego el caso en que haya que_multiplicar
uno por otro dos nimeros compuestos de unidades enteras: de aqui ya
sera facil pasar al caso en que son fracciones decimales , pues su mul-
tiplicacion se reduce 4 la de los numeros enteros mediante una. sim-~
Ple trasposicion de la coma. .

Para generalizar la cuestion elejiremos dos niimeros enteros co
puestos el uno de m cifras y el otro de n cifras (siendo m > r).y su~
puestos ambos errados en media unidad del primer 6rden (en mas 6
en menos)®,

Para determinar las cifras exactas del producto podrin multi-
plicarse los numeros propuestos despues de haberlos aumentado y dis-
minuido alternativamente en media’ unidad del 6rden de la ultima
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Segun 'las reglas ordinarias de la multiplicacion * es claro que
el producto total pyede estar errado: . .
1.° En la mitad de todo el multiplicando.,, y este error est4 ge-
neralmente espresado por un numero m- de cifras;
2.° En la mitad de todo ek muluplu:ador, error que est4 represen -
tado por un niumero n de cifras; .

-
.;.

1. , .
3. Enlamitad del producto 5 X = 6 —. (Los dos @ltimos erro-

-&

res comparados al primero pneden despreclarse, segun la hipébtesis
m< n)

De donde se infiere que las m ﬁlnmaa. cifras de la derecha del pro-
ducto pueden estar erradas. e

Asi en toda multiplicacion de dos: numeros cuya ultima cifra de
la derecha estd errada en media umidad, el producto puede iener
lantas cifras erradas 4 la derecha eomo contiene el mumero mayor.
El error cometido es menor que o si se tiene m>n;y el li-

mite de este error es 10™ cuando.m = a.. “ L
. 15. Cuando de los dos. factores dados,el. ;ung. es exacto y el otro
errado en medig unidad.del pmmer é6rden ,. el numero de cifras equi-
vocadas del producto es igual al numero de cifras del factor -exacto,
pues que el error. comet;do se estima por lo regular en la mitad de
dicho factor.
16. Hagamos algunas aphcacxones H y sean. por przma' e;emplo los
'dqs oiimeras 87564219 y 64327. - ...
- El error cometido en. esta multlph(;aclon puede ser valuado a8
modo slgmelfte SRl Lo

y 1
875‘64219 X = 43782109 -
0 2. 2 ‘
2° i 64327 L 32163 1 ——43314273 1
A 4 X 3 = . 2 = 4
1T 1. 1
0 - — N P

cifra de la derecha, y tomar ert seguida las cifras comunes & los dos
resultados. Pero este modo de operar es muy penoso y complicado,
por lo cual le sustituimos otro medlo tan seguro como este, y que
vamos 4 esponer.

* Llamando @ yb.’nlos dos nﬁnm‘os dados, == e, === f 4 los
dos errores cometidos, se tiene

@z ) Gk N=ab = af e de L
2

’
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numero compuesto de opko cifras. Asi‘en: el ‘products tétal las cifras
que siguen ‘4 las centenas de millon deben ser despreéciadas: como sien—
do por lo régular erradas, y entonees:la parte de la irquierda indica
el producto aproximado en' menos de media cénténa. deé millon
“En gste ejeraplo’ 3 lcito- tio ‘hacer- Yo vhultiplicacion per entero,
y si solo limitarse 4 determinar (apénd. 1:%'13).cl'producte aproximado
en cerca de una unidad del érden de Zas cgntenla.g de millon.
(- ¢ :
87564219
r-~._',, o [ 17'254G T I A T H

Do ae NOBOERERY s asl ong e Dl
35025 R I 1T S It P
A 2626‘ Wl RTINS N
o X . "»"95":‘."\‘ SNy L N
P SRTS. 1) IR S N S P PO S AR
. . ’ .
S BGAQT R wrur 2y o s T

El resultado 56237 considerads eorio: répresenthndd miiltones espresa
el valor del prodicto pedido "en'mierios d¥! mediw' centerie de millon
préximamente , 8¢ lo cual se ptiede estar sig(pto eféetirada Ta multiplica—
cion por ‘completo. Gttt b b e Sttt
Sea por segundo ejemplé multiplicar 32,470563 por 8,70345, es-
tando errados cada uno de estos niameros al menos en media unidad
del 6rden de 1a altima cifgd deécimal: o s oo T e
.. En virtud de lo que hemos dicho-‘'en ‘el 1.? ‘89 'se ‘debetia Wacer
abstraccion ‘dé la comb’ ysseparat en el produtto nce eiftas decimales
hécia la derecha. Pero conforme 4 lo establecido en el n.? 14 :de este
Apéndice deben consideyarse como erradas las ocko ultimas cifras del
producto, y asi el resultado 20- podra ser exacto, mas que -en menos
de media milésima préjimamente. La cuestion, pues, queda reducida
4 valuar el producto delas dos fracciones d{ecimal&s en una milésima

¢

]

de aproximacion.. P TS AV
32,470563
£ spaors ! ! .
§ e———— U T
——— e . 2597644 . 0 .
A ey 27293 L
. e T T e e 974 N TR S R
L P Rt AR i
16 v e
3 \‘+_ o ~n PN SR DA

i ST IO )
282 6056 T T

[T

El productofsl 2‘82;906 préximamente medi mildsima.
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Sea propuesto por fercer ejemplo multiplicar

0,0001083 por 0,05836. - . - .

Desde luego se ve (n.° 89) que el producto debe contener 7 + 5
6 12 cifras decimales; pero como en virtud del namero precedente las
" ecuatro wiltimas cifras decimales son inexactas, resulta que este pro-
ducto puede ser calculado con ocko cifras decimales , y la dltima cifra
de la derecha no sera inexacta mas que en media unidad , 6 todo lo
mas en una del 6rden de dicha cifra.

Asi por el método abreviado (apénd. n.° 1) se obtiene 0,00000579
por el valor del producto pedldo.

17. OsservacioN.—El principio establecido (apénd. n.° 13) sobre el
namero total de cifras de un producto da lugar 4 un nuevo enunciado
dela regla relativa 4 la multiplicacion de dos miimeros aproximados.

Puesto que en un producto de dos factores, compuesto el uno de
m cifras y el otro de n cifras, el namero total de ellases m +n'—1,
6 m + n, y que en la hipétesis en que la ultima cifra de cada factor
no es mas que aproximada, el nimero de cifras del producto que de-
ben ser escluidas, siendo generalmente defectuosas, ests (apénd. n.% 14)
epresa’do por m (siendo 7 al menos igual 4 n), se sigue necesariamente
que el numero de cifras de un producto que se pueden tomar en cuen-
ta, es (n — 1) 6 n segun que cualquiera de los factores esté 6 no
contemdo en la parte izquierda del producto tomada con tantas ci-
fras como tiene el factor que se compara con el producto.

Cuando de dos factores dados el que contiene m cifras es exacto y
el otro ests errado en media unidad del 6rden de la dltima cifra de la
derecha, el nimera de cifras del produclo que se pueden tomar en
cuenta es asxmumo (n — 1) 8 n, pues que el de las cifras inexacto
estd (apénd. n.° 15) representado por m.

Este nuevo enuntiado no puede por lo general emplearse d priori
para la multiplicacion, pues para saber si el namero de cifras que de-
ban tomarse en cuenta en el producto &s (n — 1) 6 n, es necesario co-
nocer las primeras cifras de la izquierda de este producto. Mas no por
esto dejara de conocerse que nos serd de mucha utilidad en la division,
cuando tanto &l producto como uno de los factores se da @ priori.

18. En la division de los ntimeros aproximados tienen lugar tres
hipétesis: O siendo el dividendo aproximado el divisor es exacto; 6 vi-
ceversa, siendo el divisor aproximado el dividendo es exacto; 6 ﬁnal-
mente dividendo y divisor son aproximados.

PrIMERA HIPOTESIS.—Consideremos dos miimeros enteros de los que
solo uno se suponga inexacto eén media unidad del 6rden de las uni-
dades simples, y concibamos que el cociente de su division haya sido
desarrollado en un ntimero indefinido de cifras decimales segun el pro-
cedimiento ya conocido.

Llamemos m al nimero de cifras del divisor, » al nimero de ci-
fras del cociente (partiendo de la primera cifra significativa de la iz~
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quierda), con cuya exactitud se puede contar en razon del error que
se halla en el dividendo, y p al namero total de cifras del dividendo
’ empleadas para la determinaeion de las ». cifras del cociente. Este na-
- mero p puede ser descompuesto en dos partes p’ y p/, de las que la
pritera es el niimero de las. cifras del dividendo primitivo, y la se-
gunda el de los ceros que ha sido necesario escribir 4 la derecha de cs-
te dividendo; de mpdo que se tenga :
b=p 5"

Esto supuesto, si del dividendo cuyo. ntimero de cifras es p se sus-.
traela parte correspondiente 4 la cifra 2 del cociente (parte que todo
lo mas podra tener m cifras), la diferencia compuesta igualmentg de p
cifras, serd igual al producto de las m cifras del divisor por las n ci-

fras del cociente; y se tendra en virtud del priacipio establecido en el
"ni®-13 del apéndice. . C RN

‘p+p=m+'n—1,6~p’+p?"='m+rz:,

segun que las m cifras del divisor esten‘é Ho contenidas en las m pri-
meras cifras de la izquierda del dividendo. - - ‘

Ahora bien, como al divisor se le ha supuesto’' un factor exacto,
resulta (n.° 15) que el nimero total de cifras inexactas del producto
del divisor por el cociente estd ‘espresado por m. Por otra parte lo es-
tars tambien por p”” + 1, pues que por hipétesis la ultima cifra del
dividendo primitivo es inexacta, y las siguientes en niimero de p” lo
son tambien. Asi se tiene m = p’/ + 1, lo cual da sustituyendo este
valor de 2 en las dos relaclones anteriores ~ -

o ’-=1'+r_n“—1=n,'dedm_iden='p’,
6 bien P’ =1+ n,dedonde n = p’ — 1.

Ya podemos inferir que el mimero de cifras del ociente que se pue-
den tomar en cuenta es igual al niumero de cifras del dividendo pro-
puesta 6 4 este mimero MENOS UNO, segun gue el divisor esté 6 no _con-
tenido en las w primeras cifras del dividendo (partiendo de la prime-
ra cifra significativa del cociente). L

19. Espliquemos esta regla practicamente. o

Propongémonos, en primer lugar, dividir 3745687 por 5638,
siendo exacto el divisor y errada en media unidad la ultima cifra de la
derecha del dividendo. : . .

Como el divisor ne ests-contenido en las cuatro primeras cifras de
la izquierda del dividendo y este contiene siete cifras, resulta que en
la operacion podran tenerse en cuenta las seis primeras cifras de la iz-
quierda del cociente. Por otro lado es evidente que la parte entera del
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cociente debe contener #res cifras; 'y por - tanto et cocnente pue(le ser
calcula&o ed 0,00t prdxlmamcnte

) o 3745687 - |:5638

36288 NTYRTTS
oteer 664,364,
20550
36360
25320 -
2768 ,

E} cociente pedido es 665 364 halla&o en menos de media mil¥sima -
de aproximacion.

Se ve efectivaniente que siendo incxacta en media unidad simple la
tltima cifra del dividendo prapuesto y siendo el divisor mayor que
0,001

2 S

Hay mas: como el duplo de 5638 escede 4 10000, se puede hacer
estensiva la operacion hasta las 10000.%, y se tendra el valor del cociente
en menos de media milésima préximamente. Pero esta circunstancia es
puramente accidental, y no deber eontarse mas que con las-cifras da-
das por la regla anterior.

Propongamonos, por nueco ejemplo, dividir 873 por 3765847, °

Puesto que teniendo el dividendo Zres cifras, y el divisor siete estd
contenido en 8730000, resulta que et ‘ntimero de cifras del cociente
que se pueden tener en cuenta es Ires. Por atra parte, como para
principiar la division se debe escribir cuadro ceros 4 la derecha del di-
videndo, por precision la cifra de las unidades y las tres primeras ci-
fras decimales serin eeros. La ﬁlti’ma cifra'de la derecha espresars ms-
Honésimas.

Como que el divisor se compone de’un crecido nimero de cifras,
se podri aplicar el método abreviado dela division (apénd. n.° 7).

Asi se halla por 1'?u|tzd'o;6 OUD)?Q, 'pr&unamente media millo=
nesima, — s

Sea propuesto, pdritercer e/emplo, dividir 37,5 por 0,2983.

Teniendo Zres cifras el dividendo y estando el divisor (hecha abs~
triccion de-ta' edtna} ebntentdo e las Twatro primeras! eifras del di-
mdgndo, resulta’ que)se"pudrﬁn tewer fres 'ciftas'en cuentd en el co-
ciedte. Y como por otra’ parte o division de los dos ntiimeros propues-
08 se ‘reduce 4 1a' de' 375000 ¢ "por : 2983, que’ da ‘tres cifras por- la
parte entera del cocien‘te, se ‘sigue: que el cociem.é pedido en todala
mayor aproximacion con que puede ser obteniflo’ o5 en' menos de: medu

1000, el error cometido debe ser menor que

unidad prémmamehw, A E S BT LV U F IS AL I Kb S
~ Dividiendo 375000 por 2983 se obuene 126 por multad(h Yy h
operacion 1o puedeé {levarse mas  adelainte. - - T N SR L

Nota.—Gome €n ‘este Sjetnplo: emos. redmldot ] dwismné 2l de
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375000 por 2938 y el divisor es mayor que 1000, podria creerse ser
€] error cometido en el cociente menor que 0,001. Mas. para reducir &
este estado la operacion ha sido necesario multiplicar 37,5 por 10000 6
375 por 1000; Juego. el error de la ultima cifra 5 ba sido multiplicado
tambien por 1000, y as{ solo se padré asegurar que dicho error sea menor
que la mitad de 0,001 + 1000 6 que media unidud del 6rden de los,
enteros.

20. SEGUNDA HIPOTESIS,—~Sean A y a dos néimeros enteros que se
han de dividir uno por otro, m el niumero. de cifras del divisor a, cuya
tltima de la derecha puede ser inexacta en media unidad (por esceso.
¢ por defeclo);, y propongimonos determinar un limite al error come-.
tido. cuando se calcula con cierto. numero, de cifras el cociente g«

A A A
: ‘Se.tiene_evidentemente_qd-a—< T pero.si > —— de

e—3 a+§

: . A
donde representando, por- ¢ el error cometido, cuando se. toma T

Q— —

4 bien: 1 por el valor de ¢,,
a— — '
A A . A
e T +l<'2'+1"
a— — a+ = "+ -
T 2 7%

-espresion que puede. ponerse bajo esta otra forma:

A
e s q
0—4‘ 'G—“

Este resultado demuestra, que el error o, influirg siquiera -en una
-unidad en la ultima cifra del caciente, de.mode que se tendrd ¢ < a.
Pero para que asi.sea es. necesario en primer lugar que el cociente bus-
cado_ no. conienga mas.que m cifras; y en segundo.que ¢l mayor niumero
de cifras que se pyedan colocar en-el cociente de modo, que satisfaga &
esta condicion sea m. 6. (m — 1), segun que las m primeras cifras de
este cociente formen un ndmero menor 6. mayor que las . cifras del
divisor. o L ‘

Infiérese de aqui en geneml, que siempre que €l divisor sea aproxi-
mado y el dividendo. exacto, e/ mimero d¢ cifras del cosicnte que se
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pieden tomar en cusnta es igual al nimera. de cifras del divisor; .6 &
este niimero, MENQS UNA , Segun que las m cifras ablenidas. en el cooien-
te farmen un nimero menor ¢ mayor que el divisor. .

- Hagamos algunas aplicaciones. .. ... - ...

Sea propuesto, por primer ejemplo, dividir 547 por 8769.

Como la primerd cifra de.la iznquiceda. fle) cociente debe: ser , un 6,
resulta necesaniamerite que las cuatro primeras. formarén un, ngmero
menor que ¢ divisor, y por tanio segua la regla anterior podra cal-
cularse el caciente .con, cuatra cifras. Porotga parte la reducgion de es—
e cociente & decimales vo. da ui umidades simples ni decenas; luego
puede ser hallado con cinco cifras decimales, y se tendrd 0,06237, 6
mas bien 0,06538 (porque la cifra sigwiente sexia, 8).por. el cociente
aproximade. en, menos de medic oicpmideima. . o :

Propongamonos, por segunda ejemplo, dividir 547 por 1548. -,

Aqui la primera cifra de la_izquierda del caciente debe ser un 3,
lo cual prueba que las cuatra primeras_ cifras del cociente deben for-
mar un nimero superior al divisor, y por consiguiente conforme & la
regla anterior no. s debern tener.en cuerita mas. que tres cifras; ade-
mas la parte entera de este cociente reducido 4 decimales es un 0. Asi
su valor puede ohten¢rse aproximada. en . menos de 0,001; . y se: halla
0,553 por el resultado - pedido.. . - . .. o . .

Consideremos ahora. dos quebrados, degimales. . .

.Sea propuesto, por tercar eferapin, dividic 23,479 por 534,7896.,

Como ¢l divisor tieme siete cifras y la_primera de la ‘izquierda del
cociente debe ser un 4, se sigue_que el cociente puede tener. sicle ci-
fras (partienda de la primera cifra signjficativa de la izquierda ), que
pueden tomarse en cuenta; y como, por otra parte se necesitan eviden—
temente Zres ceres para principiar la division , lo cual prueba que la
cifra de las unidades y la de las dedenas son ceros, resulta necesa—
riamente que el cociénte ‘debera tener ocko. cifras decimales. Asi en
este ejemplo. se puede proponer ‘valuar el cociente en menos de
0,00000001 de aproximacion.

En efecto, si, permaneciendo wno wismo, el dividendo, se, toman
sucesivamente, por: divisores los. pmeros, . . .. .

\

. (v
534,78955, . « 53,7896, , '« +:584,78965,

¥y 'se aplica el' métdde’ abréviade del n.? 7 yise tendré por: los respecti=
v‘.os res'u‘ltados o e { P BT P L A FAR I P P . ot

PR TS VU RS TRNETY ¥ B PLT SR O R IAUE PR PV I HIL R

bpgasote:

phLY LE R

© 0044408198, b,044408119,

P S T BTSN PP P R ILY
lo cual, prueba, que, 0,04440812 es el Ygio;_\.,dgl .qocielﬁe ll}allaﬂg en
menos de media cienmillonésima de aproximacion. s
21. TERGERA.X ULTINA H1PQTESIS. — Finalmente _,ﬁi,;di‘viden@o Yy
divisor son inexactos por la ultima cifra de la derecha, el nimero dc'
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cifras del cociente que se puedan tomar en cuenta es igual al menor
de los dos mimeros que den las reglas relativas 4 las dos primeras
lipdtesis.
Propongémonos » por prxmcr ¢jemplo , dividir 356,3749 por
2,47936. "
- Laegla del n.° 18 daria stete cifras, pero- la del n.° 10 da sess
(pues que la primera ‘ifra de la izquierda del co¢iente es 1); luego el
namero de las cifras del: cociente que deberin tomarse en cuenta es
seis, ¥ como ademss la ‘parte entera del cociente debe  contener Zres,,
resulta que este cociente no puede aproxlmarse mas que en una mile—
sima préximamente.
Efectuada 1a division se olmene por resullado 143,736.
Sea propuwto, por segundo e/emplo, dividir el logarltmo de 15 por
el de7.
- Sehauaenlastamas‘ = e

log. 15 = 1,17509 y log 7 = 0,84510.

(Estos dos logammos son ‘¢xactos en menos de media unidad pré—
ximamente del 6rden de la 5.2 cifra decimal.)

Ahora bien, la aplicacion-de cada una -de las dos reglas da igual-
mente cinco por el nimero de cifras del ‘cociente que pueden tomar-
se en cuenta; y ademds la parte entera debe tener una sola cifra sig-
nificativa; luego este cociente puede obtenerse apronmado en menos de
ung diemldszma, y 8¢ halla ‘o -

'i: o o u', e, s

ol l - 11760 oot
og- |15 117609 1,5916. S

:‘lolg‘ 7 “’m‘“'4’510“ » : .

Nora.—Fsta “altima” cuéstion sirve de liase en ei Algem para la
resolucion de las ecuaciones espoﬂénélales. {Védse ademss ef 0. 277

de la Adritmetica.)
22. Faltamos hablar ‘de la éstraccién &e la raif cuadsrada de los ni-

meros aproximados.

Considerieraos an niymero eritero cualgaiecy A .cuya. altima cifra de
la derecha sea inexacta en media unidad, y conc:bamgp que su raip
cuadrada se haya desarrollado en un ntmero indefinido de cifras de-
cimales por-el pnocednwnm que ,ya cenocemas, Llqmemos 7 al nu-
mero de cifras de esta faiz que puedén tomatse en cuenta, y p al ni-
mero total de las cifras del cuadrado emPleadas en la determinacion
de las £ cifras de la ¥ lz, en este 22s0' 6" el‘ nathefs de tlftai de A es
‘mPOI‘ 6 par. : o : KRR TICCEENA PR LITEtS . .

En el pnmer caso como resﬁm\ de’'la ’lhmhk ﬂamralm del pro-

RPN Oy
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cedimiento de la raiz cuadrada de un numero entero que las » prime-
ras cifras de la izquierda de la raiz forman un namero menor que las
n primeras cifras del cuadrado, se tiene necesariamente (n.° 13)

p=2n—1=n+n—1,

6 representando por p’ el mimero de cifras de A y por ’ el namero
de ceros escrilos &1a derecha de-A para la determinacion de las » pri-
meras cxfras de la raiz,

\

p’+p”=n+n——l,

Observemos ahora que en la maltiplicacion de la raiz por si mis-
ma (supuesta la 4ltima cifra inexacta en media unidad), el producto
contiene (n.° 14) n cifras inexactas. Por otra parte el nimero de ci-
fras inexactas de este mismo producto estd espresado por ¢ + 1, pues
que la ultima cifra de A es inexacta y se tiene lo mismo respecto de
los p’’ ceros escritos 4 la derecha de A: asi se tiencn =" + 1,y
la igualdad precedente se convierte en esta: ,

P+p’' =p+ 1 +n—1;dedonde n = p'.

En el Segundo caso, como las n primeras cifras de la’izquierda de
la raiz forman un namero mayor que las n primeras cifras de la ix-
quierda del cuadrado, se tiene entre p y n la relacion

= 2n = n+n,

6 poniendo en vez d¢ p, p P+ p” y observando que el ntinero de ci-
fras mexactas del’ cuadrado de la raiz estd asimismo esprmada por n

YPO"P "+,

o

PP =0 41 +n,dedonden pF—11"

ot

l Lueéb en gexier'al: E? mimero de.cgfras que . .;'g pueden tomar el;

cuenta en, ¢l desarrollo. de \/ A endecimales es igual al nimero de ci-

fras de A 6 & este niimero MENOS UNO, segun que A contenga un nii=
mero 1MPAR 6 PAR de cifras.

" .. 23. . Nora.—La rgegla que precede es aplicable en todo su sentido

cuando ‘el namero de cifras de A es impar; mas si por:el contrario

& par, puedp recibir.una modificacion muy importante-
Para conocerla anmentaremos y disminuiremos 4 A allcrnahva-
mente en; media unidad del 6rden de la ultima cifra de la derecha,
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.y pmpongémonoa. valuar la Mrenm A que existe entre \/A + 3 y
Va1t
‘ 9 .

Se’ tendrﬁ; conforme 4 las reglas algebréicas,

1 “q
\/A-{- ——VA— ;‘)«:‘-;VS:-I-K;

siendo K una pequedia fraccion que puede despreciarse respecto.de v
. Asila diferencia A est4 en la realidad, fgi)t;espniada por la espre-

sion —

5

2,va

Esta demuestra que si se redujese "/A + 37 '\/A —_ Eade.

cimales segun el pracedimiento conocido, las dos presiones resultantes
tendrian una parte comun tal, quela unidad de la éltima cifra inme~

diata 4 esta parte seria menor que
- 2vVA

Esto sentado, supongamos A compuesto de un némero impar de
cifras espresado por 2 p + 1; lo cual supone p +1 periodos de dos ci-
fras (de los que el primero de la lr.quxerda. solo contiene una). Des—
pues de bhaber calculado las p + 1 primeras de la raiz, se puede se~
gun el procedimiento ordinario determinar las p cifras siguientes, bien
por dicho procedimiento, 6 por el método abreviada del n® 8; y el

error cometido siendo. menob que

! no influir4 siquiera en una
L10P IR SIS
unidad en la cifra del érden 2 p + 1. Asi en este casa se podrén to-

mar en cuenta 2 p + 1 cifras. |

" Ahora, si A contiene un nimero parae cifras 2 yse tiene

A

R

, s¢ podra estar seguro de la exacmdd de las p cnfras

1

menor que
que — m
srgulent% que da el método abreviado: esto tiene 'l'ngarcuando Ja pn-

mera cifra de la izquicrda de VA es igual 6 superior & 5, Pero esta
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circunstancia se halla aqui de modo que es facil reconocerla siempre
que el primer periodo de la izquierda del namero propuesto es 25 6
mayor que 25. .

De aqui se infiere que en el caso en que el niamero de cifras de A
€8 PAR, el numera de tifras que se pueden tomar en cuenta es igual al
numero de cifras de A 6 & este numero MENOS UNO, segun que el pri-
mer perioda de la izquierda sea igual & superior & 25 6 bien menor
que 25.

24. Primer EyEmMpLO.—Estraer la raiz cuadrada del niamero 57806,

Como este namero tiene cinco cifras, resulta que su raiz cuadrada
puede calcularse con cinco cifras, y pues que la parte entera debe
contener Zres, esta raiz puede obtenerse aproximada en menos de una
centésima. Asi se halla por resultado 240,42, 6 mas bien 240,43, por-

-que la cifra siguiente seria un 8. :

Secunpo EjEmMpLo.—Hallar la raie-cuadrada del nimero 73854986.

Teniendo ocha cifras este namero de las que las dos primeras de
la izquierda esceden & 25, resulta (n.° 23) que se pueden hallar ocho
cifras en la raiz, y como la parte entera debe contener cuatro, la raiz
podra obtenerse aproximada en menos de una diezmilésima.

Asi se obtiene 8593,8924 por la raiz pedida.

Consideremos ahora la aplicacion de esta regla 4 los quebrados de-
cimales,

TERCERO Y CUARTO EJEMPLO.— Valuar V/8,256479 y V'23,567846.,
En virtud de la regla del n.° 186 ser4 necesario hacer abstraccion
de la coma, y despues de hallada la raiz dividir cada uno de los dos

resultados por 100.

Pero en la investigacion de las raices cuadradas de 8256479 y
23567846 la aplicacion de la regla del n.® 23 da siete por el nimero
de cifras que se pueden tomar en cuenta, y ademas la ‘parte entera de
la raiz cuadrada de los nimeros propuestos no debe temer mas que
una sala cifra ; luego las gaices pueden obtenerse con seis cifras de-
cimales. ’

Resulta pues, V/3,256479 — 2,873409,
y V23,567846 = 4,854673.

QuinTo Y sEsTO EJEMPLO.—Valuar V/6,73543 y V4,737596 . .

Conforme 4 la regla del n.° 186 se hard par el nimero de cifras
decimales colocando un cero 4 la derecha de cada uno de estos nime-
ros, y despues de haber estraido las raices cuadradas de los numeros
673543 y 4737596 .(haciendo abstraccion de la coma) dividir. estas
raices. por 100, .

-Pero como el primer periodo de la izquierda de 6735430 no tie-
ne mas que una sola cifra, serd necesarig aplicar la primera parte
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de la regla del n.° 22, no tomando en cuenta la dltima cifra de la de-
recha, pucs que es inexacta, y en este caso ¢l nimero de cifras exac-
tas de la raiz ser4 seis. Ademis la parte eatera de la' raiz no debe

tener mas que una sola cifra; luego la raiz pedida puede calcalarse
con cinco cifras decimales y se tiene

V6,73543 = 2,59527.

Asimismo como el primer periodo de la izquierda de 4,737566 se
compone de dos cifras, es necesario aplicar la regh del n.° 23, ne
contando la ultima cifra de la derecha por ser inexacta, y el namero
de cifras decimales que pueden townarse en cuenta en la raiz es siefe
(pues que el primer periodo de la izquierda escede 4 25). Ademas la
parte entera de la raiz del nimero propuesto no puede tener mas que

una sola cifra : asi esta raiz puede calcularse con ses’s cifras decimales,
Yy se txene

V47,37596 = 6,883020.

Nota. — Se puede comprobar la exactitud de Io3 resultados obte-
nidos anteriormente aumentando 6 disminuyendo en media unidad la
ultima eifra de cada nimero, y operando sucesivamente sobre cada uno
de los nuevos mimeros.

25. OsseavacioN. — 1.° Del anilisis de los cuatro wltimos ejemplos
resulta una consecuencia muy importante, y es que todas las veces
que la parte entera de un numero fraccionario decimal cuya raiz cua-
drada se pide est4 compuesta de una 6 de dos cifras solamente, ¢ nui-
mero total de cifras decimales que pueden tomarse en cuenia en la
raiz es AL MENOS igual al numero de cifras decimales que contiene la
Jraccion propuesta.

2.° Cuaando la parte entera del namero propuesto contiene mas de
dos cifras, el mimero de cifras decimales que pueden tomarse em cuen-
ta en la raiz escede siempre al de las cifras decunales que contiene el
nimero propuesto.

Sean n el niumero de periodos de dos cifras que contiene la parte
entera del namero propuesto (el ultimo periodo de la izquierda pu-
diendo no tener mas que una sola) y p el nimero de cifras decimales
contenidas en el propuesto : el nimero de cifras decimales que se pue-
den tomar en cuenta estd espfesado gcnerhlnwnte por n— 14 p.

(Este ntimero es n+ p cuando el primer periodo de la izquierda
consta de dos cifras y escede & 25.)

3. Cuando por el contrario se trata de una fraccion dacnnal pro-
piamentc dicha, el numero de cifras decimales qae pueden tomarse en
cuenta puede ser menor que el numero de cifras decimales de la ﬁ'ae-
cion propuesta, y esto tiene lugar cuando las cifras que siguen inme-
diatamente 4 la coma san ceros, 6 bien cuando siendo par €l numero
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de cifras decimales, ¢l primer periodo de la izquierda es inferior 4 25.
En cualquier otro caso el nimero de cifras decimales es el mismo
quie €l del nummero propuesto.. )

26. Sobre esta nltima observacion se fundan los. cilculos relativos,
4 la determinacion de la relacion de la circunferencia al diametro; y
para que este Apéndice sea lo mas completo posible concluiremos las
aproximaciones numéricas por el desarrollo de los poligonos regulares
isoperimetros. Este método que se halla en la Geometria de M. Vincent
reasume en si mismo en algun modo todos'los principios establecidos
en la nota anterior.

.-Sean R y r el radio y apotecma del cuadrado cuyo lado es igual
41; Ry r el radio y apotecma del octigono regular -isoperimetro
con el cuadrado; R”, r//, el radic y apotecma del poligone regular
de seis lados isoperimetros con los dos anteriores; y asi sucesivamente.

Con arreglo al método anteriormente citado se tienen las férmulas
R+r

=
2

sy Rl= VR’ .

. A f . 1 -
Esto supuesto, pues que 1 es el lado del cuadrado, V2 y 3
ser4n los valores de R y de r. Asi se tiene - C

1 ~
Ri= 5 V2=0,707106781 (V2= 1,414213562, apénd. n.° 8).
B U
r= 5 = G,S;r: '
, R
1o que da = ;" = 0,603553890

s

R'= VR’ = ¥0,707106781 x 0,603553390. ¢

Para efectuar este ultimo cslealo observemos que cada uno de log dos
factores debajo del radical , siendo exactos en menos de media unidad
del 6rden de la ultima cifra de la. derecha, el ‘producto. correspon~
diente puede ser el mismo (n.° 14) valuado en menes de una unidad

del 6rden de esta ultima cifra segun gl método abreviado del n.%2. Asi
se obtiene :

. R’ = v,426776695.

Ahora bien, puesto que el nimero éuya raiz cuadrada se quiere
estraer es una fraccion decimal en gquwe el primer periodo de la izquier-
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da escede & 25, se sigue (apénd. n.° 23) que esta raiz pnede ser obte-
nida con nueve cifras decimales, y aplicando el método ordinario para
la determinacion de las cinco primeras y ademas el método abreviado
del n.° 8 para las cuatro siguientes, se halla

R’/ = 0,653281482.

Pasemos 4 la determinacion de R” y de r'/. Se tiene

R4 0,603553390 4 0,653281480
o ;' =0 ;" 489 _ 0,628417436,

y R’ = VR = V,653281482 x 0,628417436
y operando_sobre esta espresion como sobre la de R’ se encuentra
R/ = 0,640728862.

Y asi sucesivamente.
He aqui adema4s la tabla de las operaciones hechas estensivas hasta

los radios R*" y r*:

LADO DEL CUADRADO IGUAL A 1.

R = %V— = 0,707106781
1,207106781,

ro= :—, = 0,50000000

R+r
R = VR~ = 0,653281482

R 47
R’ = VR.Z7 = 0,640728862
i R”-l-r”'v b
= = 0,634573149§ 1,272216726,
R = VR = 0,637643577

R//I + rl/l N
M= = 0636108363 § 1,272983870,
RY = VR7. A . = 0,636875507
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e 0635491935 % L 273175627, |
CORV = VR", r ’ C= 0’636683’692
Moo= = 0636587813, §1,273223554,
RN = VR = 0,636535751
R4 )
rv.n =— = 0,636611782 ; 1973235548,
R™ — VRY,, = 0,636623766 ,
RVII + erl
=S < osssetrrr § 1,273238544 .
R — VRV" Vi = 0,636620770
Bvlll+ vi ) .
A — — = 0,636619272 § 1,273239293,
R™ = VR™ | X — 0,$36620021
le +rl!
"= = 0636619646 } 1,273239479,
RY = VRE.r* = 0636619833
T B
R = VR*. /X  — 0,636619786
. Bn+er
rxn . ) = ,636619762 ; ’273239536’
R — VR X = 0,636619774
BXI] xll
Qg _ _;'_ = 0,636619768

§1,2'73239539. ‘
R™ — VRY S0 _ 0536619771

Resulta de la inspeccion de los valores de r*" y R que si en
cada uno de ellos se desprecia la ultima cifra de la derecha se tiene
0,63661977 por el valor de cada radio aproximado en menos de me-
dia unidad del érden de la wltima cifra de la derecha.

Dividiendo ahora el perimetro constante § por el namero aproxi=
mado 0,63661977, y aplicando la regla del n.° 20, se halla 6 ,2831853
por la relacion de la circunferencia al radio en menos de 0,0000001
préximamente, 6 bien

3,1415926
por la de la circunferencia al dismetro.
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NorA. — Es de advertir que para hallar esta relacion en menos de
una unidad de un 6rden decimal determinado es necesario, slgunendo
la marcha anterior , calcular con dos cifras mas que las que se quie-
ran obtener en el resultado. Se continuan las operaciones hasta que
los dos radios no difieran entre si mas que en una cantidad menor que
la mitad de la unidad del 6rden de la pentltima cifra de la derecha.
" Se desprecia la Gltima cifra y se divide el perimetro constante por el
valor de uno de los radlos, haciendo abstraccion'de dicha ultima ci-
fra y aumentando, si necmno fuese, 4 la penultuna.

\

’
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GORIECEION

DE PESAS, MEDIDAS Y MONEDAS.

CAPITULO UNICO.

Pesas, medidas y monedas legales de Espaiia.— Pesas y medidas
no legales que estan en uso en algunas provincias. — Correspon-
dencia del nuevo sistema meétrico frances con las medidas, pesas y
monedas legales de Espaiia, y de estas con aquel.— Correspon-
dencia de las pesasy medidas y monedas éstranjeras con las
legales de Espaiia.

Si el autor de este Tratado creyé oportuno hacer en él una
sicion del riuevo sistema métrico francés, nosotros al traducirle y
ofrecerle como testo 4 Ja juventud espafiola creemos tambien muy 4til
y conveniente dar 4 conocer con toda la estension y claridad que nos .
sea posible el SISTEMA DE MEDINAS, PESOS Y MONEDAS espaiiolas; con
tanta mas razon cuanto que su disformidad &4 consecuencia de no es-
tribar sobre una base fija, y por decirlo asi, tomada de la misma na-
taraleza, y el no regir igualmente en toda Espafa, pues le vemos va-
riar en la mayor parte de las provincias y 4 veces en cada pueblo de
ellas , son causas harto poderosas para qué¢ no echemos en olvido et
tratar de una parté-del Comertio tan conexa 4 la ciencia de los ni-
meros y cuyo conocimiénto es tin ' necesario 4 todas las clases de la’

sociedad y muy especlalmente 4'la mercantil.

Amantes de las ciencias'y de sus adelantos y conformes con el pa-
recer de varios escritores respetables por su’instraccion, no dudamos
un momento en-elogiar la ssbia cordacta ¢l ‘gobierno francés al au~:

24
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torizar por ley de 4 de julio de 1837 promulgada en § del mismo
mes y-aiio €l uso del sistema metrico decimal con -esclusion de cual-
quiera otro en la monarquia francesa, sistema que honra en gran
manera & sus autores y que es una prueba auténtica de los ripidos
progresos de esa feliz y envidiada nacion.

Deploramos asimismo el ningun resultado que desgraciadamente
tuvo la asamblea de los dipytadosde Espaiia, Dinamarca, la Repiblica
Helvética, Batava, Cisalpina, Romana), Liguriana y del Gobierno
provisional del Piamonte habida en Paris 4 instancias del Instituto
nacional para la adopcion de un sistema uniforme de pesos y medidas
comun 4 estas maciones, y ademis al emitir nuestra pobre opinion
sobre el particular mes atrevemos 4 decir'que la Europa entera daria
una prucba manifiesta de civilizacion y cultura, ‘asi como de interés
por su prosperidad , adoptando en todas sus naciones el sistema mé-
trico decimal francés; pues él solo reasume en si las circunstancias
que imperiosamente exigen los adelantos del siglo, los intereses del co-
mercio y la prosperidad de los pueblos. Tenemos Lien presente los im-
numerables obstaculos y dificultades que seria indispensable superar
para llevar adelante el cumplimiento de un paso tan gigantesco, pues
conocemos cuan imposible es, 6 al menos dificil, desarraigar 4 los
pueblos de sus inveteradas:costumbres; y sin embargo atendida la ar-
monia que existe entre los gobiernos de Francia , Inglaterra,, Espaiia,
Bélgica y Portugal , nos parece serd de esperar se venzan en algun
tanto las dificultades que pueda presentar la adopcion de un sistema
uniforme de pesas,, medidas y aun monedas. ,

' § 1 Medidas, Pesas y Monedas legales de ‘Espaa.

A fin de proceder con todo el rigor y exactitud posible haremos
la esposicion de las medidas y pesas espaiiolas conforme 4 la ley V,
tit. 1X , 2ib. XX de la Novis. Recop,,. y. para mayor claridad copiaremos
testualmente las iltimas ipstrugciones del gobierng. comprendidas en
1a Pragmaitica de 20 de febrero de 1801 que:ponemeos,4 continuacion.

)

T S B EE A
Yo . ey N :,’,:!':’.if;‘.' SR SREY KT8 T AR NN FENT

., Por el Excmo. St. D. Pedro Gevallos , prigagr Secretario de Estado
y d¢l Despacho, se ha comunicade al Consejo : por. medio del Escmo.
Sr, D. Gregorio, de la Cuesta, Gobernador de €1, en 26 de enero pré-
ximp, la real 6rden.que sigue:. . . o0 o,

. "Informado el Rey. de lo muy imperfectos y mal tratades que es-
tan lgs patrones originales de pesas. y, medidas que rigen en la mayor
parte de estos reinos , segun: resplta del exdmen que .de ellos ha man-
dado hacer S. M., é igualmente:enterads de la poca atencion que hasta
ahora se ha dirigido évunl;nggqciq dertan. conecida importancia , ha
resuelto S. M. poner en_ello, el Grglen. conyeniente y. necesario; y al
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mismo tierapo , conbciendo los graves inconvenientés que siempre ha
ocasionado la variedad de pesas y medidas, y la justicia y utilidad de
que sean unas mismas en todos sus reinos y sefiorios, ha determinado
S. M. que se lleve 4 efecto la igualacion de pesas y medidas que ha
sido mandada en diferentés tiempos, sin que hasta ahora se baya ve-
rificado enteramente, y para-que.se logre la utilidad real de esta uni-
formidad con.la menor incomodidad posible de los pueblos, ha resuel-
to S. M. que se tomen por normas las pesas y medidas que estan en
uso mas generalmente en estos reinos, prehnendo el evitar la. confu-
sion que de alterarlas resultaria al darlen cierto 6rden y enlace siste-
matico que se podria desear.

Estas normas son el patron ‘de.la .vara que se conserva en el ar-
chivo de la ciudad de Burgos; el patron' de la media fanega que se
conserva en el archivo de la ciudad de Avila ; los patrones de medidas
de liquidos que se custodian en el archivo de la ciudad de Toledo, y
el marco de las pesas que existe en el archivo del Consejo.

Las pesas y medidas que deberdn , pues, ser de uso. general en to-
dos los reinos y seiiorios de S. M., y que en lo sucesivo se llamarin
pesas y medidas upaﬁolas, serim las siguientes.

El pie sera la raiz de todas las medidas de intervalo 6 de longltud
y se dividig4 segun se acostumbra en 16 dedos y el dedo en mitad,
cuarta, ochava y dieziseisava parte: é igualmente se dividira el pie
en 12 pulgadas y la pulgada en 12 Lneas.

La vara 6 medida usual para el trato y comercio y demis usos en
que se emplea se compondri de tres de dichos pies; y se dividira, se-
gun se acostumbra, en mitad, cuarta, media cuarta, % ochava y me-
dia ochava, como tambien en Zercias , medias tercias 6 sesmas y me-
dias sesmas.

Para que la legua corresponda 4 lo que en toda Espafia se ha lla-
mado y llama legua, que es el camino que regularmente se anda en
una hora, sera dicha legna de veinte mil pies, la que se usars en to~
dos los casos en que se trate de ella, sea en caminos reales, en los
tribunales y fuera de ellos.

El estadal para medir las tierras serd de 4 varas 6 12 pies de
largo.

La aranzada para medir las tierras serd un cuadro de 20 estada-
les de lado, 6 tendr4 de superficie- 400 estadales cuadrados.

La fanega de tierra sers un cuadrado de 24 estadales de lado, 6
tendr4 de superficie 576 estadales cuadrados. Esta fanega de tierra se
dividirs en 12 celemines y cada celemin -de tierra en 4 cuarios 6
cuartillos.

Para medir todo génefo de granos; la sal y demds cosas secas sé
usaré el cahiz de 12 fanegas, y la‘fanega de 12 celemines,

La fanega se dividirs en dos medias-fmegas yen 4 cuartiflas, y el
celemin se dividira en mitades sucesivis segun se:'acostumbra con los
nombres de medio celemin , cuaﬂillo, medlo cuarhllo s ochavo me-
dio ochavo y ochavillo, : o

.
.
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- Para medir todo género de liquidos, & escepcion del aeeile, se usa~.
r4 la cdntara 6 arroba y sus divisiones por mitades sucesivas, que son
media cintara , cuartilla, azumbre , medu uumbre, cuartillo, medio
cuartillo, y copa.

‘El moyo sers de 16 cintaras. \

- Las medidas para el accite estarén como haou uquu arregladas al
peso, y se usars como hasta ahora de la arroba y sus divisiones, que
son media arroba, cuarto, y medio cuarto de arroba, Ziéra ’ media
libra, cuarteron 6 panilla, y media panilla.

Para las cosas que se venden y compran al peso se usari la libra
de diez y seis onzas ; la que se dividirs segun se acostumbra en mita-
des sucesivas con los nombres de media libra, cuarteron, y medio
cuaarteron. La onza se dividirs tambien en dos medias onzas, en 4 cuar—
tas, en 8 ockavas 6 dracmas y en 16 adarmes, y para los usos en
que se necesita roayor division se dividirs el adarme en 3 Zomines; y
cada tomin en 12 granos. La arroba de peso se compondrs de 25 li-
bras ; y el quintal ser4 de 4 arrobas.

. Los médicos y boticarios continyarén usando de la libra medicinal
de 12 onzas iguales 4 las onzas del marco espafiol para evitar los da-
iios que de alterarla podrian resultar & la salud pablica.

Determinadas de esta suerte las medidas y pesos y sug nombres,
que han de ser de uso general, ha comisionado S. M. 4 D. Juan de
Peiialver para cuidar de la construccion de los patrones necesarios , de
la materia y forma mas convenientes para su exactitud y conserva-
cion ; los que ballindose concluides se ha dignado S. M. examinarles,
han merecido su real aprobacion, y son los siguientes.

Dos patrones de la vara, el uno de platina y el otro de hierro,
que son iguales en una temperatura determinada : dos juegos de pesas
desde la libra hasta €l adarme por mitades sucesivas; el uno de platina
y el otro de haton ;-de forma cilindrica, con un pomo 6 boton liso por
arriba ; un juego de medidas de 4ridos desde la media fanega hasta el
ochavillo, todas de laton de forma cilindrica, y cuya altura es préxi-~
mamente igual al diametro de la base: un juego de medidas de liqui-
dos, compaesto-de céntara , media céntara, cuartilla, ammbre, cuar-
hllo y medio cuartillo, las cuales son de cobre 4 escepcion de la azum-
bre, que es de laton, y su forma es la de. un cono truncado, siendo
su altura préximamente igual al dizmetro de la base, y este casi cinco
veces mayor que el didmetro de la boca : un juego de medidas para el
aceite compuesto de media arroba , cuarto de arroba, libra, media li-
bra , panilla y media panilla, todas.de la misma materia y forma que
las de los otros liquidos.

Fodos los referidos patrones, que se hallan en poder de D. Juan
de Peiialver, se tendrin: desde ahora en adelante por primarios y ori-
ginales; 'y se. depositaran y conservarin en el archivo del Consejo, de
donde no se estraeran en niagun caso.ni se hara de ellos ningun uso,
sino en.eircunstancias muy particulaves, y con érden espresa de S. M.

Para fijar en lo sucesivo la estension, cabida 6 peso respectiva=
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anerite de dichos. patvonpes y poder verificarjos en cuhlqaier tiempo,
si por acaso 6 por algun accidente se sospecha que han padecido al-
teracion , ha mandado S. M. que se compare el pie con la longitud
del péndulo simple que oscila los segundos en Madrid ; y la libra con
el peso de un pie cibice de agua pura. en determinadas circunstan-
cias; comg igualmente que ge averigiie y fije, la- cabida en libras de
agua pura de las medidas de capacidad; cuyos resultados se comunica-
rin en su tiempo al Consejo. - ;

Pero aungue la forma que se ha dado 6 los patrones es la mas con~
ducente 4 su exactitud y conservacion, es no ohstante poco acomodada
_ 4 Jos usos comunes; y por.tanto ba.resuelle S. M. que las medidas de
' granos y dema4s cosas secas en los usos comunes conserven la misma
forma que actualmente se acostumbya ‘darles, ajustandolas 4 la cabida
de sus respectivos patrones pér medio de un grano menudo echado
con lentitud é igualdad si son:de madera, 6 por medio del agua si fue-
ren de algun metal; y para evitar las diferencias y fraudes que pue-
den resultar de la variedad de las formas, tanto midiendo rasado como
colmado, tendrin estas medidas ciertas y determinadas dimensiones, de
snanera que todas-las.de igual cabida. y mismo nombre tengan iguales
dimensiones, sean de madera 6 de algun metal, no permitiéndose otra
forma ni otras: dimensiones.en las medidas de uso.

La media fanega tendri, pues, la forma que actualmente se la da,
y consiste en un fondo de igual ancho, pero menos largo que 1a bhoca,
sobre el cual se levantan tres lados planos y rectos, siendo el cuarto
lado inclinado para la comodidad de llenarla y vaciarla. La boca ten-

1 1
dra de largo 37 -4— dedes y de ancho 16 3 dedos , incluyéndose en

esto: e} gruesp de los bordes. La lux de dicha baea sin el grueso de los
bordes ser4 de 35 dedos de largo y 15 dedos de ancho. El fondo ten-

1
dr4. de ancho 15 dedos -y de largo 25 5 dedos; la altura interior de la

medida de 12 dedos.

Asi en esta medida como en las demas de graxos que se siguen. no
se exigira que las dimensiones sean rigurosamente las que aqui se se-
fialan , y se tendran. por huenas las medidas cuyas dimensiones no: va-

. i
rien la cuarta parte de un dedo en las de media fanega y cuartilla y 16

de dedo en las demés, 4 escepcion de las dimensiones de las bocas,
comprendido el grum de los bordes, en las' cuales no se permﬂ‘iri

mas diferencia que —8— de dedo en la media fanega y cwartilla ,Tev de

1
dedo-en el celemin y mediq.celemin.,«yuﬁ de dedo en las restantes.

Do R P " . »
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La cuartilla tendrs la misma forma que la media fanega. La boca

tendrt inclusa el grueso de los borda 27 i dedas de largo yi4de

ancho La luz de la boca, sin contar el grueso - de los bordesl, tendrd
25 dedos de largo y 12 dedos de ancbo El fondo tendra de apcho 12

dedos, y de largo 18 -E dedos. La alturd interior de la medxda serd

de 10 dedos.
El celemin 6 almud sert de boea Cnadrlda, y este cuadro , inclu~

so el grueso de los bordes, tendrﬁ 12—1; dadoa de lado. La luz de la
boca 1gual al fondo tendré de lado 1t dedos. I.n altnra interior ser{

de 7 Z dedos. - - : ‘/ .

El medio celemin sera de boca cuadrada, y este: ;uadm 5 incluso el
grueso de los bordu, tendra 9 12 dedos de lado. La luz de la boca
igual al fondo sers un Cuadro de 8 dedo; de lado. La altura lnterior
eerideG—-dedos. - . . -y

El’ cuartillo serk de boca cnadrada y este cuadro,. incluso el

grueso de los bordes , tendrd 7 R dedoa de lado, La luz de la boca

! ) 1 .
igual al fondo serd un cuadro de 6 5 dedos de lado. La altura inte-

1

3
nor sera de 5 — dedoa.

El medio cuartz’llo sera de bOca cuadrada y este cuadro N mcluso el
grueso de los bordes, tendrs & -4— dedos de lado. La luz de la boca
igual al fonda seré un cuadro de 5 dedos de lado. La altura interior
© serd e 4"3 dedos. !

* EX ochavo sers de boca cnadrada, y este cuddro, incluso el grueso
de los bordes, tendrs 5 dedos de lado. La luz de la boca igual al fon-
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do ser4 un cuadra de 4 dedos de ladd. Ea altura mterlor sers de 3 —g
dedos - - Vi e . H . . PR I SR
El medio ochaoo sera de boca cuadrada y este cuadro, mcluso el

graeso: de los bbrda tendrt‘ 3 -- deﬁoa de lado. La luz’ de la boca
igual hl’fbndo set un cuadro de 3 -s-daedos de lado. La ';ltura_ ix_ixte-

’ nor seré de’ 2-—dedo$- o
El ochao:llo seré de hoca cuadrada y em.f cuadro, mcluso e] grue-

1
50 de los bordm ’ temh-a 3 - dedos‘de lado. La luz deé lz boca igual

al'fonao serd’ un c"uaaro a¢=2 §- -dedo‘s. dg laao; la altura in_teriof ser;
B :3 9 - ';q K
dt '2 -i- dedos e

En cuanto 4 las medldas de hqmdos nada se prw:nlnrﬁ acerca de
1a forma de' ellas ;' pero-en cainto 4 los-fondds é suelos , ninguno po-
di4 pasar de 12 dedos de ancho} y las bocas tendrsn el ancho siguien-
te: lade la caiitara de 6 4 7 dcdbs I2-de la media cdntara de 5 4 6

dedos; la de la cuartilla de 4 &4 5 dedes; la de la azumbre y media
azumbre de 3a4 Jedbs la del cuartillo de 243 dedos y las del ‘me=

dio cuarullo y copa. de 1 =462 dedos. Las 'bom de laa medldaa de

deeite seran de 54 6 dedos fa de amba ‘de 4 £ 5 dedos 'la de media
arioba, de 3 & 4 dedo: la de cudrto y medxd cuarta de arml)a de 24

i
2- dedoslade‘libra de!y -é t2dedoslade medla lxbraydel

a1y dedos las de pamlla y media pamlla, v no pauri‘ 'de

o

1 Y3 dedos én eualquiera otra” meﬂlda menot*; ° entendnéndése estas
Lo L ¥

dxmensnonu de la luz de la boca sin ‘incluir el grueso de los bordeo.

Los fondos 6 suelos de las medidas de arroba y media arroba de aceite,

si-son de cobre, laton @ otro metal 'no podran pasar de 14 dedos sien—
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do circulares, ni de 12 si son cuadrados; los de cuarto y medio_cuar-
to de arroba no pasarin de 12 dedos si son circulsres, ni de 10 ai son

' i
cuadrados: los de las demis medidas menores no pasarin de 6 y 3

dedos, siendo dichos suelos de suficiente solidez. En las medidas ma-
yores de liquidos, como la arroha, media, cuarto y medio cuarto de
arroba habra muescas 6 ladrones, y estos no estarin enfrente, sino 4
un lado del asa de la medida.

- Para dar principio & la igualacion de pesas y medidas ha- resuel-
to S. M. que todos los pueblos se provean de patrones sacados por los
originales nuevamente construidos en la forma siguiente.

Todas las ciudades cabezas de provincia tendran patrones iguales §
los originales mencionados; 4 saber, un marco de ‘pesas de bronce 6
laton de 8 libras con sus divisiones por mitades sucesivas hasta el adar—
me, y una pesa de media arroba de hierro 6 de laton; un juego-de
medidas de granos, otro de Jas :medidas del vino y demés kquidos, y
otro de las medidas del aceite; todas las cuales medidas serin de cobre
6 de laton, y de la misma forma que los originales.

Estos patranes se comservarau en el archivo de,la ciudad, y no se
hara de ellos otro uso que el verificar én ciertos tiempos los patrones
que sirvan para el ajuste y arreglo de las medidas y pesas de uso co-
mun, segun se ordenar4 al debido tiempo cuando establecida Ia unie
formidad, disponga S. M. lo conveniente' para la comervacion de ella
£n lo sucesivo.

Qtro igual juego de patrones se enu'egara adla peuona que com e
nombre de Fiel. Almgtagen, Marcador, Afinador, @ otro, tenga & su
gargo el cotejar, ajustar y marcar las pesas y medidas que pidan 6
Ppresenten otros pueblos 6 los particulares.

Todas las ciudades cabezas de partido deberin tener tambien dpbles
patrones, entregando un juego completo al Marcador 6 persona que cui-
de del abasto y cotejo de estas pesas, y medidas; .y para eyitar gastos
bastar4 que las pesas y medidas que se conserven en el archivo sean
una vara y un juego de segun. queda dicho; una media fanega,
un celeuun, un cuarullope%n ochavo; una media cantara, una azum-
bre y un cuartillo de liquidos; una mgdida de media arroba de aceite,
otra de hbra, y- otra de papilla 6 cuarteron; hieu que dichas ciudades
podran, si quieren, tener completos dichos patrones, y asi estas como.-
las cabezas de provmcla podran tener tambien mayor nimero de pa-
trones, si lo tienen por coavemiente. .

Las dichas ciudades cabezas de provincia y e partldo deberén acu-
dir 4 Madrid para proveerse de los patrones espresados 4 cuyo fin re-
solvera.S. M. lo conveniente para que la ejecucion de ellos se haga con
brevedad, economia y exactitud.

Las demis ciudades, villas y ;lugares .acudirin & proveerse de pa-
trones 4 sus cabezas de partidp 6 .de provincia, segun les corresponda
Y esté establecido, y podran tenexlos de la materia que mas les acomo-
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de, guardando las formas que quedan, prescritas. para. las medidas de
capacidad; en la inteligencia de que deberan tener 4 lo menos un jue-
go completo de cada especie de patrpues y que en cuanto 4 las pesds
deberan acudir 4 Madrid por los patrones todos los pueblos qne pasen
de quinientos vecinos. v

Para evitar todos los gastos 4:1:: sca posxhle, podp‘n envnar las cm'-
dades, villas y lugares, cada cual adonde los corresponde, segun quer
da espresado, los patrones que actualmente tengan, los que examinados
y hallados justos en sus formas y dimensiones,. estension , cabida 6 pe-
50 respectivamente 6 correjidos si se. pudiese, se. marcarin: y devolye~
rén, pagando dlchaa ciudades, villas y.Ingares los u:auap que. estooca—
sionare. .

Todas las . cmdada cabezaa de pronncla y de partldo deber‘n acu-
dir 4 Madrid para proveerse de los patroues espresados en el. término
de un.- mes desde que se les haya pasado Ja érden qormpondlcme &
este efecto.

Luego que dichas cludmlm esten provnstas de los espmdqs pa.lm;—
nes, deberdn acudir 4 ellas, para:el- mismo objeto respectivamente y
segun les correspond;, todas las demds. ciudades, villas y lugares, em
el término de quince dias; y por lo que hace & las Pesas deberan. agur
dir las que quedan espresadas-4 Madrid en el.términa, seualadpﬁq un
mes para proveerse de ellas.

Luego que todos los pueblos qs@en provxslos Qe dpchoq mﬁ,rones, se
sefialars la época en que dehe empezar ¢l uso. upiforme de. las pesas. y
medidas espaiolas en todos, los reings, y sefiorios. de,S. M.. Sy

Las ciudades, villas 6 lugares. que ugen pesas . .6, medxdqg,dxstmga‘
de.las que aqui, van, mdlcadas, haran el, cotejo de ellas con las nuevag
y determinardn, y establecerin :la cm_‘l'equndepcn_ de;unas con otras;
6 bien si lo tiepen _por conveniente enviaradn . aqui sus patrones. para
que, se. haga el cotejo, y- se les. dé el resultado de él; ¥ de. esto se far-
mar4. upa tabla é mannal para el uso ¢ mtelxg:ncla de -19dgs; - m;prq—
miéndose por cuenta del A,yuntamlento, quien podra hacerlo asi, 6.vens
der 6 arrendar esta impresion 4 fin de que el prodgcto. quede para
ayuda de log gastos de los nuevos patromgs. .

Para precaver. y. cortar las duda;,(y,,lmgws qqes pon el qe;npo 5¢
pueden suscitar, se archivaran los patrones auntignos de las pesas y mer
didas que sean realmente distintas de jlas que a Qrase. mandan; ysafr;
pero no se ejecutard asi com. aqaelloy patrones que tigngn sy opigen de
las pesas y medidas que actualmente se prescriben, 6 que estan repu-
tadas igual 4 estas, aun cuando se encuentre alguna diferencia, pues
esto solo probaria que dichos patrones eran poco exactos.

Todos los contratos, censos y obhgacnones de cualquiera especie que
sean, anteriores 4 la época en que empiege el uso, wnifogme de {lap pe-
sas y medidas espaiiolas, se reduciran, cumplican: y, p3garan, por. las
pesas y wedidas mandadas ahora usar, uniforme. y genexalmente; y por
las mismas deberan hacerse, cumplirse y pagasse. los que se cclebren en
lo sucesivo, sin lo cual no seran vilidos ni de. ninguna 1upr7,a: ) .
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A estas mismas peshs y medidas deberin arreglarse en tados los
casos todos los empleados en h Real Hacienda, Guerra Marina, rea-
-Jes fabricas, comercio y demis ramos.

Iguakmente deberin usarse en los escritos de ciencias y artes, en-
cargando el Consejo 4 los censores de dichos escritos que no los aprue-
‘ben sin que-esten' reducidas ls miedidas y pesas: estran;eras, esceptudn-
dose el casb en que se trate de simple relacion 6 proparcion.

Ultimamente ha resuelto 'S:-M. que para dirigir'la ejecucion de es-
‘ta.empresa, entender en lo que ocurra sobre ‘estos puntos, se forme
una junta temporal piesidida‘ por el gobernador del Consejo, y com-
‘puesta de ‘Caatro 6 cinco ministros d¢ dicho supremo-tribunal; y que
esta junta en todos los casos necesarios cansulte 4 S. M. por medio del
ministerio de mi cargo; camo igudlmente luega que la uniformidad de
-pesas y medidas se halle establecida‘y se forme el reglamento sobre lo
que se debe observar y practicar en Yo sucesivo para la conservacion de
dicha uniformidad, se disuelva la refenda junta Y pase entonces este
negoeio al Cotisejo.©
- Todo lo’ que Pparticipo 4 V. E/' de real érden 4 fin 'de que lo pon-
g2 en noticia del Consejo y que se' tbmen todas las provxlem:las con~
ducentss 4 su camplimiento. - '
 Publi¢ada en'el Consejo pleno- la amecedente teal 6rden) y con in-

 teligencia de lo que espusieron in_voce los * seflores fiscales,* acord6 sa
cumplimienté ¥ que’con su-indercion se espidiese la correspondiente en
la forma ordinaria % la sala’ dé Alcaldes de la real Casa y Corte, 4 las
Chancillerias 'y Audiencias reales 'y 4 1ds ‘intendentes para sé inteligen—
tia y observancia ¢h 1o que les ‘Correspondas ¥ & los’ cdregidom y
alcaldes mayores del ieino, previniéiidoles la ‘comuniquén -4 las justi«
cias y ayuntariientos de los pucblos ‘de sud respeétivos distritos para
¢l propio efedto; en inteligencia'de quie se‘avisars’por ‘méllio de 6rden
citcular ¢l 'mes en que deban acudir 4 esta corte las cludades caberas
de’ !provmch v de partido, y los pueblos qud'pasen’ de quinientos ve-
cinos & surtirse delas hedidas |y pesds qué o6 mandan establecer.

Y “eri su- tonsectiencia ‘lo patﬂc:po 47Vi U para que haciéndolo
pmente en el ayuntamiento’de-esa - " lo teriga exténdido pa-
ra‘su’ cnmphrmenfb, y al'misiné“fin la comunique -4- las justicias y
ayuntatmehtos de 108 ‘pueblos de’-su partido; y del; reérbo de esta me
dar& V. aviss*para noticia ‘dél ‘corisejo. ‘

‘Dioy': guarde‘a Vi ’mhbhbs a!!bs. Madrid 20 &e fe!mero de £80t.

R N LU AR SR D Bartdlomd Munozu‘

PRI T B I S N PRy PR LT
LG e e Vol < o0, . H PR \? o
. [ .
A T :.,nn)ol' e -~ Vo ! 1

‘ Tal ‘és, pués, o sis(emd de mcdzda'c 'y pesas evpaﬁolac conforme 4
las GMimys instiucciones del gobiefno sobre el particular: Sin embar-
80 la simple- edptsicion de la dnterior Pragmatica’ no llena nuestras
mifas; hi' inenos corresponde 4 la solicitud dé algunos'de nuestros lec-
tores, por lo cual vamos-4 dar mas amplios detalfes 3obre el objeto que
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nos ocupa, presentando el sistema de medidas , pesas y monedas del
siguiente modo: N LR

1.9 Consideraremos tres clases de medidas, que son: medidas longi-
sudinales , medidas agrarias’y médidas de-capacidad, P
2.° En cuanto 4 las pesas l4s miraremos bajo estos tres puntos de
vista, 4 saber: pesas de uso comun, pesas para oroy plata y pesas.
medicinales..: - o o e
3.9 Finalmente las monedas las dividiremos ew ¢uatro-clases, que
son: monedas de oro, monedas de plata, monedas de cobre y'ronedas

RIS B

imaginarias. - : .

DE LAS MEDIDAS.

‘) Medidas longitudinales 6 lincales.” *. " - P
. o T EE Y TR R A
La base de las medidas Zineales 6 de longitud es'el pie, que se divik

de en 16 dedos, y cada dedt en mitades sucesivas.’ i ‘
Dividese Asimismo ¢l pie por initadesen: 4 partes iguales, y cadd
una de estas en 3 partes; lo cual da la division &¢l pie ea12 “partes
iguales llaiadas pulgadas; y cada pulgada’sé ‘subdivide en' otras 12
partes iguales tambien Namadis Zineas; y cada linea €n' 42 plritos:
La vara usada por lo regular por los mercaderes se divide-en'dos
mitades 6 codos de 4 pie y medio. Esta ‘medida - ‘puede dividirse'de dos
modos_con relacion 4 las distintas divisiones del pie, que es su patron::

Primera division. - s Segunda division.

— ——

Dieziseisavos. Jineas.

] oy
16 | Dedo, ;.. . . Vo i 12 | Rulgada.

48 | 3 |Media octava. 1 36-} 3| Palm. men.

I , R [N N
9% | 6 |2 Octava 6 coto.” | 72 é 2 | Sesma.

A
-

1921 12 | 4 (2‘|Cua§-u d.pal;"‘n."may.; 144 2 | Terc. 6 pie.

e3¢ [o[ [+ e ses. [z 82 s |] vmn

768 | 48 J16] s |4 ;IVm o

VoL e SPR I EATTERN. |

2 N e e . m./v R E [
Doblando 1a vara se tiene el estado, que cousta de6: piesy ‘estar
tura regular d¢ un hombre,y: és’igual 4 la brava'd brazada, esten-
sion de la abertura de los brazos. ‘ B S A L

\
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, Medidas itinerarias.

Las medidas inerarias provienen de las longitisdinales, pues que
su unidad, que es el paso dable, se compone del conjunto de 5 pies. Esta
unidad sicye para formar la. legua, que por lo tanto no debe comparar-
se con la vara, que solo indirectamente hace parte de ella. El paso do-
hle suele llamarse tambien Pas0 geomefrico y en, las leyes antiguas se
le conace bajo el nombre de pasada. . o

La legua es la unidad lineal que sirve para medir las distancias de
los caminos. Antes la unidad-era la milla, que consta de 1000 Ppasos
dobles. PRI P

La Zegua legal antigua se componia de 3 millas 6 3000 pasos do-
bles, 6 15000 pies. La legua mas usada, por aproximarse al camino
que regularmente se anda en una hora, era de 4 millas, 6 4900 pasos
dobles, 6,20000" pies, I S -

En el ailo 1766 se mandé que-la legua de los caminos nuevos se
sompusiese de 8000 varas, 6 24000 pies, .legua que no .tenia relacion
alguna con Ja unidad de 1as medidas itinerarias. . :
t: Por real 6rden de 26.de enero de 1801 se mand6 que en todos los
escritos de cienias, artes, caminos reales, en los tribunales &c. se usa-
se'de Ja legna de 4 millas, 6 4000 pasos, 6 20000 pies, la cual se
Aproxima 4 la de 20. en grada nonagesimal, puesto que de ellas tiene e}
gradn 19938 leguas, segun el altimg valor que 4 él se da.

- Division de la legua moderna.

Piey . -

§ Paso (geometrica) 6 pasada.

. oy
1000 | Migero 6 milly. :

T e

st 20000 | 4000 4 | Legua.

3

—~

3

" Medidas agrarias.

Las medidas agrarias 6 de superficie tierien por. base al estadal, que
es bastante varia. Nosotros adoptaremos el de 12 pies de largo 6 de 144
piescuadrados..: .. .. ORI : ‘
s fonega 6 fanegada es tambien muy varia; pues que se -puede
referir 4 distintos estadales. . ’ C
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La fanega de tierra es el espacm donde puedesembrarse una fane-
ga de trigo.

Elejiremos la fanega de 576 utadala cuadrados.

La fanega de tierra se divide por lo regular como a'de gfanos,
es decir, en 12 celemines 6 almudes, y el almud en 4 cuartilles. El
alnud de tierra consta de 48 estadales cuadrados vy, el ;uartallp de 12,

Las medidas agrarias espaiiolas son muchas & caysa de variar sa
base, y se conocen en cada provmcla con distintes motmbres; La dran-
zada 6 alanzada, que es el apaclo que cege un tiro-de lanza, de usa
muy particularmente para medir el plantio de viliedos. Es un ‘chadro
de 20 estadales cada lado, 6 lo que es lo mismo, consta de 400 esta-
dales cuadrados. Usase tambien de la yugada, que es de 50 faneps de
tierra, y de la cabalieria, que se compone de. 60 «fanegas.

i
i

Medidas cuadradas de Espana_. .

Lineas cuadradas.

144 | Pulgada cuadrada.

20736 ] 144 | Pie cuadrado *.

/

186624 1296 9 Vara cuadrada.

746488] 5184 | 36 4 Braza' cuadrada. < "

oo 820736 | 144 | 167 ) 4 |Fstadal cuadrado.

La legua cuadrada es = 400000000 pies cuadrados,
Booooreoconinancnnnnnnes2777777,77 esudalmcuadrados,
6evenininiiiieainann.. 482253 fanegas, o
6 finalmente............. 6944,44 aranzadas.

¢ - - e

* Consta de 256 dq_ko-oudndos.
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. h " Medidas cidicas de Espaﬁd.

Linﬂ -cabica. ,v o gl

e

1728 ¢ Tulgada ciibica.

9986024 | 1728 | Pie cabico.

i

oo | 4636 27 | Vara cibica.

veee | 373248 | 216 8 Braza ctibica.

Medidas de capacidad.

Distinguense dos clases, que son medidas de dridos é cosas secas y
medidas de Ziguidos.

Jl[cdtdas de dndos.

La unidad de estas medulas es la fanega

1a fanega de 4ridos se divide en 12 celemines 6 almudes: divide-
se asimismo en 2 medias faneg4s y en £ cuartillos. El celemin se divi-
de en 2 medios celemines y 4 cuartillos: el cuartillo en 4 ochavos y
el ochavo en 4 ochavilloss - .

El cah:z consta de 12 fancgas i

Tabla dc las medzdas de dridos.

Pulgadas chbicas.

370 .| Celemin.

SR T R 12| Fadega:

53280 | 144 12 | Cahiz




DE ARITMETICA. 383:

Medidas.de liguidos, -
Estas son de tres clases, 4 saber: 1.2 para el vino;. 2.3 ‘parala lev '
che, y 3.* para el aceite. Su division es como se V& en fa sig?iente
Tobla de las medidas de 'z‘zz;u'.izé‘s. - i
’ T

Cﬂpa. ”.;;!% ( g l

4 Cuartillo (thne mua&). ¢

i -

16 4 Atumbre (id).. . . - }.. . 0

128 32 8 Céntara 6 avroba(id.). '
R R 128 . .} .16 .} Moyo 6:n'1_odiq'.':l"\; :

La medida que sirve para la leche es el azumbre, que-es: igual’a 5
cuartillos de la medida del vino.

Las medidas del aceite estan arregladas al peso, y asi es que la me-
dida de arroba contiene una arroba de peso de aceite, y se divide en
25 libras, y la libra en 2 medias libras y en 4 cuarterones 6 panillas.

DE LAS PESAS.
Ya hemos dicho que hay tres clases de pesas; 4 saber: l 2 pesasdé

uso comun; 2.* pesas para oro y plata, y 3.2 pesas medicinales: asi so-|
lo advertiremos que la onza es una misma en todas ellas. *
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Pesas de uso comun.

100

i

' Adarme. ’

16 J Onza,

256 16 | Libra.

6400 | 400 25 | Arroba.
veeeee ] 1000 4

Quintal.

La onza se divide tambien en media y cuarta, y asimismo la libra
y la arroba. '
En’algunas partes se hace uso del arrel 6 pesa de 4 lbras.

El cahiz de yeso en crudo es de 80 arrobas y el de yeso cocido de
60 arrobas.

. La tonelgda consta de 20 quintales.

Grano.

Pesas para el oroy plata.

12 Tomin.
6 | 3 | Adsrme
72 6 2 Ochava.
576 48 16 8 Onza.
4608 | 384 128 64 8

Marco.




DE ARITMRTICA.

Pesas medieinales.

Granos.
A Caricter.
o4
12 3 ] Obolo (6 tomin).
24 6 | 2 }Escrapulo. - :
72 18 6 3 | Dracma (& ochava).
576 | 144 | 48 24 | 8. |ona.
6912°] 1728 | 576 | 288 |} 96 | - 12 - | Libra.
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Adviértase que 4 pesar de la igualacion de pesas decretada por ley
de 26 de enerode 1801, la libra medicinal permanece siendo de 12
onzas. Este es un caso escepcional de dicha ley, y asi la Pragmitica
que al principio hemos puesto, dispensa que la libra medicinal perma-
nezca la misma, 4 fin de evitar todo error que pudiera haber en las

dosis suministradas 4 los enfermos.

' Daremos 4 conoce

nedas.

“Doblon de oro de 4 8 escudos fabricado antes

e 1772 == eiiecetcecscncsnsococccnse
Noblon de 4 4 escudos mitad delde 4 § = .... .
Eldeoro mitaddel de 4 4 = ..ccveccvoeees .80

r sucesivamente las cuatro clases que hay de mo-

. DE LAS MONEDAS.

- Monedas de oro.

g

Rs. vn.

321
. 160

Escudo de Oro = «.cvvecceccesccccosccass - 40

Escudito 6 durillo antiguo = +..ccecpceces.
a5

21

ms.

6
20
10

5

8 ¢
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. Rs. vn. ms=.
Doblon de oro de 8 escudos sellado despues

def771 = .i.viniiiieiecirinciacoaes. 320 0
Doblon de 4 4 escudos mitad del de 4 8 = .... 160 »
Toblon de oro efectivo = . ....ocvenvennanns 80 »
Escudo de 0o NUEVO == «evveeceocensananns 40 »
Escudito 6 durillo nuevo = ......c.00ua. 20 »

Monedas-de plata, -
Escudo 6 peso fuerte (V. duro)_........... 20
Escudo de vellon 6 medio peso (V. medio duro) 10 »
Peseta mejicana 6 columnariai== ... oe.0onee 5 »
Media peseta mejicana = .....ieiieiiaaaans 2 17
Real mejicano 6 columnario = .....c.veeaes 1 84
Pesetaespafiola == .cccvereaioaiiiireicans 4 »
Media == ceoveenrnisenennioneannnnasoans 2 »
Realillo == . cvveveevenecnecvererenanaenes 1 »

. ‘Monedas'de cobre.

Picza de dos cRATL0S == v eveveenntennenncnns » 8
Cuartd = s.ovseacenccvsecceonrssasesonne » 4
Ochavo = .+ ecveevernecscenossscnscocnns » 92
Maravedi = .ceceitivesiosoeroscenesanies » 1

Monedas iinaginatias. ‘
" Doblon de oro que vale 5 pesos de cambi(!é 40

reales plata = ... iineeiineeene. 75 10
Doblon de cambid qite vale 4 pesos' 6 32 reales .

Plata = . .veiiiieiiiiiiiiiiitneananin 60 8
Ducado de plata que vale 11 reales plata vieja = . 20 24
Ducado de cambio que vale 11 reales y { mara- - 13

Vedi == tieiiiiencirecttiretanascanans 20 25 —

o s : 17
Peso de cambio 6 real de 4 8 que vale 8 reales

platavieja = ... i iiiiiiiiiiiiiians 15 2
Real de plata de cambio 6 peseta antigua = .., 1 30

15
vaedfdeplatavieja: DN » 1 7
Poblon de 4 pesos sencillos = oveeiaeeien oo 60 »
Peso sencillo = vuivurrinneiacninnanes 15 »
Ducado de vellon = crvvvevvevi i aesenonnns 11 »
Escudo de velon = ... .civeiviieneennnes 10 »
Ducado de 374 maravediaes p}ata = seeeeeees 20 24

- ELEMENTOS
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OBSERVACION GENEXAL.—E] codo sirve en los departamentos de
Marina para medir las arboladuras y perchas: se divide en 8 palmos,,
cada uno de los cuales es de 3 pulgadas.

Se dice codo de ribera y palmo de ridera,

La cuerda tiene 99 palmos de ribera.

La legua antigua que constaba de 15000 pies, la aboli6 Felipe II
por un real decreto en 1658.

La legua geografica compuesta de 22812 pies se llama asi por ha-
berla adoptado los pilotos y cosmégrafos espafioles del siglo VI y VII
y por haber mandado Felipe V que se arreglasen las cartas geogrifi-
cas por la escala de dicha legua.

En 1769 se mandé por una real érden que en todas las carreteras
nuevas se usase de la legua de 24000 pies.

.Conforme al Cédigo de comercio publicado en 1829 cada fanega
de tierra de Castilla no da mas que 500 estadales.

Cada cintara equivale 4 una arroba de cabida de 34 libras de agua
corriente.

La fonelada comun es el volamen que ocupan 20 quintales de
agua corriente.

El lastre equivale 4 2 toneladas comunes.

La tonelada legal que se usa en los buques que van & Aménm es
de 70,18945 pies cubicos.

El marco, que antes se dividia en 50 castellanos 6 4800 granos,
fue reformado por real decreto, de 31 de agosto de 1731.

§ 1l Medidas y Pesas no legales que estan en uso en Cas-
tilla, Valencia, Navarra, Aragon, Catalufia y Mallorca,

Aun cuando las medidas y pesas de estas provincias no obran ya

¢de modo alguno en los actos legales, no obstante como su uso no ests

todavia desarraigado del todo, nos parece no estars demis el que las
demos 4 conocer. .

MEDIDAS Y PESAS DE CASTILLA.
Medidas longitudinales.

Usase de la foesa que se divide en 2 varas: la vara en 4 palmos,
y el palmo en 12 dedos *.

' 3
* - El dedo de Castilla es T de pie.
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Tambien se hace aso del pie y se divide en 12 pulgadas; la pul-
gada en 12 lineas, y la linea en 12 puntos. .

Medidas de capacidad.

Para dridos—Fl cahiz, que se compone de 12 fanegas.

La fanega se divide en 4 cuartillas: la cuartilla en 3 celemines: el
celemin ea 4 cnartillos: el cuartillo-en 4 ochavos y el ochavo en §
ochavillos.

Medidas de liguidos.

Para el vino.—El moyo, qae es de 16 cintaras. Dividese la cén-
tara en 8 azumbres: el azumbre en 4 cuartillos: el cuartillo en 2 me-
dios , y el medio en 2 copas.

Para el aceite.—La arroba, que consta de 4 cuartillas: la cuar-
tilla de 6 # libras; la libra de 4 panillas, y la panilla de 4 onzas,

DE LAS PESAS.

El quintal 4 arrobas: la arroba 25 libras: la libra 16 onzas: la on-
£a 4 cuartos: el cuarto 4 adarmes, y el adarme 36 granos.

MEDIDAS Y PESAS DE VALENCIA.
Medidas longitudinales.

La vara es de 4 palmos. El palmo tiene 4 cuartos y el cuarto 3
dedos. ' '

Medidas de capacidad.
(]
Para dridos.—VUsase del cahiz, que consta de 12 barqaillas; la
barquilla de 4 celemines, y el celemin de § cuarterones.

Medidas de liguidos.

Para el vino—La carga 15 céntaras, y el cintaro 4 azumbres,
Para el aceite.—La carga 12 arrobas 6 cintaras: la arroba 2 me-
dias, y la media 2 cuartas.

DE LAS PESAS.

El peso de Valencia se divide en peso grueso y en peso sutil.

Peso grueso.—La carga tiene 2 4 quintales: el quintal 4 arrobas:
la arroba 36 libras: la libra 12 onzas: la onza 4 cuartos: el cuarto 4
adarmes, y el adarme 36 granos.
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Peso sutil—La carga es de 3 quintales: el quintal de 4 arrobas:

la arroba de 30 libras*: la libra de pescado frescode 16 onzas, y la
de pescado salado de 18 onzas.

.

MEDIDAS Y PESAS DE NAVARRA.
En Navarra solo discrepan las medidas del modo siguiente: la vara
es de 4 palmos. El robo es de 19 almudes. El cantaro de 16 pintes.
Por lo que respecta al peso, se' usa el de Castilla y Aragon que
daremos inmediatamente 4 conocer.

MEDIDAS Y PESAS DE ARAGON.
Medidas longitudinales.
La vara tiene 4 Palmos. y el palmo 12 ded6s 6 9 pulgadas.

Medidas de capacidad.

Para dridos. — El cahiz tiene 8 fanegas: la fanega 3 cuartales,
y el cuartal 4 celemines.

Medidas de liquidos.

Para el vino. —El nietro 6 carga, que tiene 16 cantaros. ,

Para el aceite.— La arroba de 36 libras: la libra de 16 onszas, y
la arrobeta , que se compone de 24 libras.

DE IAS PESAS.

La carga tiene 3 quintales: el quintal 4 arrobas: la arroba 36 li-
hras: la libra 12 onzas¢ la onza 4 cuartes: el cuarto 4 adarmes, y el
adarme 32 granos, La libra carnicera es de 36 .onzas.

MEDIDAS Y PESAS DE'CATALUNA.
Medidas longitudinales.
"La cana, que- tiene 8 palmos, y el palmo, que consta de 4 caartes.

JRdidas de capacidad.

: . 3 .
Para dridos. — La tonelada de 1 3 carga; la carga 2 4 cuar=

teras: la cuartera 12 cuartanes , y el cuartan 4 picotines.

Hay tambien la arroba de harina, fue consta de 32 libras.
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Medidas de liquidos.

Para el vino. —La pipa tiene 4 cargas 6 16 barrilones : la carga
4 barrilones, y el barrilon 32 mitadellas.
Para el aceile. — La carga es de 2 darrales 6 30 cuartanes: el

barral de 2 barrilones, y el cuartan de 16 cuartas.
DE LAS PESAS.

La carga tiene 3 quintales: el quintal 4 arrobas: la arroba 26 li-
bras: la libra® 12 onzas: la onza 4 cuartos: €l cuarto cuatro adarmu,
y el adarme 36 granos.

MEDIDAS Y PESAS DE MALLORCA.
Medidas longitudinales.

La cana, que tiene 2 medias & 8 palmos, y el palmo, que es de 4
cuartos.

Medidas de capacidad.

Para dridos. —La cuartera tiene 12 cuartanes 6 6 Sarcellas, y
la barcella 6 almudes.

Medidas de liquidos.

Para el vino.— La carga, que es de 4 cuartines , y el cuartin de
6 4 cortes.

Pura el aceite. --El pellejo @ odor, que tiene 12 cuartanes, y el
cuartan , que es de 9 rétolos.

DE LAS PESAS.

La carga es de 3 quintales: el quintal de 4 arrobas: la arroba de
26 libras: la libra de 12 onzas. El quintal 6 cintaro darberisco tiene
100 rétolos: la arroba barberisca 25 libras , ¥ la libra 12 onzas.

Nota. — Parécenos conveniente concluir la esposicion de las me-
didas y pesas de Espaila por la reduccion de las medidas cuadradas y .
cubicas que se hallan en las dos tablas siguientes.

La libra de carne 6 pescado fresco es de 36 onzas.
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Reduccion de lidas cuadradas.

N9  Estadales & Estadales 4 Fanegas & Fanegas 4
pies. varas. estadales. = varas.
1. 145 16. 576. 9216.
2. 288. 32. 1152, . 18432..
3. 432. 48. 1728, 27648.
4 576. 64 . 2304, 36864.
5. 720, 80, 2880, 46080,
6. 864. .96, . 34h6. . 53296.
7. . 1008, 112, 4032, . 64512,
8, 1152, 128, 4608. 73728.
9. 1296¢ 0 144.  5184. . .82944.
10. 14400 ¢ 160. - 5760, 92160.
N%  Almudes 4 Almudes 4 Aransadas 4 Aranzadas &
estadales. varas. - estadales, varas,
1. 48. 768, 400, 6400,
2. 96. ‘1836, 800, 12800,
3. 144. 2304. 1200. 19200,
4o | 192. 3v72. 1600. 25600,
5. 240, 3840, 2000, 32000,
6. 288. 4008, 2400, 38400.
7. 336. . 8376. 2800, . 44800,
8. 384. 6144 3200. 51200,
9. 432. 6912, 3600. 57600, .
10, 480, 768Q. 4000, 64000,

Reduccion de medidas cubicas.

N  Brazas 4 Varas4  Pies 6 pulgadas 4§

varas. pies. pulgadas 6 lineas.
1. 8. 27, 1728.
2. 16. 54 3456,
3. 24, . 81, - 5184,
4 32, 108. 6912.
5, 40. 135, 8640.
6. 48. 162. 10368. .
7. 56. 189. 12096.
8. 64 216. 13824,

9 720 243, 15552,
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§ II. Correspondencia del nuevo Sistema métrico francés

con las medidas , pesas y monedas legales de Espana y de

estas con aquel.

MEDIDAS LONGITUDINALES ITINERARIAS.

MIRIAMETRO. . . .

QUILOMETRO. ...

HsecroMzTRO. . .

DECAMETRO. . ..

METRO . ......

Decimerno. . ...

CENTIMETRO. ..o

MILiMETRO. o . 0 .

HECTAREA. . ...

Medida itineraria para las grandes distancias: tie-

ne de longitud diezx mil metros y equivale a......

35889,216 pies 6 4 1,7944608 leguas de 4 vein-

te mil pies.

Tiene mil metros; sirve tambien para medir gran-

des distancias y equivale 4 3588,9216 pies 6 4

1196,3072 varas,

Mednda itineraria cuyo valor esft:xen metros : equi-

vale 4 358,89216 pies 64119,63072 varas.

Es una especie de cadena que sirve para medir su-
rficies :* su valor es diez metros y "equivale &

35,889216 pies 6 4 11,963072 varas.

Unidad fundamental del sistema que toma su nom-

bre: eqmvale 4 3 pies 11 — lineas del pie de

100
rey de Francla:- equwale tambien 4 3 pies usua~
les de Francia, y*asimismo 4 3,5889216 pies 6
4 1,1963072 varas de Espaila.

Su valor es la déeima parte del metro y equivale &
0,35889216 pies 6 4,3V670592 pulgadas.

Es la centésima parte del metro y corresponde en
medidas espaiiolas 4 0,035889216 pies, 6...0.c..
0,430670592 pulgadas 6 3,168047104 lineas.

Su valor en el sistema decimal es la milésima par-
te del metro y corresponde 4 0,5168047104 lineas.

MEDIDAS AGRARIAS.

Su valor es cien 4reas 6 diez mil metros cuadra-
dos y equivale & 894,46932 estadales cuadrados
de 12 pies de lado 6 de 144 pies, 6 4 1,552898
fanegas de tierra del marco. espaiiol de 576 estada-
les cuadrados 6 24 estadales en cuadro, 6 final-

* La palabra metro que sngmﬁca medida espresa la longitud de la
diesmillonésima parte del cuadrante del meridiano terrestre. -

.
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mente 4 2,2361733 aranzadas de 400 estadales cua-
drados 6 20 estadales en cuadro.

Es un cuadrado de diez metros de lado 6 cien me-
tros cuadrados que corresponde 4 8,9446932 esta-

" dales cuadrados de 12 pics de lado, 6 4 143,1150917,

varas cuadradas.
Es la centésima parte del 4rea 6 del metro cuadra-

.do: equivale 4 0,089446932 estadales cuadrados

de 12 pies de lado, 6 4 1,431150917 varas cua-
dradas, 6 ﬁnalmente 412, 880358251 pies cua~
drados.

MEDIDAS DE CAPACIDAD PARA ARIDOS Y LIQUIDOS.

QUILOLITRO. < « . &

HgzcroLitno®. ..

DECALITRO. ... .

LITROteeecocnn

DECILITRO. . ...

DExcasTERIO. . . .

Esteri0 (stére).

: Para dridos. " Para liquidos..
Tiene la capacidad de un
metro cibico: su valor con
relacion al sisterna es mil li- ) 61,97 0197 cén}aras.
trosy equwale 4 17,990874
fanegas.
Consta de cien htros y eqm-
vale &4 1,79908974 fanegas 6,1970197 id.
Reemplaza al boissean para
la. medida del trigo y de 0,61970197 céntaras.

toda clase de granos: su va-
lor es.diez litrosy equivale | é 4’95761576 szumb.

4 2,158907688 celemines.

Tiene un decimetro cubico .
de capacidad y equivale é§ ’f%?;f)?sg% 4azumrl:
3,4542523 ochavos. ua

Es la décima parte del ln—} 0,1983046304 id.

tro y corresponde 4....
1,38470092 oehavillos. 6 0,7932185216 cop.

MEDIDAS DE SOLIDEZ.

" Se compone de diez esterios (stéres) y equivale &

462,2659594256 pies cubicos 6 417,12096146 va-
ras ctibicas.

El METRO CUBICO, que es un cubo (de la forma de
un dado de jugar) y que es la unidad de las medi-
das de solidez recibe este nombre cuando las medi-
das cubicas se aplican 4 las maderas que sirven

Reemplaza al setier.
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DECISTRRIO. . <« «

“feesesesces e

eecocssssscsan

QUILOGRAMO. . . .
HEcToGRAMO.. . .
DECAGRAMO. . ..

GRAMO: «ocovse
DECIGRAMO, . .«

CENTIGRAMOS. ..

MiLIGRAMO. . . . .

FRANCO. 4 ¢00ee

ELEMENTOS

para la combustion y construccion. Asi el esterio &
metro cibico equivale & 46,22659994256 pies ca-
bicos 6 4 1,712096146 varas cibicas *,

Es la décima parte del esterio: equivale 4.......
4,622659594:256 pies cabicos 6 4 0,1712096146
varas cubicas.

DE LAS PESAS.

Mil quilégramos es el peso del metro cibico de
agua y de la tonelada de. mar: equivale 4 21,734736
quintales.

Cien quilégramos es el qumtal métrica que corres-
ponde 4 2,1734736 quintales 6 4 8,6938944 arrobas.
Contiene mil gramos y equivale 4 2,7734736 libras.
Cien gramos : corresponde & 3,47755776 onzas.
Diez gramos: equivale 4 § 1564092416 adarmes 6 &
16,692277248 tomines, 6 por Gltimo 4.........
200,307326976 granos.

Asi se ha llamado 4 la unidad de peso del sistema
métrico, que viene 4 ser el peso de un centémetra
cabico de agua destilada en su maximo de densi-
dad : equivale 4 20,0307326976 granos.

Es la décima parte del gramo: corresponde 4. .
2,00307326976 granos.

Centésima parte del gramo: equivale 4........¢
0,200307 326976 gramos.

Milésima parte del gramo: equivale 4......< <4
0,0200307326976 granos.

DE LAS MONEDAS.

Se ha obtenido pesanda cineo granas de un riel que
contenia 9 décimas de plata pura y 1 de amalga-
ma, de donde el valor intrinseco del franco resulta
hallado en plata al titulo'de 9 décimos de fino:
corresponde 4 3 reales y 27,2 maravedises 6 & 3,8
reales **,

* El esterio viene 4 ser con poca diferencia el demi-voie antiguo, y
asi el decasterio vale cerca de cinco voies 6 cargas (Véase la Prim.
part., pag. 132, n.° 96.

El valor del franco, con arreglo 4 la Circular de 18 de Jjulio

de 1812, que solo lo regula intrinsecamente, es 3 reales y 14 marave-
dises 6 3,411765 rveales: el del decimo 11,6 ms.; y el del céntima

1,16 ms.
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DECIMO, o ..... Décima parte del franco: equivale 4 19,92 ms.
CENTIMO. .. .. .. Centésima parte del franco: equivale &4 1,292 ms.

Correspondencia de las Medidas, Pesas y Moncdas legales

de Espafia con las del Sistema métrico francés.

MEDIDAS LONGITUDINALES.

0,5572705 miridmetros.
5,572705 quilémetros.
LEGUA DE VEINTE MIL PIES. { 55,72703 hectémetros.
557,2705 decimetros.
A 5572,705 metros.
VARA. ¢ ccoceecnnsaoss 0,83590575 metros.
0,27863525 metros.
. 2,7863525 decimetros.
Pix b BomG0s. - ....... g 27,863525 centimetros.
278,63525 milimetros,
0,0232196 metros.
0,232196 decimetros.
PULGADA. ¢ ..ccvveannnne g 2,32196 centimetros.
23,2196 milimetros.
. 0,001934967 metros.
0,01934967 decimetros.
LINEA. cevevennnnannne g 0,1934967 centimetros.
' ' 1,934967 milimetros.

MEDIDAS AGRARIAS,
FANEGA DE TIERRA 0,6439573 hectéreas.
(del marco espaiiol de) 64,39573 4reas. )
576 estadales cuadrados } 6439,573 centidreas 6 metros cuadra=
6 24 estadales en cuadro). dos. :
ARANZADA DE TIERRA - \ ]
(del marco espaiiol, es §0,4471925 hectireas.
decir , de 400 estadales { 44,71925 4reas.
cuadrados ¢ 20 estadales | 4471,925 centisreas 6 metros cuadrados.
en cuadro).
ESTADAL CUADRADO
(de 12 pies de lado 6 144 {%‘::;gg}
pies cuadrados). ! . :
VARA CUADRADA........ 0,698738 centidreas 6 metros cuadrados.
PiE CUADRADO. ......... 0,0776376 centireas 6 metros cuadrados.
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MEBIDAS DE €APACIDAD PARA LOS LIQUIDOS.

0,01613679 quilélitros.
0,1613679 hectdlitros.
CANTARA 6 ARROBA...... 1,613679 decalitros.
16,13679 litros.
161,3679 decilitros.
0,20170986 decalitros.
) 2,0170986 litros.
CUARTILLO. «ccovseseess  0,5042747 litros.

AZUMBRE. s ceevccoancnsns

MEDIDAS DE CAPACIDAD PARA ARIDOS.

0,0555837 quilélitros..
0,555837 hectélitros.
FAREGA DE GRANO... co e« 5,55837 decalitros.
. 55,5837 litros.
555,837 decilitros.
) . 0,463197 decalitros.
CELEMIN. .c.ocevnsaces { 4,63197 litros,
46,3197 decilitros..
CUARTILLO. s cvnescsesae 1,0579925 litros,

MEDIDAS PE SOLIDEZ.

0,0584079347 decasterios.
VARA CUBICA: v e ¢ esocasn { 0,584079347 esterios 6 metros ciibicos.
5,84079347 decisterios.

, 0,02163257 esterios 6 metros cubicos.
PIE CUBIEO: ¢ cvocvestoss { 0,2163257 decisterios.

DB LAS PESAS.

S 0,0 460093 mil quilégramos 6 toneladas
de mar.
clen qunlbgramos 6 quinta-
QuuvaL. 0"‘60093 les métricos.
seserIETIRttY 46,0093 qullégramos.
460,093 hectégramos.
4600,93 decigramos.
46009,3 gramos.
0, “502325 cien quilégramos 6 quinta=
les métricos.
11,502325 qullégcamos.
115,02325 hectégramos,
1150,2325 decsgramos.
11502,325 gramos.

ARBOBA. « covesenncnns
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0,46009301 quilégramos.
4,6009301 hectégramos.
LIBRA: cccvecersasccns 46,009301 decigramos.
460,09301 gramos.
ONZAi v csceenccaccanss 28,755813 gramos.
1,797238 gramos.
17,97233 decigramos.
ADABME. « ocvveanccons { 179,7238 centigramos.
1797,238. miligramos.
0,5990793 gramos.
. Y 5,990793 decigramos.
TOMIN. « ¢ eovooscanses g 59,90793 contigramos.
599,0793 miligramos.
0,0499233 gramos.
0,499233 decigramos.
4,99233 centigramos.
49,9233 miligramos.

GRANO. « o ¢ ctocovonans

DE LAS MONEDAS,

2,93103 décimos. } 4 la Circular de 18
29,3103 céntimos. ) de julio de 1812.
0,2631579 francos. luad S
2,631579 décimos. V‘a uado l°°“ ’"’l‘
26,31579 céntimos. glo al valor actual.

0,293'103 francos. - } valuado con arreglo

REAL. cececocccocannas

Tal es, pues, la relacion que entre si tienen las medidas, pesas y
monedas del sistema decimal métrico francés y las legales de Espaiia.
Deberemos decir en obsequio de la verdad que los resultados que ante-
ceden, los mas exactos sin disputa alguna hasta el dia conocidos, los
hemos tomado de la Esplicacion del sistema decimal 6 méirico fran-
¢és de D. José Mariano Vallejo, librito cuya lectura no podemos me+
nos de aconsejar 4 todos aquellos que por su posicion deban conocer
exactamente las medidas , pesas y monedas francesas y el modo de re-
ducir 4 ellas las espailolas, y viceversa.

Nota. =~ En la tabla comparativa que antecede no hemos hablado
en cuanto 4 las monedas mas que del franco y sus:'submiltiples, por
cuya razon vamos 4 presentar ahora la reduccion de algunas: otras
monedas que estan en uso y que son miltiplos del franco. . .
MONEDAS DE. FRANCIA,

ORO. - .. . . Rs. vn. ms.

Doble Luis de 48 lib. tornesas 6 47 fr., 20 cs=. 179 12
Luis de 24 lib. tornesas 6 23 fr., 55 8. = «vcv.. 89 17
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ORO. Rs. vn. ms.

Pierade 40 fr. = vevvvrnnereecnncereanesees 152 12

Piezade 20 fr. = ..vvevnieectcrncanssaanens 76 »
PLATA.
Pieza de 5 fr. (V. napoleon) = . . cocouvvvrainnn 19 »
Piczade 2 fr. = ¢ .evvieescocecenccocnsannnne 7 20
Piezade 1 fr. = .+ civeveennenscassconccncans 3 27
Piezade $ fr. 6 50 cs. = .. ceiiveenneencnnans 1 30
Piezade $ fr. 6 25 ¢c8. = .+ cvivvvoercncenesens » 32
Escudo de 6 lib. tornesas 6 5 fr., 80 c8. = ...... 2 »
Escudo de 3 lib. tornesas 6 2 fr., 75 e = ...... 10 15
Pieza de 30 sucldos 6 1 fr. ,'50 ¢8. = +.v0evnnns 5 23
Pieza de 15 5u€eldos 6 75 8. == cevveercvvenncnn 2 28
COBRE.
Piezade 2sueldos 6 10 cs..ecvvvvvnccnnoccanns » 13
Piezade 1 sueldo 6 5 c8.cevviericenaarocsones » 6

§ IV. Correspondencia de las Medidas , Pesas y Monedas
estranjeras con las legales de Espaia.

MEDIDAS, PESAS Y MONEDAS DE INGLATERRA.
Medidas Iongitudinales.

Las medidas longitudinales inglesas tienen asimismo por base el
pie llamado foot, que se divide en 12 pulgadas 6 inchs, y la pulgada
en 12 lineas : he aqui la tabla comparativa.

IngIaterra : Esparia.

Pie. . .....:.e...equivale....o. ... 1,0939 pies.
Codo (cudit)-de-1 4 pic. . . . . cereeene.. 1,64085 id.
Yard 3ples). o oveveevnnnnanneaa.. 3,2817 id
Yard, .....o0000nnen et esee e . 1,0939 varas.
Paso (5 pies). « e ovvevnennnn eeeeea. 54695 pies.
Fathom (estado) de 6 pxes. eeeease.. 6,5634 id.
Pole (pértiga) de 11 codos. . .. .. ...... 18,0493 id,

L ceeeneasaees. 1,5041 estadales.
Ell 6 vara de 45 pulgadas. . .......... 1,3674 varas.
Furlong, 6 estadio, 660 pies. ........ . 721,974 pies.

Milla de 8 estadiose « oo ccocceveveeae. 21,1552 millas.
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La ana que se emplea para los tejidos ordinarios (the english ell)
equivale 4 1,3674 varas espaiiolas. La que sirve para los lienzos su~
perfinos (the flemmish ell) equivale & 0,82042 de la vara espafiola.
La milla equivale 4 0,28885 de la legua espaiiola.

Medidas agrarias.

Rood 6 40 estadales ingleses cuadrados equivalen 90,48 estad. cuadr.
Acre (legal) 6 4 roods, « « .o ..ottt 361,92 estad. cuadr,

Nora. — No siempre es el acre de la misma estension , porque‘ el
estadal inglés varia de 16 4 4 28 pies ingleses.

Medidas de capacidad.
Para liqﬁidoa.

Gallon — 2 pintas _ equivale 1,8767. azumbres.
Barrel — 31 4 gallons. . .. .......... 7,3893 cintaras.
But 6 pipa—2 Rosgshead — 4 barrels. 29,5571 id. -
Tun — 2 pipas— 3 punchion. .. ...... 59,1142 id.
_Gallon de aceite, 7 4 libras. . .....0.. 7,3917 libras.
Tun para el aceite— 236 gallonu eeos 79,7774 arrobas.
Gallon de cervera. v.....vveeeeeoe- 2,291 azumbres.

Para 4ridos.

Gallon — 236 pulg. cib. —2 pottcs - 8

pintts , equivale -0,7953 celemines.
Bushel — 4 pecks —gallons. . , . .. .. 6,3623 id.
Quarter—2 combs—4 strikes—8 bushels 4,2416 fanegas.
Last — 2 wey — 10 quarters. . ... ... . 3,5346 cahices.

Bushel de harina blanca*............ 55,19 libras.

La equivalenciavdel'ga’llon de cerveza en cuartillos es 9,1626 cuar-
tillos. Tl de vino y -otros hquldos equivale 4 7,50589 cuartillos.
El fenn , medida-que sirve para el carbon de pledra ) se d1v1de
en 2 keels, 6 16 -chaldrons. - -
El chaldron consta de- 40278 pu!gadas ctbicas, unas 9 fanegas de
Espaiia.
DE LAS PESAS.

En Inglaterra se dnsunguen tres clases de pesas, A uber » pesas

* Pesa 56 libras.
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para 0ro, plata, piedras preciosas, pan y.granos, pesas medicinales y
pesas para el comercio.

PESAS PARA ORO, PLATA, PIEDRAS PRECIOSAS, PAN Y GRANOS.

La base de ellas es el troy, pesa de 12 onzas. Hay ademis el gra-
no, que equivale 4 1,29778 granos espailoles, y la onza, que se com=
pone de 20 penny-weight 6 480 granos, y que es igual 4 1,081/,84
onsas de Espaila.

El troy equivale 4 1,0811114 libras espaifiolas.

Pesas medicinales.

La onza que se compone de 8 dracmas 6 24 escriipulos 6 480 gra-
nos, equivale 4 1,081484 onzas espafiolas, y la libra que consta de
12 onzas, es igual 4 1,081484 libras medicinales de Espaiia.

Pesas para el comercio.

Tienen por base al avoirdupois, libra de 16 onzas.

El pound 6 libra de 16 onzas 6 256 dracmas equivale 4 0,985557
libras espaiiolas; el kundred 6 quintal de 112 libras es igual £
110,3824 libras espafiolas, y finalmente el tun de 20 hundred cor-
responde 4 22,0765 quintales de Espaiia.

DE LAS MONEDAS.

Las hay de oro, plata y cobre. He aqui el resultado de la com-
paracion de las llamadas efectivas con las espafiolas de plata y cobre.

Monedas efedwas.

Guiney (guinea) de 21 chelines, . . 103 10,152

De'oro. .- -+ ) Moneda de 7 chelines. . . Penen- 34 14,717

' Crown (corona) de 5 chelines. . . . 22 15,893
De plata. - -+ 3 Shiing (chelin). - - +vvnv. 4 16,776
: LPenny (penique)s . . v oot » 12,731
De cobre. . . . {Farthx’ng................. » 3,182

La libra esterlina es una moneda imaginaria compuesta de 20
chelines y que corresponde &4 98 reales y 12,9 maravedises 6 4 89 rea-
les y 29,52 maravedises, segun que el cotejo se hace con monedas de
aro 6 de plata.
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MEDIDAS , PESAS Y MONEDAS DE PORTUGAL,
Medidas longitudinales itinerarias.

Portugal. Espaiia.
Craveiro 6 palmo de 8 pulgadas equivale 9,53855 pulgadas,
Gévado 6 codo de 3 craveiros. . o oo oovov.e  2,38464 pies.
Vara de 5 Craveiros. « e e e e oo v cacvcacce s 1,3248 varas.
Braza de 2 varas. « cccoccccencacesaas 26496 id.
Legua. eicevnsassanancsnessascnsss 1,1111 leguas.

Medidas de capacidad para liguidos y dridos.
Pote de 6 cacadas 624 cuartillos equivale . 4,3132 azumbres.
Almude de 2 potes. « «ccooeecsesosees 1,0783 céntaras.
Alqueira. «v.ooeevecoecsecceaioeess 3,033 celemines,
Fanega de 4 alqueiras........... eeeee. 1,011 fanegas:

El tonel se compone deé botas 6 50 almudes 6 100 potes. El
moyo es de 15 fanegas. .
. ' ' " DE LAS PESAS.

Grano. . siueneeurivaeeesaesaaans. 09976895 granos.
Libra — 2 marcos — 16 onzas — 128 ocha-

vas— 9216 granos.’. ... icoresesse  0,9976895 libras.
Rétolo— 12 libras, . c o e oeeevvecvneae. 11,97227 id.
Arroba—32libras. « «.*cevoiteeasasee  1,27704 arrobas.

El quintai consta de § arrobas. l

CORRESPONDENCIA DE LAS MONEDAS PORTUGUESAS EN RS, VN, Y MS,
ESPANOLES. .

. Monedas. efediqés. )

De oro» . . " Rs. vn.  ms.

- Dobraon de cruz — 24000 reis. .« « .o 0. 662 28,552
Moneda de retrato de 12800 reis. « . . . .o o 353 17,494
© Lisbonia — 6490 TeiS. 1 vt v e vy ate s ans 176 25,747
Cruzado nueyo — 480 Teis. . v oo v v oo v eosn 33 4,825
Cruzado vieja o c e oo v cteungecassannse 11 1,505

26
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De plata. Rs. vn. ms.
Cruzado nuevo — 400 reis, . « e e o0 e eovens 10 30,628
Teston — 100 reis. . coovvvoeevoasenon 2 9,214
, Pintem — 20 Teis. « orvernenneenennns 0 15,442

La relacion media resultante de }a comparacion de nuestro doblon I
de cambio de oro y plala con el de- Portuga) de amhos metales es
2436,86 reis. - - -

MEDIDAS , PESAS Y MONEDAS DK - DINAMARCA. -
Mediday Iong:'tudt)rb!es. ’

E) pie de Dinamarca eqmva]e 41,1268956 pia de Fspaﬁa Laana
(alen) es lgual E 2,25279 ples espaﬁoles ......
‘El faon equivale 4 6,75837 ples apanoles.« R

Mdldas avranas.

El album , que cormponde F 40 faons cuadradm y i '19,687 es= .
tadales cuadrados de Espaiia, y el fonder de 96 albums, que equi-
vale 4 1217,952 estadales cuadrados 6 & 2,1145 fanegas de tierra.

‘

‘Medidas de - oapaudad para vhqmdoa y drndoa. .

El pott equivale 4 $,91585 cua-rnllos eﬁpanola. :

El-tonder -para cerveza equivale -4 8,14238 ambas. :

El fierdingkar para granos equivale 4 0,9386-del delemin espailol.
El fonder para granos corresponde 4 2,5\029 fanegas.

| DE LAS PESAS.
El pund (hbra) equxvale F 1,02549' hbras espanolas.
El schippund equivale & 3,2816 quintales. -
El last (lastre) equivale & 53,326 quintales,
Monedas efectivas.

Rs vn. ms.

. Reichsthaler: v oo oov v oo v'oua 20 31,25
De plata. . { Marco Iubds. v vvovvvelds'veeass 6 33,5
o ' Marco -dinamarqués, « . vvveeveii v 3 16,75
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MEDIDAS, PESAS Y MONEDAS DE SUECIA.

El pie equivale 4 1,0664 pies espaiioles.
La libra equivale 4 0,92425 de la libra espafiola.

Monedas efectivas.

Rs. vn. ms.

Speciesdaler — 48 chelines. .. 21 9,75

D"”’“’“‘“'{Pimdemms........-... 2 195

MEDIDAS y PESAS Y MONEDAS DE RUSIA.

El pie equivale 4 1,27 pies espafioles.
La libra equivale & 0,89138 de la libra nuestra.

Monedas efectivas.

Rs. vn,  ms.

D Imperial de 10 rublos. ..... 163 33,804
€ Or0:: <« 3 Pucado de 2 4 rublos. ..... 36 30,556

Rubdlo de 100 kopecks. . . . ... 14 30,856
De plata. - . - § Piczade 20 kopecks.« ... ... 2 23371
MEDIDAS, PESAS Y MONEDAS DE ROMA,
Medidas longitudinales.
Roma. Espaiia.
Palmo de los arquitectos — 12 onzas. . . 0,8018 pies.
Pie. . ooovvnnnnn cetieenesaaaes 1,069 id.
Cana de los arquitectos— 10 palmos. .. - 8,018 id.
Palmode ara. o -« occvvocnvonns oo 0,4488 id.

Medidas de tapacidad para liquides y dridos.

Bocale. .« oo oovi vatnnenaesenses 281 cuartillos.
Barile. . « v ovoveeecineassnns .o 2,81 cantaras.
Staro. e 6o et e s e e 0 ee s ge e s e 4,8075ce|emines.
Cuarta. . .....veovevueeceeseses 1,2019 fanegas

e
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PESAS:

La libra consta de 12 onzas y cormponde 4 0,7372 de la libra
espailiola.

'CORRESPONDEXCIA DE LAS MOKEDAS EFECTIVAS DE ROMA EN RS. Y MS,
VN. DE ESPANA.

De oro. Rs, vn.  -ms.
Doppia — 313 Bayocose. v e vesuneeeres 67 6,152
Sechino — 107 bayocos. « « v v e e v 22 24,673
De plata.
Scudo 6 plastra—100 bayocos. ... .o.u.... 19 26,326
Testono 6 carlino— 30 bayocos. . . oo . ... . 5 31,696
Papeto — 20 bayocos.. « cceoveccsccscancans 3 32,465
Paolo 6 julio— 10 bayocos..eeeeeeeeenncens 1 33,232
Grosso— 5 bayocos. coeeeeteieiiininienante 0 33,616

El Scudo di oro stampato, moneda imaginaria, viene 4 ser 30 rea-
les préximamente.

1

' MEDIDAS, PESAS Y MONEDAS DE HOLANDA.
Medidas longitudinales.

Holanda. Espaiia.
Pie de Amsterdam.....sc0c00vocs.o. 1,01588 pies.
Id. del Rin 6 de Leiden......cco0o0eee 1,11887 id.

‘ o 13,426 pies.
Roeden 6 estadal del Rin. ovceevennons {1.“39 estadales.

' Medidas agrarias.

Arpent del Rin— 120 roedens cuadrados. 150,228 estadal. cuadr.
. ( 751,14 id.
Morgent del Rin — 5 arpenls.{ cereenas { . 1’302 f,anggas.

Medidas de capacidad para lquidos y dridos.

Mngle. «oveuneneeanenssanannnascnns 2,395 cuartillos.
Stekan = 16 mingles....eevsiverssesss  1,1975 céntaras.
Anker — stekans, . «veveeetecscacccsan 2,395 id.
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Pipa 6 bota de aceite — 20 stekans..... 30,7745 arrobas.
Scheppel. ccoevviiiiiiiiiieteaaseness 53,8284 celemines.
Sack =2 scheppelsie.vcveveieeeeeeens  1,4571 fanegas.

DE LAS PESAS.

La libra de marco equivale 4 1,069547 libras espafiolas.

La libra de Amberes que sirve para la seda, cochinilla y otras mer-
cancias superiores viene 4 ser 0,9525 de la libra de marco.

El schippond equivale 4 299 # libras espailolas.

El lastre consta de 4000 libras de Holanda, que corresponden & 42
quintales, 3 arrobas y 3,188 libras de Espaiia.

CORRESPONDENCIA DE LAS MONEDAS EFECTIVAS DE HOLANDA EN BS. Y
MS. VN. DE ESPANA.

.

Monedas de oro.

Rs. vn. ms.

Ruider — 14 florines...c.cec0ovveeeees 123 22,541
Ducado — 5 florines y 5 sueldos....... 46 28,652

De plata,
Ducaton — 3 florines y 3 sueldos.o.v... 24 29,33
Rixdal — 2 florines y 10 sueldos....., 19 . 24,9
Florin — 40 dingros de gruesos e seeoe.. 7 30,36

Escalin — 6 3ueldos. c ceeveernncannne 2 12,508
" El ducado de cambio espaiiol equivale 4 105,21 dineros de gruesa
MEDIDAS , PESAS Y m«ou}snA‘s DE ALEMANIA,
Medidas }ong;'ludchaks._

Alemania. Espaiia.
Pie de Viena — 12 pulg. — 144 lin..., 1,13466 pies.
Kiafter de Viena. coeeevececoecssenene 6,80796 id.
Id. de Bohemia «vcvvvevavennannnn 6,38360 id.
Id. de Silesia coovvvevocennconccss 6,23269 id.
Id. de Moraviaiee.cooeeseceoacses 7,19601 id.

Eiln (ana) de Viena para tejidos. ... v... © 2,825 id.
ld-ﬂeBohemia........--.......... 2,161id0
ld.de-Silesla....,......~s,......... 2,105id0
Id. de Moravia. seceeececevenncaanne 2,877 id.
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' Alemania. EBspaia.
Elin del Austria superior.....oceeceoss 2,910 id.
Id. del Tirol o veeeeeeeenneeeceaccnns 2,944 id.

Medidas de¢ capacidad para Uguidos.

Maas de Viena...reovvveceoonccncses 2,807430‘!&“5]]0‘-
Pinta de Bohemia . ccccoeecocapocenes 3,79010 id.
Cuart de Silesiaceceovessocccacacesns 1,39251 id.
Maas de Moravid e ccceeecsecnccncane 2,12246 id.
Jd. del Tirol cccovvvecnceraranenns 1,60869 id.

Medidas de capacidad para. dridos.

Metzen de Viena...oeeevecevccccaces 1,107 fanegas.
Strich de Bohemia. ceeeoeerercecennnss 1,6848 id.
Scheffel de Silesiacceeevereeocesconans 1,3748 id.
Metzen de Moravide ceovevcovsoniocas 1,2711 id.
Hornstarr del Tirol c.c.oveeeneneanes 0,5504 id.

DE LAS 'PESAS.

Librade Viena.ec.vocevecerecnceanes 1,2204 libras.
Centner 6 quintal de Viena............ 122,0425 id.
Cien libras de Bohemia. . ¢ .0v0cvaeees... 112,09237 id.

Id. id. de Silesia................. 11546929 id.

Id. id. de Moravia..vceceeeeaecs..o 122,03274 id.

Id. id. del Tirol...... ccveeeveees 134,51036 id.

CORRESPONDENCIA, DE LAS MONEDAS EFECTIVAS DE ALEMANIA EN
RS. Y MS, VN. DE ESPANA.

De oro,

Rs. vn.  ms.

Soberano.—13 $ florines . vvvvvvennnne. 143 14,76 -
Ducado imperial— 4 % florines........ 48 13,906

B Dcplalﬁ. ..
Reichsthaler,—2 flovines. ... vvverveon 48 27,132
Florin.— 60 kreutzers ..o.roonvansess 9 13,566
Zehner. — A0 kreutzers.s..vssevseees ... 1 19,261
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CORBESPONDENCIA DE LAS PEBSAS DE VARIOS PUEBLOS EN GRANOS DE

EsPANAcoccanse
AMSTERDAM. . ...
BERGAMO. « ¢ o6«
BERLIN cenvecons
BERNA. c.o0ena
BONN. s cevennns
BRESCIA. ¢« e s 000
BRUSELAS. e 000
COLONIA .c0vesn
CONSTANTINOPLA .

COPENHAGUE + ...
DANTZITK ¢00u s
DRESDE. v ecvvns
ESTOCOLMO +.. .0
FLORENCIA .....
FREIBERG ¢ 0 c0 0
GENOVA: co0eeee
HAMBURGO .. ...

LIBJA tivvenenn
LISBOA: ¢ e vvvaan
LIVORNO ¢ . 0veee
LONDRES ¢ v a0 ese

LuCAcieviaeanas
MALTA ceeevans
MANHEIM o.v0.
MILAN. ¢ co 0o neis
MONICH. ¢ o ¢ 0 a e
NAPOLES ¢ cv0v e
PADUA tivnvnnn
PISTOYA. v0a0sen
RATISBONA . ...
ROMA icvvnncie
SCENNE ¢ 0veaess
STUTGARD «e0a.e
TREVISO ¢o0cene
TURIN: ceveness
VARSOVIA «0vvse

VENBOIA «.¢lp o} i -

VIENA eoeeonns

ESPANA.

GRANOS
Marco— 8 ONZAS e cveveecncnnns
Marco — 8 onzas — 5120 as....
Libra — 12 onzas — 9216 granos.
Marco — 16 loths.......ccvve.

Marcq — 16 loths — 3808 granos.. .

Marco — 16, ]Q'»h&«qe\-'-"-.'.-'
Libra — 12 onzas — 9216 granos.
Marco — 8 onzas — 5120 as....
Marco — 16 loths...eceeeeans
Chelsi — 100 dracmas — 6400 gra-

. NOS sececansnsacssascsse
Marco — 16 loths — 512 hellers.
Marco — 16 loths....ecevvenns
Marco — 16 loths. cecvecvannen
Marco — 16 loths.eeeceveenee
Libra — 12 onzas — 6912 granos.

Marco — 16 loths, DR R RN W

Libra — 12 onzas — 6912 granos..’
Marco — 12 loths — 65536 richtp-
fonungs theile...........
Marco — 8 onzas — 5120 as....
Marco — 8 onzas — 4608 granos, -
Marco — 12 anzas — 6942 granos. .
Libra troy — 12 onzas — 5760
Gramo08,sccevueecensoanns
Marco — 12 onzas — 6912 granos.
Marce — 12 onzas — 6912 granos.
Marco — 16 loths....ccovenne

Libea, — 12 anzas — 6912 granos.
Marco — 16 loths e eseeenonene

Libra — 12 onzas — 7200 aunas.

Libra — 12 pnzas — 9216 granos.

Libra — 12 onzas — 6912 granos.

Marco — 128 coronas ., coceein o .’

Libra. — 12 onzas —. 6912 granos,..
Libra — 12 onzas — 6912 granos,
Marco —andbadoths . . eoevvnennne
Libra — 12 onzas — 9216 granos.
Marco — .8 6nzas — 4608 granos.
Libra.o.ocvaen..,

“ s e o0 0 e

Libra 143 onz3s —4,9%4 6. grangs:. -
Marco — 16 Joths — 256, pknnipg./..

DE ESPANA,
4608
4925

6516,6
4690

4945
4680
6389
4925

4684,5

. 6388
4722

4676,5

4676,5

8511,5

6800,5

Li146F5

. 6351,6

4681
4928
4594

6890,5

7470
6766
6342
4684

{4708

4685

6425

6220

6235

8605

6358

6347,5
4684,25
6377
4926,25
8132,5

. $783,6
5620,
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MONEDAS EFECTIVAS QUE SE USAN EN LOS PRINCIPALES PUNTOS DE EUROPA.

ABGEL.

- Monedas de ore.

Rs. wn.

mrs.

Zequin . vveeeneneenaneaaeaan. 38
Mahabu-.....'.,..-.-.......'-.... 25

De plata.

Pialtl‘a.......................'. i1
Denimbucho (media peseta). . .. ... ... 1

SICILIA.
- Monedas de oro,

Doble ODZA. <« et ceeveceancaceees 102
7 51

De plata.

F.scudodeﬂtarines............... 18
1d. dtharma............... 9

-GENOVA.

Monedat de oro.

Pieza de 96 Iare cececeseretsasnas 3-10- 
Id det12lire.. . .oveveeeoenaons 38

-De plata.

Piezade 8lire. e veeoevnenecnnea 24 -

1d. delhra..........'.-.:......‘ -1

FINR S L.,

il

26,847

10,111

20,371
8,333

1,283

23
11

No hay mas moneda de oro que’dl dncado de 2 thalers y 66 grosos,

qke equivale'd 46 r5. y'6,430'ms, © .. ...
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Monedas de plata.

Rs. vn. ms.

Albertosenc:llodei-&thalers cevess - 28 - 15,398
Schware de 12 grosos....».......-..-.-~~~2----13,044

' MILAN.

El escudo de plata, cuyo valor es 16 rs. y 20,435 ms. y la lira
de id., que equivale & 4 rs. y 5,108 ms.

_ TOSCANA.
_ Monedas de oro.

134 1

Unseqmn...................'....' 44 22

Dc plata.

Escudo 10 pauls. c c ccoccereacconns 20 23
Medio escudo. « e e c c oo o iiocsvocsis .
Plezadelhbra.............a.... 3 4

PIAMONTE.

Moncdas de oro.

Carlin NUEVO. s + v c5ecceovaenaras 533 7 -

Doppio 6 pistola nueva.« . ccovece.n 87 22

Medio doppio. « «coc e oo rcaaacns 43 - 28
Deplata.

Escudonuevode&bbras. ceeceeeenn 26 7

Medio id. de 3 nl............. 13 3
CERDENA.

- Monedas de oro.

Girline oo oveve®uoeoacsaonensnss 184 30

Medioid, oo eevoveenrnoestcsatane 92 15
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Moncdas de plata.

Escudo.

Monedas de oro.

La tinica que hay es la pieza de 2 ducados.

BLEMERTOS

NAPOLES.

De plata.

s e 00 evessess s g0 0000

Medioid, ccccveveevensses

Escudode 12 carlini. . o . e c0evee 0

Ducado de 10 carlini. . .

Carlino 6 10 granos. .. ..

L N I I

BELGICA.

Monedas de oro.

Doble soberano, .....
Soberano. « ¢4 ec e e 00

Leonde oro. « « o oo

Corona. oo covvees

Teon de plata. ... ...

Florin.o .. .o qveevenn
Medio florin. . . . ... ...
Escalin. . .. ..o viaeve
Plaqueta 6 medio escalin,

ce e o9

e e e o0 0

- De plata.

e

M A AN N

certeq e

LR I R R N A A Y

R N Y

e s e e e 0 0 0 0 0

Qs e o

. AUSTRIA,

e .

Monedas de ora.

Cuédruplo ducado.. s vevvvevuienaan

Doble ducado.......
Soberano. . ... .

Ducado de Hungria. ...

Dacado del Imperio. . . ..

e e e e
N N I

Rs. on.

ms.

34

19

12
23

21,074

14,947
16,789
21,043

20
10
21
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Monedas de plata.

41

Florin (medio rixdal). . .v..........
Medio florin. ¢« .. cveteecrcernnns
Ganzckopf 6 vinot creutzerse. « o« « <.« « .+«
Halbckopf 6 dix creutzerse oo o oo oo -

SAJONIA.
Monedas de plata.

Thaler 6 rizdaler 6 escudo. « « « o oo« o <«
Florin 6 medio escudo — 16 grosos. . . . .

VENECIA.
Monedas de oro.
Orsella — 8B lire.. « v v eaoovonosnes
Ducato — 14 lire. c e v oo vveenenens
Doppia — 10 lire. c o e e oo 0o avoeees
Zechino — 22 lires v e s oo o000 vaocne
De plata.
Scudo della croce — 12 lire y 8 soldi, . .
Giustina 6 ducatone — 11 lire.. .. ....
Tallaro — 12 lire. « o o e c oo e s ave oo
Ducato — 8 lire. caee e oo veveees
Orsella — 3 lire y 18 soldiv . o « o o . . .
PRUSIA,

Monedas de oro.

Federico sencillo — 5 escudos. . ......
Federico doble — 10 escudos. « . v o« s

De plata.

Escudo de 24 gros. o« v cvecveaaanns
Piezade 2 gros. c v v cvvevecoronns

Rs. vn. . ms.
19 8
9 21
I'4 27
3 5
1 19
19 11,094
9 22,547
186 4,996
29 20,876
21 5,197
46 18,234
23 31,525
21 7,676
19 10,069
15 14,855
7 17,866
81 . 31,482
163 28,964
13 20,851
1 4,570
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TURQUIA.
Monedas de oro.

' Zequin funldulf —7 piastras — 280 paras. 36
Id. de S piastras.. « o« o vvveeeeans 25

De plata.
.Ju.eparade2i~piastras............ 12
Piastrade 40 paras. . « c o vvvcocnonns 4

HAMBURGO,

Monedas de oro.

Ducado doble — 15 marc. y 8 sueldos. . 92
Id. sencillo — 7 mare, y 12 sueldos. . . 46

De plata.

Escudo de 3 marc. y 12 sueldos. . ... .. 11
Marco — 16 sueldos. . . o v cavvevnnn 5

ESTADOS UNIDOS DE AMERICA.
Monedas de plata.

Dolar....'..‘.................. 20
Libra esterlina de la Carolina meridional y

dela Georgia. ... .°...v0eeuron. 88.
Id. id. de Neuhamshire, Massacbusets, Ro-

de Islande, Conneticut y Virginia.". .. 70
4. id. de Pensilvania, New-Jersey, De-

laware y Maryland. . ............ 54
1d. id. de New-York y Carolina setentrio-

1T 50

BAVIERA.
Monedas de oro.

Ceeeeieee.. 138 .
© % e 0 e s g0 e 6-‘

Doble Maximiliano. .. ..
Maximiliano.. .. ...,

11,29
32,35

11,9
31,96

12,86
6,43

8,5
18,464

16,25

3,75
14
27,58
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vR.c.vn. ‘ms.
Carolin. . . ccvvcvacesncannacas o 97 4
Medio Caroli <o voveiveneannene. 48 19
Ducado. - coceveeorensocrcnaonns 43 26
Depiata.
Escudo de Convencion. . « « « s e co0ee.o 19 8
Florin (medio escudo). - co -« e cevu.e 9 21 .
Piezade 2% creutzers. « c o oo e o voaeecnn 3 2

LUBECK,

El ducado de oro de 7 marcos y 12 escalines equivale & 46 reales
¥ 2,42 ms.

Monedas de plata.
Escudo de 3 marcos y 12 escalines. . . . . 21 1 5.398
Id.de 3marcos. - e« c co o v eeseva 16 22,334
Marco — 16 escalines. . . ¢« v v o v, oo 8 18,778
SUIZA.

Monedas de plata.

Escudo de Basilea — 3 datzen. ... . 16 i1

Florin de id. — 15 batzen. . . . ... ... . 8 5,5
Franco de Berna — 10 batzen. . ... .o 5 20
Escudo de Zuric — 2 florines. . ... ... 17 19,5
Florinde id. — 4 chelines. - « « v v v v v 8 26,75 -

ASIA E INDIAS DEL ORIENTE. -

Monedas de piaia.

Ragona 6 tigogin — 60 maas del Japon. 58 30,8
Nansiogin — 7 4 maas deid. .. ...... 8
Kodama — id. o vvieeeneeannns 6 1475
Larin de Arabia. . « cvcoeveivene s 3 20,5
Rupia de Arcate. « « v e ot vt e eenannn 8 33
1d. de Bombay, Madras y Persna. e 9 2,75
I1d. de Pondichery. . e eeeaens 9 5,25
ld.deI-Iaidernac................. 8 24,25
Id. de Bengala......... ceecsecen 9 15,25
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Habiendo hablado el autor sobre el cambio, descuento y reghs con-
Junta, nos parece serd de alguna utilidad la siguiente tabla que
indica la moneda que cada nacion ha elejido para que sirva de
unidad en el giro con las demds naciones.

Espaila gira por reales de vellon.

Portugal por reis.

Francia por francos.

Inglaterra por libras esterlinas. -

Suiza por ducados 6 escudes.

Milan por escudos.

Venecia por ducados 6 libras.

Parma (ducado) por ducados.

Napoles por ducados de 5 tarines 6 10 carlines.

Sicilia por onzas de 30 tarines,

Roma por escudos romanos.

Toscana por libras.

Piamonte por escudos.

Génova por escudos.

Cerdeila por escudos.

Bélgica por florines.

Holanda por flerines 6 l\bras de gros.

Austria por florines de 30 creutzers.

Baviera por florines del imperio.

Sajonia (alta) por reischstalers de 24 gates-groschens & 12 pfen-
nings.

%d (baja) por reischstalers de 36 manen—-groschens 4 8 pfennigs.

Prusia por reischstalers 6 por libras de bance de 30 bons—gros.

Hamburgo por marcos lubs de 16 chilines 4 .12 pfennings 6 por
reischstalers-species.

Dinamarca por rigsdalers cornenus de 6 marcos 4 16 ahllmgs.

Suecia por rixdales species de 48 chilimes.

Rusia por rublos de 10 griwnas 6 100 kopecks,

Turquia por pesos de 40 paras.

Estados Unidos por dollares de 100 cents y por libras, sueldos y
dineros esterlines. N

FIN DE LA COLECCION DE PESAS, MEDIDAS Y MONERAS,
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