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ADVERTENCIA.

Esta edicion de nuestro tratado de dlgebra elemental sale
mcjorada en varios puntos respecto de la anterior, como lo
éonoceran las personas inteligentes que comparen ambas
-ediciones. ‘

" De mas estara el decir que este y los otros tratados de
matematicas elementales que hemos publicado, estén sefia-
lados en primera linea como obras de testo, y que son los
{inicos de esta ciencia conformes al programa oficial vigente.
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LIBRO PRIMERO: .. ™.

CALCULO ALGEBRICO. s
—SPOIE—

CAPITULO 1.

’ Nociones preliminares._

La resolucion de tode problema numérico tiene dos
partee principales: la 1. consiste en hallar las relaciones
que ligan a los datos y 4 las incognitas, y la 2.° en deducir
de estas relaciones los valores de Tas mcogmtae

Ejemplo.  Dividir el mimero 52 en ires partes, tales que la
mayor esceda G la mediana en 13,y esta G la menor en 9.
Para resolver este problema por el razonamiento natural
@ ordinario, hemos de observar que dicho problema tiene
tresmcégmtas que son las tres partes en que se qulere di-
vidir el namero 52; y que, cualquiera que sea la incognita
que lleguemos & conocer, las otras dos se deduciran de ella
inmediatamente. Asi, si conociésemos la parte menor, la
mediana seria igual & la menor mas 9, y la mayor seria igual
a la mediana mas 13. Si conociésemos la parte mediana, la
mayor seria igual a4 la mediana mas 13, y la menor seria
igual a la'mediana menos 9. Finalmente, si conociésemos la
parte mayor, la mediana se hallaria restando 43 de la mayor,
Y en seguida se hallaria la menor restando 9 de la mediana.
Esto supuesto, vamos & hallar primeramente la parte
menor.
La parte mediana esigual a la menor mas 9, laparte ma-
ALGEBRA. 1
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yor es igual & la mdiagna mas 13, y por consiguiente la
parte mayor es igual 4 Ja men ?m 22 luego la suma de
las tres partes es ignal & 5 veces not mas $2 mas 9,6
4 § vecoas la menor mes 31. Luego la relacion entre los ia-
tos y la incognita serd:’
3 veces la parte menor mas 34 componen 52.

Para deducir de esta relacion el valor de la incégnita,
observo que 3 veces la parte menor es lo que falta 4 31 para
componer 82, § lo que es igual, 3 veces la parte menor es
la diferencia entre 52 y 31, que cs 21 ; lnego la parte me-
nor valdra la tercera parte de 24, que es 7.

Siendo 7 la parte menor, la mediana serd 7 ‘mas 9 6 16,
y la mayor 416 mas 13 6 29.

Si quisiéramos hzllar primeramente la parte mediana 6 la
parte mayor, se obtendria su valer por medio de un razona-
miento analoco

Si en el problema que acabamos de resolver, variase la
magnitud de los dalos , sin etraalteracion, el mismo razona-
miento anterior nos daria los valores de las incégnitas; y el
mismo razonamiento nos daria tambien los valores de las
incognitas, aun cuando el problema se enunciase de un mo-
do general en los términos siguientes :

Dividir un ntimero dado en tres partes, conociendo los esce~
sos de la mayor & la mediana y de esta dla menor.

Para resolver este problema, hallaremos en primer lugar
la relacion entre los datos ¥ cualquiera de las tres mcégmtas
por ejemplo la parte menor.

Para facilitar algo el razonamiento, llamaremos primer
esceso al que lleva la parte mayor a la medlana, y segundo
esceso al que lleva la mediana 4 la menor.

La parte mediana es igual a la menor mas el segundo es-
ceso, la parte mayor esiguala la mediana mas el primer
esceso, y por consiguiente la parte mayor es igual & la me-
nor mas la suma de los dos escesos ; luego la suma de las
tres partes es igual & 3 veces la menor, mas el primer esce-
so, mas el duplo del segundo esceso. Luego la relacion en-
tre los datos y la incégnita seréd:

3 veces la parte menor , mas el primer esceso , mas el duplo
del sequndo esceso componen el nimaro dado.

Para deducir de esta relacion el valor de la incognita,
observo que 3 veces la parte menor es la diferencia entre el
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namero dado y la suma del primer eseeso y duplo dél se-
gundo ; luego la parte menor valdrd la tercera parte de la dife--
rencia entre el nimero dudo y la suma del primer esceso y duplo
del sequndo.

Conociendo la parte menor, las-otras dos se hallarin fa~
cilmente. ‘

Vemos que, si un problema esta propuesto en términos
generales, el valor de la incégnita nos da unaregla para re-
solver con facilidad todo problema particular comprendide
en el general de qué se trata.

Resoivamcs por medio de laregla, que acabamos de ha-
llar, el problema particular anterior.

En primer lugar, la suma del primer esceso y del duplo
del segundo sera 13 4-2x9=31: restando esta suma del
namero dado 52, quedan 21 ; y tomando la tercera parte de
esta diferencia , resultan 7 para la parte menor.

2. Notacion algébrica. Ademas de los signos -, —, x, etc.
conocidos ya , se usan en el dlgebra ordinariamente las letras
z, 4, z, etc. para representar las incognitas, y las letras a,
b, c. etc. para representar los datos generales 6 indetermi-
nados, los cualés pueden ser nimeros cualesquiera enteros,
fraccionarios 6 inconmensurables.

Ya hemos visto (Aritm. ndm. 34) que paraindicar el pro-
ducto de varias cantidades literales, no hay mas que juntar-
las sin interposicion de ningun signo. Asi, abc es el produc-

_to axbxe.

Para indicar el producto de una cantidad literal por una
numérica 6 literal, se escribe el multiplicador, que en el al-

“gebra se llama coeficiente, y 4 continuacion el multiplicando.

Asi, ax8 =8a, axm =ma; las cantidades 8 y m son los
coeficientes en estos productos. ' ,

Puesto que ax 1==a, se infiere que toda cantidad tiene por
coeficiente implicito ¢ la unidad.

Tambien hemos visto (Aritm. niim. 56), que para indicar
una potencia de una cantidad, se escribe en la parte superior
de la derecha de la cantidad el esponente, esdecir, el nime-
ro que indica las veces «que la cartidad entra comio factor
del producto. Asi, a*=axaxa.

Sabemos (Aritm. nim. 36), que la primera potencia de

. una cantidad es esta misma cantidad; luego loda cantidad tie-

ne por esponente implicito & la unidad.

Salvidsr
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Sabemos tambien, que para indicar una raiz, cuyo indice
m

sea m., de una cantidad a, se escribe \/a. o

Se llama igualdad la reunion por medio del signo =de
dos cantidades. : ,

Primer miembro de una igualdad, es la cantidad que esta
4 la izquierda del signo=, y sequndo miembro la que esta a
la derecha.

Se llama identidad la igualdad cuyos dos miembros son
idénticos . 6 solo se diferencian en la forma. Asi, a*+1=
a*+1, (a+b) m=am-bm, (a4 b)*=a®+2ab- b* (Arit-
mética nim. 134) son identidades.

Se llama ecuacion la igualdad que contiene una 6 varias
incognitas. Asi, 4+2=7, 52 =2y+9 son ecuaciones.

Nora. Obsérvese con cuidado, pues es de gran impor-
tancia, la diferencia que hay entre identidad y ecuacion: la
primera se verifica por cualesquiera valores de sus letras,
mientras que la segunda solo se verifica por_ciertos valores.
de la incognita 6 incignitas que conlenga.  Eumasi {ug

4. El razonamiento que nos ha conducido a la resolucion
del problema particular (mim. 1), se puede simplicar en
virtud de la notacion algébrica.

Sea z la parte menor, la mediana serd z--9, y la ma-
yor sera x+9-13. La suma de estas tres partes es
r+x2+9+2+94 13, 6 3r - 31: luego larelacion entre
los datos y la incognita, 6 la ecuacion que liga & estas can-
tidades , sera

dxz 4 51=>52.
Para deducir de esta ecuacion el valor de x, resto de
ambos miembros 51, y tendré . ,
dr=>52—51, -
" 6 bien 3r=21; ’J‘“’
y particndo ahora ambos miembros por 3, resulta (Arimé-
tica niim. 16)
21

r=_-=1.
5. Apliquemos este mismo procedimiento al problema
general (nim. 1).
Sea a el nimero dado que se trata de dividir, ¢ el esceso

de la parte mayor 4 la mediana, ¢’ el esceso de la parte me-
diana 4 la menor, y x la parte menor: la parte mediana se-

V)hﬁ{‘i?a
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raz+-¢, la mayor sera « -} ¢ - e. La suma de la tres partes

sera x-+x-+¢ +x+o’+c, 0 3r+42¢' e luego la ecua-
cion que liga & los datos y a la incégnita, sera

' x4 2e +e=a.
Para hallar el valor de x, resto e y 2¢' de ambos miem-
bros, y tendré
3r=—a—e—2¢;
partiendo ahora ambos miembros por 3, sera(Ariim. niim. 16)
_a—e— 2e

3

3

Esta espresion de la incégnita se llama férmula, porque
traducida al lenguaje vulgar nos da upa regla para resolver
todo problema particular comprendido en el general pro-
puesto. La regla actual es la siguiente: la parte menor se
halla restando del nimero dado el esceso de la parte mayor d la
mediana y el duplo del esceso de la mediana 6 la menor , y divi-
diendo el resto por 3. ,

La férmula es, pues, una espresion que indica las ope~
raciones que sc deben hacer con los datos para hallar el va-
lor de la incégnita de todo problema particular comprendido
en el general & que corresponde dicha formula.

—9
Segun esto, por medio de la formula a:__a——es

po-

dremos resolver, sin necesidad de traducirla al lenguaje
vulgar, cualquier problema particular comprendido en el
general (nim. 1).

Asi, para resolver el problema particular (nim. 1), ten—
dremos =52, e=13, ¢'=9; y por consiguiente

52—!5-—-9 9 21

= e == = 7

3 3

6. Acabamos de ver que por medio del lenguaje simbj-
lico 6 razonamiento artificial se simplifica mucho la resolu-
cion de los problemas : este lenguaje simbélico 6 razonamien-
to artificial, aplicado & la resolucion de los problemas ma-
tematicos, se llama dlgebra.

7. Se TNama cantidad algébrica 6 hteral, 6 espresion algé-
brica 6 literal una reunion coalquiera de letras ligadas por
medio de los signos de las operaciones ordinarias.

Se llama canudad racconal—la\canudad que no contiene

ie e
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nirigun signo radical, é irracional 6 radical la cantidad que
contiene algun signo radical.

Llamaremos cantidad algébrica entera & la cantidad racio-
nal’ que no contiene ningun denominador literal. Asi, las

cantidades algébricas l&a'b,-;abc—%c’ son enteras. En el ca-

so en que la cantidad tenga algun denominador literal, sella-
ma fraccionaria 6 fraccion alyébrica. .
2 2

Asi, —

C .
Una cantidad sola, 6 que no estaligada & otra por el sig—

no--6—, se llama monomio. Asi, las cantidades 4a*b’c (1),
2

<, B+ b —c .

Va’—i—b’; .__+ b son monomios.
a—

Una cantidad que se compone de varios monomios liga~

dos por los signos--y—se llama polinomfo. Asi, la canti~

es una fraceion algébrica.

R | 2 ___ .2
dad a — Var b+ a_—_l;b_b_t_:_ es un polinomio.

Términos de un polinomio son los monomios que lo com~
ponen.

Asi, el polinomio que acabamos de escribir, tienen tres
términos.

Se llama binomio , trinomio, etc. el polinomio que tiene
dos términos, tres términos, etc.

Se llama grado de un monomio entero con respecto d una
de sus letras el esponente de esta letra. Asi, el monomio
4a*b®c es de 2.° grado con respecto 4 la letra a.

Grado de un monomio entero con respecto a varias de sus
letras es la suma de los esponentes de estas letras. Asi, el
monomio 4a%° es de 5.° grade con respecto 4 lasletrasa y b.

Cuando se dice simplemente grads de un monomio entero
se entiende el grado de este monomio con respecto a todas
sus letras. Asi, el monomio 4a2b’c es de 6.° grado.

Grado de un polinomio con respecto &8 una de sus letras
es el mayor esponente de esta letra; v grado de un polinomio
con respeclo a varias de sus letras es la mdyor suma de los
esponentes de estas letras en los términos del polinomio. Asi,
el polinomio %a’h*c— Bab*c* 4-6bc* es de tercer grado con

(1) Léase 4a dos btres c.

,
3¢ R R e - ———
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respecto & letra a, de 2.° con respecto a la letra 6, y de
%£.° con respecto & la letrac.

Se llama polinomio homogénso el pohnomlo cuyos térmi-
nos son todos del mismo grado.

El polinomio 4a*h— 3ab* - b* es homogéneo, pues todos
sus términos son de tercer grado.

Se llama grado de un polinomio homogéneo el grado de
cada uno de sus términos.

El polinomio 44b—3ab®-b° es de tercer grado.

8. Un naamero solo sin signo, 6 precedido del signo--,

se llama cantidad positiva 6 nimero positivo. Asi, 8, 3 son

cantidades positivas.
Un namero solo precedido del signo—se llama cantidad

2 .
negative 6 namero negativo. Asi, —8, — 7 son cantidades

negativas.

Para dar a conocer el origen de las cantidades negativas,
supongamos que en la espresion a—b se den & las letras a y b,
los valores respectivos-8 y 11: dicha espresion valdra 8 —11.
Mas, restar 141 de un nimero, equivale & restar primeramen-
te 8 y en seguida 3; luego 8 —11=8—8—3=—3, puesta.
que 8 —8§ es cero.

Segun esto, siempre que haya.que restar de un niimero oiro
mayor , el resultado es negativo ; y se hallard este resultado, res-
tando el nimero menor del wmayor, y anteponizndo al resto el
signo —.

Asi, 8—T7=—2, 1 —=5=—4.

9. Llamaremos menor de dos nimeros cualesquiera posi-
tivos 6 negalivos & aquel de los dos niameros & quien falte al-
guna cantidad positiva para ser igual al otro namero.

Segun esta definicion algébrica de la palabra menor, se-
ran ciertas las dos proposiciones siguientes :

1.*  Toda cantidad negativa es menor que cero.

2.* De dos contidades negativas la meror es aquella cuyo va-
lor absoluto (a) es mayor.

1.° Sea la cantidad negativa —8 ; afiadiéndola 8, resulta

’

_(a)" Se entiende por valor absoluto de un niimero el mismo niimero
sin ningun signo. Asi, el valor ahsoluto de--8 6 de — 8 es 8.
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—8+4-8=0; es decir, queal niimero —8 le faltala cantidad
positiva 8 para valer tanto como cero; luego —8<0.

2.° Aiadamos 5 a la cantidad negahva —8, y serdla su-
ma —8--5=-—3; es decir, que al nimero—8 le falta la can-
tidad positiva 5 para valer tanto como —3; luego —8<—3.

CAPITULO 1II.

Operaciones ocon los nimeros negativos.

—--G—

Arricuro 1.°

Adicion de los ntimeros negativos.

10. Se llama suma de varios niumeros positivos y negati-
vos, 0 todos negativos, el polinomjo numérico que resulta
juntando dlchos nimeros con los signos que tienen.

Segun esta definicion, la suma de los niimeros 4,7,-3
y—5 que puede indicarse asi : 4+T4( —5)+(—5) es
4+1+7—3—5. Efectuando las operaciones en el 6rden que es-
tan indicadas, dicha suma es 3.

La suma de los nimeros —6,—8 y —9 sera —6—8—9
=—23.

ArrictLo 2.°
Sustraccion de los ntimeros negativos.

11. Se llama resto 6 diferencia de dos nimeros negativos,
6 uno positivo y otro negativo, otro nimero que sumado con
el sustraendo da por suma el minuendo.
Esta definicion es la misma que la del resto 6 diferencia de
dos nimeros absolutos dada en la aritmética.
Para restar de un nimero positivo 6 negativo otro negati--
vo, se suma el minuendo coh el sustraendo mudado el signo.
En efecto, supongamos que del nimero 3 se quiera restar
el nimero —4: la diferencia indicada serd 5—(—4). La di-
ferencia es un namero que sumado con el sustraendo da el
minuendo; luego la diferencia sera en este caso 54 ; pues
sumando 5+ 4& con el sustraendo —4, resulta 8--4—4=5.
Ejemplos. 1. , 14— (—6)= 144-6=20.
2° —1b—(—6)=—146=——8,
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Arricuro 3.° -
Multiplicacion de los numeros negativos.

12. La definicion general del producto de dos niimeros
dada en la aritmética, definicion que comprende tambien a
los numeros negativos, es la siguiente : se llama producto de
dos nameros un tercer nimero que es respecto del multipli-
cando lo que el multiplicador es respecto de la unidad. -

Segun esta definicion, el producto de-los valores absola-
tos de los dos factores sera el valor absoluto del producto; y
el signo del producto debe ser respecto del signo del multipli-
cando le que el signo del muitiplicador es respecto del signo
de la unidad, esto es, respecto del signo +.

Por consiguiente, -si el mulupllcador tiene el signo +, es.
decir, igual signo que la unidad, el signo del producto debe
ser el mismo que el del mulhphcando si pues @ y b son los
valores absolutos de dos numeros cualesquiera, y p el produc-
to de a por b, serat+ax+b=+p, —ax+b=—p.

Si el multiplicador tiene el signo — , es decir, signo con-
trario al de la unidad, el producto tendra signo contrario al
del multiplicando: luego+ax—b= —p, —ax —b=-+rp.

Luego el producto de dos niimeros del mismo signo es positi-
20, y el de dos niimeros de diferente signo es negativo.

Para enunciar abreviadamente este resultado, se suele
decir: + por -+ da+4;— por+4 da—;4por—da—; y
—por —da 4.

43. El signo de un producto de cualquier nimero de facto-
res no varia , aunque se mude el érden de los factores.

En efecto es evidente que si el nimero de factores nega-
tivos es par, el producto es positivo; y que si el nimero
de factores negativos es impar, el producto es negativo. Mas,
aunque se mude el érden de los factores de un producto, el
namero de factores negativos no varia ; luego tampoco varia
el signo del producto.

Nora. Como (Comp.* de la Aritm. -, niim. 19) el valor ab-
soluto de cualquier nimero de factores no varia mudando el
érden de los factores, podremos decir ahora que el producto
de varios factores no se altera en valor absoluto ni en signo, aun-
que se mude el drden de los faciores.

14. Siuno cualquiera de los factores de un producto muds
de signo , el producto muda de signo.
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En efecto, si el nimero defactores negativos de un pro-
ducto es par, en cuyo caso el producto es positivo, despues
de madar el signo & uno de los factores, positivo 6 negativo,
el namero de factores negalivos serd impar, y por tanto el
producto sera negativo. Si el namero de factores negativos de
un producto es impar, en cuyo caso el producto es negativo,
despues de mudar el signo a uno cualquiera de los factores,
el nimero de factores negativos sera par, y por tanto el pro-
ducto sera positivo. :

Cororario. St dos factures cualesquiera de un producto mu—
dan de signo, el producto no muda de signo.

ArrictLo 4.°

Division de los numeros negativos.

18. Se llama coctente de dos numeros negativos, 6 uno
positivo y otro negativo, un tercer numero que multiplicado
por el divisor da por producto el dividendo. '

Esta definicion es la misma que la del cociente de dos nu-
meros absolutos, dada en la aritmética.

Segun esta definicion , si llamamosc al cociente de losdos
niimeros absolutos ¢ y b, tendremos :

+a_  —a +a=—c,j=+c.

— =, —=—f, —
-“-b ’ x b %} 4
Luego el cociente de dos ntimeros del mismo signo es positivo,
y el de dos nimeros de diferente signo es negativo; 6 usando un
lenguaje abreviado : -+ partido por - da - ; — partido por
-+ da—; -+ partido por —da—; y— partido por —da .
S ArricuLo 5.°

Ventajas de la admision de las cantidades negativas.

1 4 1 [l 4
Ly L 1 )

M A M B M
* {6. Supongamos que sobre una linea indefinida ABten-
gamos dos puntos A y B. & cuya distancia AB llamo a, y que
un movil ocupe sucesivamente las tres posiciones M, M, M’;
sea b la distancia del movil al punto E: y supongamos tam=-

¢
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bien, que conocidas a ¥ b, se quiera hallar la distancia del

~mévil al punto 4, a la cual llamo .

Cuando el mévil se halla en M, es evidente que rx=a-}-b.

Cuando el mévil se halla en M’, serd x=a —b.

Cuando el mévil se halla en M”, serA t=>b —a.

Vemos que para hallar la distancia del'mévil al punto 4,
en las tres posiciones M, M', M", se necesitan tres ecuacio-
nes diferentes.

-Mas, si convenimos en considerar como positivas las dis—
tancias contadas en' el sentido'ABM, y como negativas las
distancias contadas en el sentido opuesto BAM”, la primera
ecuacion servira para los tres casos. '

En efecto, segun este convenio, cuando el mévil se halla
en M, sera v==AM', b= —BM'; sustituyendo estos valores

_en-la primera ecuacion , resulta

AM'=AB+ —BM',
y como (niém. 10) AB+ —BM'=AB—BM', sera AM'=AB
—BM', 1gualdad evidente,, la misma que hubiera resultado
de la ecuacion del segundo caso x=a-~ b.

Cuando el mévil se halla en M”, sera, segun dicho con-
venio, x=— AM”, b= —BM”: sustituyendo estos valores
en la primera ecuacion , tendremos

—AM” = AB 4 — BM"=AB—BM’,
¥ como (ntiim. 8) AB—BM”=-(BM” — AB) , resulta
—AM" =—(BM" — AB), 6 AM" =BM" — 4B,
la misma igualdad que resultaria de la ecuacion £ =6—a
del tercer caso.

Vemos, pues, que conviniendo en considerar como pre-
cedidas del signo—, 6 como negativas, & las cantidades
opuestas & las positivas 6 absolutas, conseguimos la ventaja
deque la ecuacion hallada para el primer caso convenga tam-
bien 4 los otros dos. '

Nora. Segun lo que acabamos de ver en este problema, y
lo que veremos en agelante , la introduccion de las cantida- ;
des negativas en -el calculo tiene por objeto el generalizar las
ecuaciones. '

1

_ \\\/
)

" 2/"
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Arricuro 6.°

Valores numeéricos de las cantidades literales.

-

17. En adelante unaletra, tal comoa, puede representar
un namero cualquiera positivo 6 negauvo.

Se llama valor numérico de una espresion algébrica el
niimero que resulta reemplazando sus letras por niimeros-
particulares, y efectuando las operaciones indicadas.

Asi, el valor numérico del monomio 44b?, cuando a=3
y b=2 es & x3x 29—96.

El valor del mismo monomio cuando 4=5 y b=—2, sera _
EXIx(—2P=lbxIx—2x —2x —2=—96.

El valor numérico del polinomio 4a*h— 3ab*-- 26— ha?
— Sabc, cuando a=1, b=—9, ¢=3, es :
Ax1'x—2 —3Ixtix(— 2)’—1—2x )-—-4xl’—ax4x—2x3'
=—8—~12—16—4--30=—10.

El valor numérico del polinomio 2 — 5x’—1— Sx—6, cuan-
do =2, ¢s 2°— ax2’+5x2——6—8-—42+10—6_—

A8.  El valor numérico de un polinomio no varia cualquz'era
que sea el orden en que se coloquen sus términos, con lal que
eslos conserven sus signos.

Pues todo término aditivo, 6 que tiene el signo -, contri-
buye, cualquiera que sea ek lugal que ocupe en el polino-
mio, & que el resultado final salga aumentado en su Valor ab-
soluto; y todo término sustractivo, 6 que tiene el signo —,
contribuye cualquiera que sea el lugar que ocupe en el poli—
nomio, a que el resultado salga disminuido en su valor ab-
soluto: por consiguiente el polinomio no se alterard , aunque
varie el 6rden de colocacion de sus términos, con tal que
€stos conserven sus signos.

19.  Se llaman términos semejantcs los términos de un po-
linomio que tienen la misma parte literal. '

Asi, en el polinomio 6ab*4- 8a2h + 3ab*—5a® — 6ba* son
Yemejantes los términos Bab? y 3ab?, pues ambos tienen la
misma parte literal ¢b®. Tambien son semejantes en este poli-
nomio los términos 84*0 y 6ba*, puesa*h y ba® son cantidades
iguales (Aritm. nitm. 53 y Comp.«dela Aritm. nim. 19).

Reducir & un solo térmsno varios términos de un polinomio
seme;an!es enire si.

- ——p—— =
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Sea el polinomio 6ab* — %a*b + Bab® — 9ah.

Como el polinomio no varia, cualquiera que sea el 6rden
en que se coloquen sus términos, podremos reducir los dos
términos semejantes 6ab® y 5ab* a uno solo; y es evidente
que 6ab* -+ 5ab* =14ab*. Reduciremos ahora & un solo térmi-
no los dos términos semejantes 4a*h y 9a%h, y es tambien evi-
dente que — &a’b—9a’h = — 134%h. Luego el polinomio pro-
puesto equivale al polinomio 14ab* —13a%.

Podremos, pues, enunciar abreviadamente la siguiente
regla : para reducir dos lérminos semejantes , que tienen el mismo
signo, @ uno solo, se suman los coeficientes, y al resultado se
antepone el signo comun. A

Sea ahora el polinomio 6ab* + 4a%b— Sab* — 9a’6.
Tenemos 6ab* —5ab* = ab?, + ha*b—9atb—=— 5a*6: luego
el polinomio propuesto equivale a ab*— 5a%b.

Luego tambien podemos enanciar abreviadamente esta
otra regla: para reducir dos términos semejantes, que tienen di- .
ferente signo, d uno solo, se restan los coeficientes , y al resultado
se antepone ¢l signo del mayor.

Si en un polinomio hay mas que dos términos semejantes
entre si, se reducen los dos primeros & uno solo, despues se
reducen este y ¢l tercero & uno solo, y asi sucesivamente ; 6
bien, se reducen todos los términos aditivos 4 unosolo, todos
los sustractivosa uno solo, y en seguida se reducen a uno solo
los dos términos que han resultado de las dos primeras re-
- ducciones. :

Ejemplo. 5ab* — 8ab* - 6ab* -|- 9ab* — 8ab®.

Diré: 5ab®—8ab*=—3ab*, —3ub® 4 6ab*>=3ab?, 3ab*+
9ab*=12al?, 12ab*— 8ab®* =4ab*, 6 bien Bab*4-6ab*9ab*=
20ab?, — 8ab* — 8ab*=—16ab*, 20ab* — 16ab*=4ab’.

Cualquiera que sea el 6rden en que se efectien estas re-
ducciones, el resultado final sera siempre el mismo ; puesto
que un polinomio no varia, aunque se mude el érden de co-
locacion de sus términos, con tal que estos conserven sus
signos. ' '

Nota. Hemos supuesto, para hallar las reglas de la re—
duccion de los términos semejantes, que los coeficientes eran
conmensurables: en lamultiplicacion de un polinomio por un
monomio se demostraran dichas reglas de una manera general.
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CAPITULO nI.-

Operaciones fundamentales.

ArTicuro &.°

Adicion de las cantidades literales enteras.

——

20. Sellama suma algébrica, 6 simplemente suma, de
varias cantidades literales un monomio 6 polinomio cuyo va-
lor numérico equivalga sicmpre & la suma algébrica de los .
valores numéricos de dichas cantidades.

Asi, la suma de las eantidades a, e4-d—e y f—g debe
ser una espresion cuyo valor numérico sea siempre la suma
de los valores numéricos de dichas cantidades.

Para sumar cantidades literales, se forma un polinomio con
todos los términos de las cantidades propuestas , conservande di-
chos términos los signos que tienen en los sumandos.

Sean las cantidades a, c+d—ey f—q la suma indi-
cada de estas cantidades sera (Aritm. ntim. 34) a+(c+d—e)

+({f—g): digo que esta suma indicada es igual 4 a-}-¢ - d—
e+[—y9.

En efecto, el trinomio a+(c+d—e)+(/—g) puede
escribirse (nim. 18) asi: (¢ +d—e)+a+-(f—g), que sig-
nifica lo mismo que ¢+d —e-+a+-(f—g). En este polino-
mio puede colocarse al principio el término ultimo (f—g),
y por tanto este polinomio equivale al pelinomio (f—g)
L ¢+ d—e-a, que significa lo mismo que f—g-+¢ + d-—
eta, y este equivale al polinomio ¢ +e¢+4+d—e-+-f—g.

Ejemplo. Hallar la suma de los polinomios 4a*b— 5ab’+
8b°—a?, 6a°+-9a%h — 5b°, a*b - Bab’.

Disposicion de esta operacion.

ha*b— Sab* + 80> —a®
6a® —+ 9a*6 —5b° N
a*b - 5ab* '

Suma...ka’b— Bab* +-8b°—a’+64°+9a*b—Bb*+a%b-L Sab*;
0 reduciendo términos semejantes, 14a%b-+ 3b° - Ba®.
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ArTictLo 2.°

Sustraccion de las cantidades literales enteras.

21. Se llama diferencia alyébrica 6 resto algébrico , 6 simple-
mente diferencia 6 resto de dos cantidades literales, otra canti-
dad que sumada con el sustraendo da por suma el minuendo.

Para restar una cantidad literal de otra, se escribe el mi-
nuendo , y d continuacion los términos del sustraendo con los sig-
nos mudados.

Sea el minuendo el monomio 6 polinomio M, y el sus-
traendo el polinomio c— b — ¢ d : digo que

M—@—b—ct+d)=M—a+ b+ c—d.

En efecto, sumando la cantidad M—a-}b-+4¢—d con

el sustraendo ¢ — b —c¢--d, la suma es (ntim. 20)

M—a+bt+c—d+a—b—c+d=M;
luego, segun la definicion, M — a-+b -+ c—d es el resto.
Ejemplo. Restar del polinemio 14a*h — 5a6* -1-8b°— a® el
polinomio 6a® - 9a*b — 5b°.

Disposicion de esta operacion.

14a*b— Sab* 4 80’ —a®
64’ +9a’b —5b°
Resto. . . . 14a*b — Bab® 4 80> —a®— 6a® — 9a2b 1 5b°,
6 efectuando la reduccion, 5a*b— Sab* |- 13b° —Ta.
Nora. Acabamos de demostrar que
M—@—b—ct+d)=M—a+ b+ c—d.

A veces conviene reemplazar el segundo miembro de esta
igualdad por el primero (Aritm. mim. 32 , nota), transforma-
cion que enunciaremos del modo SIgunente siempre que se
ponga el signo — delante de un paréntesis, se mudardn los sig-
nos 4 los términos que se escriban denlro; 6 bien, cuando se
quiera mudar los signos & varios términos de un polmomw sin
que este se altere, se escribirdn dichos términos con los signos
wudados dentro de un parénlesis, y se antepondrd al parémtests el
signo —. ,

Asi, a—b 4 c=a—(b-¢),

a* = 0* —c* + 2bc =a* — (b* 4 ¢t — 2bc).

\

v
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Arricuwo 3.°
. Multiplicacion de las cantidades litcrales enteras.

§. 1.° NOCIONES PRELIMINARES.

22. Se llama producto de varias cantidades literales una
espresion cuyo valor numérico es siempre igual al producto
de los valores numéricos de los factores.

El producto de dos. potencias de una_cantidud es una potencia
de la misma cantidad cuyo esponente es la suma. de los esponentes

de los factores
Sean a° y a* dos potencias de la cantidad a : digo que

a’x a’=a*+=¢".

En efecto, a*xa*=aaaxaa: pero esta demostrado (Comp.*
de la Aritm. niim. 20) que este producto es igual al producto
aaaaa—a*; luego a’xa*=a°.

Repltamos la demostracion, tomando esponentes indeter-
minados. -

Vamos & demostrar que a"‘xa":a’"+". ,

En efecto, a™=aaa...,  entrando m veces por factor la g,

, a*=aa..., entrandon veces por factor la a;

-luego a™xa"=—aaa...xaa....; y como (Comp.* de la Arit. ni-

mero 20) aaa... Xaa...==aaaaa... en donde la @ entra m-+n
veces por faetor, serd @™xa*=a™*".

Nora. - La igualdad a"xa"=q™*+" sirve, como toda igual-
dad gﬁmtm. ntm. 32, mofa), unas veces para reemplazar
el primer miembro por el segundo, y otras para reemplazar
el segundo micmbro por el primero. Si en el caso actual te-
nemos por objeto reemplazar el primer miembro por el se-
gundo, se enunciara el teorema abreviadamente en los tér-
minos siguientes : para multiplicar cantidades iquales , se suman
sus esponentes.

§. 2.° MULTIPLICACION DE MONOMIOS.

23." Para multiplicar un monomio por otro monomio , se mul-
tiplican los coeficientes , se suman los esponentes de las letras iqua-
les, y las letras destyuales entran en el producto del mismo modo
que en los factores.
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. En efecto, 8a®0* x8a*hc*=8.a*. 1*.8.a. b. ¢t (Comp." dela
Arit. mim. 20). Ahora, segun el mismo namero de la Arit-
milica, el producto Gltimo equivale al producto de varios pro-
durtos 8.8 xa’.a* x6*.bx ¢*; y puesa’.a®=a*+?, b*.b=>b""" (Ni-
meros 22 y2), sera el producto 5a°b* x 8atbc=>5.8 a>*+2.b*H1.¢%,
conforme al enunciado de la regla.

Ejemplos. 1.° 6a’b%c'f*x5a*b=30a"0°c"f*,
2.° —a'h**xBa’b=—8a"b’¢’,
3.° 3a x — bec*= 3abc*.

g 5.° ”ULTIPLICACION DE UN POLINOMIO POR UN MONOMIO.

2&.  Para multiplicar un polinomio por un monomio , semul-
tiplica cada término del polinomio por el monomio, y la suma de
los productos parciales serd el producto total.

Sea a6 ¢ el multiplicando, cuyos términos son en pri-
mer lugar todos aditivos, enteros, fraccionarios 6 inconmen-
surables; sea m el multiplicador, entero, fraccionario'é in-
conmensurable, positivo 6 negativo: digo que en todos ca-

50S €s :
(a+b -+ cym=am 4 bm -+ cm.

1.° Sea m un nlmero positivo entero, por ejemplo 4:

tendremos evidentemente
(@+b64c) h=—axh + bxk-|cx4,

pues haciéndose & veces mayor cada una de las partes de un
todo, queda el todo hecho 4 veces mayor. _

2.° Seam un ntmero positivo fraccionario , es decir, un
quebrado 6 un mixto, que siempre puede reducirse & un
quebrado ordinario, tal como %: el producto indicado sera
(a b +c)xs. Este producto significat dea - b+ ¢ (Aritmé-
tica, nim. 100); y es evidente que tomando § de cada una de
las partes del multiplicando, tendremos  del todo; luego

(6404 c)xt =axi+bxitcxi.
~3.° Seam un numero positivo inconmensurable, m’ un
valor conmensurable mayor 6 menor que m, pero tan pré-
ximo 4 m como se quiera : segun el caso anterior,
(B+b4c)m' =am' +bm'4-cm'.
Ahora, el limite del primer miembro es (a-+b-¢) m,yel
del segunde es am - bm --cm ; luego, segun el tei)rema de’
los limites (Comp. de la Aritm. 15),

3
-



18
(@ +b-}-c) m=am—+- bm +4-cm.

4. Sca ahora m un nimero negativo—n, entero, fracco-
nario 6 inconmensurable : tenemos , segun queda demostrado,
(@ +b+ ) xn=an -+ bncn;
mudando los signos 4 ambos.- miembros, y recordando que
para mudar el signo al primer miembro, basta mudar el sig-

no al factor n (ndm. 14), tendremos
(a+b4-c)x —n=—an—bn—cn =ax—n-+bXx—n-+}cx—n.
Nos falta ahora demostrar el teorema en el caso en que
el multiplicando consta de érmines aditivos y sustractivos.
Sea el multiplicando @ —b— ¢ d, que puggde ser positi-
vo 6 negativo.
1.° Sea k el valor positivo.del multiplicando, esto es,
a—b—c+d=k:
afiadiendo & ambos miembros b - ¢, sera
o a—b—ct+d4+b4e=k+4+b4-c,
0 0+ d=k—+4b--c. .
Por consiguiente, siendo m positivo 6 negalivo, (a 4-d)m=
(k +b 4-c) m. Segun queda demostrado para todos los casos
en que el multiplicando consta de términos todos aditivos,
sera '
am 4+ dm=km--bm -+ cm ;
y restando bm - cm de ambos miembros, resulta .
am—bm — cm -+ dm =km=(a— b—c+ d)m.
9.° Sea—k el valor negativo del multiplicando, esto es;
a—b—c+d=—Fk; '
aiiadiendo k -+ b4c¢ 4 ambos miembros, serd ‘
o a—b—c+d+k+btc=k4+b+c—4k,
O at+d+k=b--c.
Por consiguiente, siendo m positivo 6 negativo,
am -+ dm - km =bm - cm,
y restando ahora de ambos miembros km + bm +- cm,, sera
am—bm — ¢m - dm =— km={a—b—c-- d)m.
Queda demostrada la regla en todos los casos.
, Nora. Segun la igualdad .
(a—b— ¢-+d)m = am —bm — cm~- dm,
toda vez que un nimero sea factor comun & varios términos
de un polinomio, se podra escribir dicho factor comun fuera
dc un paréntesis, y dentro los nimeros por quienes esta mul-
tiplicado ; y esto demuestra generalmente las reglas dadas
(nim. 19) para la reduccion de términos semejantes.



‘ 19 g
- Asi, Er— br 4z 4-a%, se podra escribir:
(a*— b* 4 )z - a?h,
6 de este otro modo: Z’ x -+ ah.
—h
+c
Si dado el polinomio V3. a*%b—5a0+-

13

o

3 —
V2
ducir sus tres términos semejantes 4 unosolo, separaremos el
factor comun. a%), y tendremos :

<y§—5+,i;>“’b- ‘

a*h, queremos re-

va
§. 4.° MuLTIPLICACION DE POLINOMIOS.
- i
. 23.  Para multiplicar un polinomio por olro polinomio, 3
multiplica el multiplicando por cada término del multiplicador,*
y la suma de los productos parciales serd el producto total.

Sea el multiplicando ¢ —b +¢, y el multiplicador d—
e—f, polinomios cualesquiera posilivos 6 negativos: digo que
(a—b-+c) (d-—e—f):(a—b+c)d+(a—b+c)x—c

N FHa—b+o)x—f.
En efecto, sea m el valor positivo 6 negalivo del multi-~
plicando a — 6+ ¢: tendremos -
(#—b+-0) (@—e—)=m([@d—e—F).

. Como puede mudarse el érden de los factores de un producto
Sin que esle varie (mim. 13, nota), el producto propuesto
seraigual & (d —e— f)m. Segun la regla de la multiplicacion
de un polinomio por un monomio s €8

@d—e—fim=dm—em —fm=md -+ mx—e -} mxf{.
Luego poniendo en lugar de m su igual a —b 4-¢, serd
@—b+0) ([d—e—f) =(a— b+ c)d+ (a— bt ¢) x—e.

o +@—b+c)x—f. :

. Ejemplo.  Sapongamos que se quiera multiplicar el po-
linomio 4a°b® +54* —24%) por el polinomio 2ab* 4- ¢® — 4a?h.

_Para facilitar la reduccion de los productos parciales se~
mejantes, conviene ordenar los polinomios con respecto & una
letra, llamada letrg principal ; es decir, conviene colocar sus
términos de modo que los csponenles de dicha letra vayan

[N
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continuamente disminuyendo (a). " »
Ordeno, pues, estos dos polinomios con respecto 4 la letra
@, que tomo por principal, y dispongo la operacion como sigue:
Multiplicando 8a* — 20% + 4a)?
Multiplicador @* — 4a* 4 2a b*

{ S5a’ — 2a°b + A4a®b?

Productos par-

ciales. —20a% + 8a°b* — 16a'b®

+ 10a%® — 4a‘b®+8a’*
Producto. . .54 —22a%b.+- 22a°b* —20a*b* 4- 84°*.
*26. Sila letra principal se halla con un mismo espo-

nente en varios términos de un polinomio , se ordenara dicho

polinomio, reduciendo antes todos estos términos 4 uno solo

(Ntim. 24, nota).

Ejemplo. Multiplicar el polinomio 2a*x*—3abz*- 202 —
5b°z + 6ab*z - b* por el polinomio ax -+ bz 4 ab.

Disposicion.
2a’i:c’-]—6ab‘ b
—3ab; — Bb*
L
al|r -+ ab
b

26° |3°+6abt|at-- ab* |2

—3a*b| —Bab®| b 6
+2ab*| -}-6ab®
-+ 2a*| —5b4*
— 3ab*

+2b°

+2a% |x*-+6a%b® |z ab®
—3ah?| —Bab*
+2ab®

2a®| 2°-+2a% |x*-}6a*b?|x4-ab®

— a%| +3a*h*| —dab*

— ab*| -}-3ab®| 4 b

+ 26 —5b

(a) A veces se ordenan los polinomios con respecto 4 las potencias

crecientes de una letra, es decir, se colocan sus términos de modo que

los esponentes de dichar]etra vayan aumentando continuamente de 1z—

quierda & derecha. Asi, el polinomio 3 2z - Bar? — 4a3-}-8x* estd or-
denado con respecto d las potencias crecientes de x.
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$. 5.° CONSECUENCIAS DE LA MULTIPLICACION DE POLINOMIOS.

27.  El cuadrado de un binomio es igual al cuadrado del pri-
wmer término , mas el duplo del primero por el sequndo , mas el
cuadrado del segundo. . ]

Sea el binomio a+ b, siendo @ y b nimeros cualesquiera,

* positivos 6 negativos, 6 uno positivo y otro negativo: digo que
; (a4 b)* =a* 4 2ab 0. ‘ -

] bEnb efecto, (a-4-6)*=(a-+-b)(a+-b)=a*+ab+ab-+b*=a>+
ab+-b. . '

Nora. Segun este teorema, tendremos

(a—"b)*=(a+—"b)*==a’-+20x—b+(—b)’,
(a—b)*=0a*—2ab--b*.
28.  El cubo de un binomjo es igual al cubo del premer tér-
_mino, mas el triplo del cuadrado del primero por el sequndo , mas
el triplo del primero por el cuadrado del segundo , mas el cubo del
sequndo ; esto es -
- (a+b)*=a’+ 3ab-3ab® + b°.

En efecto, (a+6)°=(a+b)*(a+b)=(a*+2ab-+b*)(a+-b)=

a*4-2a%b--ab? }- abrf- 2ab* + b*=—=a® + 3a*b-3ab*-b*.

Nota. Segun este teorema, tendremos
(a—b)* = (a+ — b)* = a® + Ba*x — b+ 3ax(—b)* + (—6)%
6 (a-—b)*=a®—>3a*6 + 3ab* —b°.

29. El producto de la suma de dos cantidades por sw dife-
rencia es tqual d la diferencia de los cuadrados de dichas cantida—
des: es decir, (a4 b) (a—b)=a*—b?,

En efecto, . '

(a+b) (a —b)=a* —ab 4 ab— b*=qa*—0".

50. El producto de dos polinomsos homogéneos es homogé-
neo, y deun grado iyual 4 la suma de los grados de los fac-
lores.

Sean los dos polinomios homogéneos 5a* — 2a’b - 4a** y
a*—Aha*b-+2ab*. Consideremos dos productos parciales cuales-
quiera de estos polinomios, por ejemplo Ba‘xa® y 4a*b’x2ab™:
como los dos multiplicandos 5a* y ha®h* tienen cuatro factores
y los multiplicadores a® y 2ab* tiene tres factores, cada uno
de estos dos productos parciales tendra siete factores. Luego
cada prodacto parcial tendra siete factores , y por consiguienle
cada uno de los términos del producto final, que resultan de
la reduccion de los productos parciales, tendra tambicn



22 .

siete factores. Qué'da nes demostrado que el producto es
homogéneo y de un grado igual 4 la suma de los grados de
los factores.

54. - Si se multiplican dos polmomws ordenados con respecto
d una misma letra, el primer término del producto final, ordena—
do tambien con respecto ¢ la misma letra, es el producto de los
dos primeros términos de los factores, y el dltimo término del pro-
dygto final es el producto-de los dos iltimos términos de los fac-
tores,

En efecto, el primer producto parcial es el producto de los.
dos primeros lérminos de los factores ; luego el esponente de
la letra principal cn este primer pmducto parcial .sera mayor
gue el esponente de la misma. letra en los demas productos
parciales; y por tanto el primer producto parcial no puedeser
semejante & ninguno de lgs otros productos parciales. Luego
al hacer la reduccion de estos térmings, ‘el primer producto
parcial no sufrira alteracion alguna: y como la letra principal
ticne en el mismo. producto parclal mayaor esponente que en
los demas términos del producto final , se infiere que el primer
producto parcial sera el primer, lérmino del producto final,
si este estd érdenado con respecto & la misma letra principal.
Del mismo modo se demuestra la segunda parte del teorema.

Arricvro 3.°
Division de las cantidades literales enteras.

§. 1.° NoCIONES PRELIMINARES.

32. Se llama cociente de dos cantidades literales otra ean -
gdag que multlplwada por el divisor da por producto el divi-
endo.
35. Se llama fraccion algébrica el cociente indicado de
dos espresiones algébricas.
ha* — ¢
Asi,
2c—d L
54. 'La division de dos cantidades literales enteras se }la-
ma exracta cuando su cociente es entero; y en el caso contra-
rio la division se llama inezacta.
Sc dice que una cantidad cotera es divisible por otra ente-

ra, cuando el cociente de la division de la primera por la se-
gunda es entero.

———es una fraccion algébrica.
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Asi, a*—b* es divisible por a — b, puesto que el cocicnte

es la cantidad entera a -+ b.

35. Una fraccion algébrica no varia multiplicando 6 dividien-
do sus dos términos por una cantidad cualquicra.
=, digo queﬂz M siendo m
.. b b bm’
un numero cualquiera conmensurable 6 inconmensurable;
igualdad en que estan incluidas las dos partes del teorema.

Sea la fraccion algébrica

En efecto, —%xb::a (midm. 32); luego %—x bx m==am, 6

(Comp.*.dela Aritm. nim 19) -%x bm=—am; lucgo (nim. 32)

36. El cociente de dos potencias de una cantidad es una po-
tencia de la misma cantidad , cuyo esponente es lu diferencia de
los esponentes del dividendo y divisor ; es decir, que

a” . '
—=a""", siendo m>n.
a \
En efecto, a™"xa"=a™"t"=—a™ ; luego (ndm. 52) a™ " es
m

. a
el cociente de —.
an

.

. a” -
Nora. La igualdad—=a™""sirve para recmplazar el co-
a .
. T am ' ' . '
ciente indicado — por el monomio a™~"; y al contrario para
b S
. am . .
reemplazar el monomio a™" por el cociente — (Arnm. nii-
@
mero 39, nola (a)).
Si s tiene por objete lo primero, se enuncia abreviada-
mente el teorema en- estos términos: para partir cuntidades
tquales , se restan sus esponentes. :

. a” ,
57. Hagamos m=n en la igualdad —=a™", demostra-
a

da solamente para el caso en que m>n: el primer miembro se
reduce 4 1, y el segundo cs a°. Luego, conviniendo en que

‘ . . a™ _
a’=1, tendremos la ventaja de que laigualdad — =0™"", de-
, a
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. ‘
mostrada para el caso en que m>n, se eslienda tambien al
caso en que m=n. : ‘

Segun esto, y con ebjeto de generalizar el teorema nii-
mero 56 , admitiremos en adelante que foda cantidad , cuyo
esponente es cero, equivale d la unidad.

§. 2.° DivisioN DE MONOMIOS.

\

Division exacta.

58. Para dividir un menomio enlero por otro enlero, cuan<
do la division es exacta , se divede el coeficiente del dividendo por
el coeficiente del divisor, se resta el esponente que tiene cada le-
tra en el divisor del esponente que tiene la misma letra en el di-
videndo, y las letras del dividendo , que no se hallan en el divi-
sor, entran en el cociente del mismo modo que en el dividende;
¢s decir que, por ejemplo, |

[‘_0a3+4b2d3
. 5a°6°

En efecto, segun la regla (nim. 25), tenemos 8a*d*x8a°*=
40a°+*b%d*; luego es cierto (nidm. 32) que 8a‘d® es el cociente
de 40a™H6%d° dividido por 5a’h*.

=8a*d*=8a'6°d".

. o 9% 1 o 70%h
Ejemplos. 1. 18“2—_—§asb’, 2. :7—“,=:—b.

Ladivision de un monothio por otro sera exacta, toda
vez que los esponentes de las letras del divisor no sean ma-
yores que los que tienen las mismas letras en el dividendo.

~

Division inexacta de monomsos.

39. La division de monomios es inexacta : 1.° cuandoen
el divisor existe alguna letra que no entra en el dividendo;
2.° cuando el esponente de alguna letra del divisor es mayor
que el de la misma letra del dividendo. En estos casos se in—-
dica la division de los dos monomios, y se simplifica, si se
puede. la fraccion que resulta, en virtud de la segunda par-
te del teorema del nim. 35.

- " .3

Ejemplos. 1.° ?"l: o= .':_" ,2.° fﬂ-:_-i—

da'd  w@'d’ Ga'dt 2a%
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§. 5.° DiviSION DE UN POLINOMIO POR UN MONOMIO.

.

40. Para dividir un polinomio por un monomio, se divide
cada término del polinomio por el monomio, y la suma de los
cocientes parciales serd el cocienle tolal.

Sea el polinomio a—h+-¢ y el monomio m: digo que

a—b4c_a b ¢

m m m m .
T o.a b ¢

En efeclo, si multiplicamos el polinomio ——— + — por el -
m m m

R . a b ¢
monomio m, tendremos (nim. 27)—.m — —.m + —.m=
, m m m

-

a—>b-}-c; luego (nim. 52)%—- %—I— ,%- es el cociente de la di--

vision de a—b--¢ por m.
La division de un polinomio por un monomio sera exacta,
si todos los cocientes parciales son enteros. )
6h2 18t b* — 3ath® =ps
bt 37V o harpr—2Y
2a%b? 2

&4. La division de un polinomio por un monomio serd
inexacta, si uno 6 mas cocientes parciales son fraccionarios.
.. En efecto, si un solo cociente parcial es fraccionario, el co-
ciente total no es entero, y por consiguiente la division es
inexacta. Si dos 6 mas cocientes parciales son fraccionarios,
se puede dudar de que estos cocientes fraccionarios se des—
truyan unos con otros, y que el cociente final sea entero:
pero esto’es imposible , porque no siendo semejantes los tér-
minos del dividendo., los cocientes parciales tampoco pueden
ser semejantes , y por lo tanto no pueden reducirse unos con

otros; luego el cociente final es fraccionario, y la division
inexacta.

Ejemplo.

Sa’b1-8a%d*—Ta**d 5 8d%d’

j > —a*bd.
Ejemplo. Tab 7 0 + ¢

7b
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§- 4.° Division PE pOLINOMIOS.

Division exacta.

42. Representemos el dividendo por A +B-+CH-.....»
el divisor por a +6-c+....., y el cociente incognito por
m-+n-4p--....., é¢ imaginemos que estos tres polinomios es-
tén ordenados con respecto 4 una miswma letra z. Siendo el
dividendo el producto del divisor por el cociente, sera

A+B+-C...=(a+b+c+...) (m+-n—1p+...),
+
Yy por consiguiente (ntim. 31) A==ma, de donde m=;; es de-

cirgue partiendo el primer término del dividendo por el pri-
mer término del divisor, resulta et primer término del cociente.

Ahora, considerando al polinomio m-+-n-4-p--..... ¢omo |
un binomio cuya primera parte seam y la segunda n+p—+-.....
tendremos

A4-B+-C+...=(a+b+c+...)m+ (a1 bF-c+.. ) (o+p+...);
luego, restando (a-}-b+c--...)m de ambos miembros de esta
igualdad, sera
A+B+C+...—(a—l—b+c+...)m:(a—l—b—i—c—l—...)(n—l—!)—l-...)
Despues de reducido y ordenado el primer miembro, repre-
sentémosle por A'+B'4C'4-..., y tendremos
A'+B’+C’—|—...—_.—(a-l—bf!—c—ll—...)[n+p—]—...).

Como (niim. 31) A'=na, serd n=—; luego partiendo el pri-
a

mer.término del resto A'+B'+-C'+-... por el primero del di-
visor, tendremos el segundo término del cociente.

Tenemos ahora, considerando al polinomio n--p+q+-...
como un binomio ¢uya primera parte sean, y la segunda

R Rt ,
AFB4C+...=(a+bte 4.  nt (@t-b+ e+ )(p+g+--.);
y restando (a4-b+-c+...)n de ambos miembros, serd
A'+B'+C+...—(a+b+c+.. )n=(a+b+c+...)(p+q+-..)-
Ordenando y reduciendo el primer miembro, y llaméndole
A"--B"+C"+...sera N

A"+ B HC . =(atbtot. ) (pgt).

Siendo (nitm. 51) A”=ap, serd p===—-, es decir que particn-
a
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do el primer término del resto A”+ B”+ C”+-... por el pri-
mero del divisor, se tendra el tercer término del cociente.

Este razonamiento puede continuarse hasta que se hallen
todos los términos del cociente ; y cuando se halle el tltimo de
estos érminos , ¢l resto correspondienle serd cero.

En efecto, llamemos, para abreviar, D al dividendo pro-
puesto, P al producto del primer término del cociente por el

" divisor, P' al producto del segundo término del cociente por el
divisor, P” al producto del tercer término del cociente por el
divisor, y supogamos, para fijar las ideas, que el cociente no
tenga mas que ‘tres términos: el primerresio es D—P, el se-
gundo D—P—P', y el tercero D—P—P'—P”. Mas siendo,
por suposicion, el dividendo D igual al preducto del divisor
por el cociente, esto cs, igual & P4-P'+-P”, resulta que el res-
to final D—P—P'—P” es cero.

Al contrario, cuando se llegue d un resto cero, el cociente
hallado serd el cociente verdadero.

Supongamos, por ecjemplo, que habiendo restade sucesi-
vamente los tres productos P, P, P” del divisor por los tres
primeros términos del cociente; el resto sea cero: digo que
el trinomio hallado es el cociente verdadero. -

En efeete, siendo D—P—P'—P*=0, es D=P+-P +P";
es decir, que el dividendo es igual al producto del divisor par
_:e]l trinomio hallado ; luego este trinomio es el cociente verda-
daero. : .

Segun las operaciones que hemos visto deben ejecutarse
en la division exacta.de un polinomio por otro, establecere-
mos la regla siguiente:

Para dividir un polinomio por ofro, cuando el cociente es
entero 6 la division es exacta, ordeno dividendo y divisor con
respeclo 4 una misma letra cualquiera, y partiendo el primer
término.del dsvidendo por el primero del divisor , tendré el pri-
mero del cociente. Multiplico este término por todo el divisor,
resto el producto del dividendo, y partiendo el primer término
del resto por el primero del divisor, tendré el sequndo término
del cociente. Multiplico este término por todo el divisor , resto el
producto del dividendo dltimo, y partiendo el primer término
del resto por el primero del divisor , tendré el tercer término del
cociente. Contintio del mismo modo hasta que halle el dltimo ter~
mino del cocienle, que serd aquel que dé cero de resto.

El lector debe repetir la demostracion haciendo uso del
razonamiento ordinario. ’
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Ejemplo.

6a'—23a'b— a’b*+-54ab* 2ab*—246°|2a°-Ba*b-5ad® -+ 40"
—3a5+15a'b+ 9u’h*—12a%0° Sa'—hab_6b°
— 8a'b+ 8a°0*--422*0°+ 20b*—24b° .
+ 8a'b—20a°* —12a%b-}-16ab*
+12a%*+ 35046+ 18ab* —24b°
—A424%*—350a2h>—18ab*-}-24b° b
0 )

* Estando ordenados los dos polinomios con respecto & la
letra a, se parte el primer termino 64° del dividendo por el
primero 2a° del divisor, y el primer término del cociente es
3a*. Multiplico todo el divisor por 3a?, y resto el producto
del dividendo; pero en vez de restar dicho producto despues
de obtenido, es mas sencillo restar cada producto parcial 4
medida que se va obteniendo; de este modo: + por-}-da--,
para restar—. que se escribe debajo del primer término del .
dividendo, 2a°x3a* es 6a®>, que escribo a continuacion del
signo — escrito ya. Sigo diciendo: — por - da —, para res-
tar -, que escribo debajo del segundo término del dividendo;
5a*b por 3a® es 18a‘b, que escribo & continuacion del signo -
que acabo de escribir; y asi sucesivamente. '

Nora. Cuando se multiplica un término del cociente por
el divisor para restar el producto del. dividendo correspon-
diente , el producto del primer término del divisor por dicho-
término del cociente es igual al primer término del mismo di-
videndo; es pues iniitil hallar este producto parcial: se rayara
desde luego el primer término del dividendo, y se muitiplica-
ra el término del cociente por los términos del divisor, desde
el segundo inclusive. :

* 43. Si la letra que se toma por principal, entra en va-
rios términos con un mismo esponente , se ordenaran los poli-
nomios reduciendo antes a un solo término todos aquellos en
que dicha letra tiene el mismo esponente, y se efectuardn
aparte las divisiones parciales del coeficiente del primer tér-
mino de cada dividendo por el coeficiente del primer térmigo
del divisor,
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Ejemplo.
At |a'—b* | a*42b'cla—b®| 2b'a’—beatb?
—hbe | —2e +2b=| e —b|
e 1 =i 2|+ b a—b?
obclw—ap (a0 |C Fhe
4260 | b
—b%

o T30 @ +2b'c a—b°
+-be | —b% +2b5|

“"'bcn, _b’ci *
+b% | a8 a
—+b | —=b'c
_i_b!c! T
b |
O —2b | arbc |a—bF
+-b% +b°
—be ,a—-—b‘
i
e 0
Divisiones parciales.

1Y bb—bbet-ct|20—c 2.% -20°-b% —be?|2b— ¢

+2bc 35— _ e lET e
—2bc-¢? +2b*c—bc?
—t +-be?
0 N

Si se tomase por principal la letra b6 la ¢, se obtendria
el mismo resultado.

* 44, Se puede efectuar una division de polinomios, sin
ordenarlos : pues observando que el primer término de cada
dividendo parcial y el primer término del divisor son los tér-
minos en que la letra principal tiene el mayor esponente, se
hallaran los diferentes términos del ceciente, dividiendo el
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término’ en que la letra principal tiene en cada dividendo
parcial el mayor esponente por ¢l término del divisor en que
la misma letra tiene tambien el mayor esponeate.

Division inexacla de polinomios.

" 45.  Cualquiera que sea la cantidad que se tome por cociente,

i se muluphca por el divisor, y se resta el producto del divi-

dendo, el cociente verdadero, enlero ¢ fraccionario , serd igual

é dwha cantidad , mas una fraccwn cuyo numeraéor es el resto y
" cuyo denommador es el divisor.

Sea A el dividendo, B el divisor y m una cantidad cual-

yaiera que se toma por cociente: el resto sera A—mB. Digo

A A— mB
que —B—__ m-+

' En efecto tcncmos evndentemente A=mB +(A—mB)
luego (1;0)—-—_—m+ mB

46. Si, sngmendo la regla de la- division exacta de dos
polinomios, se llega & un resto, en cuyo primer término la
letra principal tenga menor esponente que en el primero det
divisor (4 cuyo resto llamaremos-en adelante residuo de la
division), la division sera inexacta: pues no puede existir
cantidad alguna entera (ndm. 7) que multiplicada por el di<
visor dé por producto dicho resto. En este caso, segun el teo-

‘rema que acabamos de demostrar , se tendra el cociente com-
pleto, afiadiendo al cociente entero obtenido un quebrado

- cuyo numerador es el residuo y cuyo denomfihador es el di-
visor.

Ejemplo..
5r*4+ 9°— 62*— 8z 9 r’— bz} 1 .
+202°— 52° 3852— 96
205" 11z'— 8o+ 95 +2004+-108+ ———q
o a*—bx-1
+1162*—29z
1052*—87z+ 9! '
—|—420m‘—!05

383zx— 961 ‘




34
Tenémos pues la identidad ~

v

385x—96

52' +91° — 60* — 82 +9
— — — ——— ———— l e ———
pe S | 52!+ 290105+

Vemos por este ejemplo, que el quebrado propuesto, cu-
yo numerador es de un grado mayor que su denominador,
se ha transformado en una espresion entera, sumada con una
fraccion cuyo numerador es de un grado menor que su deno-
minador. Esta transformacion, aniloga a la de un quebrado
impropio en namero mixlo, es muy frecueute en la parle ele-
vada de las matematicas. _

* 47. La division es tambien inexacta, cuando ordenan-
do el dividendo y el divisor con respecto & una cualquicra de
sus letras, el primer término del dividendo no es divisible
por el primero del divisor, 6 el altimo término del dividendo
no es divisible por el altimo del divisor: pues ya se sabe,
que si la division es exacta, el primer término del dividendo
es el producto del primer término del divisor por el primero
del cociente, y el itimo término del dividendo es el pro-
ducto del ultimo término del divisor por el altimo del co-
ciente; es decir, que el primer término del dividendo es di-
visible por el primero del divisor, y que el altimo término
del dividendo es divisible por el altimo del divisor.

Asi, si el dividendo es 12a*x°4-7a°s*{-8a*z+20%, y el di-
visor 4ax*+-8a’z—64a’c, la division serd inexacta; pues estan-
do cl dividendo y el divisor ordenpados con respecto &4 x, el
ultimo término 2a* del dividendo no es divisible por el alti-
mo—=6a’c del divisor. )

¥n todos los casos de divisiones inexactas se pueden ha=
llar tantos términos del cociente como se quieran, y com-
pletarlo en seguida afiadiendo 4 la parte hallada un quebra-
do cuyo numerador sea el resto correspondiente, y cuyo de-
nominador sea el divisor. ‘

§.5. ° CONSECUENCIAS DE LA DIVISION.

48. Si un polinomio entero (7) Ax™ 4 Bx»—'4- Cx=—*4...
+Kx-+ L, ordenado con respecto 4 una letra X, se divide por el
binomio x —a, el residuo de lu division serd el mismo polinomso,
reemplazando X por a; es decir, que el residuo serd

Aa™ - Ba™' 4 Ca™* +... + Ka+- L.

-~
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En efecto, como x entra en el divisor elevada 4 la prime-
ra potencia, se podra continuar la division hasta que se lle-
gue al residuo, el cual sera, en este caso, independiente de x
(num. 46). Sea Q el cociente entero obtenido y R el residuo:
tendremos la identidad

Az®+Bx™ '+ Cx™*+ ...+ Kz L—(r—a) Q- R.
Si en esta identidad damos & x un valor cualquiera, los dos
miembros tomaran valores iguales (Nim. 3). Demos pues &
« el valor a: (, que es un polinomio entero con respecto &
. @, toma un valor determinado, y x—a se reduce a cero;
luego (x—a) O se reduce-a cero; y por tanto
a"—l—-Ba"'—'—{-("a"‘—'—l—. .+ Ka-+-L=R. )

49. Si un polinomio entero Ax™ -+ Bx»— !4 Cx™—*4 ...}
Kx 4L, ordenado con respecto & una letra x, se reduce 6 0, po-
niendo en vez de x el valor a, dicho polinomio es divisible por
x—a; y no lo serd en el caso contrario.

1.° Acabamos de demostrar que el residuo de la division
del polinomio Az™+ Bx=—!4Cz™—*+-...+Kz+ L por z —a
es Aa™ - Ba™ ' 4 Ca™—*-L...+ Ka-}L; y como por suposi-
cion esta cantidad es cero, se infiere que el cociente es en-
tero, 6 quc Az™ B:v”'*‘—|—Ca:"'—’J- .- Kz-+L es divisible
por x—a.

2.° Sia no reduce 4 cero 4 dicho polinomio, el residuo
Aa"‘—}—Ba"‘—’—I—Ca"'—’-{— -+-Ka+-L no es cero, y por tanto
el polinomio propuesto no &5 divisible por z—a.

Corolario. Lg diferencia x»—a™ de dos potencias del mis-
mo grado de dos cantidades es divisible por la diferencia de estas
cantidades : pues poniendo & en vez de = en el polinomio
a™—a™, este polinomio se reduce & cero.

50. Hallemos el cociente de x™—a™ dividido por z—a.

El primer término del cociente es 2", y el resto corres '
pondiente ar™—!'—a™ =q(z™'—a™"); luego (Ntim. 48)

LT —a™ gm—1t—qr—1
=g lax ————.
‘ T—a - T—a
. . xo—{—_gm—! ,
Luc eniendo el cociente —————, se tendrd el co-
) X a b

m___am

. a . . o
ciente -, escribiendo el término x™', y afiadiendo & este

término el producto del cociente anterior multiplicado por a.
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7' —a* s

Ahora bien, © — - =z+{a (Nim. 51); luego, segun la
T—a

regla que acabamos de hallar, tendremos sucesivamente:

’—d’ .
=1+ ar 1 a?, .
z—a .
z* —a*
—=x1-a3* - a*r+a,
~ ete.,
y en general .
r"—a™

="t gt L.
T—a
. a”'—’x’—i—a"""x—{-a"'—‘.
Para comprobar esta igualdad, no hay mas que multi~
plicar el 2.° miembro por z—a,y resulla, hechas las reduc-
ciones, 2™ —a™, es decir, que "'} aa""—’—{— ceefa™tes

una cantidad que multiplicada por el divisor da por produc=
to el dividendo; luego dicha cantidad es el cociente.

Ejemplos.
o dﬂ—a’ 6 5 "
1. ~ a —l-aa; +artadxd a*at+a :v+a :
5__
90 T— —a;‘—{-x’—;—a:’—[—x—l— L
CAPITULO lV
Fracciones algébricas. !

51. Sabemos que una fraccion literal es el cocienle in-
dicado de dos espresiones literales, las cuales pueden repre-
sentar nameros enleros, fraccionarios 6 inconmensurables.
Las fracciones literales comprénden como casos particulares
4 las fracciones numéricas, es decir, 4 las fracciones cuyos
dos términos son nimeros enteros; y por tanto todo lo que

se demuestre de las fracciones literales,, quedara demostrado
para las numéricas (a). )

(4) No debe admitirse sin demostracion, invirtiendo este principio;

que las fracciones literales sé calculan por las mixn.as reglas que las nu-
méricas:

-
J
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52. Si el numerador de un quebrado, cuyos dos términos
som posilivos , crece ¢ disminuye , el quebrado crece ¢ disminuye.

e _ .. ,
Sea el quebradoT; aiiadiendo ¢ 4 su numerador, el nuevo

quebrado sera i Mas (Num 42) ‘if_.—-—{— ; luego
a-tc

5 >T desigualdad que demuestra las dos partes del teo-
rema.

St el denominador de un quebrado, cuyos dos términos
son positivos, crece & disminuye, el quebrado disminuye ¢ au-
menta.

Aiiadiendo ¢ al denominador del quebrado—;—l-, el nuevo

quebrado seréb—:_—‘-;. Ahora bien, tenemos%—xb:a, %

(b+c)=a; Iuego—Z-xb:—b—a_l-_-z_(b—}—c); y pues el factor b esi

. , b ,
menor que el factor b+-¢, el factor — serd mayor que el

factor b_—;-_c ‘
a : :
83. Para reducer varios quebrados literales d un comun deno-
minador , se myltiplican los dos términos de cada quebrado por el
- producto “de los denominadores de los demds.

Los nuevos quebrados serdn respectivamente iguales 4 los
propuestos, pues resultan de la multiplicacion de los dos
términos de estos por una misma canudad

Asi, los quebrados literales — b 7 —f-, reducidos & un
comun denominador, seran.

adf cbf ebd
bdf * baf > baf
5k.  El miltiplo mas simple de varias cantidades literales
es el prodacto del menor numero posible de fagtores, que sea
divisible por dichas cantidades.
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~ Segun esta definicion, se hallard el maltiplo mas simple
de varios monomios, multiplicando ¢l menor miltiplo de los
coeficientes por las polencias de mayor grado de cada uno de
los factores literales.

Asi, el multiplo mas simple de los monomios 4a’*d*, 6a‘bc?
y 8a®bc®, es 24a‘bc de.

53. Si en los denominadores existen factores comunes a
dos 6 mas, se reduciran los quebrados & un comun denomi-
nador , hallando el mailltiplo mas simple de los denominadores, y
multiplicando en sequida los dos términos de cada quebrado por el
factor que falla & su denominador para componer dicho multiplo
mas simple. .

Ejemplo. Reducir & un comun denominador las frac-

m n_ P
ABa’b*c¥  Bha®b’r  8Ua'bic

El maitiplo mas simple de los denominadores serd 2*.5."5
a'b%* : los factores que faltan & los denominadores para com-
poner el multiplo mas simple, son respectivamente 3*.5ab,
2°.5a* y 3°.bc; luego los quebrados reducidos al comun de-
nominador 2*.3°%.54'b°c* seran .

3% 5abm 2°.5a%n 3%.bep
28,33, 5u*b%? - 24.3%. 5a'b'c?’ 2*.53.5ab%

36. Si d los dos términos de un quebrado, cuyo numerador
y denominador son positivos, se les afiade una misma cantidad
posiliva, el nuevo quebrado serd mayor que el propuestq, si el
numerador. de este es menor que su denominador ; y el nuevo que-
brado sera menor que el propuesto, si el numerador de este es
mayor que su denominador.

ciones

e . A .
Sea el quebrado T:anadncndoasusdos términos cl na-

a-+m

mero m, el nuevo quebrado sera b_+_' Reducidos estos dos
: m

quebrados-d un comun denominador, el primero se transfor;

ma en %, y el sggundo en %—. Alora, si a<b,

serd am<bm, y ab+am<ab-+-bm; luego (Nim. 52) el segundo
quebrado es mayor que el primero; es decir, queen este caso

a-+m

—>i. Si a>b, sera am>bm, ab-{-am>ab--bm, y por con-

e
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CAPITULO V.

Esponentes negativos. — Interpretacion de las espresiones y -90—

ol a

ArticuLo 1°.
Espanentes negalivos.

.
mw

. a
62. Hemos visto, que cuando m>n, TW—:a”""; y que ad-

mitiendo que a° sea 1, esta igualdad se estiende al caso en

que m=n. )

« Supongamos ahora que m<n, y que d sea la diferencia; sera
. am m am

n=m— d. La espresion — serd en eslo €aso ——=———3

. a am™xa

(Nim. 28); 6 simplificando, resulta%. La espresion a™"se

convierte, poniendo m--d en vez den, en a~%. Luego, si con-

venimos en considerar como equivalentes las dos espresiones -
" :

-17 y o, laigualdad Z—": m-n demostrada para los casos

en que m>n y m=n, serd tambien cierta cuando m>n, es

decir que sera general. .

Segun esto , loda cantidad que tiene esponenle negalivo, es un
quebrado, cuyo numerador es la unidad , y cuyo denominador es
la misma cantidad con el mismo esponsnte hecho positivo.

63. Para multiplicar 6 partir cantidades iquales cuyos espo-
nenles sean negalivos, se siguen las mismas reglas que para mul--
tiplicar ¢ partir cantidades squales cuyos esponentes son ente=
ros y posilivos; esla es, se suman é restan los esponentes (Nu-
mero 22). ‘

Digo que a™™xa " =a"""".

: 1 .
Enefecto, a™" = a "= —l—; luego

an
1 1 .
s 0K = e X = = g
moogn am+n

a—™"
] —_—— —_—gN—m
Digo ahora que = mkn —gh—",

NS

\.\
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En efeclo, a™™xa—"=g"—"—"=g—"; luego es cierta la
. a"
igualdad —=a"".
a—n
. 1
Nora. Dela igualdad a—*=— resulta a’xa—*=1, y por
o
ouiente i 1
consiguiente a®=——,.
Luego toda cantidad de esponente positivo equivale 6 un que-

brado cuyo numerador es la unidad, y cuyo denominador es la
misma cantidad con el mismo esponente hecho negativo.

mhn
64. Tomemos la espresion , que puede escribirse asi:
. P .
a1 ™" ambrd—e
—_— —=——'—Xd_q=———.
¢ d ¢?
r m
La misma espresion puede escribirse asi: —— xJ"; y como
p P rYr
I O L | a™

= ! sera = X =
b7 e erdt b ordih
Por consiguiente todo factor puede trasladarse del nume-
rador al denominador , 6 al contrario, mudundo el signo d su
esponente.

AnrTicoLo 2.°

. o a 0 -
Interpretacion de las espresiones o Yy o

65. Si quedando fijo el numerador de un quebrado, el deno-
minador va disminuyéndo , y puede acercarse d cero cuanlo se
quiera, el valor del quebrudo ird aumentando y llegard ¢ ser ma-
yor que cualquiera cantidad , por grande que esta sea.

En efect I quebrado — ., pe
n efecto, sea el quebrado 3’ y supongamos que, perma-
neciendo el numerador a constante, el denominador b lenga

. i 1 1 1
sucexivamen ey e,
vamente los valoresw, 100° 1000° 10000°
valores respectivos del quebrado seran 104, 100a, 1000a,
10000a, ctc. Luego es claro que, disminuyendo suficiente-
~ mente el denominador b, podra llegar el quebrado & valer

ete.; los
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mas que cualquiera cantidad dada. Por esta razon la espre-

.6 . .
sion o debe considerarse como una cantidad mayor que

cualquiera cantidad asigoable, y se le da el nombre de can—
tidad infinitamente grande , 6 de infinito, y se representa por

el signo . N
a
Tenemos i =ab.
b

Si b=0, ser %:ao ; ¥ por consiguiente %_:—_—.0,

Luego , cuando el denominador de un quebrado es infinito,
el valor del quebrado es cero; lo que tambien puede demostrar-
se directamente del mismo modo que el teorema inmediato
anterior. '

66. La espresion —00— representa una cantidad que multi-

plicada por 0 da de producto 0 (Nim.32); y como cualquier
namero finito multiplicado por O da O de producto, se infiere

. O . r - . 3
que la espresion e igual & cualquier namero, 6 es una
espresion indeterminada.

Az Bz ' Cx™*+4... 4+ Kz+4-L

Az LBz O L. Kz L
damos & z un valor a que anule & numerador y denomina-

* 67. Sienel quebrado

.. 0
dor, este quebrado se convertira en o Como el numerador

y denominador del quebrado propuesto son divisibles por
x—a (Num. 51), si quiero hallar el verdadero valer de la frac-
cion propuesta, cuando x=—a, suprimiré el factor »—a co—
mun a numerador y denominador, y haré en seguida r—a.

Asi pues, siempre que por un calor a dado & una lera x

se convierta un quebrado en %—, no debe inferirse que el valor del °

quebrado es entonces un mimero cualquiers, si no que existe un
factor x—a comun & wumerador y denominador ; y el verdadero
talor de la fraccion, en el caso en que x—=a, se hallard supri-
miendo dicho factor comun x—a, y haciendo en seguidu cn la
[raccion simplificada x=a.



i ’
. LY . ) 1 m’—am—‘-s
Ejeniplos. 1. Si en la fraccion P60 T i1r—6

, - L . 0
mos a x el valor 5, la fraccion se convierte &n -B; lo que

da-

prueba que el numerador y el denominador son divisibles

- s -1
por z—3. Simplificando el quegbrado, resulta 3012 ¥
haciendo ahora =3, resulta —==1, valor del quebrado pro-
puesto cuando £2=3. 2

r*—2z-4-1
|
sulta e Para hallar el verdadero valor de la fraccion pro-

2.° Si én el quebrady hacemos r=1, re-

puesta cuando #=1, simplifico el quebrado, partiendo nu-
merador y denominador por x—1, y tendré ::: ; y ha-

ciendo ahora z=1, resulta 0, valor del quebrado propuesto
cuando z=1. _ 0
5.° Si en la fraccion —————— hago r=2, resulta .
o —kr i3 80 T=2 resulia 5
Para hallar el verdadero valor del quebrado propuesto, su-
primo el factor z—2 comun 4 numerador y denominador, y

., X
tendré

Z, y haciendo ahora x=2, resulta @ , valor del

quebrado propuesto cuando r=2. :

’ a'4-a*b—5a*0* —ab*+-2b*

a*—a*b*—13a%% - 25ab>—12h*
ciendo a=h, se convierte en -%; luego los dos términog

4. Sea el quebrado ha-

del quebrado-son divisibles por a — b. Suprimiendo el fac-

t(:r a—b, comun i numerador y denominador, resulta

s 2 __ B2 Ops

a_—alﬁaf_ap_m%_’ y haciendo ahora a=>b, resulta 2; lue-
a®—A13ab®12b° 0

o los dos términos del nuevo quebrado son tambien di-
v:sibles por a—b. Simplificando el nuevo quebrado, se halla
a? +3ab 4 202 . '

~ . . . bre — It
a’h—-!—ab—ﬂb” y bacicndo en este quebrado a==b, resulta

6a* '

—.JOZ’—:_F; verdadero valor del qucbrado propuesto
cuando a=b.




LIBRO- SEGUNDO.

ECUACIONES DE PRIMER GRADO.
—COT—

CAPITULO L

Nociones preiiminares.

—

68. Se llama ecuacion numérica la ecuacion en que to-
das las cantidades conocidas, que entran en ella, son nime-
ros pdrticulares; y ecuacion literal la ecuacion en que una
6 mas de dichas cantidades conocidas estan representadas
por letras. '

Asi, la ecuacion 4x—8 =25z 4 12 es una ecuacion numé-
rica. La ecuacion ax*—3=y—bz es una ecuacion lileral.

En una ecuacion con una sola incégnita se llama valor
de esta 6 solucion de la ecuacion toda cantidad conocida que
puesta en la ecuacion en vez de la incogrita la verifica 6 sa-
lisface, es decir, la transforma en una identidad.

Asi, en la ecuacion 3x==6 el Gnico valor de la incognita
6 la dnica solucion de la ecuacion es 2. En la ecuacion z*=—
kz— 3 los valores de la inc6gnita 6 las soluciones de la ecua-
cion son 1 y 3.

Se llama solucion de una ecuacion con varias incégnilas
Ta combinacion de valores de estas que verifican dicha ecua-
cion.

Asi, en la ecuacion 2z 4 3y=6 la combinacion de va-
lores 0 y 2 de las incognitas x é y forman una solucion; otra

»la combinacion de valores 1 y ; de las mismas incégni-

tas, etc. .

Se dice que se ha resuelto una ecuacion, cuando se han
hallado sus soluciones. '

Dos ecuaciones con una misma 6 con varias incbgnitas
se llaman equivalentes, cuando tienen las mismas soluciones.

R
- . N . - N
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Asi, las dos ecuaciones Sx=6, 3r-}-1=7. que tienenla
misma solucion x =1, son equivalentes. Las dos ecuaciones
2z+3y="6, hx+6y=12, que lienen las mismas soluciones,
son equivalentes.

Se dice que una ecuacion no se altera cuando se transfor-
ma en otra equivalente.

69. Una ecuacion no se allera afindiendo sus dos miembros,
6 restando de ellos, una misma cantidad.

Sea la ecuacion A=—B con una 6 varias incégnitas: afia-
damos a sus dos miembros la cantidad m positiva 6_negativa,
y la nueva ecuacion serd A+m=B-m. Toda solucioa de la
ecuacion A=DB hace que A y B reciban valores idénticos; la
misma solucion satisface por lo tanto a la ecuacion 4 {-m=
B-{m; luego toda solucion de la primera ecuacion es solu-
cion de la segunda. Al contrario, toda solucion de la segun-
da ecuacion, hace que los valores que toman A-+my B+m
sean idénticos, luego tambien lo son los valores que toman
Ay b; es decir que toda solucion de la segunda ecuacion es
solucion de la primera. Queda pues demostrado que dichas
dos ecuaciones tienen las mismas soluciones, y que por tanto
son equivalentes.

Del mismo modo se demuestra que una ecuacion no se alte-
ra multiplicando 6 dividiendo sus dos miembros por una misma
cantidad conacida diferente de Q.

70. Una ecuacion se altera multiplicando sus dos miembros
por 0.
Sea la ecuacion 3x 4y ==17: multiplicando sus ﬂ.
miembros por 0, sera (3x-+y)0="7x0. Esla ecuacion se
verifica por cualesquiera valores de las incognitas x € y, los
cuales pueden no formar solucion de la ecuacion propuesta.
Asi, 1a segunda ecuacion se verifca por los valores 1 y 4 de
® éy, y esta solucion no satisface & la ecuacion primera.

71.  Multiplicando los dos miembros de una ecuacion por una
cantidad desconocida, la nueva ecuacion puede lener mayor nime-
ro de soluciones quz la propuesta.

1° Sea la ecuacion 32 =6: multipliquemos estos dos
miembros por la cantidad desconocida x—3, y la nueva
ecuacion serd 3z (v —3) =4 (z —3). La solucion x=2de la
primera ecuacion es solucion de la segunda; pero la solu-
cion =3 de esta no lo es de la primera.

Y
\
Vv
}

\

\

¢
{

L

A

4
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.k 3 -
2. Sea la ecuacion —:-,-——3: multiplicando sus dos
r x—

miembros por z(z— 3), resulta 4 (x—3)=>5x, que tiene la
misma y tnica solucion £ =12 que la propuesla. .
Dividiendo losdos miembros de unaecuacion por undg canli-

dad desconocida, la nueva ecuacion puede lener menor niimero
de soluciones que la propuesta.

1.° Pues si dividimos la ecuacior. 3x(x — 3) = 6(x —35)
por x— 3, la nueva ecuacion serd 5z = 6, la cual no tiene
la solucion =3 que tiene la primera.

2.° Si dividimos por z los dos miembros de la ecuacion

4(x —3)

4(x—3)=3x, la nueva ecuacion =35 liene la mis-

ma y Wnica solucion =12 que la propuesta.

72. . Elesando los dos miemnbros de una ecuacion 4 una mis-
ma, polencia, la nueva ecuacion puede tencr mayor niimero de so-
luciones que la propuesta.

1.° Sielevamos al cuadrado los dos micmbros de la ecua-
cion r—3=1, resulta (x — 3)*=1, yestanueva ecuacion
tiene, ademas de la solucion z==4 de la propuesta, la solu—
cion z=2. .

2.° Sielevamos al cuadrado laecuacion y/z — 1 =1, re-
<ulta la nueva ecuacion x —1=1, la cual tienela mismay
unica solucion =2 que la primera.

Estrayendo ung misma raiz de los dos miembros de una
%acimz , la nueva ecuacion puede tener menor numero de solu-
nes que la propuesta. . '
1.°  Sea la ecuacion (x —3)?==1: estrayendo de los dos
miembros la raiz cuadrada, resulta x — 3 =1, ecuacion & la
cual conviene la solucion_ anica x==»4; pero la propuesta
tiene ademas la solucion r=2.
2.° Sea laecuvacion © — 1 ==1: estrayendo la raiz cuadra-

da de ambos miembros, es {/x —1=1, la cual ticne la
misma y @nica solucion £=2 que la propuesta.

Nora. En vista de los cuatro @ltimos teoremas, toda vez
que se multipliquen 6 partan los dos miembros de una ecua-
cion por una cantidad desconocida, se ha de examinar con
cuidado si la nueva ecuacion es & no equivalente & la pro-
puesta ; ¢ igualmente siempre que los dos miembros de una
ecuacion se cleven & una misma potencia, & se cstraiga de
¢llos una /mism'u’ raiz. -
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73. Cualquiera que sea la ecuacion que se quierd re—
solver, las primeras operaciones que hay que hacer son las -
siguientes: 1. quitar denominadores; 2. efectuar las ope-
raciones indicadas, si la incégnita se halla dentro de algun
paréntesis; 3.% hacer la transposicion , es decir, reunir en un
miembro todos los términos conocidos, y en el otro todos los
desconocidos : 4.* hacer la reduccion , es decir, redueir & un
olo término todos aquellos en que las incégnitas tengan el
mismo esponente.

74%. Para quitar los denominadores de una ecuacion, se mul-
tiplica el numerador de cada quebrado por el producto de los de-
nominadores de los demas quebrados, y los términos enteros se
‘multiplican por el producto de todos les denominadores. De esle
modo , se multiplican todos los términos por el producto de
todos los denominadores, y por consiguiente, si estos denomi-
nadores son conocidos, la ecuacion no se altera (Nim. 69).

o @ | 51 o 3x—2)
Ejemplo. —7——1—? 8_——4_—{_“'

Para quitar los denominadores, multiplico el numerador
a por 12, el numerador 5x por 28, el entero 8 por 84, el
numerador 3(x—2) por 21, y el entero 14 por 8%, y resul=
tard : '
12 4 1405 —672—=63 (x —2)+-1176.
Hemos multiplicado el numerador x por 12, y como al
mismo liempo hemos dejado de escribir el denominador 7, he-

mos vaelto & n{ultipliéar por 7 el quebrado 1—310- que resutta * .

de la multiplicacion del quebrado%— por 12; de modo que-

&
7

y por 7, esto es por 8%. Del mismo. modo se demuestra que
los otros dos quebrados se han multiplicado por 84; y como
los enteros se han multiplicado tambien por 8%, todos los
términos de la ecuacion se han multiplicado por 84.

Para quitar los denominadores de una écuacion, cuando dos
6 mas de ellos tienen faclores comunes , se mulliplican lodos sus

el producto 12z es igual al quebrado - multiplicado por 12
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términos por el miiltiplo mas simple de los denominadores; regla
. preferible en-este caso 4 la anterior. ) .

Para multiplicar los quebrados por el multiplo mas sim-
ple, en vez de multiplicar el numerador por dicho multiplo,
y dividir en seguida el producto por el denominador, es mas
senciffo (Comp.* .dgJa Arim. nim. 8) dividir el maltiplo por
el denominador, y multiplicarel cociente porel m;merador (@).

. 2z y _e_oy 1

Ejemplo. = &+2+w 8 3 +‘2.

Como en los denominadores existe el factor 3 comun 4 los
denominadores 3y 12, el factor 2 comun 42, 4y 12,y el
Tactor 4 comun & 4 y 12, hallaremos su mas simple malti- .
plo, que es 12, y multiplicando todos los términos por 42,
Y tendremos : ,

8r— 48 1 6y--122 =96 — 9y +1.

Para multiplicar el quebrado 3_;— por 12, parto 12 por 3,

y multiplico el cociente 4 por 2z. Del mismo modo se multi-
plican los otros quebrados por 12. v

75. Para pasar un lérmino de un miembro d olro, se muda
el signo 4 dicho término. : ,

En efecto, si tenemos la ecuacion ax—b=cz-+d, y quere-
mos pasar el término ¢z al primer miembro, restaremos cx de
ambos miembros, lo que no alterara a la ecuacion (Nim. 69),

Y -tendremos . ,
ax—b —cx==cxr-+d—cx, /
6 ax— b —cx ==d, conforme ala regla.é,

Si en.la misma ecuacion ax — b=cx |- d, queremos pasar
el término b al segundo miembro, afiadiremos b a ambos miem- -
bros, lo que no alterara a la ecuacion (Ndm. 69), y tendremos

ax—b-+b=—=cx—+d-+b,
6 ar=cx—+-d--b, conforme 4 la regla.

{(a) Aplicando esta regla de quitar denominadores 4l caso en que estos
son primos entre si dos 4 dos, su maltiplo mas simple serd el producto-de
todos ellos (Aritm. num. 77, nota); y el cociente de la division del miltiplo
mas simple por el denominador de cada quebrado es el producto de los
denominadores de los demds quebrados; de manera que dicha regla se re-
duce en tal caso 4 multiplicar el numerador de cada quebrado por el pro-
ducto de los denominadores de los demés quebrados, es dncir, se reduce &
Ja regla ordinaria.
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Fjemplos para hacer las éuatro primeras operaciones en '
las ecuaciones,

K 7+ i_w—s 5(“” LT o “\
Quitando denominadores, resulta Lo (':‘
120+1402— 672—63 (s —2) 4 1176. Vi
Efectuando las operaciones indicadas, sera Voo
1204 140z — 672 —630— 126 +1176. \\" Vol
Haciendo la transposicion, tendremos R CARA
122+ 1400—637—672—1261-1176. VL oad
Haclendo la reduccion, 89.17—1722 i? 2 ﬂ‘/-
. 3 o kY
2.° —49= W
+9 z—3 Lt
4(1}—-—5)—}—9.1:(3:—0) =3x.

Para quitar los denominadores de esta ecuacion, hemos mul-
tiplicado los dos miebmros por el producto x(x—l")) maltiplo
el mas simple de los aenominadores; y como por hallarse
z 'y £—3 en los denominadores ninguno de estos factores re-
sulta comun 4 todos los términos de la nueva ecuacion, se -
infiere que esta nueva ecuacion no tiene ninguna de las solu-
ciones r=0, r=3, y que por tanto es equivalente 4 la pro-
unuando la operacion, tendremos
hx—12-}-92*—272—=3x,
92+ ho—27x—32=12,
91 —267—12. &
. 2%

44 Y ip—g 3 1
-5 ~htgte=8-4+15
82—48-- 6y--120—=96—9y+1, .
8216y 1121+ 9y=—96- 148,
20z--18y—145.
-a(m-g) __(z—d)

of (x —g) —be(x—d)—bf=bfh—z+-c,
afr—afg—bcx+-bed—bf=bfh —2--c, /
afx—bex—+x=afy }-bfh-c—bed-+-bf.
Para hacer la reduccion en este caso, separo el factor co-
mun x (Ndmero 27), y sera

(“f—'bH—i)m=afg—|—bfh+c—bcd+bf
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3
Este segundo miiembro puedg escribirse asi:

flag+bh+v)fe(d—ba). — ~
76. Si todos los términos de una ecuacion tienén un fac-
tor comun, se simplifica la ecuacion , suprimiendo dicho fac-
tor comun. e '
Ejemplo. 6abr—9bcd—12bdx - 15abc.
Todos los términos de esta ecuacion tienen el factor comu
ab: partiéndolos por él, tendremos -
Qaxr—3cd=—4dx-}Sac.
Haciendo la transposicion y la reduccion , se hallara
. (2a— bd)x=c(Ba-{3d). \
77. Si en los dos miembros de una ecuacion hay una mis-
ma cantidad precedida del mismo signo, se simplificard la
ccuacion, suprimiendo dicha cantidad.

Ejemplo. —w-;to-—}&:@-]— %5- S
Suprimiendo el 2 en ambos miembros, queda la ecuacion
z+3__ 25—9
2 3 °

la cual, despiles de quitar los denominadores, transponer.y
reducir, se reduce 4 x=97. :

78. A veces resultan negativos los dos miembros dej
ecuacion, y esto consiste en que, ea vez de pasar Igs tdrmi-
nos incognites 4 un miembro, se pasan al otro. Enjsleicaso

a

se mudan lo$ signos & todos los términos de la ecyfeigh ; lo
que es.posible,, pues la nueva ecuacion se hallaria fpa
todos los térinos del primer miembro de la pring®
cion al segundo, y todos los del segundo al primeyp ;
tiplicando por —1 todos los términos de la primeralpguacion.

Ejemplo. ho+9=Tx1. R

Pasando al primer miembro los términos incogg {f y al
segundo los conocidos, resulta dx—7xr==1—9, ectfacidn en
la que los dos miembros son negativos. Mudando los signos 4
todos los lérminos, se tiene

To—hx=9—1.
Reduciendo es 30—=S. ' :
79.  El grado de una ecuacion con una incbghita es el
mayor esponente de esta no hallindose la misma hajo ningun
’ ’
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radical, .ni en ningun demominador, y -habiendd reducido
mental 6 eflectivamente los términos semejantes. ,

Asi, la ecuacion 4x—5=2x-9 es de primer grado. "
)

b

Para conocer de qué grado es la ecuacion ;—i- 9=
x—3

quitaremos sus denominadores, efectuaremos las operaciones
indicadas, haremos la reduccion de los términos semejantes,
y veremos que resulta una ecuacion de segundo grado. -

Para conocer de qué grado es la ecuacion x(3z+1)=3
(5—2x+}-x%), efectuaremos las multiplicaciones indicadas, y
tendremos 35*4-2=15—6x+3x*; y como los términos en x*
se anulan, resulta la ecuacion de primer grado x=15—6.

El grado de una ecuacion con dos 6 mas incdgnitas es la
mayor suma de los esponentes de las incégnitas en cada uno
de sus términos; no hallandose ninguna de las incégnitas en
ningun denominador, ni bajo ningun radical; y habiendo re-
ducido los términos semejantes. .

Asi, la ecuacion »y*—2x*=y’r—1 es de 8.° grado, pues
la mayor suma de los esponentes de las incégnitas en cada
término es 5.

CAPITULO II.

Resolucion de 1as ecuaciones de primer grado con una incognita.

80. Quitando los denominadores, efectuando las opera- ’

ciones indicadas, haciendo la transposicion y la reduccion,
es claro que la ecuacion de primer grado con una incégnita

tendra la forma ax=>b; de donde resulta (Nim. 52) m=%,

Luego , para resolver una ecuacion de primer grado con una
incognita , se quilan los denominadores , se efectian lus operacio-
nes indicadas , s¢ hace la transposicion y la reduccion, y enton-
ces la incdgnita es iqual al otro miembro dividido por su cocfi-
cienle.

Ejemplos de resolucion de una ecuacion de primér grado.

10 50 §=2@—=% | 1y, .
5 4
, 246
p="

/N
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_Nora. Al resolver una ecuacion, puede cometerse algun,
crror, y por eso conviene comprobnr cl valor hallado para la

me()gmta Para esto, se suslituye en la eeuacion en vez de
la incognila su valor ; y debe resultar una identidad.

Comprobemos ¢l valor- '24—!‘19’ que hemos hallado cn este

cjemplo. vl

Para resolver esta ecuacion, elevarcmes en primer lugar
sus dos miémbros al cuadrado, con objeto de quitar los signos

radicales, y tendremos £—2=1+42 Va+tz, 62Va=—5
Volviendo & elevar esta ecuacion al cuadrado, resulta 4z -

. =9, de donde m:—i}.

Como hemos elevado la ecuacion propuesta al cuadrado,
Yy tambicen la que ha resultado de esta clevacion, se puede



temer que la Gltima ecuacion tenga mas soluciones que la
propuesta ; y en efecto, la solucion .av=T que conviene 4 la -

ultima, no es solucion de la propuesta, pues sustituyendo en
\

esta en vez de x el valor %, resulta \/ %—2=|+\/ 2

6 %=l +E-, lo que es absurdo ; luego la ecuacion pro-

puesta no tlene ninguna solucion.
* 81. En todas las ecuaciones que hasta ahora hemos re-

suelto, la incognita no ha tenido mas que un solo valor.

En general en {oda ecuacion de primer grado con una in-
cognita , esta no liene mas que un solo valor.

En efecto, la ecuacion de primer. grado con una incog-
nita, despues ’de las operaciones ordinarias, tiene la forma
ax==b. El finico valor de la incognita , que satisface & esta

. b e ;
ecuacion, es — ; pues no puede existir ningun otro numero
a

que multiplicado por @ dé por producto b.
CAPITULO III.

Eliminacion de una i.ncognita entre dos eona.oiones dB primer grado
con dos 6 mas incdgnitas.

.
82. Eliminar una incégnita entre dos ecuaciones es dedu-
cir-de ellas, por medio de operaciones que no alteren & los
valores de las incognitas, otra ecuacion que no qontenga a

dicha incégnita.
En todos los métodos de eliminacion que vamos a esponer,
supondremos que’ las ecuaciones tienen la forma N
ar-+by+cz+4.....=k 1)
en que los coeficientes @, b, c..... son nameros enteros ; para
lo cual se quitan los denommadores, se efectuan las opera-
ciones indicadas, se hace la transposicion y la reduccion.

§. 1.° METODO DE SUSTITUCION.
Para eliminar por este método ‘una incdgnita entre dos ecua-
ciones , se despeja la incdgnita en cualqui¢ra de las ecuaciones, y
se sustituye su valor en la otra ecuacion. .
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Ejemplo. Sean las dos ecuaciones

3x —2y - 82=22,
Sc+ 4y + z2=34.

Para eliminar entre estas dos ecuaciones la z, despejo esla
incdgnita en cualquiera de dichas ecuaciones, en la primera
por ejemplo. Para eslo, se consideran las otras incognilas co-
mo si fuesen conocidas, y se aplica el método de resolucion de
las ecuaciones de primer grado con una incognita (Nm. 80):
tendremos, pues, haciendo la transposicion, .

Sr=22 +}2y—8z,

y por consiguiente w=22————|_§y —8
Sustituyo ahora el valor de = en la otra ecuacion, y tendré
5(22—]—2y 8z) Ayt 53k,

Queda eliminada la x. -

Si se quiere poner (Nttm. 82) esta ecuacion bajo la forma de
la ecuacion (1), quitaré el denominador, multiplicando todos
Jos términos por 3, y serd

5(22—1— 2y —82) -+ 12y + 32=102.
Efectuando lamnltlphcaclon indicada, tendremas
11010y — 40z + 1“2y—'—5z_. 102.
Haciendo la tPaspbsicion , sera :
10y — 40z 12y+az_102— 110.
Reduciendo , resulta

22y —3723=—38;
y mudando los signos & todos los térmmos de esta ecuacion, es
372—22y=8.

* Para eliminar la y entre las mismas ecuaciones, despejo
esta incognita en cualquiera de dichas ecuaciones, enla pri-
mera por ejemplo, y tendré
5x 4-82 —2
2
Sustituyendo el valor de la y en la otra ecuacion, sera

S +'*("’L+gi‘_2?)+z= 5.

Queda eliminadalay.
Si se quiere escribir esta ecuacion bajo la forma ordina-
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ria (Nim. 82), resultard, hechaslas operaciofiés convenientes
22%-+342=156,
y suprimiendo el factor comun 2,
Mz +172=78.

Para climinar la z entre las mismas ecuaciones, la despeja-
remos en una de las ecnaciones, en lasegunda por ¢jemplo, y
tendremos

3=34—8x— 4y,
y sustituyendo su valor en la primera ecuacion, sera
3x— 2y-+ 8(34 — Sx — hy)=—22.

Si se quiere escribir esta ecuacion bajo la forma ordinaria,
se hardn las operaciones convenientes, y resultard

372+ 5y —250.

§. 2.° METODO DE ADICION O SUSTRACCION.

—

Para eliminar por este método una incégnila entre dos ecua-
ciones de primer grado, se hace primeramente que la tncdgnita
que se va 4 eliminar , tenga el mismo coeficiente en ambas ecua—
ciones ; para lo cual , se multiplica cada ecuacion (a) por el coefi-
ciente que tiene la incognita en la olra ecuacion : se reslan en se-
guida las dos ecuaciones, si los dos términos en que entra la tn-
cognita tienen el mismo signo; y se suman, si dichostérminos tienen
signo contrario. ¢ ’

Ejemplo. Sean las dos ecuaciones

. Tz — By=—=22,

92 4 by =34.

Para eliminar la z, multiplico la primera ecuacion por 9
y la segunda por 7, y tendré estas otras dos ecuaciones equi-
valentes 4 las propuestas :

63z — hSy—198,
652 - 28y =238.
Restando estas dos ecuaciones, sera
6521-28y—63x1-45y—258—198,
y reduciendo , resulta 73y=40.

(a). Entiéndase los dos miembros de la ecuacion, 6 todos los térmi-
nos de la ecuacion. Lo mismo debe entenderse cuan|dO,, por abreviar, se
dice que con una ecuacion se hace una operacion cuaiquicra.
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Si los coefitikntes de la incégnita que se va a eliminar, no
son primos entre si, es preferible, para hacer que los coefi-
cientes de 1a misma incognita sean iguales, hallar el menor
multiplo de dichos coeficientes, y multiplicar cada ecuacion
por el factor que falla al coeficiente de laincognita para com-
poner dicho menor miltiplo. \

Ejemplo. Sean las dos ecuaciones
108x — 12y Bz—hu=22,
48— 3y+142—9u=13.

Para eliminar la z, observo que los coeficientes 108 y 45
tienen el factor comun 9: el menor multiplo de estos coefi-
cientes es (Aritm. nim. 77) 28, 3°. 8. =108x3=45x12.

Multiplico pues la primera ecuacion por 5 y la segunda
por 12, y tendré '

108.50—60y--25z — 20u=110, \
45420 —36y+-1322—108u=156,
Restando estas dos ecuaciones, y haciendo la reduccion, sera
2hy-+-107s—88u=46. ‘
Noras Este método de eliminacion, que es el mas sencillo
en las ecuaciones de primer grado, puede abreviarse en la
préctica, efectuando las multiplicaciones y la adiccign 6 sus-
traccion, y gun lareduccion, al mismo tiempo. Asi, para eli-
minar la z entre. las dos ecuaciones de este ejemplo, se es-
criben 4 la izquierda de estas ecuaciones los multiplicadores
11 y 5, como se ve a continuacion :
1 | 1082 —12y+ B5z—4u=22,
5| 45x— 3y+112—9u=13.
Efectuando ahora las multiplicaciones, y al mismo tiempo la

sustraccion y reduccion, resulta inmediatamente
9650—417y4u=177.

§. 5.° METODO DE IGUALACION.

Para eliminar por este método una incdgnita entre dos ecua—
ciones de primer grado , se despeju dicha incignita en las dos ecua-
tiones, y se igualan en sequida sus valores.

Ejemplo.  Sean las dos ecuaciones
To—11y=20,
1724-22y=93.
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Para eliminar la z, despejo eny ambas ccuaciones csta in-
cognita, y tendré
. (¢} ~ ,-_
a:=“0+“y, x=9° 22y:
7 17
igualando ahora los valores de x, resultara la ccuacion
20411y 95—22
7 17
que no contiene & la x. '

Para eliminar la y, despejaré esta incognita en las dos
ccuaciones, y tendré

_1x—20 95—17x
LTI
igualando los dos valores de y, serd
176—20 93—A7x

11 22

Queda eliminadala y.

83. . Eliménar una incégnita entre #*ecuaciones cs deducir
de ellas, por medio de operaciones que no alteren 4 los valo~
res de los incognitas, n—1 ecuaciones que no contengan &
dicha incégnita. :

Para eliminar una incdgnita entre n ecuaciones, se elimi-
na esta incégnita entre dos de dichas ecuaciones ; en seguida
se elimina la misma incdgnita .entre dos ecuacioncs, cuya
combinacion sea diferente de la anterior ; despues se elimi-
na dicha incbgnita entre dos ecuaciones cuya combinacion
sea diferente de las dos anteriores; y asi sucesivamente,
hasta que se obtengan n — 1 ecuaciones (a).

* Nota. Un sistema de ecuaciones es una reunion de dos
0 mas ecuaciones.

Solucion de un - sistema de ecuaciones es la combinacion
de valores de las incgnitas que satisfacen & dichas ecua-
ciones.

M) (Nim. 131),y
siendo este niimero mayor que n—1 desde n=3 en adelante, se debgr&n
preferir aquellas combinaciones de ecuaciones que den con mas facilidad
las n—1 ecuaciones que se buscan.

" (a) Siendo el niimero de estas combinaciones
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’

Un sistema de ecuaciones es equtvalente & otro, cuando
ambos sistemas tienen las mismas soluciones.

Se dice que una ecuacion puede reemplazar & una de las
ecuaciones de un sistema , cuando el sistema no se altera por
este cambio, 6lo que es 10ual cuando, & pesar de este cam-
bio, el nuevo sistema es equivalente al propuesto.

Demostremos -que siguiendo cualquiera de los métodos
de eliminacion, que acabamos de esplicar, la ecuacion que re-
sulta eliminando una incégnita entre varias_ecuaciones con
varias incbgnitas, puede reemplamr 4 cualquiera de estas
ecuaciones. :

Consideremos dos casos : 1.° que las ecuaciones propues-
tas sean dos, 2.° que sean up ndmero cualquiera.

4. caso. Mélodo de sustitucion. Supongamos, para fijar
las ideas, que las dos ecuaciones tengan tres incognitas: se-
ran en general

ax +by+cz=d..... (1)
dz+bytcz=d..... (2.

La ecuacion (1) nos da m=-‘-i-—_—bi’_—“, valor que sus-

tituido en la ecuacion (2), transforma 4 esta en
., =0 ' '
ax—-i———}—b Fcz=d... (3.
Sea x=m, y=n, o__p una solucion de las ecuaciones
(l) y(©2); tendremos por consiguiente las identidades

am—l—bn—|—cp d,
ra'm—+bntcp=d.
d—bn—cp

La primera identidad nos da m= : susmu—

a
yendo en la ecuacion (3) los valores de x, y, 3, encontramos

el resultado )
, d—bn—c -
ax—————d p—l—b'n+cp=d’,
a
que en virtud del valor de m se convierte en
a'm—+bn+cp=d

que es una identidad por suposicion ; luego-toda solucion de
las ecuaciones (1) y (2) es solucion de la ecuacion @3).

Al contrario ., sea x =m, y=n, s=p una solucion dc
las ecuaciones (1) y (3): tendremos las identidades

-~
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am - bn -+ cp=d,
,xd——lmT—cp +dn+cp=d:
de la primera de estas dos identidades resulta m=d—-b:—_£}-’ )
valor que sustituido en la identidad segunda, la transforma

enla:
am-b'n —|— cp=d
es decir que la golucion x=m, y=mn, s=p lo es tamblen
de la ecuacion (2)
Si x=m, y = n, =p es una svlucion de las ecuaciones
2)y (3), tendremos las identidades
- am+4-bn+dp=d,
a'x i—i—z_ﬂ +¥n+cp=d,

. . . d—bm—cp ,
cuya comparacion nos da evidentemente m-_—_-—-——i-’ , 0

am+bn+ cp=d; luego dicha solucion lo es de la ecua-
cion (1).
Queda pues demostrado que el sistemna de las ecuaciones

M)y (2) es equivalente al de las ecuaciones 1y 5, y tambien
al de las ecuaciones (2) y (3). .

Método de adicion 6 sustraccion.

Demostremos ante todas cosas un teorema util para nues-
tro objeto actual, y para en adelante.

Dado un sistema de ecuaciones A=0, B=0, C=0, etc.
la ecuacion AZ=B==C=t=...=0 puede reemplazar 4 cualquzera
de las propuestas, por ejemplo dla A=0.

En efecto, claro es que toda solucion de las ecuaciones
propuestas es solucion de la 4 &= B=%=C==...=0. Al con-
rio, toda solucion del sistema B=0, €=0,... A==B=*=C(C=+
...=0 es evidentemente solucion de la A=0.

Luego amBos sistemas de ecuaciones tienen las mismas
soluciones, y son por lo tanto equivalentes; 6 en otros tér-
minos, la nueva ecuacion reemphza 4 cualquiera de las pro-
puestas.

Pasemos ahora & nuestro objeto presente.

Sean las dos ecuaciones propuestas con cualquier nimero
de incognitas A=0, B=0: multiplicandolas por dos ni-
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meros m y 1, serdn mA=0, nB =0, equivalentes 4 las pro-
puestas (69). En ¢l método de adicion 6 sustraccion, ya sc
sabe, que despues de' multiplicar-las dos ecuaciones por ni-
meros convenientes, se suman 6 restan las dos ecuacioncs,
lo que nos da, siddichos nimeros llamamos m y =z, la ecua-
cion mA==nB =0, que segun queda demostrado en el teo-
rema ultimo, reemplaza & cualquiera de las ecuaciones
mA=0, nB =0, y por lo tanto & cualquiera de las ecuacio-
nes A=—0, B=0. Queda pues demostrado que la ecua-
cion resultante, siguiendo este método de eliminacion, y una
cualquiera de las propuestas forman un sistema equivalente
al de estas ecuaciones.

Método de tgualacion. Es un método de sustitucion despues
que se han despejado las dos incognitas, y por lo tanto pue-
de aplicarse aqui el razonamiento hecho para probar la legi-
timidad del método de sustitucion.

2.° caso. Consideremos ahora un nimero cualquiera de
ecuaciones, tres para fijar las ideas,

A=0, B=0, C=0:
digo que si entre estas ecuaciones eliminamos una incdgnita,
las dos ecuaciones resultantes y upa cualquiera de las pro-
puestas, por cjemplo A=0, forman un sistema equivalente
al dado. '
Sean (4, B)=0, (4, €)=0 .
las ecuaciones que resultan eliminando una incégnita entre
A=0y B=0, yentre A=0y C=0; y sea x =m, y=n,
z=p,... una solucion de las ecuaciones propuestas. Segun cl
primer caso , esta solucion lo es de la ecuacion (4, B)=0,
y tambien de la (4, C)=0. Al contrario, sea x==m, y==n,
3=p,.... una solucion de las ecuaciones
A=0, (4, B)==0, (4, C)=0: .
hemos visto que esta solucion lo es de la ecuaciopn B=0, y
tambien de la €=0. Luego queda demostrado que toda so-
lucion de las ecuaciones A=0, B=0, C=0 essolucion de las
(4, B)=0, (4, C)=0;y al contrario, que toda solucion de¢
las ecuaciones 4=0, (4, B)=0, (4, C)==0, lo es de las
B =0, C=0; luego los dos sistemas de ecuaciones
A=0,B=0, C=0,
y - A=0, (4, B)=0, (4, C):O,
tienen las mismas soluciones, 6 son equivalentes.
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CAPITULO IV.

Resolucion de un nimero 'eua.iqu.iera de ecuaciones de primer grado
con igual nimero de incognitas.

8%. Resolver una 6 mas ecuaciones con varias incégnitas,
es hallar sus diferentes soluciones.

Para resolver un nimero cualquiera de ecuaciones de primer
grado con igual ndmero de incognitas , se elimina una incdgnita,
entre dichas ecuaciones; y resullard una ecuacion menos y una
incdgnita menos. Se vuelve G eliminar una incdgnila en eslas ecua-
ciones;.y conlinuando del mismo modo , se llegard 4 una ecuacion
con una tncégnita. Se halla 6l valor de’ esta incognita , y por me-
dio de ella se hallardn fécilmente los valores de las demds.

Ejemplos. 1.° 9z —11y=39,
Tx-+ 4y=68.
904

Eliminando la y, resulta 113x=90%, de dondew_-2—l- 5=8

Para hallar el valor de y, se sustituird el de x en cual-
quiera de las ecuaciones que contenga 4 estas dos incognitas;
y despejando en seguida la y, resulta y=3.

Nora. Si se ha seguido el método 1.° 6 el 3.° para elimi-
nar la y, despues que se ha hallado el valor de x, se hallard
el valor de y, sustituyendo el valor de x en la ecuacion en
que esta despejada la Y.

Comgprobacion de las valgres hallados para las incdgnitas.

9x8 —14x53=539,

7x8+4 4x3=68; ’
6 bien - 39=39,
: 68—=68.
2.° 850 — 6y + 42=15, \
Tz by —32=19, .
2.’6-}— y—|—6z—_:l;6

Eliminemos la y cntre 1. y 3.%, y entre 2. y 3.": resullan
las dos ccuaciones :
17z 4 402=291,
z + 272 = 165.
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Eliminando entre estas ecuaciones la , resulta4197=2514,
de donde z=86, y por consiguiente x=3, y—"+%.
Ahora cs facil comprobar estos valores.
9.° hr—3y+ 22— 9,
9z 48y — 32— &,
S5z - 6y — 22=18.
Ehmmando la z entre 1.% y 2.%, y entre 1.% y 3.%, resullan

dr+y=9.

Eliminando la y entre estas dos ecuaciones, resulta

low::‘?ﬁ de donde x=2, y por consiguiente y=3, z=35.
b ’ 102 —20y + 502=60,
8z 12y —162=80,
275 — 18y | 43z = 2354.

Antes de proceder 4 la eliminacion, conviene simplificar
las ecuaciones cuando existe algun factor comun & todos sus
términos. La primera de estas ecuaciones tiene el factor co-
mun 10, la segunda el factor comun 4, y la tercera el fac-
tor comun 9. Suprimiendo estos factores comunes, las nucvas
ccuaciones seran .

r—2y+3z=

945y — hz—20,
Sx — 2y + 52 =26.
Eliminando la x entre 1.* y 2.%, y entre 1.% y 3.%, resultan
Ty—10:=8, '
y— =2
Eliminando la g entre estas dos ecuaciones, rcsulta 32—=~0, de
donde z=2; y por consiguiente y==4, r=S8.

5.° ayt+br=c;
cex4az=b,
bz +cy=a.

Como en este caso cada incognita no entra en todas las
ccuacioncs, la eliminacion es mas breve ; pues si, por ejem-
plo, ehmmo la z entre las dos primeras, la ecuacion que re-
snlte”y la tercera seran dos ecuaciones con dos incognitas. He-
chala eliminacion, resulta

acy—abz =¢*— 1%

Eliminando la z cntre esta ecuacion y la bz 4 cy=a, rc-

sulla 2acy=0*+4-c*—0b*,
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) ' 2 2 2
de donde’ o y:a—j-—c;é.
: 2ac
Por consiguicnte i o ,

. bt —pe B o L
= 2l TV —c
- 2bc. . © 2ab o
6.c : _‘7u—_l5z=87ﬂ, - .
S 3u |- 1hr=57 '
10y — 50 —1 {1,
S, 2z —11z=50. e
En este caso sucede que la incégnita ¥ no-entra mas qlic
en la tercera ecuacion; por lo tanto se prescinde de esta ecyy-
cion, y en las ofras tenemos tres ecuaciones con tres incog~ *
nitas. - : :
Cada incognita entra en dos de estas tres ecuaciones; y
asi, es indiferente principiar la eliminacion Por cualquiera de
las incognitas. .
" Eliminemos la u entre 4 » Y 2.% y resulta
o - 98z-39;—138. ,
Esta ecuacion y 1a 4.0 son dos ecuaciones con dos incogni-
tas: de'ellas resultan T=3, z=—4; Y Por consiguiente

Y= 2,¥ u=3y.
7. 3T—2— 52—y ,
N & — Sy=285,
924-3y— Tu—47 5
20—13i=—5
: . 1482+87u=1374. )

Las dos tltimas ecuaciones son dos ecuaciones con dos
incégnitas: de ellas resulian z =9, u==1; y por consiguiente
Y=3,1=5, 7— .

* 85.  Eliminando ung incognita entre dos ecuaciones de pri-
mer grado con cualquier nimero de incignilas, la ecuacion que
resulta es de primer grado.

Sean las dos ecuaciones generales de primer grado
by Az, =k,
' U ST P N ‘
Eliminando 1a Z, resulta la ecuacion de primer grado
(ba'—ab’)y - (c8'—ac)z ... —a'k—ak';
lo que demuestra 15 verdad del teorema.
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*  Eliminando n— 1 incgnitas entre n ecuaciones de primer
grado con n incdgnitas, la ecuacion final que resulla , es de pri-
mer grado. ,

En efecto, segun el teorema anterior, de cada dos ecua-
ciones que se tomen para eliminar una incégnita, resultauna
ecuacion de primer grado; luego eliminando una incégnita
entre las n ecuaciones (Num. 83), las n—1 nuevas ecuacio-
nes que resulten, seran de primer grado. Volviendo 4 elimi-
nar una incognita entre estas n— 4 ecuaciones, las n— 2 ecua-
ciones que resulten, seran de primer grado, y asi sucesiva-
mente: luego despues de haber eliminado las n —1 incégnitas,
la ecuacion final que resulte, serd de primer grado. '

* 86. En todos los ejemplos que acabamos de resolver,
cada incégnita ha tenido un solo valor.

En general, en un sistema de ecuaciones de primer grado
con igual nimero de tncignitas cada tncognita no liens mas que
un solo valor (a).

Pues si hubiere alguna incognita que tuviese varios valo-
res, eliminando todas las otras incégnitas, la Gitima ecuacion
contendria & dicha incégnita, y de ella resultarian sus valores;
pero segun el teorema 2.° del nam. 83, la ecuacign final es
de primer grado ; luego en una ecuacion de primer grado con
una incbgnita, esta tendria mas que un solo valor; lo que es
imposible (Ntim. 78).

* 87. Resolvamos las dos ecuaciones generales
ar+by =c,
a'z+by=c. .

Por cualquiera de los métodos ensefiados , hallaremos fa-
cilmente los valores siguientes:

__cb'—bc ' __ac'—ca’
T oab' —ba'’ ab’'—ba’

Para resolver por medio de estas formulas dos ecuaciones
de primer grado con dos incdgnitas, se hallaran los valores
particulares de las letras de las dos ecuaciones ax-} by=c,
a'z+b'y="¢'; y sustituyendo en las dos formulas estos valores
particulares, se tendran los valores de las incbgnitas de las
dos ecuaciones propuestas.

(a) Suponemos aqui que las ccuaciones son distintas y compatibles.
Vcanse los nameros 92 y 93. :



63
Ejemplo. Sean las dos ccuaciones
—o+y=4,
3z—y=4%.

En este caso a=—1, b=1, ¢=3, a'=3, b'=—1,¢'=4.
Sx—1 —1x4 —-5—4_5 1
—Ax—1—1x3~ 1—3 2’

—Axk—3x3 —4—9 ——6—1

—2 —2
88. Resolvamos ahora las tres ecuaciones con tres incég-

nitas
ax - by cz=d,
dr+ byt-cz=d,
al/m +b”J +cllz d/f

Eliminando la y y la z entre estas tres ecuaciones y des-

pejando la x en la ecuacion que resulta, sc halla
Ve’ —dc'b" -cd'b"—bd'c” + be'd” —cb'd”
al'c” — ac't’ +ca't’—ba'c” +bca” —cba””

Los valores de y y de z se pudieran hallar por un célculo
cnteramente semejante. Pero ohservando que la z y la y en-
tran en las ecuaciones propuestas del mismo modo, el calcu-
lo que se hiciere para hallar la y, solo se diferenciaria del
que se ha hecho para hallar la #, en que estarian permuta-
das las letras a y b, o' y ', a” y b”; luego el valor de y pue-
de deducirse del de z, efectuando estas permutaciones.

Por igual razon el valor de z puede deducirse del de =,
permutandoa yc, 'y ¢, a” y ¢’

Tendremos pues

__ad'd"— ac’d” +-ca'd"—da'c” +dc'a” —cd'a”

T ab'c"—ac'h"F-cah” —barc” —l—baa"—cb’a” ’
__abd"—adb” +da’b’ ba'd” —l—bd’ db'a”
"~ abc"—ac't" - ca'b"—ba'e"+-bc'a"—

89. Observando las férmulas que resultan para los valores
de las incdgnitas, tanto en el caso de dos ecuaciones como en
el de tres, resultan para hallar estas formulas, las reglas_si—
guientes:

Si son dos las ecuaciones, con las letras a y b se forman
las dos permutaciones ab y ba, s¢ pone elsigno — entre ellas
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y un acento & la segunda letra de cada término; y el resulta-
do ab'—ba', esel denominador comun de los valores de = é y.

Si son tres las ecuaciones, se colocara la tercera letra ¢ al
fin, en medio y al principio de cada una de las dos permuta-
ciones ab y ba, se alternardn los signos + y —, se pondra
un acento & la segunda letra y dos acentos a la tercera, y se
tendra el denominador comun de las’ tres formulas.

La misma regla se seguiria, si las ecuaciones fuesen mas
de tres. :

Para hallar el numerador de cada férmula, no hay masque
mudar en"el denominador los coeficientes que tiene la incég-
nita en todas las ecuaciones, en las letras que indican los se—-
gundos miembros. .

Se pueden demostrar estas reglas; pero el dar esta demos-
tracion es perder el tiempo, pues esta teoria no es mas que
curiosa. .

La aplicacion de estas formulas a la resolucion de ecua-
ciones particulares es poco conveniente: es incomparable-
mente mas sencillo gl resolver dichas ecuaciopes particulares
directamente. - :

* CAPITULO V.

Casos de imposibilidad é indeterminacion en las ecuaciones de primer
grado. Discusion de las formulas generales de 1as ecuaciones de primer
grado.

— G

Arricuro 1.°
Ecuacion numérica con una tncdgnita.

90. Sea la ecuacion

r | Bz Sz
—5-71— i_2+ !10_.T 4+ 49.

Quitando denominzdores, resulia

hp-5x 1 480=9x-- 588,
6 9z 4 480 =9 588,
ccuacion evidentemente imposible. Como los dos miembros
de esta ecuacion son 412 veces mayores que los de la ecua-
c10!}b;l)r0puesta, se infiere que esta ecuacion es tambien im-
posible. '
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La imposibilidad de la ecuacion propuesta se puede ma-
nifestar por ella misma; pues si se reducen los dos quebra-
dos del primer miembro & uno solo, dicha ecuacion serd

5: ¢40——+49

ccuacion imposible.
Si despues-de hacer la transposicion en la ecuacion
x5z 480 =9z 488,
sc hiciese la reduccion, resultaria la igualdad imposible

xx0=108, 6 0=108,
y esto nos advertiria la 1mpos1bllldad de la ecuacion.

oz, 8 .o 3(x4-52)
Sea la ecuacion 3 --l—E -+ aQ_T.

Quitando los dénominadores, la ccuacion sera
hx - 521 468=9 (x| 52).
Efectuando las operaciones indicadas, resulta la identidad
9z 468 =92 468,

}a cual quedara satisfecha, cualquiera que sea el valor que se
dé 4 la x. Como los dos miembros de esta identidad son 12
veces mayores que los de la ecuacion propuesta, se infiere
que tambien esta ecuacion es una identidad ; lo que puede
comprobarse efectuando las operaciones indicadas en ambos
miembros.

Si despues de qultar los denominadores y de efectuar las
operaciones indicadas, se hubiesen hecho la jransposicion y
la reduccion, hubiera resultado la igualdad evidente 0xz=0,
6'0=0; y esto nos indicaria que la ecuacion propuesta era
una identidad.

ArTticoLo 2.°

Discusion de la ecuacion literal con una incdgnita.

91. Discutir una ecuacion literal es examinar los diferen-
tes valores que puede tener la. incognita, segun los valores
particulares qne se den & los coeficientes.

Despues de quitar denominadores , efectuar las operacio~
nes indicadas, transponer y reducir, | a ccuacion general de

d
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primer grado con una incognita ticne la forma ax==b, de la
cual resulta
' b

T= —.
a

Lo - b
Si por cierta suposicion ¢s a=0, resulta T=g=w; s

decir que no exisle ningun namero finito que satisfaga a la
ecuacion; ¢ bien, que esta ecuacion es imposible: lo que por
otra parte es evidente, pues la ecuacion numérica que se
quisiera resolver por medio de csta férmula, se reduciria &
Oxx=b, 6 0=>b.

Siay b lienen en la formula :c=—al-)— los valores 0 y O, el

valor de x se convierte en%, y por tanto (Ndm. 67) wtendra

un valor cualquicra: y en efecto, la ecuacion numérica que se
quisiera resolver en ¢l caso en que a==b= 0 por mediode la

formula w=i, se reduciria 4 Oxz=0, 64 0=0; lucgo
a

dicha ecuacion seria una identidad (Neim. 90).

ArTicuLo 3.°

.

Dos 6 mas ecuaciones numéricas con igual nimero de tncdgnitas.

92. Sean las dos ecuaciones con dos mcogmtas
o Tx—3y= 9,
14z — 6y=23.

Eliminando la y, resulta 0 xx=>5; luego no existe valor
alguno finito de z, que con otro de y | formen unasolucion de
las dos ecuaciones propuestas.

En este caso se dice que las ecuaciones son conlradictorias
6 incompatibles, 6 que su sistema es imposible.

Puede manifestarse facilmente la incompatibilidad de estas
dos ecuaciones; pues, si partimos todos los térmmos de Ia se-
gunda ecuacion por 2, resulta

. 1
Tx—3y=11 3

ecuacion evidentemente incompatible con la primera.



67

93. Sc dice que una ecuacion es consecuencia de otra,
cuando se deduce de esta por medio de una operacion que no
la altere.

Se dice que una ecuacion es consecuencia de otras, cuando
puede deducirse de estas por medio de una operacion que no
las altere.

Se dice que dos ecuaciones son distintas, cuando una de
las ecuaciones no puede deducirse de la otra por medio de una
operacion que no altere 4 esta.

94. Sean las dos ecuaciones

' Tz —35y— 9,
14 —6y=18.

Eliminada la y, resulta xx0=0, es decir, que z tiene un
valor cualquiera, el cual con el valor corre«pondlente de y, sa-
cado de’cualquiera de las dos ecuaciones propuestas. formara
una solucion; de modo que las dos ecuaciones tendrén una
infinidad de soluciones.

En este ejemplo es facil ver que la segunda ecuacion es una
consecuencia de la primera; pues muluphcando por 2 todos
los términos de esta, resulta la segunda ecuacion.

Como las dos ecuaciones tienen una infinidad de solucio-
nes, se dice que el sistema de dos ecuaciones, de las que la
una es consecuencia de la otra, es un sistema indeterminado.

Sean las tres ecuaciones con tres incoégnitas
hx —3y-+2:=31,
29— = 17,
8x - 5y — 22—==82.

Eliminando la @, resultan dos ecuaciones incompatibles; y
por consiguiente el sistema de las tres ecuaciones propuestas
es imposible.

La imposibilidad de este sistema consiste en que el primer
miembro de la tercera ecuacion es la suma del primer micm-
bro de la primera y del cuadruplo del primer miembro de la
segunda ; mientras que el segundo,miembro de la tercera
ecuacion no reune estas condiciones.

Sean las tres ccuaciones

i

8m+5j—2};59'
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Eliminando la z, resultan las dos ecuacioncs
6z—11y=3,
6z—11y=>35,
que no siendo mas que una distinta, prueban que el sistema
dc las tres ecuaciones propuestas es indeterminado.

La indeterminacion de este sistema consiste en que la ter-
cera ecuacion es una consecuencia de las otras dos ; pues la
tercera ecuacion resulta de la suma de la primera con el cua-
druplo de la sogunda.

Sean las tres ecuaciones .

Tx— 6y+ 52=20,
{hx—12y -+ 32=26,
210 —18y + 7z=44.

Eliminando la =z, resultan 7z2==1%, 8z=16: de cualquiera
de estas ecuaciones resulta z=2. Conocido ¢l valor de z, te-
nemos, para hallar los valores de x ¢ y, las dos ccuaciones

Tz — 6y=10,
14z —12y=20,
que sicndo la una consecuencia de la otra, prucban que el
sistema de las tres ecuaciones es mdetermmado aunque el
valor de z sea determinado.

Es facil hacer ver en las ecuaciones propuestas que cl va-
lor de z debe ser 2, para que el sistema de las tres ecuacio-
nes sea posible.

En efecto, la primera y la segunda dan
Tx— 6y =20—5z.,
14x —12y—26 —3z;

y pamendo por 2 esta ultima, es

Tx—6y= 10—225

luego, para que estas ecuaciones sean compatibles, es menes-
ter que 20—52:15'—%’-, de donde resulta z=2.

ArTicuLo 4.°

Discusion de dos 6 mas ecuaciones literales con igual ntimero
de incognitas.

95. Sean las dos ecuaciones con dos incognitas
axt+by=c,
d'x-+by=c.
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Dc ellas resultan

cb'—be'
T=—=7

ab’ —ba”’

&' —ca’'
Y= —ba"

Si el denominador es cero, sin serlo ninguno de los nu-
radores, resultan

“valores infinitos; luego las ecuaciones propuestas no pucden

cn este caso quedar satisfechas por un sistema de valores fi-
nitos de las dos incognitas, y por tanto dichas ecuaciones
son incompatibles.

Para manifestar la incompatibilidad de las dos ccuacio-
nes propuestas por medio de ellas mismas, deduzcamos de
la ecuacion ab'—ba—0 el valor de una de las letras, de @ por

cjemplo, que es a’=2bf- , ¥ sustituyendo este valor en la se-

gunda de las ecuaciones, csta ecuacion se convierte en
ab’ ,
—b— X -{- b'y: c,
6 quitando el denominador, y dividiendo en seguida por &', di-
/

cha ecuacion sera aw—}-by:-b-z; (m).

Como por suposicion cb’ zbc' » ¥ por consiguiente ri%‘f— , la

ecuacion (m) cs evidentemente incompatible con la ecuacion
primera ax -} by =c;'y pues la ecuacion (m) es la misma

-ecuacion a’x 4 b'y = ¢', resulta que las dos ecuaciones pro-

puestas son incompatibles.

Si el denominador es cero al mismo tiempo que lo es uno
de los numeradores, es decir; si tenemos al mismo tiempo
ab'— ba'=0, cb'—bc'==0, digo que el otro numerador serd
tambien cero.

En, efecto, de las dos ecuaciones

ab'—ba'=:0,
' —be'=0
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99. Para resolver dos 6 ias ecuaciones de primer grado
con mayor namero de incognitas , se despejaran tantas incbg-
nitas como son las ecuaciones, considerando 4 las demas
incbgnitas como si fuesen cantidades conocidas; y dando en
seguida un valor arbitrario & cada una de estas. ultimas, estos
valores y los correspondientes: de las incognitas despejadas
formaran una solucion; y es claro que asi se podran obtener
tantas soluciones como se quieran. L

Ejemplo. 3x+2y— 2+ 14u=20, L

22— y-+2z— 3u=3>5.

Despejemos las incognitas y, z, considerando 4 las otras
dos = y u como conocidas. Para esto, pasox y u 4 los segun-
dos miembros, y las dos ecuaciones serén

T 2 —2=20—3r—14u,
' 27 —y= 5—2x+ 3u.
De estas ecuaciones resultan ‘
z_50-—7:v-—8y 45 —8r—2Bu
5 ] ?/ 3 .
Dando ahora & x y ‘a4 u valores arbitrarios, se hallarin los
correspondientes de z y de y; de modo que se podran hallar
cuantas soluciones se quieran.

CAPITULO VIL

_ Resolucion de vsrias' ecuaciones de primer grfado con menor
numero de incognitas. :

100. Para resolver varias ecuaciones de primer grado con
menor nimero de inchgnitas, se despejarin estas en tantas
ecuaciones como ellas son, y se sustituiran en seguida sus
valores en las ecuaciones éscedentes, para ver si dichos va—
lores satisfacen & estas ecuaciones: si dichos valores no satis-
facen 4 las ecuaciones escedentes, es claro que el sistema de
las ecuaciones propuestas sera imposible.

Si las ecuaciones son literales, despues de sustituir los va-
lores de las incognitas en las ecuaciones escedentes, resulta—
ran igualdades sin incognita, las cuales se llaman ecuactones
de condicion, porque indican las condiciones i que deben sa-
tisfacer los datos, para quc sea posible cualquier sistema par-

ticular de ecuaciones comprendido en el general de que sc
trata.
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Ejemplo 1.° Sean cuatro las eccuaciones con tres incognitas

r—as =—a,

y—b:’=6v

w—az_a, . *
y—bz=

La primera y tercera ecuaciones me dan los valores de las
dos incdgnitas x y z, que son
ax'—a'a a'—a
r= — 3= =-
a—a a—a

Sustituyendo el valor de z en la segunda, resulta

o —

—te
Sustituyendo los valoresde y y de zen la cuarta ccuacion, se
tendra la ecuacion de condicion

(6—a) (&' —6)=(b— b) (x—a),

la cual pudiera hailarse en este caso con mas brevedad, igual-
lando los dos valores de z sacados de la primera y tercera

ecuaciones, y de la segunda y cuarta.
~Ejemplo 2.° Sean las cuatro ecuaciones con dos incégnitas

g T
w+y=3, a;-—y.-:d, TYy=p, fy =c.
s+d s—d

Las dos primeras pos dan x-————- y:T; sustitu-

y=b.

yendo estos valores en las otras dos, resultan las dos ecua-
-ciones de condicien

st+d s—d s-+d
g T TP gT%

0 simplificandolas  *—d*=4p, —=—-

Ceoy

’
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LIBRO TERCERO.

PROBLEMAS DETERMINADOS DE PRIMER GRADO.
D B

CAPITULO L

- Nociones preliminares.

101, S.mmos ya (Num. 1) que la resolucion de todo pro-
blema numérico consta de dos partes: la primera consiste en
hallar las relaciones 6 ecuaciones que ligan & los datos y &
las incognitas, y se llama poner el problema en ecuacion ; la se-
gunda consiste en resolver estas ecuaciones, ¢ en despejar
las incbgnitas (a). .

102. Para poner en ecuacion estos problemas, se hacen
con las incégnitas las mismas operaciones que se harian con
sus valores si fuesen conocidos, para comprobar ¢l problema.

103. Se llama problema de primer grado el problema
cuyas ecuaciones son de primer grado; problema de sequndo
grado el problema cuyas ecuaciones son de segundo gra-
do; ete. N

Problema determinado es el problema cuyas incognitas no
tiencn mas quc un solo valor, y problema indeterminado es cl
problema cuyas incognitas lienen dos 6 mas valores.

Un problema indeterminado se hace determinado, afiadien-
do 4 las condiciones del problema las condiciones suficientes
para que cada incdgnita no tenga mas que un solo valor.

(a) La Erimera parte de la resolucion de un problema corresponde 4 la
ciencia @ objeto 4 que se refiere el problema; es decir, si un problema es
de geometria, dicha prim arte pordt i la geometria; si el pro-
blema es de fisica, dicha piignera pﬂ???ggrrgspb de 4 la fisica. Pero en las
matermiticas existen ciertos problemadgn; los q%e las relaciones entre los
datosy las incognitas son ficiles de hallar : de algunos de estos problemas
10s vamos d ocupar, como ejemplos d que se puede aplicar el dlgebra.
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CAPITULO 1L

Problemas particulares de primer grado con una incognita,

Problema 1.° Diofanto , awlor del libro mas antiguo del dl-
gebra, pasé la sesia parte de su vida en la nifiez , la duodécima
parte en la adolescencia, y entonces se casd: despues de haber es—
tado casado 5 afios mas de la séptima parte de su vida , tuvo un
hijo, que vivid la mitad que Diofanto, y murié cuatro afios antes
que este: ide qué edad murié Diofanto?

Sea la z la edad de Diofanto al morir: para poner el proble-
ma en ecuacion, haremos con la x las mismas operaciones
que hariamos con la edad de Diofanto si fuese conocida, para

comprobar el problema. Segun esto % es el tiempo que pa- . |

s6 Diofanto en su nifiez, % en su adolescencia; luego %——i—

% era su edad cuando se cas6. Casado, y sin tener hijos,
vivib -;-—{—5; luego su edad, cuando nacié su hijo, era %—-}-

%.;_.“71 +5. El hijo vivi 5 luego la cdad de Diofanto,

cuando ruri6 su hijo, era
x T T, e, 5
sty ity
y como Diofanto sobrevivié & su hijo 4 afios, su edad al fa-
4 4+ L5 11k Luego la ecuacion de
Hecer era6+12—|—7—|— +2+ g
este problema es : )
T x X X
Z 4225l th=x;
6 + i2+ 7 +5+ 2 +

de la cual resulta =84 afios, edad de Diofanto al tiempo
de su fallecimiento. )
Problema 2.° Queriendo uno distribuir los cuarlos que tenic
enire varios pobres, vié que le faltabar. 10 cuartos para dar &
cada pobre 25 cuarios ; y que , dando d cada pobre 20 cuartos, le
sobraban 50 cuarios: ; cudntos eran los pobres? :

7 P
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Sea x el numero de pobres: los cuartos que les queria
dar eran 25z ; mas como le faltaban 10 para hacer esta dis-
tribucion , los cuartos que tenia cran 25x +— 10. En la scgun-
da distribucion los cuartos que les daba eran 20z ; y como lc
sobraban 30, el dinero que tenia era 20x--50. Pgr consi-
guiente la ccuacion serd s
25z —10=20x + 30; = Y {
de la cual resulta 2 =38 pobres. . ey
"Problema 5.° Hallar dos niimeros cuya suma es 5% , y cuya
diferencia es 20 ’%;)j' '
Sea « el namérb ma¥or , el menor sera x—20; luego la
ecuacion sera - x4 x—20=>54,

- de donde resulta =737 , namero mayor ; y por tanto ¢l me-

nor sera 37 —20=147.

Representemos ahora por z el nimero menor, ¢l mayor
estara entonces representado por x -+ 20; luego la ecuacion
serd x4+ x -+ 20 =54, .
y de aqui resulta z==17, numero menor, y cl mayor 1720
=37. h
Problema %.° Se pusieron dos & jugar con oiros, y ambos
perdieron, el uno 12 rs. y el otro 57 rs.: el dinero con que este
sequndo se levanlo del juego era la cuarta parte del que al pri-
mero le habia quedado , siendo asi que los dos se pusieron ¢ ju-
gar con sgual cantidad de dinero. ;Cudl era esta cantidad?

Sca x el numero de reales con que cada uno entré en el
juego : puesto que el primero perdié 12 rs., se qued6 con
x—12, y puesto que el segundo perdio 57 rs., se quedd con
2 — 87 ; y como, segun cl problema, la cantidad que quedd
al segundo ecra la cuarta parte de la que quedd al primero,

la ecuacion scra
x—12

x—87= T
‘de-donde resulta =72 reales " Wy

Problema 5.° Pregunidndole & uno qué edad Tkt un hijo
suyo , respondio : si del doble de su edad sc vesta el triplo de la

“que tenia 6 aitos hd, resullard su edad actual. ; Cudnlos aiios te-

nia el hijo? -
Sca x la edad del hijo, el doble de esta edad sera 2.
Ilace seis afios tenia la cdad v -— 6, cuyo Lriplo es 5 (¢ — 6):
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luego la ccuacion serd
L2 —3(t—06)=ux; .
de donde resulta z —=9 afios.

Problema 6.° Un mercader tiene dos clases de ¢, la una de
@ 42 rs. la libray la otra de & 54 rs. la libra, y quiere saber
cudntas libras deberd tomar de cada clase para componer 400 (-
bras, cuyo valor total sea 5040 rs.

Sean = las libras que debe tomar de a4 42 rs., 100-:17
seran las qnc debe tomar de 4 54 rs., 42z sera el valor de las
primeras libras 54(100 — x) sera el valor de las segundas:
" luego la ecuacion sera

) 52z 54 (100 — z) = 5040,
de donde resulta x = 50 libras de & 42 rs., y por consiguicnte
70 seran las librasde a 54 rs. ,

Tambien en este problema se pudiera haber representado
por z el namero de libras de & 5% rs., y se resolveria el pro—
blema con igual facilidad.

Nora. ,Este problema es una regla de aligacion en que
se conocen los precios de las dos especies y el precio medio;
que es 80,4 reales; y por lo tanto se puede resolver como en
(Aritm. ndm. 214)

Problema7.° Convienen un pescador y su hzjo en que por
cada lance que este saque pesca, le abonard el padre B cuartos,
y por cada lance en que mo la saque, le descontard 3 cuartos: des.
pues de 12 lances ujustaron cuentas, y tuvo el padre que pagar-al
hijo 28 cuartos. ; En cudntos lances de los 12 sacd el hijo pesca
9 en cudnlos no?

Sea z ¢l nimero de lances en que sac6 posca 12—z sera
el nimero de lances en que no la sacd : los cuartos que tenia
que abonar el padre al hijo seran 5z, y los que tenia que re-
bajarle 6 descontarle 3 (12— x) ; y puesto que el padre que-

d6 debiendo al hijo 28 cuartos, la ecuacion sera
Sz —3(12—2) =28,
-de donde resulta x=8, niimero de lances en que saco pesca;
y por consiguiente 4 fucron los lances en que no la sach.

Si hubiéramos representado por & el nimero de lances
en que no sach pesca, se hubiese resuelto el problema con
igual facilidad.

. Problema 8.°  Se ha llenado de agua en 42 minulos una va-

L3
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' sija de 39 azumbres de cabida , habiéndola espuesto -primeramen-

te & un caiio que arrojaba 3 azumbres de agua en cada minulo, 3
spues & olro que arrojaba & azumbres en cada minulo. ;Cudn-

tos minutos estuvo espuesta & cada uno de los cafios? -

Sea x el namero de minutos que estuvo espuesta la vasi-
ja al primer cafio, 12— z sera el nimero de minutos que
estuvo espuesta al segundo. Como el primer caiio arrojaba 3
azumbres de agua por minuto, serd 3z el namero de azum~
bres que armJé en la vasija, y como el segundo arrojaba 4
azumbres por minuto, serd 4(12-——:0) el namero de azum-
bres que arroj6 en la vasija. Como la capacldad de la vasija
era de 39 azumbres, y entre los dos cafios la llenaron com-
‘pletamente, tendremos

5::; —l—4(42 —x)=39,
de donde resulta x==9 , namere de minutos que estuvo es—
puesta la vasija al primer cafio, y por tanto 3 sera el nume-
ro de minutos que estuvo espuesta al segundo.

Tambien se pudiera haber representado por = el nimero
de minutos que estuvo espuesta la vasija al segundo cafio, y
se resolveria el problema del mismo modo.

Problema 9.° Siendo en un reldj las 12 en'punto, y estando
por cons:gwente el minutero sobre el horario, ;qué hora serd
cuando el minulero vuelva & colocarse sobre el horario?

A la una el minutero sefialara las 12, y el horario la 1.
" Sea x el camino que anda el horario desde la 1 hasta que le

aleance el minutero (tomamos por unidad de camino ‘1-2 dela

circunferencia del rel6j), el minutero andara 1+ ; y como
en tiempos iguales el minutero camina 12 veces mas que el
horano, serd 14+2=12z,

de donde resulta .7q=i-li ; es decir, que el horario andara

i‘—l de unidad de camino, y pasara por tanto 1{_1 de hora has-

ta que le alcance ¢l minutero : Iuego el minutero alcanza al

horano 4 la 1 —i de hora, 6 4 la 1, 5 minutos y% de mi~

nuto.
Si representamos por x ¢l camino que anda el minute-
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To, x-—i serd ‘el camino andado por el horario; luego
rz=12(x—1),

de -donde rcsulta o=1—; s decnr, que el minutero tiene

m’
A

que andar una .unidad de dxstancra y ademasTl de unidad.

Para hallar el tiempo empleado en andar ¢sla’. dxstancna la '

multiplicarcmos por ', puesto quc el minutero tarda §

andar una unidad de (hstancla y resultard que despues de

la una tardara cl mmut.cro en alcanzar al horario 5%m1-

nutos.

Problema 10. Un comerciante separa al principio de cada
aiio del capital que tiene 3000 duros para los gastos de su_casa;
y por haber logrado ganar en cada afio la tercera parte del resto
- con que ha negociado , ha duplicado al cabo de tres afios el capital
que al principio tenia. &Cudl era este capital primitivo?

Sea z el capital del comerciante: deducidos los 3000 du-
ros para el gasto de su casa, su capital queda reducido &
x—3000; y como en virtud de su comercio gana la tercera
parte de lo que le. queda, su capital al fin del primer afio

sera .
—5000 —9000--x— bo—1
:c—-3000—l—x = ax—9 —o|—.x: 0000 X 2000 ).

En el segundo aiio, deduciendo 3000 duros para el gasto
de su casa, le quedan

- ~—12000 - hx—
by ;2000_3000:__&.1; 23 9000=4a; :iOOO‘

Como por su comercio gana la tercera parte de lo que le
queda, su ‘capital al fin del segundo afio sera

4r—21000 , 4x—21000 12z — 63000 - 4= — 21000
| + = =
3 9 9

162 — 84000

; 9 °

(3

(a) Puede obtenerse este resultado con mas brevedad: pues, aiiadir &

una cantidad su tercio, equivale 4 multiplicarla por 3 La misma obser-

vacion debe hacerse respecto de los resultados siguientes.



80
En el tercer afio, separados les 3000 -duros para el gasto
de su casa, le quedan

165 —84000 _ 162—84000—27000_162—111000
—g  %000= 9 9

Como en virtud de su comercio gana la tercera parte del res-
to, su capital al fin del tercer afio sera
+ 162 — 111000 + 16— 111000
9 27
Segun el problema, lo que le queda al fin del tercer afio esdo-

ble de su capital primitivo; luego la ecuacion de este proble~

na es 16z — 111000 16z— 111000 oy
9 + 27 ’

de donde resulta x =44400. '

Problema 11. Dispuso uno en su testamento que del capital
que dejaba se diesen al mayor de sus hijos 1000 duros y-la décima
'parte del resto; que al hijo sequndo se diesen 2000 duros y la dé-
cima parle delresto; al tercero 3000 duros y la décima parte. del
resto; y ast sucesivamente. Hecho el repurto, se vio que todas las
partes eran iguales. jCudnta era toda la herencia, cudnlos eran
los hijos, y cudnto correspondio & cada uno?

Sea « el valor de la herencia: dando al primer-hijo 1000
duros, queda de la herencia 2 — 1000. Ademas de los 000
duros hay que dar al hijo mayor la décima parte del rest,o por
consiguiente lo que toca al primer hijo es

x—14000 10000+ —1000_ 9000 -+ »
1000+ 100 10 10

Al segundo hijo se le dan 2000 duros y la décima ' [;arte
del resto. Hallemos este resto. Habiendo entregado al pri-

mer hijo 9_% 0 y al segundo huo 2000, el resto es cvi-

dentemente | 9 20000
9000+ __10z— 9000 —z — 2000
0 200= 10 =
9x — 29000

10
Por conswmcnte la cantidad ‘que toca al segundo hijo es

- 9x —20000
2000 4 oo

xr—
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Gomo todos los hijos reeibieron partes iguales, la ecua-

9000 95— 29000
. 0+”= 2000+ 22—

100
de donde resulta x=84000 duros.

Habiendo hallado el-valor de la herencia, la parte corres-
pondjente & cada hijo se hallara, sustituyendo en vez de z su
valor en la espresion que representa la parte del hijo mayor;
y resulta que la parte correspondiente &4 cada hijo es 9000
duros. Dividiendo el valor de la herencia total por la parte
correspondiente & cada hijo, se hallara que el namero de hi-
joses 9. ‘

Problema 12. Una libre persequida por un galgo se halla
4 60 saltos suyos distante del galgo: la liebre da 3 saltos mieniras
el galgo da 2, pero 3 saltos del galgo equivalen 4 7 de la liebre.
4Cudntos saltos dard la liebre hasta que la alcance el galgo, y
cudntos el galgo para alcanzar é lo lichre?

Sea x el nlunero de saltos que dara la liebre: el namero
de saltos que dara el galgo se hallara por la proporcion

cion es

2
3:2::x: 5 namero de saltos que dara el galgo.

Hallemos ahora & cuéntos saltos de la liebre equivalen es-
tos saltos del galgo. Para esto, tenemos la proporcion
2r Aix ) '

3:7:: 3 : 5 luego el camino andado por el galgo, es-

iz

presado en saltos de la liebre , es 5

Como el galgo, andando esté camino, alcanza & la liebre,
la ecuacion del problema sera '

14 ’
—9—a';=60 +w,

de la cual resulta £=108, namero de saltos que ha dado la
liebre hasta el momento ¢n que la ha alcanzado el galgo; y
por consiguiente el nimero de saltos que ha dado el galgo
es 72. :
Este problema se puede resolver tambien representando
por z el nimero de saltos del galgo.
Problema 13. Teniendo A6 libras de pdlvora de ¢ A2 rea-
6
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les, jcudntas de G 8 reales se deberdn juntar con ellas para que

cada libra de la mezcla valga 10-‘§ reales?

Sean z las libras que se deben tomar de a 8 reales: es—

‘tas z libras valen en la mezcla 10-;—xa: reales ; luego dan la
*

' ganancia (iO%—S)x:Z—w reales. Las 16 libras de 4 12
reales valen en la mezcla 16x 10 —;—, y por lo tanto produ=

cen la pérdida de 16x l—-l— reales=24 reales. Como se quie-

2

re que las libras de pélvora valgan lo mismo antes y despues
de estar megcladas, la gananeia que dan las unas debe ser

igual 4 la pérdida que resulta de las otras: luego %:I%,
de donde resulla a:=9% libras (Aritm. ndm. 214, ejem-

plo 1.°).

Problema 14. Un cafio llena una vasija en 30 horas, otro
caito la Uena en 20 hords, y un tercer caio llena dicha vasija en
10 horas. Se qwere saber en cudntas horas llenardn la misma va-
sija los tres cafios Jjuntos. ,

Sea x el niimero de horas qne tardaran los tres cafios en
llenar la vasija. Para poner el problema en ecuacion, debe-
remos someter 4 la x 4 las mismas operaciones que hanamos,
si fuese conocida, para comprobarla (Nim. 102) Deberemos,
. pues, hallar la parte de la capacidad de la vasija que llena-
ran los tres cafios en el tiempo z , é 1gua|ar su suma & 1, ca-
pacidad de la vasija.

Estas partes se hallan facilmente, por el método de re-
duccion 4 la unidad (Arit. nim. 205), del modo siguiente:
si el-primer cafo llena en 30 horas la vasija, en 41 hora lle-

nara %0 de la capqmdad de la vasija, y en 2 horas llenara

50 =~ de la vasija. Del mlsmo modo se halla que Tas partes que



83

eh las @ lioras Ilenan los otros dos cafios son % ¥ 1 0
g0, como estas tres partes deben componer toda la capacidad

de la vasija, serd + —{—

; lue-

de donde resulta x —5% horas

Problema 45. ;Cudnto vale actualmente una letra de 20000

reales que vence deniro dé 7 meses, siendo 6 el tanto por 100 de
interds, segun convenio?

Sea & el valor actual de la letra, 6 el dinero que por ella
entrega el tomador: la cantidad x 4 6 por 100 al afio produce

6
en un afio 100" y admitiendo que el interés sea proporcional

. . ; 6z
al tiempo, el interés de = en 1 mes sera 00,13’ y en 7 me-
ses serd ——— 8.7z Iz, luego la ecuacion del problema serd
10012~ 200 ¢ P .

w+—-_20000 de donde x=19323 203 reales (Aritm. pd-
gmas, 18_5 y 184).

‘ - CApiTULO 1II.
. Problemas Mcﬂues de priﬁer grado con dos 6 mas incognitas.

104. Algunos de los problemas que acabamos de resol-
ver, contienen dos incégnitas, y sin embargo los hemos re-
Suelto representando una sola por una letra. Esto se puede .
hacer, siempre que la relacion entre las dos incbgnitas sea
bastante sencilla para que, estando representada una de las
dos por una letra, pueda representarse la otra por medio de
- la misma letra combinada con alguna cantidad conocida.

Resolvamos nuevamente dichos problemas; representan-
do cada incbgnita por una letra.

Problema 3. Sea x el namero mayor, y €l nimero me-
fior: las ecuaciones seran

r+y=>54,
xr—y ==2O
de las cuales resultan x=37,y= 17.
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Problema 6.° Sea x el namero de libras de 4 42 reales,
y el namero de libras de & 54 reales: las ecuaciones seran
x+ y="100,
520+ 54y="5040.
Resolviéndolas, se hallan x=230, y==70.

Problema 7.° Sea x el numero de lances en que sacé
pesca, y el nitmero de lances en que no la sacl : tendremos
z+ y=12,

Bz -+ 3y —128;
y por consiguiente =8, y=h.

Problema 8.° Sea « el nmero de minutos que estuvo es-
puesta al primer cafio, y el niimero. de minutos que estuvo
eﬁpuesta al segundo cafio : las ecuaciones seran

x4 y=12,

x4 lty =39,

de las cuales resultan x=9, y=3.
Problema 12. Sea x el nimero de saltos que da la liebre,

y el numero de sallos que da el galgo: tendremos
x:y::3:2,02c=75y.

Tenemos tambien 3:7::y :i_g-; luego la segunda ecua-

cion sera 75"/ 60-+x.

De estas dos ecuaciones resultan z=108, y="72.
Problema 16. Una persona tiene monedas en las dos ma— -
n0s: st pasa 7 monedas de la derecha 4 la izquierda, habrd igual
nimero de monedas en ambas manos ; pero st, al contrario, pasa
7 monedas de la izquierds d la derecha en esta quedard"‘trtplo
nimero de monedas que en la izquierda. Se quiere saber cudntas
monedas tiene en cada mano.
Sea x el nimero de monedas de la mauo derecha, y el
niimero de monedas de la izquierda: las ecuaciones seran
z—T1= y+17,
z47= O(y —7.
Resolviendo estas dos ecuaciones, hallaremos x=—335,
y=21. .
*Problema 17. Con agua, cuya temperatura es de 32°, se
quiere mezclar aqua & 0°: ; cudntas azumbres de las dos se deben
mezclar para que resulten 100 azumbres 4 19°?
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Sean « ¢ y las azumbres que se deben mezclar de las dos
aguas: tendremos z 4+ y=100.

Ahora, las z azumbres é 32° pierden en la mezcla 132
grados, y las y azumbres 4 0° ganan en la mezcla 19y gla-_
dos; luego A3x=19y. ’

. 3
De estas dos ecuaciones resultan w=59—8— azumbres,

y=40% azumbres (Aritm. mim. 244, gjemplo 2.°).

. Problema 8. ;Cudntas fanegas de trigo de d 50 reales y
de 6 40 reales se han de mezclar, para tener trigo de 4 47 rea-
les, escediendo el primer nimero al segundo en 30 fanegas? -

Sean x é y las fanegas de 4 50 reales y de a 40 reales:
tendremos ‘ x—y==30.

Ahora, las-& fanegas de & 50 reales producen una pérdi-
dade 3x reales, y las y fanegas de 4 40 reales dan una ganan-
cia de 7y reales; luego 3x=Ty.

De estas dos ecuaciones’ resultan

1

2=52— 3

Problema 19. Dos moviles M y M' salen al mismo tiempo de
dos puntos M y M', distantes 49 pies, en el sentido MM'A : el pri-

) 2

mero caming 7 ) pies por minutq, y el sequndo 3 5 ptes por
minulo: ;4 qué distancia de los punios M y M’ alcanzari el pri-
mer movil ol sequndo?

y= 22 (Aritm. mim. 214 , ejemplo 3.°).

M by A
Sea « la distancia del punto de algance 4 al puato M, € y
la distancia del punto A al punto M': “tendremos
r—y==49.
El tiempo empleado por el mévil M en llegar al punto 4,

sera -7—;_.75 minutos, y el tiempo que el mévil M" tarda en
y_3y

llegar al punto 4, sera 51T minutos; y pues el tiempo que
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ambos estin en camino es el mismo, serd f“; i)!; .
De estas dos ecuaciones resultan :
ac=20015—1 pies, y-lSlf— pies.

Problema 20. Se obliyd uno 4 transportar una partids de
loza, en la cual habia pwzas de tres distintos tamafios, con la
condicion de que por cada pieza que se quebrase, pagaria lanios
reales como hubiese cobrado por el porte si la hubiese entregado
entera. Se le entregaron primeramente 2 piezas pequefias, & me—
dianas y 9 grandes; quebrd todas las medianas, y percibié 56
reales. Despues se le entregaron 7 pieas pequeiias, 3 medianas
y B grandes; quebrd todas las grandes y percibid solo 6 reules.
Por dliimo, se le entregaron 9 piezas pequeiias, 10 medianasy 41.
grandes; quebrd todas las grandes, y percibid 8 reales. ¢Cudn—
to llgvaba por el ports de cada pieza?

Sea x el porte de cada pieza pequefia, y el de cada piez3
mediana, z el de cada pieza grande: las ecuaciones seran
2x— 4y+ 92=156,
Tzt 3y— 82=17,
. 9r4+10y—112=8.
Resolviéndolas, se hallan z=4, y—6, 2=8.

Problema 24. Tres hermanos se han asaciado para comprar:
una finca apreciada en 200000 realss; al primero le faltaba, pa—
ra poder comprarla por si solo, la mitad del capital del sequndo;
& éste le faltaba la tercera parte del capital del primero, y al ter--
cero la cuarta parte del capital del primero. (Cudl era el capital
de cada uno?

Sea x el capital del primero, y el del segundo, z el del
tercero. Las ecuaciones son

a:+?= 200000, y+-3- =200000, z +—[; =200000.
Resolvnendo estas ecuacienes, resultan

“z=120000, y=1460000, z==170000.

/ Problema 22. Se pusieron tres & jugar, y en la primera
partida el primero y el sequndo ganaron al tercero tantos reales
como cada uno de ellos habia sacado para jugar; en la sequnda
partida ganaron el primero y el tercero al segundo tantos reales
como cada uno de aquellos tenia despues de la primera partida;
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en la tercera ganaron el sequndo y el tercero al primero tantos
reales como cada uno de los dos tenia despues de la sequnda par-
tida; y concluida la tercera, tenia cada uno de los tres 120 vea-
les. yCon cudntos reales se puso 6 jugar cada uno?

Sea x el nimero de reales con que el primero principié a
jugar, y el namero de reales con que principié el segundo, 3
el niimero de reales con que principié el tercero.

Despues de la primera partida el primero se queda con 2z,
el segundo con 2y, y el tercero con z —z—y.

Despues de la segunda partida, se queda el primero con 4z,
el tercero con 2z —2x —2y. y el segundo con 2y — 2a;—z+
T4 y=3y—x—12.

Despues de la tercera partida se queda el segundo con
6y — 2x — 2z, el tercero con 4z — 4x—A4y, y el primero con
by — oy+w+z—2z+2w+ =Tr—y—3.

Ahora, segun el problema, todos tienen {20 reales; luego
las ecuaciones serdn

Tz— y— 3=120,
6y — 23— 22 =120,
4z — ho— by =120.

De estas ecuaciones resultan z= 60, y—105 z=195.

Problema 23. Hallar un nimero compuesto de & cifras, cu-
yo suma es 14: la cifra de las centenas es doble de lu de las
unidades, la cifra de los millares sumada con la de lus unidades es
tgual & la suma de las cifras de las decenas y centenas, y el du-
plo de la cifra de las centenas es squal al duplo de la de las dece~.
nas sumado con la de las unidades.

s+y+z Fu=14,

z——2w
u—|—a:=q+z,
22=%y}x.

Resolviéndolas, resultan 2=2, y=3, =4, u="5; y
por consiguiente ¢l nimero pedldo es 5452

CAPITULO IV.

Problemas generales,

105. Si del enunciado de un problema particular quere-
mos pasar -al enunciado del problema general, que comprenda
a dicho problema particular y & otros infinitos de la misma es-
pecie (loque se llama generalizar un problema), no habra mas
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que sustituir en lugar de los datos partculares datds genera-
les 6 indeterminados.

Tratemos de resolver los problemas 3, 9, 16, 14, 7 y 19
propuestos en términos generales.

Problema 1.° Dadas la suma y la diferencia de dox cantida—

des, hallar el valor de dichas cantidades.

"Sea s la suma, d la diferencia,  la cantidad mayor, y la
menor: las ecuaciones son

z +y=s,
z— y=d. v
Resolviéndolas, resultan x= szil, ) a:‘=-2~+i s Y=

2 2
s—d s d ‘
g =g

106. - Ya sabemos (Ntim. 6) que los valores de las incogni-
tas de los problemas generales se llaman férmulas. Las formu-
las actuales traducidas al lenguaje vulgar dan la reglasiguien-
- te: la mayor de dos cantidades es igual d la mitud de la suma delas
dos mas la mitad de la diferencia de lus mismas, y la menor es
igual & la mitad de la suma de las dos, menos la mitad de la di-
ferencia de las mismas (a). .

Problema 2. En todo reldj, cuando ol horario scnala unag
. hora cualquiera , el minulero -sefiala las doce. ¢ Cudnio tiempo
tardard el minutero en alcanzar.al horario despues de dicha hora?

Sea a la hora que sefiala el horario, 2 el camino que anda
el horario hasta que le alcance el minutero (tomamos por uni-

dad de camino Tléde la circunferencia del reléj), el minutero

andara, para alcanzarle, el camino a4~ z; y como en tiempos
lguales el camino andado por el minutero es 42 veces mayor
que el andado por el horario, tendremos la ecuacion

e+ w-l%:v,

de donde '1':_4_1’ camino andado por el horarlo ¥ pues para

(@) Es muy facil demostrar directamente este teorema: pues si los

N

nimeros son @ y b tenemos evidentemente a—

atb _a—b ; .
2 2 ' L,
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andar una unidad de camino tarda el horario una hora, para
:—1 de unidad de camino tardard ﬁ de hora; luego el

minutero alcanza al horario 4 la hora a y % de hora. Segun

_andar

, 1, 2, 3 . 11
esto, le alcanza a la lﬁa 4 las 2ﬁ’ 4 las 5—4—1-.... alas “ﬁ
64 las 12. ’

Problema 3.° Una persond tiene monedas en ambas manos:
si pasa un cierto nimero de monedas de la derecha 6 la izquier-
da, queda igual nimero de monedas en ambas manos; mas si,
en vez de pasar de la derecha & la izquierda, las pasa de la iz—
quierda & la derecha, habrd en esta un cierfo nimero de veces
mas monedas que en la izquierds. JCudntas monedas tiene on
cada mano?

. Sea x el niimero de monedas de la derecha, y el nimero
de monedas de la izquierda, a el nimero de monedas que
pasa de una & otra mano, m las veces: que en la segunda
traslacion es mayor el namero de monedas de la derecha
que el de la izquierda.

Las ecuacioues serin
r—a=y+a, S
z+a=m(y—a). :

Resolviéndolas, resultan R e

o Gm+le ~ (B4+ma T~ 23
m—1 VT a

Resolvamos por medio de estas férmulas el problema par-
ticular 16. .

Tendremos a=7, m==3; y por consiguiente x =35, y—=21.

Problema 4.° Dados los tiempos que tarda cada uno de tres
caiios en llenar una vasija, hallar el tiempo que tardardn en lle-
narla los tres cafios junios.

Sea ¢ el tiempo que tarda el primer cafib en llenar la va-
sija, ¢’ el tiempo que tarda el segundo, ¢’ el tiempo que tarda
el tercero, x el tiempo que tardaran los tres juntos; y repre-
sentemos por 1 la capacidad de la vasija. '

Para poner este problema en ecuacion, hallaremos, segun
. la regla (Num. 102), la parte de capacidad de la vasija que lle-

-~

N \::
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na cada uno de los cafios en el tiempo x. Para esto diremos:
si en ¢ horas llena el primer cafio la capacidad 4 de la vasija,

en | hora llenara la parte ke x horas llenara la parte %
Del mismo modo se halla que la parte de vasija que llena el
segundo en las z horas, es ?—, ¥ la que llena el tercero en las

mismas x horas, e Como las tres partes deben componer

toda la capacipad de Ja vasija, tendremos

r, r @
7+7+?,—l - (4)

de donde resulta = L (B)
- RN )

107. Nora. Las ecuaciones de todo problema general
son relaciones constantes entre las cantidades indeterminadas
que estas ecuaciones contienen ; y por tanto dichas ecuacio-
nes pueden servir para resolver todos aquellos nuevos pro-
blemas en que se consideren como incégnitas cualesquiera
de dichas cantidades en niimero lgual al de ecuaciones. Asi,
la ecuacion (4), 6 la férmula (B), sirve para resolver todo
problema en que se considere como incdgnita cualquiera de
las cantidados ¢, ¢/, ¢, x, y como conocidas las demés.

Supongamos, pox ejemplo, que se qulera resolver el si-
guiente problema:

Conociendo el tiempo que tardan tres caios juntos en llenar
una vasija, y los tiempos que dos de dichos cafios tardan cada
uno por si solo en llenar dicha vasija, hallar el tiempo que tarda-
1 el tercer cafio en lUenar la misma vasija.

Sea ¢" el tiempo que tarda el tercer cafio en llenar la va-
sija, ¢” sera la incégnita del problema: despejindola, sea en
la ecuacion (4), sea en la férmula (B), resulta

Wz
w—te—'s

Problema 8.° Un pascador y su hijo convienen en que por
cada lance que éste saque pesca , le abonard su padre wn cierto
nimero de cuartos, con la condicion de descontarle olro cierto
niimero de cuartos por cada lance en que no saque pesca: al cabo
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de un cierto nimero de lances, quedd el padre debiendo al hijo
una cierta cantidad. Se pregunia en cudntos lances sacd el hijo
pesca, y en cudnlos no.

Sea I el niumero total de Jances, g los cuartos que abona-
ba el padre 'al hijo por cada lance feliz » p los cuartos que le
descontaba por cada lance desgraciado, d los cuartos que que-
d6 debiendo por ultimo el padre al hijo, z los lances en que
este sach pesca, |—x seran lances en que no la sacd. :

La cantidad que tiene que abonar el padre al hijo sera gz,
y la que tiene que descontarle sera p(l—zx). Como ¢l hijo salié
al ﬁn ganando d, serd gv— p(l—x)=d, de donde resulta

ip+d
FER

Besolvamos este mismo problema en la suposicion de que
el hijo quedase debiendo al padre d cuartos.

En este caso, haciendo el mismo razonamiento antenor,
se tendra la ecuacion

p(l—m) gr=4d,
Ip—- d
de donde resulta,

EYA

Obsérvese que este resultado pudiera haberse deducido
de la férmula del caso anterior, mudando el signo de la d,
gue en aquel caso era una ganancia para el hijo, y en este
otro caso es una pérdida. La formula del primer caso puede,
‘pues, servir para los dos problemas, suponiendo para el se-
gundo que d es una cantidad negativa.

Por ejemplo, supongamos que, siendo 12 el total de lan-
ces, 3 los cuartos que abonaba el padre al hijo por cada lance
feliz, 3 los cuartos que le descontaba por cada lance desgra-
clado, quedase el hijo debiendo al padre 42 cuartos. Si que—
remos valernos de la primera formula para resolver este pro-
blema particular, tendremos =12, g=3, p=3, d=—12.
Por consiguiente

_12.3—12 36—12
T 543 8

Lo mismo se hubiera hallado por la formula del segundo
caso, haciendo d=12.

T==

=3,
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Problema 6.° Dos moviles salen al mismo tiempo de dos
puntos Py I, y recorren con movimiento uniforme la linea A'A
. que pasa por estos dos puntos. Se conocen la distancia PP’ de
los dos puntos y las velocidades de los dos mdviles, y se quig-
re saber la distancia del punto en que ambos se juntan ol
punto P, ’ '

Propuesta la cuestion en estos términos, pueden ocurrir
‘tres casos: 1.° que los méviles vayan en el sentido PP'4 &
alcanzar el primero al segundo; 2.° que los méviles vayan en
sentidos opuestos 4 encontrarse ; 3.° que los moviles vayan
en el sentido P’PA’ a alcanzar el segundo ai primero.

1.« caso. Sea A el punto de alcance, la distancia PP'—d
pies, v y v’ las velocidades de los dos méviles primero y se-
gundo, es decir, los pies que cada mévil anda por minuto,
y z la distancia PA, x—d sera la distancia P’A.

El tiempo empleado por el primer mévil en andar la dis-

tancia PA serd %: y el tiempo empleado por el segundo mo-

2 m—do 3
vil en andar la distancia P'A sera —5 ¥ como estos tiempos
son iguales, tendremos %__w;d,
d
de donde resulta z=~ v e
2.% caso. Sea E el punto de encuentro: siendo x la distan-
cia PE, d—x sera la distancia P'E; luego %—_-d%af,
vd
de donde resulta r——
v-}+o
3.c" caso. Sea A'el punto de alcance: siendo x la distan-
cia PA’, la distancia P'A’ serd x--d; luego §=a#,
vd
de donde resulta =

v'—v
Obsérvese que la férmula del 2.° caso puede deducirse
de la del 1.°, mudando el signo & la velocidad” v del segun-
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do mévil, cantidad que en el 1.* caso representa una dista-
cia andada en el sentido P'A, y en el 2.° una distancia an-
dada en el sentido contrario P'A’. « o
Obsérvese tambien que la formula del 3. caso puede de-
dutirse de la del 1.°, mudando los signos & las velocidades
0,0y a la distancia , cantidades que en €l 1. caso repre-
sentan distancias andadas en el sentido PP'A, y en el 3.° re-
presentan distancias andadas en el sentido contrario P'P4’.
Considerando, pues, como negativas en la formula del
primer caso 4 las cantidades que en los otros dos tienen acep-
ciones enteramente opuestas & las que tenian en el pri-
mero , la férmula del primero podréa servir para los tres.
Ejemplos. 1.° Supongamos que los méviles salen de los
puntos Py P!, cuya distancia PP’=30 pies, & encontrarse,
con las velocidades 3 pies y 3-pies por minuto, y que quera-
mos hallar por medio de la firmula del primer caso la distan-
¢ia desde el punto de encuentro E al punto P.
* Tendremos d=50. v =25. v'==—3, y por consiguiente
= 250 —-250—51 ies '
| “5——3 8§ g™
2.° Supongamos que los dos moviles salen de los mismos
puntos P y P’ con las velocidades del problema anterior tro—
cadas, que se dirijan hacia el punto 4', y que se quiera ha-

-llar la distancia del punto A’ al punto P por medio de la for-

mula del primer caso.

Tendremos d=80, v=— 3, v'==—5; y por consiguienle
—150  —150 "
xr—= = == — 70 .
—3——5 42 '

pero £=—A'P ; luego A’P=75 pies : es decir, que el mé-
vil que sale de P, alcanza al mévil que sale de P & 75 pies
de distancia del punto P.

108. Generalizando lo que acabamos de ver en los dos
problemas 8.° y 6.°, estableceremos el siguiente principio de
la mayor importancia, debido a Descartes.

Las ecuaciones 6 lus férmulas de todo problema general , en
que eniran cantidades que pueden tener dos acepciones opuesias
(a) , convienen 4 todo nuevo problema en que algunas de dichas

(@) Como las ganancias y las pérdidas, las distancias contadas en un
sentido y las contadas en su opuesto, el tiempo anterior y posterior &
una época, etc.
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cantidades tienen dedptiones opuestas 4 las que tenian en el proble-
ma propuesto; considerando como_negativas 6 las cantidades que
mudan de acepcion. v .
Este prireipio no se puede demostrar de una manera ge-
neral, pero la esperiencia ha probado que siempre es cietto.

CAPITULO V.

Casos de imposibilidad er. los problemas de pHiner grado. Valores
’ negativos de las incognitas:

. 109. Siempre que el valor de alguna de las incognitas,
deducidds de la ecuacion 6 de las ecuacioncs de un problema,
sea infinito 6 indeterminado; el problema seri imposible 6
iideterminado. :

El problema serd tambien imposible, cuando resulte ne-
gativo el valor de alguna incognita, si las ecuaciones son la
verdadera traduccion al lenguaje algébrico de las condiciones

" del problema. . -

Ejemplos. 1.° Un padre tiene 42 afios, su hijo tiene 12
afios ; ¢dentro de tudntos afios seré la edad del padre cuddrupla
de la del hijo?

Sea x este niimero de afios: el padre, al cabo de ellos, ten-
dra la edad 421z, y el hijo 12-}x; y como entonces la
edad del padre ha de ser cuadrupla de la del hijo, sera

424 =412+ ).
. De esta ecuacion resulta x=—2; luego el problema es
imposible.

Obsérvese qne si se muda el signo de la « en la ecuacion
propuesta, tendremos la nueva ecuacion

42 —2r=4L(12—2),
Y es evidente que el mismo resuitado se obtendra, poniendo
en la primera ecuacion en vez de z el valor—2, que en la
segunda ecuacion en vez de z el valor 2; y pues —2 satisface
& la primera ecuacion, 2 satisfara 4 la segunda; luego el pro-
blema correspondiente 4 esta nueva ecuacion sera posible.

Conservando las circunstancias del problema propuesto, el
nuevo problema posible sera el siguiente: Un padre tiene 42
afios, su hijo tiene A2 afios ; ycudntos aios han pasado desde que
la edad del padre fué cuddrupla de la del hijo?

Sin necesidad de resolver la nueva ecuacion, sabemos que
la incégnita tendré el valor 2.
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2.*  Un particular ha pagado 60 reales por 6- dias de traba-
jo de un obrero y 5 dins de trabajo de oiro. [En olra ocasion,
yanando los obreros el mismo jornal, les ha pagado 18% reales
por 47 dias de trabajo del primero y 43 del sequndo. Se prequn-
ta, cudl fué el jornal de estos obreros.

Sea x el numero de reales que ganaba el primer obrero
por cada dia de trabajo, y el namero de reales que ganaba
el segundo. La ganancia del primero en los 6 dias de trabajo
es 6z reales, y la del segundo en los 5 dias 5y reales ; luego

6x 4 5y=60.

En la segunda ocasibn la ganancia del primero en los
17 dias de trabajo era 17z, y la del segundo en los 13 dias
13y; luego 1724-13y—184.

Resolviendo estas dos ecuaciones, resultan =20, y=
—12; luego el problema es imposible. .

Si en las ecuaciones de este problema mudamos el signo
" de y, tendremos estas otras dos ecuaciones : N

: 6z —8y =60,

172 —13y=184;

vy es evidente que, pues las dos ecuaciones propuestas estan
satisfechas por los valores =20, y=—12, las nuevas
ecuaciones quedaran satisfechas por los valores £=20, y=12.
Luego el problema correspondiente 4 estas ultimas ecuaciones
es posible , y su enunciado, conservando las circunstancias
del problema propuesto, serd: Un particular ha empleado & dos
obreros, al primero por 6 dias y al sequndo por 5, y al pagar-
los, el primera recibid 60 realesmas que el sequndo. En otra oca-
sion ha empleado 17 dias al primero y 435 al sequndo , y al
pagarlos, el primero recibio 184 reales mas que el sequndo. ;Cudl
era la ganancia diaria de estos obreros?

Ya sabemos que £=20, y=12. :

3.° Dos mdviles salen al mismo tiempo de dos puntos P y
P, cuya distancia es 20 pies, y van con movimiento wniforme
hatia el punto P” distante 100 pies de P. La velocidad del puri-
mero es 7 pies por minuto , y la del sequndo 5 pies por minulo.
Se pregunta, 4 qué distancia del punto P” se reunirdn los dos
moviles. /

’ p P A P A

’ ' .
~+— . { m— 1
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Supongamos que sea A el punto de reunion de los dos .

méviles, y sea P’A=uz;sera PA=1004-z, y PA=80-=z.
Los ticmpos empleados por los dos méviles en llegar al pun-

to A, seran 1007+:v y 80;3; y como estos tiempos son
4+
iguales, sera 1007—'_ x=805. z. .
Resolviendo esta ecuacion, resulta x= — 50.

Aunque el valor de la incbgnita haya resultado negativo,
no se ha de sacar en consecuencia que el problema es impo-
sible; pues es evidente que, andando el primer mévil 2 pies
mas por minuto que el segundo, ha de alcanzar 4 este. Ob—
sérvese que nosotros hemos supuesto que el punto de re-
union de los dos méviles estaba a la derecha del punto P”; y
pues en esta suposicion ha resullado negativo el valor de la in-
chgnita, el punto de reunion debe estar 4 la izquierda del
punto P”. En efecto, si suponemos que A’ sea el punto de re-
union de los dos méviles, y llamamos x 4 la disltancia P74’,
serda PA'=100 —x, P'A'=80—x ; luego

100—z 80—z
: 7 5

Esla ecuacion es la misma que la ecuacion anterior, mu-
dando el signo de x: luego, como la ecuacion anterior queda
salisfecha por el valor — 30 de z, la nueva ecuacion queda-
ra satisfecha por el valor 50 de z.

Luego, si en un problema posible resulta negativo el va-
lor de la incognita, esto consiste en que, para poner el pro-
blema en ecuacion, se ha hecho una suposicion falsa ; pero
el problema quedara resuelto, tomando el valor absoluto de
Ja incognita en sentido contrario del que se le habia supuesto
al poner el problema en ccuacion. T

110. Segun lo que hemos visto enel problema 6.°de los
generales, y lo que acabamos de ver en los tres @ltimos pro~
blemas, sacaremos las conclusiones siguientes:

1.® Puede suceder que el valor de la incégnita de un
problema posible resulte negativo, cuando nos valemos, se-
gun el principio de Descartes (Niim. 108), de una formula que

no corresponde directamente al problema en cuestion; y en-
tonces el valor absoluto de la incégnita tomado en sentido
contrario de los positivos, resuelve el problema.

L
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2., Si la ecuacion es la traduccion verdadera del proble-
ma al feng'uaje algébrico, el valor negativo de Ja incognita da

4 entender.que el problema contiene condiciones incompati-

bles, 6 lo que es igual, que el problema es imposible. Ea

este caso es facil, en general, modificar el problema y hacer-

e posible. :

3.° Tambien puede provenir el valor negativo de la in-
oOgnita, de que al poner el problema en ecuacion, se haya
echo una falsa suposicion ; entonces el valor absoluto de la
incégnita, tomado en sentido contrario del que se le habia
supuesto, resuelve el problema.
114. El problema sera imposible, aun cuando los valores
de las incégnitas sean positivos, si estos valores no satisfacen

4 Jertas condiciones del problema no espresadas en lasecua-
_-efbnes, como de ser enteros, de estar comprendidos entre li-
- mites determinados, etc.

Ejemplo. Queriendo uno distribuir el dinero que tenia entie
varios pobres, vié que le faltaban 10 cuartos para dar & cada
pobre 25 cuartos; y que, dando & cada pobre 23 cuartos, le so-
braban 15 cuartos. Se pregunta, cudnios eran los pobres.

Sea x ¢l nimero de pobres; la ecuacion sera

‘ 250 — 10=23x + 15, -

de donde resulta =12 ;— pobres, resultado absurdo.

En este problema la incdgnita debia ser un niimero entero;
y pues ha resultado para valor de dicha incégnita un niime-
ro fraccionario, ¢l problemacs imposible.
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CAPITULO 1.

%(o, Potencias y raices de los monomios.

Articuro 1.°

Potencias de los monomios (a).

112. La potencia de un producio es iqual al producto de
las polencias del mismo grado de sus factores.

Sea el producto abe: digo que (abe)*=a"b*c".

En efecto, (abey*=abe x abe xabe.. ..,

entrando abc n veces por factor. Mas (Comp.' de la Aritm. 20)
abe xabex abe. .. =abcabeabe. .. =aaa. .. xbbb. .. xccc...—=a"h"c*;
luego

(abey*=a"b"c". . . . (A).

Nora. Esta formula demostrada para el caso en que e} cs—
ponente es entero y positivo, s tambien cierta cuando cl es-
ponente es entero y negalivo.

1 1
— 3= —q="p"c ™,
) (abc)n aﬂbncll ¢
113. . La potencia de un quebrado es igual & la potencia del
numerador partida por la potencia del denominador.

a. .. a\* a
’ Sea el quebrado 5 digo qug (T) —:Z—n

En efec.to, (_a_ f‘=a__cz xl.....,
: b b b b

En efecto, (abc) ~"

_. () - La definicion de las potencias d-da en el nlwero 36 de la aritmé-
tica se esliende d toda clase de cantidades.
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entrando % n veces por factor. Mas (Nzim.ﬁ'l)ﬁb-x

N

L
e
ana..... a” a\* a*
——————? O — —— B .
W <b> v B

Nora. Hemos demostrado la férmula (B) para el caso en

que el esponente es entero y positivo: demostremos que tam-
bien es cierla cuando el esponente es entero y negativo.

\
: -n { PR | b —n
Tenemos (%) —- = =2 _*

(a vooa @ b
T) b

114%.  Para elevar una cantidad que tiene un esponente en—
tero positivo 0 negativo ¢ una polencia, cuyo esponente sea tam~—
- bien entero positivo 6 megativo, se multiplican los dos esponen-
tes (a).
Sea la cantidad a: digo que (a™)"=a™.

En efecto, supongamos en primer lugar que n sea un
namero enlero y positivo: tenemos (a™)"=a"a"a™.....,
entrando ¢™ n veces por factor. Mas (Num. 25) a™a™a™.....
=qa™t™t® | —=a™; luego (@™ =a™.....(C). .

Nora. La férmula (C) demostrada para el caso en que los
dos esponentes m y n son enteros y posivos, es tambien cier-

ta aun cuando el uno de estos esponentes 6 los dos, siendo
enteros, sean negativos.

En efecto: 1.° ‘a—m n:—_—_(%>"=_l_=a—m”.

mnr
a

2.0 ‘um —::_————i —— =g~ """,
‘ a’m’n a* n

—n —n .
=0 —m — ' — 4 _l —. 2
9. a") = — ) =———=—=u""
: am 1y 1

113.  Esto supuesto, como un monomio es un producto de
varios fact res, se elevara 4 una potencia, elgvando & dicha
potencia todos sus factores. La potencia serd positiva, si el
monomio es posilivo, 6 aunque sea negalivo, siel esponeute de

(«¢) Enunciado abreviad
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la potenciaes par; pues en este caso la potencia es el produc-
to de un niimero par de factores negativos. La potencia seri
negativa, si el monomio es negativo y el esponente de la po-
tencia es impar; pues la potencia es entonces et producto de
un nimero impar de factores negativos.
- Ejemplos. 1.° (2a%’c)*:= lGa”a”c

9 (=50~ Vi) =9t =

bs
Sk3a" 0

[ (7([",)—3d:‘f)_: — 7—3a—12b9d—9,‘—3=

h . _ a3b2 3 _ af’bﬁ
N Freo )T F T
. Bm'n 1285m°n®

Arrictro 2.°

Raices de los monomios. '

116. Se llama raiz de un namero positivo 6 negativo
otro niimero que elevado 4 la potencia cuyo esponente es el
indice de la raiz, produce ¢l niumero propuesto.

Asi, la raiz cuadrada de 16 es 4, y tambicn — &; pues
cualquiera de estos dos nimeros elevado al cuadrado, 6 mul-
tiplicado por si mismo, da 16. La raiz cubica de —8 ev.—z
puesto que (—2)’=—8.

Pero si se tratase de la raiz de grado par de un nimero
negativo, esta raiz no es niimero [remg) ni negalivo; pues
un namero positivo 6 negativo elevadd 4 una potencia de
grado. par da siempre un resultado ivo. Por eso se lla—
man cantidades cmagmarz(' { &e grado par de na-
meros negativos. Asi, la Faiz cuadrada de — 4, la raiz lt.‘

de —8, ecte. son cantidades i lmagmarlas.

Las cantidades gue no son lmagmanae se_llaman canti-

- dades reales. ‘

Todo niimero plsitivo tiene dos raices reales de:grado por,
las cudles solo se dr/ermrmn en el signo: pues un nimero posi-
tivo 6 negalive elevado & una potencia de grado par da un
resultado positivo.

Asi, el nmero 4 tiene dos raices cuadradas 2 y —2; el
namero 81 tiene dos raices cuartas & y —3.

147. Mas adelante veremos: 1.° que todo ndmero posi-
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tivo tiene tantas raices de grado par como unuladeq tiene el
indice : sabemos ya que dos de las raices de este naimero son
reales y solo se diferencian en el signo; las otras raices dei
mismo nimero son imaginarias. 2.° que todo naimero positivo
6 negativo tiene tambien tantas raices de grado impar como
unidades tiene el indice: la primera raiz, segun la definicion,
es cantidad real; las otras son imaginarias.

118. Llamaremos en adelante raiz aritmética 6 valor arit-
mético de la raiz de un namero positivo, & Ia raiz real positi-
va de dicho namero.

Esto supuesto, para evitar confusion, 1nd|carem0s en ade-
fante la raiz aritmética de un ndmero positivo, 6 la raiz real
negativa de grado impar de un nimero negalivo, escri-

biendo el nimero bajo el signo v~ con su indice conveniente-
Asi, 1/ 5 significara la raiz cuadrada aritmélica de 5, 6 el
valor aritmético de la raiz cuadrada de 5; V/30 significara la

raiz cabica aritmética de 50; V=135 significard la raiz ca-
bica real de—1428, la cual es—5 (a). .

La raiz real negativa de”un nitmero megativo es dqual 4 me-*
nos la raiz aritmética del mismo nikmero hecho positivo; es decir,

por ejemplo, \3’———5=— {75

En efecto, elevando la cantidad — \/ 54la tercera po-
tencia, tendremos (—l/ 5) —\/ Bx— \/ 5x——\/§=—

(\/5) =—15; luego —\/5—=\}?5- .

(a) Para indicar la raiz cuadrada positiva de un nimero a, escmbmms .
segun acabamos de decir, /@, y para indicar la raiz cuadrada negatlv.i

del mismo ntimero, se escribird —y/a. Para indicar la raiz cualquiera del
grado m de a, se llamard « 4 dicha rau, y se escribira am=a, ecuacion
en la cual © representa cualquiera de los valores de la raiz del grado m
de a. Tambien sé podrd representar la raiz cualquiera del gradom de @ por

m

Va; pero advirtiendo, cuando asi se haf'a ue esta espyesion represen—
ta cualqmera de los valores de la raiz del ora do m dea, ¥ que no se crea
que representa solamente la raiz prmcnpdl de a, como para nosotro< es lo

corriente. Por ultimo, se podria adoptar otro signo, como por ejemplo, ‘/ @
para representar una raiz cualquiera del grado m de a.
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§m+l R eam4l . .

En general, ‘/—a:— a: pues elevando esta
cantidad 4 la potencia del grado 2m—+-1, resulta—a. ,
Nota. En adelante por la palabra raiz de un namero
positivo se enlenderd, mientras no se advierta lo contrario,
raiz aritmética de dicho nlmero. .
120. La raiz de un producto de factores posilivos es iqual

al producto de las raices del mismo grado de dichos factores.
Sea el producto abe, siendo a, b, ¢ factores positivos: digo

que v‘mabc=\/; % Ve.

En efecto,

vavevel=va) WVare)
Mas, (v 7)"=a (Nim. 116), (V7 )"=b, (V&) ==;
luego (r/Tf Vo m\/?)m=abc, Vemos, pues, que Vavive
es una cantidad que elevada & la potencia del grado m,

da Ja cantidad ubc; luego \"7 N \m/_l; {"/E es la raiz del grado

m de abc; eslo es, Ve Vb Ve =y abe.

121. Laraiz de un quebrado, cuyos dos térménos son positi-
pos, es iqual & lo raiz del numerador dividida por la raiz del de- -
nominador, :

1

a

Sea el quebrado = digo que

b _\"'/T
- En efecto, segun el teorema (Nim. 113),
<v7> _Va) _a
m___ m m b ?
vi! Wr)
luego ‘:i=\/z-
v b

Para estraer una raiz de una polenciu, cuyo esponenle
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es divisible por el indice de la raiz, se efectda esta division (a).

b
Sea la potencia a™ S : digo que \/a+""'—_—a .

En efecto, segunel teorema (Ndm. 114), ( )——f‘"’"‘

Iuego —\/ g™

;
Esto supuesto, para estraer una raiz de un monomio, 4
se cstraera la raiz de cada uno de sus factores.
- Ejemplos.

10 VBIE=9a—°, 2.° vV _—6hal=—ka',
16a* 0% 2ab*c®
Tde e

123. Se dice que una cantidad racional tiene raiz exacta,
cuando esta raiz es otra cantidad racional.

Segun esta definicion, es evidente que un producto de fac-
tores racionales tendra raiz exacta, siempre que cada uno de
sus factores tenga raiz exacta; y que no la tendra, si alguno de*®
dichos factores no tienc raiz exacta. Tambien es evidente que
una fraccion racional tendra raiz exacta, siempre que la ten-
gan sus dos términos; y que no tendraraiz exacta una fraccion
racional, cuyos dostérminos no tienen ningun factor comun,
si alguno de estos dos términos no tiene raiz exacta.

Nora. Cuando una espresion racional tiene raiz cuadrada
exacta 0 raiz cubica exacta, se suele decir tambien que es un
cuadrado perfecto 6 un cubo perfecto.

124.  Cuando un monomio no tenga raiz exacta, se podra
dar 4 la raiz indicada otra forma, 4 veces provechosa, estra-
yendo la raiz de los factores que la tengan exacta ¢ indicando
la raiz del producto de los demas, en virtud del teorema
(Ndm. 120). Si alguno de los factores del monomio tiene un
esponente mayor que el indice, pero que no sea multiplo del
indice, se descompondra (con ¢l objeto de transformar la raiz
indicada) en dos factores, el primero de los cuales tenga por
esponente el mayor miultiplo del indice contenido en el pri-
mer esponents, y el segundo factor tenga por esponente el

3.0 V320 b=, 4.0

(a) Enunciado abreviado. . .

v

wl(!’ fLW (\b‘< v")o St
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resto.' Por ejemplo, si se trata de una raiz clibica, y uno de
los factores es a®, descompondremos este factor en a’xa’.

Ejemplos. 1.° \7 960"b"c“—-\5/ 3.2%* a’b"'c“’c —2abc’\5/ Ba'c.
90 \’/W Vabe v/ darlc _abVabe_a%
67T ioar Jaaam v 2

Vabe Vabe

; Y como en virtud del teorema (Num. 121) es —=

\/ 2f qu

\/ '12_;, tendremos por fin que la raiz indicada propuesta se

ab’ EEE

V3

5.° @_\/ ’b’ ab\/
cd

» 125. Al contrario, conviene 4 veces introducir bajo el sig-
no.radical un factor 6 divisor: para esto, se eleva dicho factor
6 divisor 4 la potenc:a cuyo grado es el indice de la raiz.

En efecto, q\/a-_\/q \/a—\/q a; - )
Va _ V_a_ YA
RV
" Bjemplos. 1.° ab __\/ B

9.9 ‘/””yz“—.\/ y_ [
Ty ¥V g z

transformara en

L 't
" : T rdoo s i\}‘-
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CAPITULO II.

Potencias y raices de los pqlinomios,

ArTicuLo 1.°

Permutaciones y combinaciopies. IB
126. Llamanse permutaciones los grupo e en for—
marse con varias letras, tomandolas una a una, sados tres
a tres, etc., los cuales se diferencian ya por alguna Ieua, ya
por el orden en que las letras estan colocadas. :

Formemos las permutaciones binarias, ternarias, cuater-
narias, etc. de las letras a, b, ¢, d.....

Para formar las permutaclones binarias, se colocan al la-
do de cada letra todas las otras, una 4 una.

Asi, las permutaciones binarias de dichas letras seran ab
ac, ad....., ba, be, bd.....; ca, cb, cd.....; da, db, dc.....

Para formar las permutaciones ternarias, se colocan al lado
de cada permutacion binaria todas las letras que no entranen
ella, una a una.

Asi, las permutaciones ternarias de las letras dadas seran:

abc, abd, ach, acd, adb, adc.....,
bac, bad, bea, bed, bda, bdc.....,
cab, cad, cba, cbd, cdo, cdb.....,
dab, dac, dba, dbc, dca, dcb......

Para formar las permutaciones cuaternarias, se colocan 2l
lado de cada permutacion ternaria todas las letras que no en-
tran en ella, una a una.

Enb general, para formar las permutaclones de un ocierto
érden, se colocan al lado de cada permutacion de érden infe~ -
rior inmediato las letras que no entran en ella, una 4 una.

127. Hallar el niimero de pmnutaownes binarias, ternarias,
cuaternarigs, .elc. de m letras.-

Hemos visto que, para formar las permutaciones binarias,
se colocan una & una al lado de cada letra todas las demas;
luego cada una de las letras nos dara m—1 permutaciones
binarias; y por consiguiente las m letras nos daran

m(m— 1) permutaciones binarias.

Para hallar el nimero de permutaciones ternarias, se co-
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locan una & una al lado de cada permutacion binaria todas

las trasgue no entran en ella; luego cada permutacion

rd m — 2 permutaciones ternarias, y por con-

ig lc‘)dﬁs las permutaciones binarias m(m —1) nosdaran

- m(m—1)(m—2) permutaciones ternarias.

Por el mismo razonamiento se hallara que el namero de
las permulaciones cuaternarias es

‘m(m—1) (m—2)(m—3);
que el namero de las permutaciones quinarias es .
m(m—1_4) (m—2)(m—3)(m—=4);
y asi sucesivamente.

Luego en general el nimero de permutaciones de m letras
tomadas n & n serd

m(m—1)(m—2)(m—3)..... <m—(n—i)),

6bien m(m—1)(m—2)(m—3).....(m—n-1),
producto que consta de n factores.

128. Si en cada permutacion entran todas las letras, sera
m=n, y porconsiguiente la formula general sera cn tal caso
n(n—1)(n—2).....x1, 6 1 x2x3.....xn,
formula que contiene n factores, y que representa el nimero.

de permutaciones de n letras tomadas n & n. .

Asi, el nimero de permutaciones binarias de dos letras
sera 1 x2; el numero de permutaciones ternarias de tres le-
tras sera 4 x2x 3 ; el nimero de permutaciones cuaternarias
de cuatro letras sera 1 x2x3 x4 ; etc.

129. Llamanse combinaciones 6 productos diferentes las
permutaciones que se diferencian en una 6 mas letras.

Asi, en las permutaciones binarias de las cuatro letras
8, b, ¢, d, que son ab, ac, ad,

ba, be, bd,
ca, cb, cd,
da, db, dc,
existen las combinaciones
ab, ac, ad,
be, bd,
cd. .

En las permutaciones ternarias de las mismas cuatro le~

tras: abe, abd, ach, acd, adb, ade,
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bac, bad, bea, bed, bda, bdc,
cab, cad, cba, cbd, cda, cdb,
dab, dac, dba, dbc, dca, deb,
existen las combinaciones
abe, abd, acd, bed.
130. En vista de estos resultados, estableceremos la si-
guiente regla para la formacion directa de las combinaciones.
Para formar las combinaciones binarias de varias letras, se
muitiplica cada letra por cada una de las siguientes.
Asi, las combinaciones binarias de las letras a, b, ¢, d, e

son ab, ac, ad, ae,
be, bd, be. . . . . (1),
. cdyee. ... (2),
de. . . . . (3)

I

Para formar las combinaciones ternarias de varias letras,
se multiplica cada letra por las combinaciones binarias de las
Jetras siguientes.

. Asi, para formar las combinaciones ternariasde las letras
8, b, ¢, d, e, multiplicaré la letra a por las combinaciones bi-
narias (1), (2) y (3) de las letras siguientes b, ¢, d, ¢; la le-
tra b por las combinaciones binarias (2) y (3) de las letras
siguientes ¢, d, e; la letra ¢ por la combinacion binaria (3)
de las letras siguientes d, e; y resultaran:

) abe, abd, abe,
acd, ace,

ade,

bed, bee,

bde,

cde.

Del mismo modo se veria, que para formar las combina-
ciones cuaternarias de varias letras,” se multiplica cada letra
por las combinaciones ternarias de las letras siguientes; y en
general, que para formar las combinaciones de un cierto, 6r-
den de varias letras, se multiplica cada letra por las combi-
naciones del 6rden inmediato inferior de las letras siguientes.

Nora. Si se han formado las combinaciones de un cierto
orden de las letras a, b, c..... k, se formaran las combinacio-
nes del mismo 6rden de las letras a, b, c..... &k, 1, 6 1, a, b,
c.....k, anadiendo & las combinaciones formadas ya con las
letras a, b, c.....k los productos de I por las combinaciones
orden inmediato inferior de las mismas letras a, b, c..... k.
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154.  Hullar el wimero de wmbmm,wues binaries , terng-
rias, etc. de m lelras.

Para hallar el niimero de combinaciones binarias de m le-
tras, observo que en las permutaciones binarias de estas m °
letras esté repetida cada combinacion tantas veces como per-
mutaciones binarias se pueden formar con dos letras, es de-
cir, 1.2 (Nim. 128): luego el nimero de combmacnones que
exxcten en dichas permutaciones es 1.2 veces menor que el
namero de permutaciones m(m —1); el namero de combi-
naciones binarias de m letras sera pues

m(m—1)
1.2

Para hallar el niimero de combinaciones ternarias, obser-
vo que en las permutaciones ternarias de eslas letras cada
combinacion entra tantas veces como permutaciones ternarias
se pueden fonnar con tres letras, es decir (Num. 128) 1.2.5;
luego el namero de combinaciones que existen en dichas per-
mutaciones es 1.2.5 veces menor que el nimero m(m—1)
(m—2) de permutaciones ternarias; luego el namero de com-
binaciones ternarias es

-m(m—1) (m—2)
123 ’

Por el mismo razonamiento se hallara que el nimero de
combinaciones cuaternarias es

m(m—l)(m—%)(m—'é)

T 1.2.34
que el namero de las quinarias es
m(m—1) (m—2) (n—3) (m—4)
: 1.2.3.4.5 ’
Y en general, que el nimero de combinaciones de m Ietra to-
madas n & n es
m (m—1) (m—2).....(m—n—|— 1)
1.23.....n
132. El nimero de combinaciones de~m letras tomadas v d n
es iqual al mimero de combinaciones de m letras lomadas m —n
¢m—n,
El namero de combmamones de m letras tomadas n & u
es (Nim. 131)
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m(m—1)..... (m—n—+1)
12.......n ’

| nimero de combinaciones de m letras tomadas m—n &
—# <e hallara mudando en la espresion anterior # enm—n,
Yy serd por lo tanto :
m(m—1).....(n+1)
1.2, (m—n)
Multiplicando los dos términos del primer quebrado por el
denominador del segundo, y los dos términos del segundo
quebrado por el denominador del primero; el primer quebra-
do equivaldra (Nim. 53) al nuevo quebrado
m(m—1).....(m —n+4-1) (m—n).....2.1
1.2....0.0.2.....(m~n)
y el segundo quebrado equivaldra al quebrado

b

Los dos quebrados, que sacabamos de escribir, son iguales;
pues el numerador de ,cada uno es el producto de todos los
nameros naturales desde 1 hasta m, y los denomin adores son
evidentemente iguales; luego etc. ‘

Se puede derfostrar este teorema de este otro modo.
~ - %.de las m Wtras se toman n letras para formar una com—
binacion, quedarian m —n letras que formaran otra combina—
cion; luego & cada combinacion de & n letras corresponde una
de & m—mn letras, y por la misma razon & cada combinacion
de & m—n letras corresponde una de 4 u letras; luego el nii-
mero de combinaciones de m letras n & n es ignal al name-
ro de combinaciones de m letras m—n & m—n.

Asi, 10 letras combinadas 3 4 3 dan el mismo numero de
combinaciones que 10 letras combinadas 7 & 7. :

ArTicuLo 2.°
Formula del binomio de Newton.

*

1535.  Si se multiplican varios factores binomios x+a, x-+b,
X--¢, elc., cuyo primer término sea cl mismo, el esponente de:
x en el primer tégmino del producto serd el mimero de factores

Bomiog, Wq? esponente disminwird sucesivamenle en una
m(ﬂlad; el coeficiente del primer término serd 1, el del segundo

>
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-
Vem
tro los fa
general,
de factore
ficara siendo p-1 el numero de lactores binomios.
Representemos el producto de los p binomios por la espre-
sion 2P+Ax? ' LBxP - CaP ... + Y, - ‘
en la cual
A=a +b ¢ —+., |
B=ab +-ac +bc +.., *
C==abc+abd-+} acd—+. .,

Y=abe... W , A:,__—
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- MuRipliquemos dicha espresion por un nuevo binomio z-}-1.
- xP, APt Bat - Gt 4L Y

cx +l . :
a4 Ala? - B|aP O a2
N I ') I ) Y|

+ Segun este producto. el csponente de x en el primer tér-
mino es el namero p4-1 de faclores binomios, y dicho espo-
nenteva disminuyendo sucesivamente en una unidad, hasta
llegar al ultimo término que no contiene a . '

El coeficiente del primer término es 1. El coeficiente del
segundo término es A1/, y puesto que A es la suma de los
segundos términos de los p binomios, 4 4/ es tambien la su-
ma de los segundos términos de los p-1 binomios.

El coeficiente del tercer término es B+I4; y como Besla
suma de los productos binarios que se. pueden formar con los
segundos términos de los p binomios, yIA esla suma de estos
términos multiplicados por I, se infiere (Nm. 130, nota) que
B-+14 es la suma de los productos binarios de los segundos
términos de los p +1 binomios. .

El coeficiente del cuarto término es C+IB; y como C es
la suma de los productos ternarios de los segundos términos
de los p binomios, y B es la suma de los productos binarios,
se infiere (Nim. 150, nota) que C (B es la suma de los pro-
ductos ternarios de los segundos términos de los p+ 4 bino-
mios. : , v
Este razoPamiento se puede continuar hasta llegar al ul-
timo términp Y, que es evidentemente el producto de todos
los segundos términos de los p} 1 binomios.

Queda puesdemostrado, quesi el teorema es cierto, sien--
do p el nimero de factores binomios, tambien lo sera, si se
toma un factor binomio mas.

Ahora bien, el teorema es cierto, siendo dos, tres, cuatro
el namero de factores binomios ; luego tambien lo sera, siendo
cinco el nimero de factores binomios; y por consiguiente
tambien lo serd, siendo seis el namero de factores binomios;
y asi-sucesivamente: luego dicho teorema es cierto, cual-
quiera que sea el nimero de factores binomios.

154. Dec este teorema se deduce facilmente la formula del
binomie. o .

. Obségvese: que los términos x, a, b, c... de los l)irxv-
Mmiosz+4-a,x-+ b, x +c..... ticnen valores cualesquiera poi-
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tivos 6 negativos : podemos por lo tanto suponer.que los segun-
dos términos b, ¢, d... son igualesé a; y en éste supueslo,
llamando como antes m al nimero de factores binomios, el
primer miembro de laidentidad, que nos da el teorema, se con-
vertira en (z+4)™. En el segundo miembro el coeficiente del
segundo término sera a - a 4-u—+-...==ma; el coeficiente del
tercer término sera a® +a* -+ a’*+-..., estando a® repetida tan-
tas veces como ¢ombinaciones binarias se pueden formar con
m(m—1)
1.2
El coeficiente del cuarto término se reduce a ¢+ a*+4a’+...,
estando a® repetida tantas veces como combinaciones terna—
m(m—1)(m—2) _
1.2.5 *

O mm— —9
luego dicho coeficiente seram('?f \ 12)(:;"__) @,

Del mismo modo se hallaran los coeficientes de los demas
términos; y comoel ltimo término se reduce 4 a™, la identi-
dad (Nim. 153) se transforma en la siguiente:

. (m_l_a)m;xm_{_maxm_i_i_"l(mi,;l)azxm-z_l_

m(m_i) (m_g) 3..m—3 m
125 L L
que es la formula del binomio de Newton.

135. El segundo miembro de esta formula tiene m 4 1
términos: pues el esponente de la 4 en cada término tiene
tantas unidades como términos hay antes; y como en el alti-
mo término el esponente de a es m, el nimero de términos
anteriores al Gltimo serd m, y por consiguiente todos los tér-
minos del segundo miembro seran m 1.

156. Por medio de la formula del binomio se puede ha-
llar directamente, sin valerse de las polencias inferiores, una
potencia cualquiera de un binomio, poniendo ‘en vz de las
letras . a y m los valores particulares que se den. -

Ejemplo. Desenvolver (x-a)*. Para esto haremos en 1
formpula del binomio m=¥4, y resultard .

(x+a)'=2a"+ kaz® 4-60’s* -+ ba’x 4-a*.
Tambien puede deducirse de dicha formula unaregla qué

m letras ; luego dicho coeficiente se convierte en at.

rias pueden formarse con m letras , que es

f {'\‘(\

\
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nos d¢ con mas brevedad el destmvolvimiento de una‘poten-
cie dé un binomio ; pues, segun ella, el coeficiente de cada
término se puede deducir del apterior, multiplicando el coe-
ficiente de este por el esponénte que tiene 2 en ¢l mismo , y.
dividiendo el producto por el esponentede ¢ aumentado en una
unidad.

Apliquemos csta regla & los ejemplos siguientes :

1.° (zta)P=2*+2ux +a®,
2.° (x+4a)’=2"+3ax* +3ax -+ a’.
3.° (#+a)=0"1har® 4 6a’z* 4 ha’z’ +a',
4. (z+af=2a°+5Sax* +10a’c*+ 100’2 +5a*z+a’.
m(m—1)
1.2 7

, etc. del segundo miembro de la formula

187. Es evidente que cada coeficiente m ,

m(m— 1) m(—2)
1.2.3

del binomio representa el niimero de combinaciones que se -
pueden formar con m letras tomadas tantas 4 tantas como
término$ hay antes de aquel que se cousidera; por consi-
guiente el coeficiente del término que ocupa el lugar n--1,
contando desde el primero, representara el namero de com-
binaciones de m letras tomadas n 4 n; luego dicho término
cerd m(m—1) (m—2)... (m—n+ Da”w"‘"'".
123...n

~ Esta espresion se llama término general (a), porque dando
4 n un valor entero y positivo cualquiera, se halla por medio
de ella el téemino correspondiente del desenvolvimiento.

Asi, haciendo n =1, nos dar el segumhtérmino; ha-
ciendo n=2, el tercero; haciendo n =3, el Guarto; etc.

138. . En el desenvolvimiento de (x -+ a)™ los coeficientes de

los términos equidistantes de los estremos son iguales.

En efecto, el término que ocupa el lugar n4-1, tiene an-
tes de si » términos, y por lo tanto su coeficiente es el nua-

(a) Cuando se da un polinomio,cuyos términos siguen una ley constan-
te en su formacion, y se trata de hallar su término general, es decir, una
espresion que puede representar 4 todos los términos del polinomio, se
suele suponer comunmente que este término ocupa el lugar n, contando
desde el 1.°: mas en el caso actual es preferible tomar por término general
el que ocupa el lugar n-|-1; porque el coeficiente del términe gue ocupa el
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mero & combinaciones de ¢ letras tomadas n 4 n. El térii-
no que tiene despues de si n términos, tiene antes de si cl
tolal m-- 1 de términos menos n-{-1 términos, esto es, m+-1—
(n1-1) = m—n; luego su cocficiente es el namero de com-
binaciones de m letras tomadas m—un & m—n ; y como cl
nitmero de combinaciones de m letras n & n, es igual al na-
‘mero de combinaciones de m letras m —n & m—n (Ntim.-428),
se infiere que los dos coeficientes de los dos términos equi-
distantes de los estremos son iguales.

En virtud de este teorema, cuando se haya calculado la
mitad 6 mas de la mitad del nimero de términos de la poten-
cia de un binomio, se hallaran los demas términos sin nuevo
calculo. o :

Ejeriiplo.  (v--a)" =2 --Tax® 4-21a°2* - 354°z* + 53a*
234-2a’z® -+ Tafx+a'.

Norta. La férmula del binomio queda demostrada para el
caso en que, teniendo los términos x y a del binomio va-
lores éualesquiera, €l esponente m es entero y pesitivo (a).
Veamos, pues, en qué se convertira la misma férmula cuan-
de ¢t segundo término es negativo : para esto, mudemos en

1a formula el signo de a, y tendremos .

\ ) m(m—A

: (:c—a)’”:r”‘—ma:c"“"—!—-—(Fz—)a’a;"'f’_
m(m—1)(m—2)

1.9 5—03::”'—3-}—....@"',
donde vemos que los signos 4 y — va_,h alternando.
. 439. Hagamos z=—1 en la formula del binomio, y ten-
dremos

(ror= gt e Mg el

lugar n es el néimero de ¢ombinaciones de m letras tomadas n—1 4 n—1,
y por tanto este¢ término seria ‘

m(m—1).. . .(m— (n—i)—f—l) n—t_m—g—1}__

1. 72....... (n—1)
m(m—1).... (m—n+2) n—t m—n-pt
1. 2...... (n—1) ' ’

espresion menos cémoda que la del término que ocupa el lugar n--1, y
‘menos ficil de hallar. ‘ .

(a) En el dlgebra superior se demostrard la verdad de esta formula
para dos casos en que cl esponente m es fraccionario ¢ inconmensurable,
positivo 6 negativo.
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140. Siempre puede reducirse una potencia ind icada de un

) n
binomio a la forma (14-¢)™; pues (z+4b)"= (a:('l +—= ))

=™ (l + — ) .3 y representando ahora — pora, tendremos
' (w +b)m=a™(1 4 a)™.

Segun esto, para clevar un binomio x--4 & una potencia
del grado m , se puede reducir la potencia (x--b)™ primera—
mente 4 la forma z™(1 -} a)™, desenvolver (1 -+ a)™ por la for-
mula (A), y multiplicar en seguida todos los términos del
dcsenvolvxmlento por x.

ARrTicoLo 3.°

Potencia de los polinomios.

)

141. Para elevar un polinomio & una pbtencia, scJe con-
sidera como un binomio, tomando por primera parte varios
de sus términos, y como scgunda parte los demas ; y se cleva
cn seguida dicho binomio.

ASI para elevar el polinomio ¢ +b + ¢ 4-dal cubo, to-
maremos, por ejemplo @, por primera parte, y por seounda
b+4c-d, y tendremos
@+-b+ectd)=a’+ aa’(b—l—c-|—d)—|—5a(b-|—c-|—d)’+(b+c—} dy*.

Del mismo modo

(@Fb+c+dF=a+ % (b + 0 +d) + (¢ +d) =

a* +2ab+2ac 4 20d -+ b* + 2b (c+-d) + (c+ d)* =
6 a’ —i‘JZab—i-?ac—l— 2ad +- b* }-21)0—]— 26d + ¢* + 2¢d - d3;

en fin

(@+b+ctdr=a + 0%+ ¢* -+ d*+ 2ab 4 2ac+ 2ad -

2bc+ 2bd + 2cd.

Luego el cuadradode un polinomio es igual & la suma de cug-
drados de sus términos , mas el duplo de la suma de sus productos
binarios.

Ejemplo. (b*-1-¢*—a?)*=b"4-c*+a*4-2b*c*—2a%b*—2ac*.

142. El cuadrado de un trinomio tiene seis (érminos ; y st es
un (rinomio ordenado con respecto G una letra, liene en gencral
cinco términos , pero tambien puede tener cualro.

+1.°  Sea el trinomio ¢ -} b }¢: tendremos



: 116
(@ -+ b+ c)*==a*+ V* 4 ¢* + 2ub -+ 2ac+-2bc.

Vemos que han resultado seis términos.

Si este trinomio se supusiera ordenado con respecto 4 una
de sus letras, a por ejemplo, no seria mas que un binomio
6+ (b+4c)a; y su cuadrado no tendria mas que los tres
términos a*+24 (b +¢) + (b} ¢)*.

2.° Sea el trinomio az* bz ¢ ordenado con respecto
dla letra z: tendremos

(ax® 4 bx + ¢)* = a*x* |- 2abx® | b2|a® +2bex {-c*.
+ 2ac

Resultan cinco términos ; pero si b 4 2ac =0, lo que puede
ser de infinitos modos, no tendrd mas que cuatro términos.

ArTicuLo 4.°

Raices de los polinomios.

§. 1.° RAICES CUALESQUIERA DE LOS NUMEROS.

* 443. Se havisto en la aritmética, que de la.composi-
cion del cuadrado y cubo de la suma de dos nameros enteros
se deducen las reglas de la estraccion de las raices cuadrada
y cabica de los numeros. La consideracion de los dos prime-
ros términos del desenvolvimiénto de (z-+ a)®, que son 2™
maz™*, nos daria tambien reglas analogas a las de las raices
cuadrada y cubica para la estraccion de las raices de grado
superior de los nimeros. Pero como la estraccion de las rai-
ces de un grado superior al 3.° ocurre rara vez, y que enton-
ces se puede, y es preferible , valerse de los logaritmos, de
que,i hablaremos pronto, no nos detendremos en hallar 9ichas
reglas.

§. 2.° ESTRACCION DE LA RAIZ CUADRADA DE UN POLINOMIO.

Raiz cuadrada exacto.

144. Sea el polinomio A B~ C..... y su raiz cuadra-
daa+b--c..... Supongamos que estos dos polinomios estén
ordcnados con respecto 4 una misma letra x: tendremos la
identidad
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4 B—l—C—l— =@+b4cH....)=
ﬂ-|-°>a(b—|—c-|— ..... )4+ ... 1)
Ahora, segun el teorema (Nim. 34), a* es el primer térmi-
no de este polinomio ordenado con respecto a x: luego a*=41,

y por consiguienle a——\/A es decir, que estrayendo la raiz
cuadrada del primer término del polmomlo proputsto orde-
nado con respecto 4 una letra, se tendra el primer tcrmmo
de su raiz cuadrada.

El primer término del polinomio b+4-c+ ..... ord«,nado
con respecto & x es b, y por consiguiente (Ném. 31) b* sera cl
primer término del polinomio (b--¢ - .....)* ordenado con
respecto & z. El primer término del polinomo 2¢(b+c--.....)
ordenado con respecto a x ¢s 2ab; y como la x tiene mayor
esponente cn a que en b, ‘en el término 2ab tendra mayor
esponente que en b*; luego 2ab es el segundo término del se-
gundo miembro ordenado con respecto & x; y por tanto

B=2%2ab, de donde resulta b__g “Lyego, para hallar cl

segundo término de la raiz, se dmde el segundo término del
polinomio propuesto por el duplo del primer término de la
raiz.

Para hallar el tercer término de la raiz, consideremos al
polinomio a+b - ¢+d... como un binomio, cuya prime-
ra parte sea el binomio hallado a+b,y tendremos
ATB+C. = 0 42(a4D) (e Fdep ) oA
uego
4'—|—B’—|—("+ —(a+0)*=2(a+b)(c+d+...)(c4d...)%
Ordenando cl pnmcr miembro con respectn & x, y llamando-
le A'4B'4C'+...., tendremos

A +B+C+....=2@+b)(c+d+....)+ (c+d+...)%

Ahora se demostrard como en ¢l caso anterior, que 2ac¢

es el primer término del segundo miembro ordenado con res-

pecto & x; luego A'=2ac, y por consiguiente =55 ¢
o

decir, que para hallar el tercer-término de la raiz , se dividi~
ra el primer término A’ del resto por el duplo del pnmel ér-
mino de la raiz.

. Este razonamiento pucde conlinuarse hasla que s halien
todos los términos de la raiz; y cuando se halle ¢l diltimo . o
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regto correspondiente serd cero, porque entonces el cuadrado
del polinomio hallado, que es la canlidad que se resta, es
igual al polinomio propuesto. :

Al contrario, cuando restando del polinomio propuesto el
cuadrado del polinomio hallado, resulte cero de resto, el po-
linomio hallado serd evidentemente la raiz cuadrada del po-
linomio propuesto.

Luego para estraer la raiz cuadrada de un polinomio, se or-
dena con respecto 4 una cualquiera de sus letras, y estrayendo la
ratz cuadrada de su primer término, se tendrd el primer térmi-
no de la raiz ; dividiendo en sequida el sequndo término del poli- -
nomio propuesto por el duplo del primer término de la raiz, se
lendrd el sequndo término de esta. Para hallar en adelante un
término cualquiera, se eleva al cuadrado el polinomio que forman
los términos hallados de la raiz, se resta este cuadrado del poli-
nomio propuesto, y se divide el primer término del resto por el
duplo del primer término de la raiz. Cuando se lleque d un resto
cero, el polinomio hallado es exaclamente la raiz cuadrada del
polinomio propuesto. .

Ejemplo. “Estraer la raiz cuadrada del polinomio
92* —122%y -+ 28x%y*—16xy°-+16y".

Disposicion de esta operacion.

9z* — {1 22°y 1 28°y*—1 62y’ 16y" (52> —2ry -+ 4y®

—9r* +-120% — ha’y? - ez
2hx*y*— 162y’ 16y*
—24x*y* 4 16xy°*—16y°
5 A

Ordenado el polinomio con respeclo & x, se estrae la raiz
cuadrada de su primer término 92*, y se tiene el primer tér-
mino 52" de la raiz; se divide el segundo término —122°y del
polinomio por 622, duple del primer término de la raiz, y se
tiene el segundo término —2xy de la raiz. Se eleva al cuadrado
el binomio 32® —2zy, se resta este cuadrado del polinomio
_ propuesto, y se divide el primer término 242*y* del resto por
el mismo divisor anterior, y resulta el tercer término 4y* de

la raiz. Elevo ahora al cuadrado el trinomio 5a*—2xy 4- 47*:
resulta :
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(3* —2uy)*+ 230" — 2ry) by 1By’
y resto este cuadrado del polindmio prepuesto; mas; como
de este polinomio he restado ya (3w — 2xy)?, se hallara el
nuevo resto, quitando del resto 24x*y*— 162y’ 16y* las dos

partes 2(3a* ' 9 y). 4P+ 16y, y resulta cero dc resto: lue-
go la raiz cuadrada del pollnomw es

Sa'— 2wy +4y’.

* 143. Sl la letra prmmpal entra en varios términos con
un mismo esponente, se ordenaran los polinomios, redu-
ciendo antes a un solo término todos aquellos en.que dicha
letra tiene el mismo esponente; y se continuara la operacion
estrayendo aparte la raiz cuadrada del coeficiente del primer
término, y ejecutando tambien aparte las divisiones parcia—
les del coeficiente del segundo término del pelinomio y de
los coeficientes de los primeros términos de los restos por el
duplo del primer término de la raiz.

Ejemplo. Estraer la raiz cuadrada del polmomlo (@ —°ab
+ b’)w"-{—(?a" 20%)x*+ (3 a*+ 3a%b® 4 36*)a*-(28° + 24*b4-
20°0*—2a*H>*—2ab* —2b°)z-+a*—2a6° |- 1°.

Se hallara que la raiz cuadrada es (a—b)x*+ (a*f-ab+4-b*)x
~+a*—

146 Todo trinomio ordenado, en que el cuadruplo del pro-
ducto de los coeficientes de los términos 1.° y 5.° sea igual al
cuadrado del coeficiente del 2.° término, es un cuadrado perfecto
Y su raiz cuadrada serd un binomio cuyos términos serdn las
raices cuadradas de sus estremos, ligadas por medio del signo- del
término medio.

2

b?
Sea el tnnomlo ordenado a%s*=%= ba;—l- , en el que se

2

verifica la hipétesi: digo que es un cuadlado perfecto, y que

su raiz cuadrada serd ar == —

I
En efecto, elevando al cuadrado el binomio a:c‘-_*-—%, re-
2

N . b
sulta el trinomio propuesto a°z*= bx-—[—,—z-; lo que demucs-
I 104 '

tra las dos partes dcl teorema.
Todo trinomio ordenado, en que el euddr u]:lo del producto
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de los coeficientes de los términos 1.° y 3.° no es tgual al cua—
drado del coeficiente del 2.°, no es cuadrado perfecto.

Admitamos que este trinomio sea un cuadrado perfecto:
su raiz cuadrada seria un binomio, pues un monomio eleva-
do al cuadrado da otro monomio, un trinomio elevado al
cuadrado tiene po¥lo menos guatro términos (Nim. 142), etc.
es decir, que solo un binomio puede ser raiz cuadrada de un
trinomio. Sea mz==n este binomio: elevandolo al cuadrado,
resultaria el trinomio propuesto, y este seria m*z*==2mnx—|-
n'; mas en este trinomio se verifica que el cuadruplo del
producto de los coeficientes de los estremos es igual al cua-
drado del coeficiente del término medio; y como esta con—
secuencia es contraria & la suposicion, se infiere que el tri-
nomio propuesto no puede ser cuadrado perfecto.

Asi, el trinomio 9z°==6x-1 es un cuadrado perfecto;
puesto que 4.9.1 =6* y su raiz cuadrada es 3z==1.

El trinomio 92°==6x-+ 4 no es cuadrado perfecto, pues-
to que 4£.9.4 no es igual a 6°. -

Reciprocos. En todo trinomio ordenado, que sea cuadrado
perfecto, el cuddruplo del producto de los coeficientes estremos es
tqual al cuadrado del coeficiente del término medio. En todo tri-
nomto ordenado , que no sea cuadrado perfecto, el cuddruplo del
produclo de los coeficientes estremos no es igual al cuadrado del
coeficiente del término meddo.

Reduccion al absurdo (Geom. 20).

Pelinomios que no tienen raiz cuadrada exacla.

147. Ningun binomio es cuadrado perfecto; pues el cua—
drado de un monomio es olro monomio, el cuadrado de un
binomio es un trinomio, y el cuadrado de un trinemio, cua-
drinomio, elc. tiene con mayor razon mas que dos términos.

No se crea, pues, que Va*+b* es igual 4 atb, como
parece natural & los principiantes.

* 148.- El polinomic no tendri raiz cuadrada exacta:
1.® Cuando ordenado con respecto &4 una cualquiera de sus
letras, el primero y dltimo términos no tienen raiz entera
exacta. 2.° Cuando el segundo término del polinomio no es di-
visible por el duplo del primer término de la raiz. 5.° Cuando
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el primer término de un resto no es divisible por el duplo
del primer término de la raiz.

§. 3.° ESTRACCION DE LA RAIZ DEL GRADO 7 DE UN POLINOMIO.

Raiz exacta. .
* 149. Sea el polinomio A+ B+ C+D+-....., y la raiz
del grado m, que se busca, a+b+c+d-..... , ambos polino-

mios ordenados con respecto 4 una misma letra x: tendremos
la identidad
A+B+C+D+-..... ——(a-l— b+c+d+ ..... P =a"™ 4 ma™!

(b+ctd+....... )+—(-L—21)a"'"(b-|—c+d+ ......... )4

m(m—i)(m—2) m—3 1 3

123 o™ (b +d+-....)*+ ete. 1).
Imagmemos que este resultado se haya hallado multiplican-

do el polinomio a+b+-c+d+-........ m—1 veces por si mis-

mo. Segun el teorema (Num. 31), a™ sera el término primero

del producto, es decir, el término en que z tendra el mayor es-

m
ponente; luego a™=A, y por consiguiente a=1/4. Luego es-
trayendo la raiz del grado m del primer término del polino-
mio propuesta, se tendra el primer término de la raiz.

El término en que x tiene el mayor esponente en el poli-
nomio b+ c-+d-.... es b, y por consiguiente los primeros
términos de los polinomios (O+et-d4-.. 2’, (b+e+d+)3 ete.,
ordenados con respecto & x, seran b, b’, etc.; luego los pri-
meros términos de los pohnomlos a"‘“ (b+c+d+ D), a™?
(b+ctd+-.....)0%a m*“(a ¢+d+-.....)% etc. seran respectiva-
mente a™'h, a™*h?, a™%?, etc. Ahora, o tiene mayor espo-
nente en a™ b que en a3 b%, yen este mayor esponenle
que en a™*h®, etc.; pues siendo a™~tb=a™"%ab, y teniendo
Z mayor ecponenle en a que en b, tendra mayor esponente
en ab que en b%, y por consiguiente x tendrd mayor esponen-
te en a™*ab=a""' que en “a™=2b*. Del misino modo se de-
muestra que z tiene mayor eqponente en a™*?* que en a™°b?,
etc.; luego el segundo término del 2.° miembro de la identi=
dad (1) ordenado con respecto & x es ma™~*b ; luego ma™~'
b=B, y por consiguiente

h— - B

ma™-t
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Luego para hallar el scgundo término de la raiz, se divide el -
segundo término del polinomio por m veces la potencia dcl
grado m—1 del primer término de la raiz.

Para hallar el tercer término de la raiz, ¢ onsndcmmos al
polinomio ¢4+-b-c4-d-+-..... como un binomio, cuya pri-
mera parte sea ¢l binomio hallado a-}-b, y tendremos.
A+B+CHD t....=@+ )"+ m@+0)"'Cc+d+...)+
m(m— m—1)(m—2
0 Dot iyt 2O s

(c-|—d-|— ..... ’+... o
Restando (a+4-b)" dc ambos mlembl s, y llamando A'4-B'+
CH..... al primer micmbro ordenado con respecto .,

sera *
A4 BAC ... =m(a-b)" Y otdt..)+

m(m

20D ot

m(m—1A)(m—2 _
(e dte.... )ur.L._l .2)(5 AT T RN (AR
Ahora se demostrard como cn el caso anterior, que el Lér-
mino cn que la letra principal n tiene el mayor esponente, cs
ma™""c; luego ma™*c=A’, de donde

=—,
ma™

Lucgo, para hallar el tercer término de la raiz, sc eleva a la

potencia del grado m el binomio hallado, esta polencia seres-

ta del polmomm propuesto, y se divide el primer término del

resto por el mismo divisor que en el caso anterior.

Considerando ahora al polinomio a4-b4-¢-d+-..... como
un binomio, cuya primera parte sea el trinomio a+4b--c, se
vera por igual razonamiento que ¢l cuarto término de laraiz.
se halla por la misma regla; y asi sucesivamente.

Luego, para estraer la raiz del grado m de un polinomio,
se ordena con respeclo 4 una leira cualquiera, y estragendo la
raiz del grado m del primer término, se lendrd el primer tér<
wino de la raiz; dividiendo en sequida el segundo término del
polinomio pr opueslo por m veces la polencia del grado m—1
del primer lérmino de la raiz, sc tendrd el seyundo término de
csta. Para hallar en adelante el primer término de los que faltan,
se cleca a la potenciu del grado m el polinoméo que forman los
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términos hallados de la raiz, se resta dicha potencia del polinomio
propueslo, y se divide el primer lérmino del resto por m veces la
polencia del grado m—14 del primer término de la raiz. Cuan-
do se lleque & un resto cero, el polinomio hallado serd exactamente
la raiz del grado m del polinomio propuesto.

Ejemplo. Estraer la raiz ctbica del polinomio
8x°—36ax’+66a’2*—630°1° - 330" 2*—9a’z}-a°.

Operacion.

82°—56ax’+-660°s'—63a°2°+-530'2*—a’z-1-0° 22°-3a74 0
—8a:°+56ax —b4a’ s 27a°x° —_—

~+12a*2*—360°2°+35a* 22 —9a’z-}-a°
—l°’a’x‘—}—56a3a;3 33a's" L+ 9a°s—a°)

.0

* 150. Si la letra principal se halla con un mismo espo-
nente en varios términos, se consideran todos ellos como un
solo término: se estrae aparte la raiz del coeficiente del pri-
mer término, y se ejecutan tambien aparte las divisiones
parciales del coeficiente del segundo término del polinomio
y de los coeficientes de los primeros términos de los restos por
m veces la potencia del grado m — 1 del primer término d<,
la raiz.

12zt

Polinomivs que no tienen raiz exacta.

..

* 151. El polinomio no tendra raiz exacta : 1.° Cuando
ordenado cop respecto 4 una cualquiera de susletras, ¢l prime-
ro y ultimo términos no tengan raiz entera cxacta. 2.° Cuando
" el segundo término del polinomio no sea divisible por m ve-
ces la potencia del grado m—1 del primer término de la raiz.
3.° Cnando el primer término de un resto no es divisible per
cste divisor.
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CAPITULO IH.

Calculo de los valores aritméticos de 1as cantidades radioales,A Yy delas.
que tienen esponentels fraccionarios.

ArricoLo 4.°

Cadlculo de los valores aritméticos de las cantidades radicales.

152. Sellamacantidad radical la raiz indicada de una can-
tidad (a).

m, _ N e
Asi, Va, /—b son cantidades radicales. .
Valer aritmético de una cantidad radical es el valor arit-
mélico de la raiz de una cantidad positiva (Num. 118).
En este capitulo solo nos ocuparemos de los valores arit-

méticos de las cantidades radicales.
Se llaman cantidades radicales semgjantes las cantidades
radicales del mismo indice que tieaen bajo del signe radical

la misma cantidad. Asi, 2v/ab, 5V/ab son cantidades radicales

semejantes. - )
133. Lasuma y la diferencia de las cantidades radicales

no semejantes solo pueden indicarse, y no admiten simplifi-
cacion; pero si las cantidades radicales son semejantes, se po-
dran reducir 4 una sola cantidad radical en virtud de la
identidad am—+bm—cm=(a+b—c)m

demostrada (Nium. 18) para cualesquiera valoresdca, b, ¢ y m.

Ejen_zplos. 1.° 5\7;+4\77=7\77.

2.°. 5y/ab—8Vab—=—35v/ab.
A'vecces las cantidades radicales no semejantes se transfor-
man en olras semejantes, estrayendo la raiz de los factores que
la ticnen exacta. : .

: 3— 3 5¢ 3, —
Ejemplo.  kaV'2b+V16a%— vV 2a'b=

/m\3/‘2-b—+2a\:7%—zic\3/—2_b=‘a_md__;‘b’c)\7;.’_b.

(a) Las cantidades radicales se llaman tambien cantidades irracionales.
1
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154. Una cantidad radical no varia, multiplicando su indice

*® por un wiimero entero, y elevando la cantidad que esld bajo del

signo radical G la potencia del grado indicado por dicho nimero
entero. ' .
mn

Sea la cantidad radical Va: digo que \/ma_z\/a_n.
En efecto, segun el teorema (Niim. 114),

({”/;)’""=(((‘/7)'”')"=an;

—_— Mt
luego Va=Va".

155. En virtud de este teorema se pueden reducir canti-
dades radicales de indice diferente 4 un indice comun; para
lo cual, se multiplica el indice de cada radical por el producto de
los indices de los demds radicales , y se eleva la cantidad que estd
bajo del radical é la potencia del grado indicado por este producto.

Ejemplo. Las cantidades radicales

— 8 ,— 5
Va, Vb, Ve,
reducidas 4 un indice comun, seran

[/ Jp— 30, 30 ,——

Va®, Ve, Ve
Para reducir & un indice comun varias cantidades radicales,
cuando'dos 6 mas indices tienen factores comunes se_hallard su
menor mijtiplo, se mulliplicard el indice de cada radical por el
factor que le falta para componer dicho menor multiplo,'y se
* elevard la cantidad que estd bajo del radical d la potencia del gra-

do indicado por dicho factor.
Ejemplo.  Sean las cantidades radicales

— A 6, —
Va, Vb, Ve.
Como los indices tienen factores comunes, hallaremos su me-
nor multiplo, que es 412; y por consiguiente las cantidadesra-
dicales propuestas, reducidas 4 este indice comun, serin

Ve, VE, Ve ,
156. Una cantidad radical, en que la cantidad que estd bajo del
- sigmo radical es un producto, no varis dividiendo el indice y los es-
ponentes de los factores del producto por un divisor comun ; esde~
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. mn m
cir que V/ a”b™c"=y/ a?bc". .

En efecto , (&a”bfc ( (\/a"b"c") ) (a”b"c')

a’"b™¢™; y por copsiguiente \/ a”b’lc'—\/ a"mbecR,
Fundandonos en este teorema, podremos simplificar una
cantidad radical, siempre que el indice y los esponentes de
los factores del producto, que esta bajo del signo radical, ten-
gan un divisor comun ; para lo cual se suprimira este divisor.

12 N -

Asi, v/ b=V a*b*. ,
187. Para multiplicar cantidades radicales de un mismo in-
dice, se multiplican las cantidades que estdn bajo de los signos ra-

dzca!es, y el producto sc pone bajo del mismo signo radical.
En efecto, hemos demostrado (Nim. 120) que

Vax\/bX\/c \/abc
Ejemplos.

—
’

1.° 3y/2ab*x7 v/ 5a’b*e=211/ 108" c=21a"V/10c.

2.° 4\3/a’—b’X\3/a’—|-b’=4\3/a‘—b‘.

. Para multiplicar éantidades radicales de diferente indice, se -
reducen & un indice comun , y quedard este caso reducido al an-
terior.

. 3. 6__ 6. -
Ejemplos. 1.° V/ ax\/b-—-\/aax\/b’-—\}a”b’

1’-\“/ ¢ \/ I =
b d dnhm‘

158. Para partir dos canlzdades radzcales del mismo indice,
se dividen las cantidades que estdn bajo de los signos radicales, y
el coctente se pone bajo del mismo signo radical.

En efecto, hemos demostrado (Nim. 117) que



\ﬁ_\/"_ N i)
vi b h—nc

Ejempilos. 1.°° l/()ab _\/(W) b
V30

9.0 \s/a"b b _\/u_"-
\s/b’c Ve bie®

Para dividir cantidades radicales de diferente indice , se vedu—~
cen & un mismo indice, y quedard este caso reducido al anterior.

A

a 3
Ejemplos. 1.° \—/—--—\/ﬁ \/‘L3
\/b \/b’ b?

W=,

159. Para elevar una cantidad radical & una potencia, se
eleva d dicha potencia la cantidad que estd bojo del radical.

Sca la cantidad radical \/ ¢: digo que ( m;_) =V
En efecto, \/ 4 v . Ve

(\/a) VAV XY a =V .. =
Ejemj;lés. 1. (\3/ 5)‘ 2\3/?=a\3/¢7.'
(Va) ==y
(V)" =V

160. Para esiracr una raiz de una cantidad radical, se
mulliplican los dos m(lm's'
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. MRy
cir que V@ . » -
<antidad radical \/a: digo que \/\/E:..—\/E.-

En efr N
~Cfecto, ( ) =Var=
apitb'

- MN en ”_
/fuego _ =*\/\/ a.

2 .
ad _— 15
-~ . Ejemplos. 1.° \/ Vo =\/d".

161. Siendo \/a—\/\/a,
o
sera \/a_\/\/a, Vo= \/a a=\/\/\/_07, etc.

Lucgo, para estraer de un nimero una raiz cuyo indice se@
un nimero - compuesto, se estraerdn sucesivamente las raices que
tndican sus factores simples.

* 162. Transformar un quebrado, cuyo denominador cs ir-
racional de sequndo grado, en otro quebrado cuyo denommador
sea racional.

4.° Sea el quebrado : multiplicando sus dos térmi-

_ mvVb
‘nos por V 6, tendremos
a _avb
> mvb  mb
2.° Sea el quebrado L S— multiplicando sus dos
mVb+aVe

términos por mVb —nV ¢, serd
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a g (mVIT—nVD ‘=a(m\/ b—nVe) ‘

mV5—+n\/;—(NF+n\/Z) (M\/E—-HVE) m*b—nic

Del mismo modo resulta
& almVELm/e)

"_1\7,—,__”\/ ;—— - mr—nic
3.° Sea el quebrado = ¢ — : multiplicando
mV bo+nV c+pVd
sus dos términos por mV/b4-nVc—pV'd, sera
T a amVb--nve—pV d)

mVb+nVetpyd _(m'bin’c —prd)+ 2mn Ve
que estd ya reducido al caso anterrgr. : .
Aun cuando el denominador del quebrado constase de
cuatro términos irracionalﬁ?ﬂ grado, se puede, por trans-

formaciones andlogas & lad®q4g acabamos de hacer, reducir 4
quebrado euyo.denominador Sea racional.
* 16% . Irar;sfo‘pmar la espresion \/ a==vb elﬁ@ra equiva-
lente de la fofma VA==V B &
Tenemos (Num. 27) \ N
= —\ 2 —_—
( Vat \/bJr\\\/ a—/b )§2a+2\/a’-b,
N\ .
oo, — ey 2 .
(\/ +Vi—Va—y/ b) =20—2\/a’—b;
p(;'r consiguiente

VeV iy i/t 2y

NV oV b=y a2y aF
-~ Luego (Nim. 106) -

Vagvi=gv/ateve—it by u 2oy,

\/“—‘/"=~; V2 2y h— g\/ u—2\/ s,

9
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VAR YA 4 e N e LSO

v a;ﬁ=\/“+‘<2"'_——b_\/;‘/2§ ..... (B).

Esta transformacion serd muy util, si 4>—b es un cuadra—

do; pues entonces ¢l doble radical \/ a+V'b se transforma
en la suma de dos radicales simples; y el doble radical

\/ a—Vb se transforma en la diferencia de dos radicales sim-
ples.

2—y/ 4—5

. .
| 3 ¢ &7
5+ A o
oA
2.9 1—6\/2—\/4157):&(;\/\% &

NLVI24—T2 —V121—-72

5.0 \/5+w—é5+‘/2 65 vz @“‘k’ -

ArTicuro 2.°

Calculo de los valores aritméticos de las cantidades que tienen @nm-

tes fraccionarios.
164. Hemos visto (Num 118) que \/a —*a"‘ ﬂndo n
divisible por m. Si, cuando n no es dxvmble por m, conveni-

mos en representar el radical \/— por a"' , €l teorema del ni-
mero “8 quedara generalizado. Pero téngase entendido que

-

/f

-
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n

en el caso en quen no es divisible por m , la espresion a™

m__
no es mas que el radical \/a* escrito de otro modo (a):

165. Las cantidades que tienen esponentes fruccionarios, se
calculan del mismo modo que las cantidudes que lienen esponentes
enleros; es decir, que para multiplicar ¢ dividir cantidades igua-
les cuyos esponentes son fraccionarios , se suman 6 restan los espo—-
nentes ; para elevar una cantidad que liene esponente fraccionario
G una potencia, se mulliplican los dos esponenles ; para esiraer
una raiz de una cantidad de esponente fraccionario , se divide su

W esponente por el indice de lu raiz.

1. Tenemos
g 5 .
.2 N q

v m p n —
n oa m n
‘ - a"-xa.":\/a x\/a =

ng__ mg . mg ______ mp -

mg-inp mg-n, ”n -

\/aqu\/a"p=\/$a =g "Y —=—q" [
mop m_=n . m_p » :
2.° a"a%=q *; pues mulliplicando a® 7 por «9, se-

, z_pr,2 n
ra, segun queda demostrado, 4" ¢ "9 —=q7,

n P n
) m » - mp
=0 n m mp —-n—
9. [ = a = ‘a -—q .
P —

m m
L.° \/ n_ o, =, . '
.a =0 ; pues elevando a™ 4 la potencia cuyo
il
grado es p, resulta, segun se ha demostrado en el 3. caso, a" .
En virtud de estos teoremas, las canfjdades radicales se
podran calcular, trasformandolas en cantifides con esponente

" fraecionario, y siguiendo despues las re generales.
P I
Ejemplo. VaxV/b—a xb =a'xb' Y7
: .

(a) Algunos autores pretenden demostrar la igualdad Va"=a™ sun
cuando 7 no sea divisible por m: pretenden un imposible; 7y asi es que
en su demostracion cometen un circulo vicioso.
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Nora.  El calculo de las cantidades que tienen esponentes
fraccionarios negativos, estd sometido a las mismas reglas; en

. . ]
virtud del convenio a7 = —.
a

CAPITCLO IV.

Chlenlo do lascantidadss imaginarias de segundo gradd.
\
167. Ya hemos dicho (Nim. 116) que se llama cantidad
imaginaria la raiz de grado par de una cantidad negativa.
Entre las cantidades imaginarias las mas importantes son
las de segundo grado. es decir las raices cuadradas de canti-
dades negativas ; pues 4 ellas pueden reducirse, como gg vera
en el algebra superior, todas las demas.. Por consigyiinte,
cuanto en esle capitulo digamos acerca de las cantidades ima-
ginarias , se referira a las imaginarias Je segundo grado.
Como la raiz cuadrada de 'una_cantidad puede ser positi=
va 0 negativa. escribiremos en adelante, para evifar confusion,
sin signo 6 precedida del signo +-la raiz imaginaria positi-
va, y plcccdxda del signo —la raiz imaginaria negativa. Asi,

4 /—.’i -Ly/—35 son imaginarias positivas, y —\/—3 es ima-
ginaria negaliva. )
" Segun la definicion de raiz cgadrada ; lendremos

v (RS
(\/"—7)2—_——4, (—‘/—_4)’=—4.

168. Todo monomio imaginurio es igual d la raiz cuadrads
aritmética del valor -abebluto de lu cantidud que estd bajo del radi-
cal, multiplicada por v/ —1

Sea el monomimaginario \/ —9 digo que es igual &
3Y/—1: pues (3001)"=9x (1/—1)'=9x—1=—9.

Nota. Obsérvedfque —31/—1 elevado al cuadrado da
tambien —9; pero como \‘/:_5 es, segun convenio, la raiz

cuadrada positiva de —9, no puede ser igual & —3y/—1,
que es cantidad imaginaria ncgativa. .
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169. Todo binomio a-+-by/—1, cuyos términos son wuno
real y oltro maginario , es una cantidad imaginaria ; pucs si di-
cho binomio fuese una cantidad real ¢, sacariamos en conse-
cuencia by/—1=c—a, es decir, una cantidad imaginaria
igual a una real ; lo que es absurdo.

170. Se llama suma, diferencia, producto & cociente de dos
cantidades ‘imaginarias, los resultados respectivos hallados
aplicando 4 estas cantidades las reglas del calculo de las can- -
tidades reales.

La suma, la diferencin, el producto y el cociente de dos bino-

mios_imaginarios a--by/—A4, c--dy/—1 es, en general, un bi-
nomio cmaginarz’q 5 pero tambien puede ser un monomio imagi-
nario 6 una cantidud real.

1.% Lasumaes (a+c)+(b-+d)v—1.,. (1),
espresion que es un binomio imaginario en general; pero si
6 +4c¢=0, dicha espresion se convierle en el monomio ima-
gimario (b-+-d) \/—1; y si b+4=0, la misma espresion
se-gonvierte en la cantidad real ac.

2.° La diferencia es (a—¢)-+ (b —d)v/ —1... (2),
que en general es un binomio imaginario ; pero si a —¢=0,
serd un monomio imaginarioj y si b —d=0, serd la canti-
dad real a—-c. :

3.° El producto

(a+b‘/:1)(u+d‘9_‘—4)=(ac—~bd>4. (m ad)\/l—a oo (3),
espresion que cn general es un binomio 1maginario ; pero si
ac— bd =0, lo que puede verificarse dc infinitos modos, dicha
espresion se convierte en el monomio imaginario (bc ad)

Vv :T; ysi be+ad=0, se convierte en la canlidad real ac—bd.

Ejemplos. 1.° Hallar el producto (a —{-bmxa—b\/j).

Para ‘hallar este producto por la formula (3), harcmos

entlla c=a, d=—10, y por consiguiente el producto sera
a5 (ab—ab) P — 1= a4 B, :

resultado que se ballara directamente aplicando ‘ producto

propuesto un teorgma muy conocido : tendremos, segun él,

(a+ 59D (6= ‘—1)=a'—(b¢3)’=a*,—(-—b*)=a*+bz.
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2.° V:X\/—_BzV‘TVjX‘/FV:i para ha-
lar el resultado final por la formula (3), haremos en esta for-
mula a=0, b=‘/71—,c=0, d::\/E; luego el producto serd
VA =— V/AB, es decir que
V=i TB——/AB;
resultado que hallaremos directamente como sigue:
U vy EA=vAay—,
V —B=y/B.y/—1;
luego \/-—{xv-_—_ﬁz/]—\/—_lx‘/ﬁ- v —1,
8 V—Axy =B =/ 1x(y/—1)'=— VB (a).
4. El cociente

ajb\/:r_(qj-bp(_:f—:l)(c—d\/:_‘) ac+-bd

Ay ey e —dy D) O
. be—ad ,— '
YT,

(a) Acabamos de hallar la iguallad \/:Zx\/j=—\/ﬁ ; mas si
hallamos el producto \/—Ax\/— B por el teorema (120), demostrado
para las raices aritméticas, serd \/-——_Ax\/jz 4B..... (1); resultado
que parece estd en contradiccion con el anterior!

Para esplicar esta especie de paradoja, observaremos que —4 tiene dos
raices cuadradas VAV —1 y —yA/—1, que —B tiene dos raices cua-
dradas v/BY—1y —yBY/—1, y que AB tiene tambien dos raices

cuadradas 1/ 4B y —V/ AB: si multiplicamos cada valor de la raiz cua-
prada de -—A por cada uno de la raiz cuadrada de —B, hallaremos los

resultados siguientes: /4By /AB, que son los dos valores de
la raiz cuadrada de 4B ; luego la formula (1) es cierta, si supone=

,'Mos que \/ —4, V —B y \/Frepresentan respectivamente cualquiera
de las dos raices cuadradas de —A4, —B y AB. Pero en el texto, cuas-~

do hemos esgrito \/-——A, V:l_k &us iguales VA4 ‘/:—1,\/17\/:, no
hemos cons\?rado_ mas que los valores positivos de y/ —4y y/—B,
que son +y/Ay/—1 y +4/By/—1, y en esta sugosicion el producto de
1(1121!3‘«; cantidades imaginarias es%y/ 4B, es degla raiz rea_l‘_*gativa

0



il

135
binomio imaginario que se reducira 4 monemio imaginario,

siempre que g 1 Z: —0, 6 ac+ bd=0; y sera una cantidad
real, s1: +;f_.0, 6 bc—ad=0. . :
v —A4 A/ —
Ejemplo. = ‘\éﬁ‘é_ ! : si queremos hallar el re-

sultado final por la férmula (4), haremos en ella a=0, b=

- B y/4v/B
VA, ¢=0, d=\/_1§; luego el cociente sera VivB_ /i ‘/

_ B \BVB
_VA /A
B B
Para hallar este cocicente directamente tenemos
VA VAL Vi /i

v—B VBy/—1 v B
174. Las definiciones de potencia y raiz de una cantidad

imaginaria son las misinas que las definiciones de- potencla y
raiz de una cantidad real.

Hallemos las potencias sucesivas de vV —1.
“Tenemos (\/ ——4)1 \/ 1,
‘/—4) =—1,
(\/—4) ——(\/—4) VA=V —1,
V=) =(=D) (V=) =—tx—1=1.
Estos cuatro valores \/ —1, —1, -y —1, 4 de las cuatro

primeras potencias dey/ — —1 resultan lambien para las poten-
cias superiores de 1" —1.

si, (v =) =(v=1) (V=i (v=1)'=
(v=1)=—v=1.

172 Una potencia cualquiera del binomio imaginarto a+b

\/ —A es, en general, un binomio imaginario; pero tambien pue-
de ser un monomio imaginario 6 una cantidad real.

‘\ ~;
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Tenemos per la formula del binomio
— \m —— m(m—1) ,_ —
(a+by/—1) =a"4-ma™"by/ -1 +—(2—)a ’(b\/_])’,

—Dm—2) . s mm—1) (1—2) (m—3)
+ﬁ‘("‘_2.5(mv N e =y

o™ (bvV 1) ...

6 bien v
‘ iy —1 1—1)(1n—2)(m—3

a’"—‘b‘+....+ ma’“—‘b—.'(f.(ﬂfgl; (Ili—?am_‘;‘b:‘_’_”.) \ _—‘.

Resulta pues un binomio imaginario; pero se reducird 4 mo-
. homlo 1maginario, si el lérmino real es cero, lo que puede
ser de infinitos modos, y serd una canlidad real , si es cero el

coeficiente de 1/'—1, lo que tambien puede ser de infinitos
modos, ‘ '

73, Una raiz cualquiera de un bingmio imaginario a-+b
V —1 es siempre un binomio imaginario. .
Por ahora solo demostraremos este teorema para la’raiz
cuadrada, dejando para el algebra superior la demostracion
general. '

Tenemos \/a—{-b\/j———\//d-}— \/:b§

poniendo en la formula
= Jutyai—h e—\VE—=b
\/a—}-\/b:\/ \/2 +\/ 9
en lugar de b — b*, tendremos
—— a_l__\/az_l_bz a_v,,2+bz
0 (Niim. 168)
R VR VACECEVE S

binomio imaginario mientras, segun la suposicion, b no sea cero-
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Corolario.  Una cantidad imaginaria de b.° grado puede trans-
formarse en cantidad imaginaria de 2.° grudo.

4
~ Sea la cantidad imaginariay/—b*: lenemos

\‘/—_b" =\/ \7-_:-—1;’ N ‘

pucs elevando el segundo miembro a la cuarta potencia , sera
. . ‘

(=)= ) J-(v27) e

Esto supuesto , \/ \7 —:b’=‘/0+ V—b2; luego si en la
formula (K) hacemos a=0, sers  \/ 0+V—F, 6

“/_.bsz\/u_:q\/g-‘/—a,
cantidad imaginaria de segunde grado. :
* 174. Las cantidades imaginariss a--bvV —1y a—b
V —1, que solo se diferencian en el signo del coeficiepte de

V/—1, se llaman cantidades imaginarias conjugadus.

Las raices cugdradas de dos cantidades imaginarias conjugadus
son lambien imaginarias conjugadas.

En efecto, tenemos (Nim. 173)

VO RV VA G e v

y del mismo modo que hemos hallado esta formula, halla-
riamos

v VA R VAL e R
e i e e
lo que demuestra la verdad del teorema.

175.  Si tenemos la iqualdad A +B\/ —1=0, serd necesa-
riamenle A=0, B=0. o .

En efecto , de dicha igualdad’résulta A=— BV —1, y

elevandj:sta }l adrado, es A’=—PB* 6 A’+#0; Yy por
/, .
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consiguiente 4=0, B==0, pues la surea de dos-cantidades
positivas no puede ser 0, 2 menos que lo sean dichas dos
cantidades. -

Corolario. Sitenemos la igualdad a+-by/ —1=a-+b'y/ —1,
serd a—a’, b=b'.

En efécto , de esta igualdad resulta esta otra

(a—a)+(—b)V—1=0,
y por consiguiente, segun el teorema, a—a=0, b—b'=0,
6 a=a', b=V".

176. Si el producto de varios factores reales es cero, une
por lo menos de dichos factores lo es tambien, pues claro es
que si ninguno de los varios factores reales de un producto
es cero, el producto tampoco lo es. Pero cuando los factores
de un producto son imaginarios, se puede dudar que, des-
pues de efectuada la multiplicacion, los términos del pro~
ducto se destruyan unos con otros, yel resultada final sea
cero, sin que lo sea ninguno de los factores. Necesita pues
~demostracion la proposicion siguiente.

Si un producto de varios faclores imaginarios es cero, uno por
lo menos de dichos factores serd cero. :

“Consideremes en primer lugar el producto de dos factores

imaginarios, y sea (a+b\/:i Ne+dv =1)=0: digo que si
uno de estos factores, por ejemplo el c+d\[ ~1 no es cero,

lo sera necesariamente el otro factor a4-by/—1.

En efecto, si el factor c—l—d\/ —1 no es cero, tendremos
eslos tres casos: 1.° c==0 y d diferente de cere; 2.° ¢ diferen-
te de cero y d=0; 3.° ¢ y d diferentes de cero.

1. Sic=0 ydnoloes, tendremos (a+5V/—1)d Vot

=0, 6 adV/ =] —bd=0: luego (Nim. 175) ad=0, bd=0; y
puesto que d no es cero, sera a==0, b==0, y por consiguiente

a+bV —1 =0. '
3.° 8i ¢ 0o s cero y 4 lo es, tendremos (a—{—b\/ji )M,
6 ac+-bey/ —1=0, y.pori\‘ﬁi‘hsiguienle ac=0, bc=0; y co-

. =0. b

mo ¢ no:e‘sw serd =0, B=0, y poxtanto - by/—1
N\ A
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3.° Efectuando la multiplicacion, tendremos
(ac—bd)+(ad+-be)V —i=0;

luego ac—b1=0, ad-+-be=0, 6 bien ac==bd, ad——>bc: mul- -

tiplicando ordenadamente eslas dos igualdades, y suprimiendo
el factor comun cd que no es cero, resulta a*=—1b%, 6 a*--b*

==0; por consiguiente =0, b==0, y por tanto a | by/—1
=0

Queda pues demostrado, que si el producto de dos factores
imaginarios es cero, lo es alguno de dichos factores; y por
consiguiente si ninguno de los dos factores imaginarios es
cero, el producto tampoco lo es. -

Consideremos ahora un producto de un namero cualquie-
ra de factores imaginarios; de cuatro por ejemplo, y sea

(a-+0V —1) (c+-dV —1) (e-+V—1) (g+-W—1)=0:
digo que alguno de dichos factores es cero.

Pues si ninguno de estos factores fnese cero, €l preducto
de los dos primeros no seria cero, segun el primer caso; y

como este productp tiene la forma p+qV —1, espresion en la
cual puede ser p=0 6 =0, el producto prupuesio seria

(p+qV=1)(c+V=1)(g+hV—=1)=0. No siendo cero nin-

guno de los dos primeros factores, su producto p'q'V—1,
en que tambien podra ser p'==0 6 ¢'= 0, no seria cero; y el

producto propuesto seria (p'+q'v/—1)(g +hV—1)=0: y no

siendo cero ninguno de estos factores, el producto no seria
cero, contra lo supuesto; luego alguno de jos factores tiene
que ser cero. ‘

e

¥
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LIBRO QUINTO.

ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO,

——- G

CAPITULO L
Ecuaciones de gegundo grado con una incognita.

ArricuLo 1°.
Ecuaciones incompletas de sequndo grado.

177. Se lama ecuacion completa de segundo grado la
ecuacion de segundo-grado que contiene uno 6 mas términos
en que el esponente de la incbgnila es 2, uno 6 mas términos
en que el esponente de la incégnita es 1, y uno 6 mas térmi-
nos conocidos.

Ecuacion tncompleta de segunda grado es la ecuacion de
segundo grado que carece de términosen que el esponente de
la incégnita es 4, 6 que carece de términos conocidos.

La ecuacion incompleta de segundo grado, despues de
quitar los denominadores, efectuar las operaciones indicadas,
transponer y reducir, tiene evidentemente una de estas dos
formas: ari=0, ax*+ br=0."

178. Para resolver la ecuacion ax*=b, dividiremos am-

. . b .
bos miembros por a, y serd *=—. Estrayendo ahorala raiz
a
. T o
cuadrada de ambos miembros, serd *=x=—===\/ —, 6 bien,

— e — — a
w:-_':\/—b— , ——x=i\/—£—.
-G [

Mudando en esta segunda ecuacion los signos de ambos miem-

b .
bros, sera =.—,_\/—(F~ esta ecuacion nos da para x dos

s 4 los que da'Jr ecuacian’ +\/—a—.
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Luego, al estraer la raiz cuadrada de los dos miembros de und
ecuacion, no hay necesidad de poner el signo %= mas que ¢ un
solo miembro.

~ | b b
Para comprobar los valores \/—a y —-\/T de x, se
sustituyen en la ecuacion propuesta.
Sustituyendo ¢l primero serd

b\
ax (\/—) =b, 6 ax—b—=h;
a a

lo que es cierto.
Sustituyendo el segundo, sera

2
b
ax(—\/:) =b, 6 axi-=b.
a a

Es facil ver que la ecuacion propuesta no puede verificar-

se por ningun otro valor diferente de \/%y de —\/b_
a bl

pues dicho valor elevado al cuadrado daria un nimero dife-

’

rente de%, el cual multiplicado por a daria un producto di-

ferente de b. Luego en la ecuacion ax*==b la incdgnita tiene dos
valores iquales y de siguno contrario.
* A este mismo resultado podemes llegar de otro modo.
Siendo ar*==b, serd , dividiendo ambos miembros por a,

x =L, 6 a:’—i=0:
a

a

A —
considerando ahora & —~ como el cuadrado de \/%, el pri-

mer miembro de la altima ecuacion sera igual &

(VD)

luego dicha ecuacion serd

(+/5) (v E)o.
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El primer tiembro de esta ecuacion serd 0, si lo es cual-
quiera de sus factores, y no lo serd en caso contrario ; luego
la ecuacion quedara satisfecha en los dos @nicos casos:

b , \/b_
o/ 5 =0 -/ 5=0,
| 3 b
de donde :v=—\/—, wz\/—.
a a

Luego la intdgnita de la ecuacion ax*=—=>b (que, como veremos
mas adelante, es un caso particular de las ecuaciones bino=
mias) tiene dos valores iguales y de signo contrario, y no puede
tener mas. :

179. Para resolver la ecuacion ax2-+bx=0, parto ambos
miembros por a, y sera
b - . b
2 —2=0, 6 x — )=0.
r* p b <w—l— p >
Este producto serd cero, solo en los casos en que z=—0

b .- .
y ¢+ —==0. De esta ltima ecuacion resulta x=——,
¢ a

. b
Luego en la ecuacion x*+—x=0 un valor de x es coro,
a

y el olro es el coeficiente del sequndo término mudado el signo.

ArricuLo 2.°

Ecuacion completa de segundo grado.

18. Toda ecuacion completa de segundo grado, despues
de quitar los denominadores, efectuar las operaciones indica-
das, pasar todos los términos & un miembro, y reducirlos;
tiene la forma

ax® + bx +c=0,
la cual, dividiendo ambos miembros por a, ser4

m’—[—-_.b..w-l-. _c_=0,
[/ a '
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. . b ¢ .
Haciendo para mayor sencillez —=m, —a-=n, dichagcua-
a

cion sera 2 - mx 4 n=0,
en la cual'm y n pueden ser cantidades positivas 6 negativas.
Para resolver esta ecuacion, pueden seguirse varios mé-

todos , de lo que nosotros espondremos tres. .

181. A.er Méwdo. Pasando n al segundo miembro, serd
& mr—=—n ).
Observemeos que el primer miembro de esta ecuacion cons-
ta de los dos primeros términos del cuadrado del binomio
. m\* y

z -]—-;1—, pues dicho cuadrado es (w-{——é—) =2z + ma —|—m_;

luego, si afiadimos & los dos miembros de la ecuacion (1) el

ma'

‘ 4

ecudcion, equivalente & la propuesta, cuyo primer miembro

tercer término de este cuadrado, tendremos una nueva

N m
sera el cuadrado del binomio w+—2-; y por tanto, estrayendo

en seguida la raiz cuadrada de ambos miembros, quedara

reducida la ecuacion & una de primer grado, que ya sabemos
resolver.

Tendremos, pues,

2 1 2 2
2 ma =T, 6 (a:—i—-'g ) =T &

] - m m?
y por consiguiente w+~2- =3 Z__a,,,
de donde resulta w=—%$ ' 1%;-—” 3
Vemos que x tiene los valores .
m mi m ml

y no puede tener mas valores: pues si x tuviese tres vale—

res, -+ -’;l,' incognita de la ecuacion (2), teni_lria tam—
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hien tres valores ; lo que, segun se ha demostrado (Nim. 178),
es imposible.

Del mismo modo que acabamos de resolver la ecnacion

z?+mx -} n=0,

se podra resofver una ecuacton particular cualquiera, que
tenga la misma forma; pero como las ecuaciones de segundo
grado acurren frecuentemente, conviene formar una regla,
traduciendo al lenguaje vulgar la formaula (3).

Hé aqui la regla: en toda ecuacion de sequndo grado, redu-
cida d la forma x* + mx + n =0, la incégnita es jgual d la mi-
tad del coeficiente del sequndo término mudado el signo , *= Ia raiz
cuadrada del cuadrado de dicha milad sumado con el tercer térmi-
no mudado ¢l signo (a).

Ejemplos. 1.° Seala ecuacion

@ 3x__ | L4
2 5 5 6°
Quitando ‘denominadores, transponiendo y reduciendo,
sera .
152 —132—6 =0.
Partiendo ambos miembros por 15, sera
' 13 6
——r—— =0;
15 45

Y por consiguiente :
___15_,_ 169 6 _‘!éi 469+6.60_15+25

g=_\ /%, 0 b Bt Sl

30 30 " 45 30 30* 30 30
Separando los dos valores de , el primero serd 18,5_6
’ PR TE0 5

(ay No hay ningun inconveniente en seguir esta misma regla en la
resolucion de la ecuacion incompleta ax*-+bx =0, la cual puede conside~
rarse como ecuacion completa de segundo grado, cuyo tercer término

es 0; pues partiendo esta ecuacion por @, tendremos ac'—{——a x=0, y por

— b ‘
U b =-___: separando estos dos

b
consiguiente ———c ey
giiente »= 2a 42 28 2a

valores, tendremos = 0,x=— — , los mismos que hemos hallado di-
a
rectamente en el nimero 178.
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15 25 i -
" Y el segundo —_i—%:—?. como es f3ei] comprobar, sys.
J
Lituyendo estog val

ores en' I €cuacion en veg de o,

o q 1
2.° Seala €cuacion — ! —— =
R
v, Quitando denominadores

1 I I%y5
=3 T s

Luego Ios dos valoreg de z 5o

182, Se HNaman raices de upy €cuacion de ¢ o
los dos valores de la incégnj

‘l
n 79

ccundo grado
Incognita que Salisfacen ; (5 ecuacion
€orema. Suma de las rajces g, la ecuacion ge sequndo
grado x* 4y = 0 es igual o Coeficiente del sequndo térming
Mmudado ¢} Signo, y sy producto es iqual al tercop trming.
En efecto, hemos vist, que los dos vajores que licne z ¢p
a ccuacjop Pmr gy —
i, .
m m?
son

5 —
\ 3 -

( m? m? m? m: o2
- = TN |—
4 4

T T =y, ’
i -

Reciproco. la suma de dos cantidades es y su pro-

uclo es n, esqs dos cantidades sop, raices de |, ecuacion X* —-

X p=—

Sean r y ¢ dichas ¢antidades: tepgq remos

r-’—s:-m, TS==mn;

- ; : en
¥ eliminand, la s entre ambas Para lo cygl despejo l'a s
2 primera y Sustituyo su valop en la Segunda, resultara

4 mr--p—0

os decir que o salisface 4 Ia ecy

: s , iz de
acton propucsta, 6 es ra
10
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esta ecuacion. Del mismo modo se demuestra que s es tam- .
bien raiz de la ecuacion propuesta.
* 183. 2.° Métwodo. Tenemos

x’+m;é+n=x*+mx+'l’ ot =(w+£{>2_( T_’_n);

y como la diferencia de dos cuadrados s igual 4 la suma de
las canudades muluphcada por su dnferencna, sera

S
a*-mo--n= o+ 2 + ——n)(x—}-g—\/-z-—n). :
Ahora bien, la ecuaclon

2 mrtn=0

es idéntica 4 la ccuacion

) ( m m? i
+ —I— ——n a5 =V 37— )=0:
luego resolv:endo esta ecuacion, habremos resuelto la ecua-
cion propuesta.

El primer micmbro de la altima ecuacion sera cero, cuan-
do sea cero cualquu,ra de sus factores, es decir, cuando

2
+ ———n 0, de donde x_—ic‘;— %——n,
¥y cuando a;—{-ﬁ— %—n-—ﬂ 6 z_.—_—{- EZ_—n

Dicho primer mnembro no puede ser cero, si no lo es algu-
no de sus factores (Nim. 175); lunego ‘los valores hallados
para & son los {inicos que satisfacen 4 la ecuacion ,* y son los
mismos que hemos hallado por el otro método.

* Nora. Hemos hallado la identidad

m (ot 24/ ?) (%_+-'3— '5-7)’

la cual puede escribirse asi:
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Luego el trinomio x* + mx—n es igual al producto de dos bi-
nomios, cuyo primer término es X, y los sequndos son las raices
de la ecuacion x2+mx-+n=0 tomadas con signo conlrario.
Ejemplo. Descomponer el trinomio 5x* - 6z — 20 en el
producto de dos factores binomios.

20
Este trinomio equivale a S(a:‘—{—Qx—g-). Las raices

2 Yl
de la ecuacion a:'-{-?.w——g:Oson -—!—}- 2’ y— f—

/%5 ca .\ /%3
\/ =5 luego dicho trinomio cquivale 4 5(:0—}-1— 3)

)

* 184. 5.« Método. -Este método se funda en las propieda-
des de las raices dela ecuacion de segundo grado (Num. 182);
y por lo lanto, para evitar un circulo vicioso, tenemos que
demostrar dichas propiedades independientemente de la reso-
lucion de la ecuacion. Para esto, antepondremos el teorema
snoulente

* 485. Si la ecuacion x*-}mx 4-n =0 tiene una ruiz a,
tambten tiene otra —a—m.
En efecto, siendo a la raiz de la ecuacion, sera

a* +ma +n=0,
de donde sale n——a*—ma.
Sustituyendo cste valor en la ecuacion propuecta, tendremos
- mx — a* —ma=—0
6 (.t—f‘ J(@—a)Fm (:v—a) 20,
o (x—a)(@x+4a+4-m)=0,

ecuacion idéntica 4 la propuesta, de la cual solo se diferencia
en la forma. Esta ecuacion quedara satisfecha, siendo
x—a=0 6 x=a, y siendo z+a-}+m=0 6 r=—a—m.
~ Esto supuesto, sumemos las dos raices gy —a—m,y
resulta —m; y multiplicindolas, resulta —a’—ma, que es el
valor de n.
® 186. Demostradae ya las propiedades de las raices de la
ecuacion x -{—mz—l—n_O pasemos a resolver esta ecuacion.
Sean z' y " las raices de la ecvacion
22 Lmz +n=0:
*,
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tendremos, segun se acaba de demostrar,
&t =—m,
2'a"=n.
Elevando al cuadrado la primera ecuacion, sera
222’z +a"t=m?.
Restando de esta ecuacion el cuddruplo de la x'z"=n,

que es har'x”=hn, serd x> 42" —22'z" =m’ln;
6 bien ' (@' —2")=m*—bn,

y por consiguiente &' —z"=V m2—kn (a).

Luego (Nim. 105)

. om Vmi—hn m m?
T A
g Vie—in _ m  /m 0

=g s o VaiT"

CAPITULO 1I.

Ecuaciones bicuadradas.

+ 187. Se llama ecuacion bicuadrada la ecuacion que des-

pues de las operaciones comunes tienen la forma
axr* -+ bxt 4 ¢ =0.
Para resolverla, haremos 2*=-y; y entonces dicha ecua-
cion sera ay® -+ by +¢c=0.
—b==V b hac
20

Ahora, siendo x:=y, es x===\y, y poniendo en vez
de y sus valores, serd

Resolviendo esta ecuacion, resulta y—
==t —b’%‘\/bg_—4a¢;‘

~ Separando los cuatro valores incluidos en esta formutla,
tendremos: .

tra(;zi?) Suponemos que x'>x'; si se quiere, se puede suponer lo con-

oo
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IRV e T \/—b \/b’ hac

2u
g \/—b—l—v b*—~kac \/—b \/b’—aac'
= o T=—

El 1.° y 3.° de estos cuatro valores son 1guales y de sig-
10 contrario; como tambien el 2.° y 4.° .

Veamos cuando estos valores se podran transformar en la
suma 6 diferencia de dos radicales simples.

Tomemos el primer valor de z, que puede escribirse asi:

Hemos visto (Vium. 163) que el doble radical \/ A+VB se
transforma en la suma de dos radicales simples, siempre que
b2

T 4t

A*— B sea un cuadrado. Actualmente A———Q— B——
u

c A ¢ ;
—; y por consiguiente - A*—B=—: luego el primer valor de
a a
z se transfermara en la stma de dos radicales simples, cuan-
c
do — sea un cuadrado.
a

El tercer valor de x solo se diferencia del primero en el
signo, y por tanto resultar la misma condicion para que di-
cho- tercer valor se pueda transformar en la suma de dos ra-
dicales simples.

Respecto de los valores 2.° y 4.° se verd del mismo modo

. ¢ ‘
(ue siempre que — sea un cuadrado, se podrd descomponer
a
cada uno cn la diferencia de dos radicales simples.

CAPITULO III.
Resolucion de Sos ecuaciones que no pasan del segundo grado, cada una

(ARA con dos incdgnitas.

* 488. Toda ecuacion de segundo grado con dos incogni-
tas, despues quitar los denominadores, efectuar las opera-
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(( ciones indicadas, pasar al primer miembro lodos los térmmos
y hacer la reduccion, tiene la forma

ay* 4-bry+ cx*+dy+ex +f=0,

ten la que podri suceder que algunos de sus coeﬁcientes sean
iguales a cero.

Para resolver dos ecuaciones que no pasen del segundo

grado, cada una con dos incgnilas, distinguiremos dos ca—

. sos: 4.° que por lo menos una de las dos ecuaciones sea de

primer grado con respecto 4 una de las incognitas; 2.° que

$ las dos ecuaciones sean de segundo grado con respecto a las
dos incégnitas.

i.¢ caso. En la ecuacion de primer grado, relativamente

4 una incognita, se despeja esta incbgnila y se sustituye su

W valor en la otra ecuacion; con lo que la incognita que se des-

pej6, quedara eliminada. ’Se resuelve la ecuacion resultante,

y en seguida se hallaran facilmente los valores de la incog-
mta que se elimind.

} Ejemplos. 1.°  y*—axy+8=0,

y—x +1=0
Despejando la x en la segunda ecuacion, serd x=y - {*
. sustituyendo este valor en la primera ecuacion, resulta—y--

8=0, de donde y=8, y por consiguiente x=9.
9.° y*— 2y 8=0,
y— z +1=0.
Despejando la x en la segunda ecuacion, es =y + 1;
sustituyendo esle valor en la primera, resulta

. y*+4 2y —8=0.
Esta ecuacion da para y los siguientes valores y=—4%,
y=2; los valores correspondlentes de x son x=—3,
x=3. De modo que las dos ecuaciones propuestas tienen las
dos soluciones: y¥= 2,z= 3;

y=—4 T=—3.

3.° y—axy—i-S 0,
g Pyr— x + 1_0 -

\ \\ Des ejando la z en la seounda ecuacxon, segd x=y*+ 1;
) \M?“ la primera, resulta 4 # ‘7;}1 /
: O Py () 8= .o, S

y*—3y> —5 -+ 8=0,
85y'— y* +8y—8=0,

-
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ecuacion de tercer grado, cuya resolucnon corresponde 2l
algebra superior. '
k.° —a +3— s ' .
y —x +4+1=0.
Despejando Ia z en la segunda ecuacion, es x=y*+1 ;
sustituyendo en la primera, resulta la ecuacion bicuadrada

yt 4y —7=0.
Resolviéndola , serd P=——= +\/29
Separando estos dos valores de y*, tendremos
g1 —I—V _—1- V
y por consiguiente
—1+\/20 . —_1+\/2?_,

_ '\/——i—\/zo /1 1V

Los valores correspondientes de x son H';/ 29, 1_‘;/, 29

De modo que las ecuaciones propuestas tienen las cuatro so-
luciones siguientes:

Y /5
\/ _1_+2\Q, VA

-

' —14+V29 1+v29
MERVESTERE RERT )

VoAV, 1V,
-2 T2

5.° Y +w!/+w’+y —-z—2==0,
’+2y—1—2w—5-—-0
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Despejando la © en la segunda ecuacion, sera
5 _QJ — C)J-'
ST
sustituyendo este valor en la primera, ysimplificando, resulta
by Ay — by 2y —5=0,
ecuacion de cuarto grado, cuya resolucion corresponde al al-
gebra superior.
2.° caso. Si las dos ecuacionesson de segundo grado con
respecto a las dos incOgnitas, se elimina uno de los cuadra-
dos, y resultara una ecuacion de primer grado con respecto &
la incdgnita cuyo cuadrado se haya eliminado, 6 quiza con
respecto a las dos incognitas; y por conswmente la cuestion
estd reducida al primer caso.
Ejemplo. 3+ x*—By-+2x—1=0,
_ 6y® 22— 3y -+ 8x — 5=0.
Eliminando el cuadrado 2*, tendré
Ty + bz —3=0.
Ahora serd facil continuar la resolucnon de las dos ecuacio-
nes.

* 189. Eliminando una mcogmta enfre dos ecuaciones, que
no pasen del sequndo grado, cada una con dos incdgnitas, la ecua-
cion que resulta mo puede pasar del cuarto grado.

Sean las dos ecuaciones generales
ay:+bay+catt+dy+ext-f=0,
d'yt Yoy + 0ot Fdy e k=0,

que pueden escribirse asi:
bx+4 cx*Hex|f

Z 3 —_ N
Y . =0,
o Vatd a2t entf

T a'"”:O;

y haciendo, para abreviar,

bx—l—d—\M, cx?--ex+f _N, b_’:t:_«_]-g’_J W, c'ai+ elx_-i/"__ ¥,
a a a
dichas ecuaciones seran
v +My+ N=0,
M’ y+ N=0.



153
Eliminando primeramente y3, y despejando cn seguida la g,
. ‘ N—-N
sera , Y=y Tk
suslituyendo este valor en cuelquiera de las dos ecuaciones
propuestas, resulta la ecuacion, sin la incégnita y,
N*+4N"*— 2NN+ M*N'— MM'N — MM'N'+ M*N=0.
" Como los polinomios N y N'.no pueden ser de mayor grado
que el segundo, 'y los polinomios M y M’ no pueden ser de
mayor grado que el primero, los términos de esta ecuacion
no pueden pasar del cuarto grado: luego esta ecuacion no
puede pasar del cuarto grado.

CAPITULO 1V.

Discusion de la ecuacion general de segundo gzja.do.

190. Discutir la ecuacion general de segundo grado es
determinar la naturaleza y los signos de las raices, segun los
valores y signos de los coeficientes.

Poniendo en manifiesto los signos de los términos en la
ecuacion de segundo grado #* 4 mx -} n=0, en la cual su-
pondremos que los coeficientes m y n son cantidades reales,
resultan las cuatro ecuaciones siguientes:

xt +mx +n=0,

2 —mz +n=0,

z*+mr—n=0,

xt—mx—n=0.
Resolviendo la primera ecuacion, tendremos

m / m?
r=—==t\/ -—n
2 4
. m2
Eslas raices son reales, si es n<—; y como enton-

4 >

/ me < LI . m +\/ m? s
" ces ——n<—, la primera raiz —— ——n
% g> 2P 9 i

. . n m* .
- negativa. La segunda raiz —g—V pnes evidente-

mente negativa.
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.ooomt . . .
Luego, si n<=s las raices de la primera ecuacion son rea-

lesy neoalwas

n
las dos raices se reducen & ———, y eatonces

Si n_~ )

4 b
las dos son iguales.

2
Sin>" 'lf’ las raices de dicha ecuacion son imaginarias.
m3

. . m? ]
Del mismo modo se demuestra, que si n<T, las raices

m : .
—==\ / — —n de la segunda ecuacion son reales y positivas;
4 2

] ) m? . L . m?*
que son iguales, si n=qs3 Y que sou imaginarias, si n>T.

Resolviendo la tercera ecuacion, tendremos

I
w-——-———-—\/ v + n.

Eslas raices son rcales; y como el radical es mayor que

m . - .
5 la primera es positiva. La segunda es evidentemente ne-
gativa.

Luego en este caso las dos raices son reales y de signo

contrarlo
Del mismo modo se demuestra que las raices —+\/—+n

de la cuarta ecuacion son reales, la primera positiva y la se-
gunda negativa.

191. Cuando las raices de la ecuacion x’—l—mx—l—n_o son
imaginarias, tienen la forma a—+bV iy a—bV —1.

En efecto, las raices de la ecuacion a*z=mz-}n=0 son

+__\/ —-—n, las cuales son 1magmar1as, si n es positivo

2 l
Y mayor que - ™ La cantidad T—n es en este caso negati-

- va, y puede e%nhlrse asi:

T
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luego (Ndm. 168) las raices de la ecuacion serd
i

;%:’c\/n—%-v—i,

que tienen la forma a==bV/ —1.

+ 192. Discutamos la misma ecuacion z*--mx-+n=0, en
la que m y n son cantidades reales, sin resolver esta ecuacion.

Teorema. S¢ la ecuacion x*--mx-n= 0 tiene la raiz ima-

gnaria a-+-bV —1, tambien tiene la .raiz a—bV —1 conjuga-
da de la primera.

. Siendo a-+b\/—1 raiz de esta ecuacion, lendremos la
identidad ‘__ ' o
(a+bv—1)'-'+m(a+b\/ —1+n=0,
6 (a’——bz—l—ma—l—n)—I—(‘Zab—l—mb)\/——-i =0;
luego , segun el teorema (Nim. 175), :
) a*—b*4+-mat+n=0, 2ab+mb=0.
Si en la misma ecuacion sustituimos en vez de x la canti-

dad a—bV —1=a-}bx—V—1, el resultado seré el mismo
anterior con la diferencia del signo de V/—1; el resultado sera
pues (a*—b*+ma—+n)—(2ab+-mb)V/ —1:

mas como a*—b®--ma---n es cero, y tambien 2ab-+mb, se
infiere que el Gltimo resultado es cero, y que por tanto la

cantidad a—b\/—1 satisface 4 la ecuacion propuesta, 6 es
raiz de esta ecuacion.

Teoremas. 1.° Sila ecuacion X*-mx - n=0 tiene sus
dos raices reales y desiguales, el tercer lérmino serd menor que
¢l cuadrado de la mitad del coeficiente del sequndo, y su primer
miembro serd la diferencia de dos cuadrados. 2.° Si la ecuacion
x*+ mx -+ n==0 tiene sus dos raices reales ¢ iguales, el tercer
término serd iqual al cuadrado de la mitad del coeficiente del se-
qundo, y su primer miembro serd un cuadrado. 3.° Si la ecua-
cion X! +mX + n=0 tiene sus dos raices imaginarias, el tercer
término serd mayor que el cuadrado de la mitad del coeficiente
del sequndo, y su primer miembro serd lu suma de dos cua-
drados.

1.° Sean ay b las-dos raices reales y desiguales: tendre-
‘mos (Niim. 182) a--b=—m, ab=n; luego la ecuacion serd

2*—(a+b)x 4 ab=0.

(
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Pero es evidente que bab=(a-b)*—(a—b)*, y por tanto ab=

(a+b)*  fa—b) (@b

S luego ab < oyt queda demostra-

da la primera parte del teorema. Para demostrar la segunda,
2

sustituyamos en la ecuacion en lugar de ab su igual (a;l—b)

—h\2
_(a_l,b—) , ¥ la ecuacion sera

. (OO a—b\:
w_(a—f-b)a:,—( 3 ) _(T> T—O’
, b\ a—b)\*

lo que demuestra la segunda parte.

2.° Sean ay a las dos raices reales é iguales de la ecua—
cion: tendremos 26 =—m, y a*==n, y por tanto la ecuacion
sera r*—20z0*=0. \
Es evidente que a® es igual al cuadrado de la mitad del coe-
ficiente del segundo lérmino, y que el primer miembro es
(x—a). ’

5.° Sean a-+bV'—1 y a— bV —1 las dos raices imagina-
rias de la ecuacion: serd su suma 2s=—m, y su producto
@’ b*==mn; luego la ecuacion serd

&' — 2z + a* -+ b*=0;

y asi se ve que el tercer término a*- b* es mayor que el
cuadrado dela mitad del coeficiente del segundo; y tambien
que el primer miembro (z—a)*+)? es la suma de dos cua-
drados. :

Reciprocos. 1.°  Si el tercer término de la ecuacion x:-+mx
~+-0==0 es menor que el cuadrado de la mitad del coeficiente del
sequndo , las raices de esta ecuacion serdn reales y- desiguales.
2.° 8t el tercer término de la ecuacion x*+mx-4-n=0 es igual
al cuadrado de la mitad del coeficiente del sequndo, las raices de
la ecuacion serdn reales é fquales. 5.° Si el tercer término de la
ecuacion X*+mx+-n=0 es mayor que el cuadrado de Is milad
del coeficiente del segundo, las raices serdn imaginarias.

Se demuestran facilmente por reduccion al absurdo (Geo-
melria, nitm. 20).

;y
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Pasemos ya 4 la discusion de las cuatro ccuaciones
m'+1nx-l—n— . (4),
—mz+n=0..... (B),

2 —mr—n=0..... (D),
en las que m y n son cantidades posilivas reales.

Discusion de la ecuacion (4).
. m? . .
1.° Si n<T, las raices de esta ecuacion son reales y

desiguales (Recip. 1.°); y puessu producto es la cantidad po-
sitiva n, dichas raices tendran el mismo signo: siendo ade-
mas la suma de las mismas la cantidad negativa—m, se infie-
re que las dos son negativas. Luego en este caso la ecuacion
* (A) tiene sus dos raices reales, desiguales y negativas.

. m
2.° Sin= T las dos raices seran reales é |0uales (Reci-

m
proco 2.°); y pues la suma es —m, cada una \aldra -5

- N

- . m* . ., -
3. Sin> T las dos raices seran imaginarias (Recip. 3.°).

Discusion de la ecuacion (B).
Del mismo modo que en la discusion de la ecuacion (A)
2

. . m . ; .
-severd, quesin < T las dos raices seran reales y desiguales,
‘ 2
pero positivas ; que sm__—-T. las dos raices son iguales 4 —;

v
y que si n> " O , las dos raices son imaginarias.

Discusion de la ecuacion (C).

. m? .
Es evidente que —m> T luego las dos raices son reales

y desiguales. Como su producto es negativo , una sera positiva,

y la otra regativa; y como la suma de las dos es —m, la ne-

gativa tendra mayor valor absoluto que la positiva.
Discusion de la ecuacion (D).

Del mismo modo que en la discusion de la ecuacion (C) se
vera que las raices de la ecuacion son reales, una positiva y

N

5
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otra megativa, y que la positiva tiene mayor valor absolute
que la negativa.
Ejemplos.

2*—3245=0.... raices imaginarias.

’ 31:’—4.1;—]—% =:0.... Tealesé iguales\ﬁ-g-. ,
S fm AT reales yde s'igno contrario, teniendo la po-
o*—hp—17=0 {sitiva mayor valor absoluto.

- reales y de signo contrario, teniendo la
"”':‘{‘ ho—20=9.... 1 }1eqativa mayor valor absoluto.
2*—6x+14=0.... " imaginarias.
27— 624 8=0.... reales Yy positivas.
2*+-6x+-8=0.... reales y negativas.

* 193. Resolviendo la ecuacion ax’—Fbx—I—c:O, ten-

, —b==VE—hac
dremos =
2a

Veamos si esta formula nos dard el valor de la incognita
en el caso en que a=>0, lo que se puede dudar, pues dicha
formula corresponde & la ecuacion ax®*4-bzx{-c=0,y nodla
ecuacion bxr+¢=0, en ques aquella se convierte cuando
a=0. .

Separando los dos valores.de x, el primero sera

—b-+VP—lLac —b—Vb"—hac
p=————— yelsegundo r— ———————.

2a 24
Haciendo =0, el primer valor de & se convierte en -g,
y el segundo en _—32 . *

. 0 .
La espresion o> en que se convierte el quebrado

—b-+Vb*—kac
2

. comun 4 numerador y denominador. Para hacerlo ver, y ha-

llar al mismo tiempo el verdadero valor de dicha fraccion

cuando a= 0, tenemos que
(= b4V =%ac) OV =hac )=—lbacs

cuando a=0, proviene de que @ es un factor
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‘ e —hac
luego —b+VP—hat — ——— .
° © bV —hac
—hac
b--V b — kac

Luego el valor de x sera —~ , en el cual vemos

2a
que a es factor comun & numerador y denominador.
Para hallar ahora el verdadero valor de este quebrado

=2
cuando a=0, lo simplificaremos, y resultara

b4V b*— !;ac,

y haciendo cn seguida =0, resulta — -, valor idéntico al

b 3
que da la ecuacion ax*+ bz} c=0, cuando a—=0; pues enton-
ces se convierte en bx-}+c= 0, de donde ac=——bt1 .
2
Para interpretar la scgunda raiz —b \/b Afw , que

- —2b . .
cuando a=0 se transforma en — 0’ observo que 4 medida

que disminuye a, la canlidad radical v/b*—A4ac crece y se v3
aproximando & b: y por lo tanto el numecrador crece y. s¢
aproxima & — 2b; como al mismo tivmpo el denominador dis-
minuye, el valor positivo ¢ negal.vo el quebrado, segun el
signo de b, va continuamente sumenlando : luego disminu-
yendo suficientemente a, este valor de x puede llegar & ser
mayor que cualquiera cantidad por grande que esth sea. Fi-
nalmente, cuando a=0, el valor del quebrado es infinito, es
decir, que en-este caso la segunda raiz de la ecuacion des-
aparece. ’

CAPITULO V.

Problemas de segundo grado.

194. Problema 1.° Uno reparte 60 reales entre varios po-
bres: si los pobres fuesen tres mas, cada uno recibiria un real
menos. ; Cudntos son los pobres?

- 3
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Sea x el namero de pobres: puesto que se reparte  todes 60

reales, cada pobre recibe — reales. Si los pobres fuesen tres
: X

mas, cada uno recibiriaxi(_)' 5; y como, segun el p;'oblemé,

esta segunda cantidad es menor que la anterior en un real, serd
L6060 1 '
zr z+3°
Resolviendo esta ecuacion, se halla 1=142, x=—15; lue-

go el nimero de pobres es 42.
El valor negativo —135, hecho positivo, corresponderia a
otro nuevo problema analogo al propuesto (Num. 110, 2.%).
Problema 2.° Una vasija recibe agua de dos cafios: abrien-
do un cafio hasta que se llené la mitad de la vasija, y en sequida
el otro hasta que se llene la otra mitad, se pasan 50'; y si los dos
la lenan juntos, turdan 24': ; cudnto tardaria cada cafio en lle-

nar la vasija?

Sea x el namero de minutos que tardaria cl primer cafio
en llenar la vasija, y los que tardaria el segundo; —';—seré el

tiempo empleado por el primer cafio en llenar la mitad de di-

cha vasija, —;I-el tiempo que tardara el segundo cafio en llenar

x 1.9
la qtra mitad : luego ?4—%:90.
Si el primer cafio tarda # minutos en llenar la vasija, en

24 llenara la parte%[1 de la vasija, y el segundo en los 24’

9

‘ 24
Henara la parte — de la vasija: como en los 24 llenan entre

.. , 24 24
los dos la vasija, sera 7{+?= 1.

Simplificando estas dos ecuaciones, tendremos
x-+y=100,
24 (x-+y)=1y, 6 2400=azy.
Facil seria ahora despejar estas dos incognitas por ¢l mé-
todo ordinario; pero como conocemos la suma y el producto

-
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de las mismas, es preferible ( Nim. 182, Recip.) considerarlas
como las raices de la ecuacion

' 22— 100z 2400=0. * :
Tiesolviendo estaecuacion, se hallan los valores 2=60, z-—= 40;
6 =160, y=40. Luego uno-de los caiios llenaria la vasija
en 60’ y el otro en 40'.

Problema 3.° Dos cafios juntos llenan una vasija ¢n 12, y
el primero tarda en lenar solo la vasija 10’ menos que el sequn—
do: 4cudnto tardaria cada caiio en llenar la vasija?

Sean z é y los minutos que tardarian el primero y segundo
cafios en llenar cada uno por si solo la vasija: en los 12 llena

12 :
el primero la parte e de la capacidad 1 de la'vasija, y en

. , 12 ,
los mismos 12’ llena el segundo la parte —: como-en los 12’

la Nlenan completamente, serd

Ahora, puesto que el primer cafio tarda 10’ menos que el
_segundo en llenar separadamente la vasija, serd

=y —10.
Resolviendo estas dos ecuaciones, se hallan las dos solu-
ciones: " 2=20, y=30; -
w-—-—6 y=h

Es decir, que el primeér cafio llenaria la vasija en 20/, yel
segundo en 30'.
Problema 4.° Hallar dos niimeros cuya suma sea tqual &
su producto, y tambien 4 la diferencia de sus cuadrados.
Sean x & y los dos nimeros: tendremos
-’l7+ Y —-—wl/,
c+y=ua*—y.
La segunda ecuacion se puede simplificar, pues el segundo
miembro equivale & (@1 y) (x—y); y asi se ve que x+y es
factor comun 4 ambos miembros; suprimiéndole, queda
Il=z—y.
Resolviendo estas dos ecuaciones, se hallan las dos solu-

5+\/5 l+\/3

ciones: - P, Y=

i



162
5—\/5_; . 1=V5
2 iy 2

Problema 5.°  Dividir el niimero 120 en dos partes cuyo pro-
ducto sea 999. - :
Sean z é y las dos partes: tendremos
z-+y=120,
zy=—999.

Como conocemos la sumay el producto de x é y, estas dos
incognitas son (Nim. 182, Recip,) las raices de la ecuacion
2—120z +999=0.
Resolviendo esta ecuacion, tendremos z=111, 3=9; 6
x= 111, y=9. Luego las dos partes son 111 y 9.
Resolvamos este problema enuneiandolo de una manera
general.
Problema 6.° Dividir un wiimero dado en dos parles cuyo
+ producto sea conocido.
Sea s el nimero dado, # é y las dos partes, p su produc.
to: tendremos .'n—{—y::s, o
TYy=p- ‘.
Luego x é y son las ralces de la ecuacion
22—sz+p=0;

2
~ 'y por consiguiente £ = § -+ % —p,
. s .sz '
3 Y= 9 4 P‘

Para que estos valores sean reales, 6 para que el problema

sea posible, es menester que sea p<—— 4 >
2 3

=---— pues si fuese p>——, los valores de las incégnitas se-

6 4 lo mas, que sea

rian 1maomanos, y por tanto el problema imposible. Vemos
pues que el mayor valor que puede tener p, siendo el proble-

ma posxble, es —— 4 ; y entonces los valores de las incognitas

son E Yo 2
Luego el mayor producto que se puede formar con las dos
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parles de un nimero es el producto de sus dos mitades 6 el cua-
drado de su milad. '

Este teorema, muy interesante, se puede demostrar di-
rectamente con facilidad.

Sea d la diferencia de las dos partes: la parte mayor se-

ra (Nim. 106) ﬂ;f, y la menor 3:25. Luego su .producto
W, B 2___ ]2
sera f—_gixs—é-d:-_—s 4d .

Si d==0, las dos partes son iguales entre si, y por consi-

. s o
guiente cada una vale 5 su producto es entonces v Si d

§$—a

5 disminuye; 'y asi '

crece, el producto de las dos partes

queda demostrado el teorema.

* Problema 7.° Dos forman compaiiia: el primero pone a, y
el sequndo gana b; la suma de capitales y ganancias es s: ycudnto
gand el primero y cudnto puso el sequndo?

Sea x la ganancia del primero, y el capital del segundo:
tendremos -y -}-a- b==s, y por consiguiente
r+y=s—a—>.
Ahora, las ganancias son proporcionales & los capitales; luegd -
a:y::x:b,
0 xy=ab. )
Conocemos, pues, la suma s—a—2bde z ¢ y, y su produc-

to ab; luego (Num. 177, Recip.) x ¢ y son las raices dela
ecuacion de segundo grado

2 —(s—a—0b)z +-ab=0.
Resolviendo esta ecuacion, tendremos
$—a—bxV(s—a—b—kab
o 2

Uno cualquiera de estos valores es el de z y el otro ¢l de y;
luego el problema tiene las dos soluciones siguientes:
s—a—b+V (s—a— b)’—-/mb,

2

el primero gané
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s—a—b—V(s— a—b)*—kab

y cl segundo puso

2
i_
6 bien el primero gané s—a—b—\/(sz—a-—b)‘ 4ab
y el segundo puso s—a—b+ \/(32—‘ a—b)*— hab

Aplicacion. El primero pone 24 y el segundo gana 10; su-
ma de capitales y ganancias 65 : se desea saber cuanto gané
el primero y cudnto puso el segundo.

Tendremos a=24, b =10, s=165; y por consiguiente

31=2V/061—960 311
2 T2
luego - =16, y=15 ;
= 15, y= i6.
De suerte que se dird que el primero gané 16 y el segundo
puso 15, 6 bien que el primero gan6 15 y el segundo puso 16.

*Problema 8.° Hallar en la linea MN, que une dos luces A
y B, un punio C tqualmente aclaradd por ellas.

b

=

] ~ ] ] 1
T T T

M ¢ A C B (' N-

Sea a la intensidad de la luz 4, es decir, la cantidad de
luz derramada por la luz A 4los puntos que estan & la unidad
de distancia, b la intensidad de la luz B. Sea la distancia
AB =d, la distancia AC ==, y por consiguiente la distancia
BC=d—z. Segun se demuestra en la fisica, las intensidades
de una luz estan en razon inversa de los cuadrados de las dis-
tancias de los puntos iluminados & la luz ; luego, si llama—
mos ¢ 4 la intensidad de la luz 4 en el punto C, hallaremos el
valor de ¢ por la proporcion (4ritm. Zuim. 191)

a:t::xt: 1,

de donde i=2,
22
La intensidad ¢ de laluz B en el punto C se hallara por la
proporcion b:i::{d—ux):1,
b

de donde

z:m

:
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a b
2 (d—z)*

-Para resolver esla ecuacion , quitaremos primeramente los
denominadores, y efectuando, transponiendo y reduciendo,

Luego

tendremos - -~ (a—b)2? —2ada:-|— ad*=0,
-1/ a2 1? 2
de donde =_ad_\/a d'— o’ (@ b)
a—b
5 4 g d(a=xy ab)
a—b

Separando estos dos valores de 2, el primero sera

_da+Vah) _aVaiVatv T

a—b a—b
¥ como (Ntim. 51)a-.—b=(VE—|—\/71)(VE—-\/F), sera
Va

=vivi? | 4_\/

El segundo valor de x se hallara igualmente que es

1-1-\/ L2

.6 b

‘La ecaacion —_@—-—, puede resolverse con mas breve-
z

dad ; pues es evidente que, si estraemos la raiz cuadrada de

ambos miembros, se reducird desde luego 4 la ecuacion de

Va_+\/b_

primer grado —_——
: x d—=

Separando las dos ecuaciones, que aqai se hallan reuni-
das, seran \.{__ﬂ, \/___E=_‘.{__£’_.
r d-z =@ d—x

Dc cllas resultan: x=
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Discusion. 1.° Sia>b, sera ;<l, 7<1‘

. d .
El primer valor ——— de # es cvidentemente menor

/2

a
que d, y es mayor que %, pues estos dos quebrados ‘tienen

el mismo numerador d, y el denominador del primero es
menor que el del segundo: luego este primer valor de s nos
da un punto C, igualmente aclarado por las dos luces, inter-
mediq entre A y B, mas préximo de B que de 4; lo que
debe ser asi, pues la intensidad de A es mayor que la de B.

El segundo valor —dT es tambien’ positivo y. mayor
-z
. a .
que d, lo que nos da un puato C' en la prolongacion de la

- linea AB, y 4 la derecha de las dos luces A y B, igualmente
aclarado por ellas.

2.° Sia=b, sera ;b—=i, y por consiéuiente \/ i:i.
a . \ a

El primer valor de x es -;;-, y nos da un punto C & igual
distancia de las'dosluces; lo que evidentemente debe ser. asi.
" Bl segundo valor de  se reduce & %, y nos da un punto

en el infinito igualmente iluminado por las dos luces. -

Para interpretar este valor « ,observaremos que sies b<a,
y b va creciendo y se aproxima a g tanto como se quiera, el

valor —7 ird sucesivamente aumentando, y llegara a
{—\/ 2 .

-
a

' : .
ser mayor que cualquiera cantidad por grande que sea; lue—
go cuando b=a, el valor de zsera infinito, es decir, que no

existira ningun punto en la prolongacion de la AB que esté
igualmente iluminado por las dos luces. »

b 7 —_
3.° Sia<b, serd ~>1, y por consiguiente \/£>1. :
. a
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El primer valor —d—_ de x es positivo y menor que
. 91 %_

d . '
pues el quebrado — tiene igual numerador que el que-

S A+ i

d - .
brado 5> ¥ mayor derominador; luego este primer valor de z

fé;

nos da un punto G intermedio entre las lices A y B, pero
mas préximo de A que de B; y asi debe ser, porque la in-
tensidad de la luz 4 es menor que la de la luz B.

d . ‘
El segundo valor e de x es negalivo, ynos da por ;)

, LA/ =

consiguiente un punto 4 laizquierda de la luz 4 (Nums. 108 .

y 110). ,
CAPITULO 1V.

Cuesﬁtiones sobre maximos y minimos que pueden resolverse por las
e - ecuaciones de segundo grado. °

* 193. Un mdximo de una funcion es un valor particular
de dicha funcion, mayor que los valores inmediatos anterior
y posterior de Ja misma funcion.

Un minimo de una funcion es un valor particular de dicha
funcion, menor que los valores anterior y posterior de la
misma funcion.

La resolucion de las cuestiones sobre maximos y minimos

es una de las aplicaciones del célculo diferencial: aqui solo -

tratamos de resolver estas cuestiones para las funciones, que
igualadas & una cantidad y, dan una ecuacion de segundo
grado con respecto 4 la variable de la funcion.

El método que debemos seguir, es ¢l mismo que hemos
visto al discutir el problema 6.°, y que nos ha dado el valor
maximo del producto de las dos partes del namero.

* 196. Hé aqui este método espresado de una manera
general. .

Para hallar el méximo 6 el minimo do una funcion de una va-
riable, se igquals- dicha funcion d y., se despeja la variable, y
discutiendo la férmula que resulte, s¢ hallard el maximo 6 mini-

‘\

. :r'ﬁ\
'v'r
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- o valor que puede tener y, siento real el valor de la variable.
Ejemplos. 1.° Hallar el mdximo ¢ minimo de la funcion
. (x—4&)(14—x), y el valor correspondiente de la variable x.
’ . Segun la regla general, tendeemos
PR (z=8)(Ls—z)=y.-
Resolviendo esta ecuacion, se halla’
r=9*+V25—y. .
El mayor valor que puede tener y, siendo real el radical,
y por consiguiente la variable z, es 25; y el valor corres—
pondiente de la variable es 9. Esta funcion no admite valor
minimo, porque el radical es real, siempre que y tenga un
valor menor que 25. : ‘
Nora. Este problema puede resolverse por medio del teo-
rema del maximo producto de las dos partes de un namero;
pues siendo 10 la suma de los dos nimeyos v — 4 y 14—z,
pueden estos nameros considerarse como dos parles que com-
ponen el nimero. 10. Por consiguiente el méaximo producto
sera el cuadrado 25 de 1a mitad de la suma, y el valor cor-
respondiente de la variable se hallara igualando las dos par-
tes, es decir, suponiendo & — 4= 14— z de donde resulta
N z=9. : ,
\ _ 2.°Hallar el miximo 6 minimo de la funcion ?—é;;z——;_g .
2*—2z-1-2
2r—2
Resolviendo esta ecuacion con respecto & x , sera
= y--1==Vy"—1.
damos a y valores positivos desde 0 en adelante, el ra-"
dical serd imaginario ,.mientras y sea menor que 1; y sera
real, si y> 1: luego el menor valor que se le puede dar 4 y,
para que x seareal, es 1. Luego 1 es un minimo de la fun-
" cion, correspondientg al valor 2 de la variable.
Si damos 4 y valdres negativos menores gue — 4, como
. —2, —3, etc., el radical sera real; y si le damos valores ne-

!

Tenemos y=

gativos mayores que —1, como —%, ——Z—-, etc., el radical

sera imaginari‘o; luego el mayor valor negativo que se le pue—
dedardy es— 1. Luego— 1 es un maximo de la funcion
correspondiente al valor O de la variable. ’
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z'—21 R :
3.° Hallar elmamo 6 minmo de la funcum S &)\

. - —21 -
Tenemos : =y,

de ‘donde tesulta z= -';L:':—;—\/y"— 26_1/ +84.

Para discutir con facilidad este radical, conviene descom-

poner el trinomio y*—20y - 8% en el producto de dos facto-
res: tendremos pues (Num. 179)

¥ —20y + 84— <y-14 (y—86),
¥ por consigulente r=< ._—\/(y-ilL)(y 6).

Si damos 4 y valores mayores que 14, el radical sera real ;
si la damos valores menores que 14, pero mayores que 6, el
~ radical serd imaginario ; luego 14 es un minimo, correspon-
diente al valor 7 de la Variable.
. Si damos a y valores menores que 6, el radical sera real;
y si la damos valores mayores que 6 y menores que 14, el
radical sera 1magmano luego 6 es un maximo, correspon-
diente al valor 3 de la variable.
4.° Dividir un aimero dado en dos partes tales que la suma
de sus cuadrados sea un minimo.
Sea a el nimero dado, x una de sus dos partes, a —x se-
rala otra. Segun el problema la suma x*+ (a—x)* debe ser

un minimo : hago pues a:‘—l—(a—a;) =y,
y resolviendo esta ecuacion con respecto 4 r, tendré
: ¢ 1 —
=g E5VUY—a,

j@ / . w_——i\/—\/y——~.

Si damos 4y valores mayores que o

2 , el radical sera real;

y-si damos & y “valores menores que 2 , el radical serd imagi-
. , a
nario; luego el minimo valor de y es T); y los valores de las
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dos partes seran por consiguiente —2— Y5 2 Luego para divi-

dir un nimero en dos partes, tales que la suma de sus cuadra-
des sea un minimo, se divide dicho nitmero en dos partes iguales.

CAPTULO VIIL

Résolucion de las ecuaciones de dos términos. Numero de valores de
: las cantidades radicales. ’

197. Se llama ecuacion de dos términos 0 ecuacion binomia
la ecuacion que despues de las operaciones ordinarias tiene la

b
forma ar™==b, 6 partiendo por a, 2™ =+ — = y hacien-

dof’T =p, a"==p.

Segun esta ecuacion, los valores de x elevades a la poten-
cia del grado m deben dar la cantidad == ==p ; luego dichos va-
lores de x son las raices del grado m de la cantidad ==p.

Luego la investigacion de los valores de la raiz de una
cantidad se reduce & la resolucion de una ecuacion de dos
términos. -

La ecuacion de dos términos z™===p puede redacirse &
una ecuacion mas sencilla.

En efecto, si « es una de las raices del grado m de p, por
ejemplo la raiz aritmética, tendremos «"=p; y por consi-
guiente la ecuacion 2™ = +p, sera ¥ ==ka". .

Hagamos ahora x=ay, siendo y una nueva incognila:
tendremos o"y™ ===a™, § y"m==c={.

La resolucion general de las ecuaciones y™ = =1 corres-
ponde al algebra superior: por ahora solo tratamos de resol-
verlas en algunos casos particulares. .

i.er Caso. m=2.d.as ecuaciones seran y*==-1.

Separando estas dos ecuaciones , tendremos

=1, y*=—1.
La pnmera nos da evxdentemente y===1, y la segunda
ty=zky/ 1.
Podemos tambien resolver estas dos ccuaciones de este
otro modo.
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1.° Siendo y*=l, sera y*—1==0,
o ' @+1) G—1)=0;
y por consiguiente y—=—1, y=1.

2.° Siendo y*=—1, serd y*—(—1)=0,
6 (y+V=Dy-V-1)=0,
y por consiguiente y——V —1, y=\/-_——i.

2.° Csso. m=3. Las ecuaciones son y’==1, y sepa-
randolas, tendremos y’—=1, y*=—1.

Para resolver la primera, pasaremos 4 al primer miembro,’
y sera y*—1=0."
Ahora, y*—1 es divisible por y—1 (Nim. 80), y el cocien-
tees y* + g -+ 1; luego

y—1=@—1) ¢* +y+ 1)=0.
Este producto sera cero, solo cuando lo sea cualquiera de -

sus dos factores,. es decir, cuando y— & =0, de donde y=1,
y cuando y* -+ y+ 1=0, de donde

Separando estas dos raices, es

_—4V=3 —1-V-3
Y=g Y=—g

Luego las raices de la ecuacion y>=1, 6 los valores de la
raiz clbica de 1, son 1, =1 +2V —-'Z’y —1-2\/ =

- como es facil comprobar, elevando cada una de estas canti-
dades al cubo.

La ecuacion y*==—1 se reduce & la anterior; pues mu-
dando los signos 4 ambos miembros, sera —y*=1, 6 (=)’
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=1. Los valores de —y son, segun el caso anterior,
—14+V=3 —1—V5
=L —y= s Y=
. 1—-V=3 14+V=3
luego y=—l,y=__2___, y=_2__.

Estas son las tres raices de la ecuacion y>~=—1, 6 los tres

valores de la raiz cabica de —1, que tamblen pueden hallar- .

se directamente.
3. Caso. m=4. Las ecuaciones serén y'==1
Consideremas en primer lugar la ecuacion y*=1.
Tendremos, estrayendo la raiz cuadrada de ambos miem-

bros, -  p==xV1, 6 =1,
luego, volviendo a estraer la raiz cdadrada, y===V=%1.
_Separando los_cuatro valores, que aqui estan 1nclu1dos, es

9=V1, y=—V1,y=V 1, y=—V—
6. y—=1, y=—1, y— \/—i,y——\/_l
Estos son los cuatro valores de y en la ecuacion y'=i, 6
las cuatro raices cuartas de 1. -

La ecuacion y*=—=~—1 se resuelve del mismo modo ; pues
estrayendo la raiz cuadrada de ambos miembros, tendremos

y==xV 1,

y por cousiguiente y=;-_l-_\/i\/_ 1;
0, separando los cuatro valores que aqui estan reunidos, .

=V V=1,y=y/V=, y=/ V=1, y=—\/ -V 1

Estos cuatro valores imaginarios pueden ponerse bajo la
forma a==5V 1. - '
En efecto, tenemos (Num 139)

‘/a+vb_\/a+\/—77+\/a—-‘/a —b

Y para hallar el valor de\/—_‘-. V—1,es a=0, b= —1; luego
VeV d =V T l")ﬁ( 1% \/:1).

~
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Por consiguiente los otros dos valores

—V V"= _"_f< 1i\/——1>._

Las dos ecuaciones y*=1, y* =—1 pueden resolverse de
otro modo:

En efecto, 1.° siendo y*=1, es y*—1=0, ,
0 ‘ (=1 (¥ +1)=0:
por consiguienle y*—1=0, y*-}-1=10; y por tanto y===1,

y==xV —1.

2.° De la ecuacion y*=—1, resulta y‘—(—l).—_—O, ‘
6 (3 +V=D(y—V—=1)=0;
luego 3*+V —1=0, y*—V—1=0, 6 y*=—V—1,

y*=V —1, y por tltimo y=-_'-\/—\/— 1, y=i\/\/—1.

Fécil nos seria ahora resolver las ecuaciones y°*=—==1,
y*=1, y*===1, elc.: mas no podriamos resolver, sin mas
conocimientos que los adquiridos hasta aqui , las ecuaciones
y'===1, y mucho menos las y*=—==1, y't==E1 etc.

Nora. Los valores de y en la ecuacion y™=—1 son cantidades -
que elevadas 4 la potencia del grado m-dan 1; luego dichos
valores son las raices del grado m de 1: igualmente Jos valo-
res de wen la ecuacion #™==+" son cantidades que elevadas
a m dan «; luego estos valores son las raices del grado m
de a™; y como hemos visto que z=ay, seinfiere que, conaciendo
las raices de la unidad, se hallardn las raices del mismo grado de
una cantidad, multiplicando aquellas por una de las rasces de esta
cantidad.

En todos los casos particulares dela ecuacion y™=1, que
hemos resuelto, hemos hallado para y tantos valores diferentes
como unidades tiene m; propiedad que se verifica, cualquiera
que sea el numero entero y positivo m, como se vera en el al-
gebra superior; luego launidad tiene tantas raices como uni-
dades tiene el indice; y por consiguiente tambien una canti-
dad cualquiera tiene tantas raices como unidades tirne el indice.
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LIBRO SESTO.

LOGARITMOS Y PROGRESIONES. =
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CAPITULO I.

Algunas propiedades de las potencias y raices de los niimeros.

e L

* 198, _Las potencias (cuyos esponenles son enleros y po-
silivos) de un ntimero mayor que 4 crecen, creciendo su esponen-.
te; y pueden valer mas que cuslquiera cantidad, llegando d ser
suficientemente grande el esponente. -

Sea a>1: multlphcando ambos miembros de esta desigual-
dad por a, sera a*>a4; multiplicando ambos miembros de es-
ta nueva desigualdad por a, reeulta 6°>as; y asi sucesiva-
mente: luego las potencias de un nimero mayor que 1, cu-
yos esponentes son enteros y positivos, crecen, creczendo el
esponente.

Para demostrar la segunda parte (Comp.* de la Arit. ni-
mero 15), llamaremos 1 +r al niimero mayor que 1, y m al
esponente variable de la potencia.

Siendo (Ndm. 139) .

(+r)"=1 + mr +r£(_r%—\_l)’

es (1+47)">1 4 mr. Creciendo m suficientemente, mr pue-
de llegar a ser mayor que cualquiera cantidad dada, por
pequeﬁa que sea r; luego con mayor razon serd entonces
(1-Fr)™ mayor que esta cantidad.

Nora. La segunda parte de este leorema puede enunciar-
se en estos otros términos: toda cantidad mayor que 1 elevada
al infinile, es infinitamente grande; enunciado que no dice mas
ni menos que el anterior. '

199. Lo raiz de una cantidad mayov que 1 es: 1.° mayor
que ;2. menor que la cantidad ; 3.° disminuye creciendo el
fndice; &.° tiene por limite 1.
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Sea a una cantldad mayor que 1: dlgo 1.° que \/a >4;
2.0 que \/a<a 3.° que \/a <\/a, &.° que lim, W—i
B \/ amnoes i; pues i clevado & la potencna del grado

m da 1 y no a. Tampoco \/ a es menor que i pues una can-
tidad menor que 1, elevada 4 una potencia cualqulera, da un
namero menor que la misma cantidad, y con mucha mayor
razon menor que la cantidad a, que por suposicion es mayor
que 1. .

Luego \/a, que no es 1 ni menor que 1, es mayor que 1.

2.° \/a no puede serigual & a, pues a™> a (Niim. 193).
Tampoco puede ser mayor que a, pues una cantidad mayor
que a, elevada 4 m, daria otra canudad mayor que la prime-
ra cantidad, y con mayor razon mayor que a.

™ .
Luego \/E, que no €s ¢ nl mayor que a, €s menor que a.
m min - o

3. SeaVa=q, |/a=6; seri a==a™, g=6""; y

por consiguiente o™==8""=—6"x&"; pero por ser 6">1, es
m — m+n__

6™xe">6™; luego a™>¢™, y por tanto «>6 6 /d>Va.
4.° Sea r una caatidad positiva tan pequeiia como se
quiera ,y m un " nimero entero y positivo mdeﬁmdamente :
grande: tenemos (Num. 198)- (H—r) >a; luego i+r>\/ a,
¥y por consiguiente \/ a—1<r; es decir que creciendo el in-

dice m indefinidamente, ¢l esceso de \/ a 41 puede llegar & -
ser menor que cualquiera cantidad asignable; luego 1 es elki-

mite de la cantidad variable \/ a,y es menor que esta variable.
* 200. Sien la espresion a* en que a>1, crece x de unc

manera continua, 6 por grados insensibles , desde cero al @,
a* crecerd tambien de una manera continua desde 1 al o .

. l . <
Sean 2’ y &' +— dos valores consecutivos de x, siendo p

un nlimero entero y positivo tan. grande -como se quiera, y
{
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. 1 . -
por consiguiente — una fraccion tan pequeiia como pos aco-
. P .

4
v, 4

. . x
mode: los valores correspondientes de a” son ¢* ya ,” ?,cu-
1 P _ -
ya difercncia es a”(a? ~—l> 6 a"(\/a—l). Como a>1,

\/a>i (Ntim. 4911 1.%; luegoa® (\/a—l) es una canudad_

posiliva; es declr, que si x crece, a® crece tambien.
Tambien se ha demostrado (Num. 199, £.°) que creciendo p

4 f
suficienliemente, 1”a —1 puede ser mener que cualquiera can-

. ; o\ .
tidad dada; y por tanto el producto a"(\/ a—l), en el cual
el segundo factor tiene por limite cero, puede tambien acer-
carse & cero cuantose quiera; luego, creciendo z por dife-
rencias insensibles, a* crece del mismo modo.

Ahora, como hacnendom 0, es a’=1, y haciendo x=e0 ,

_esa”==o (Nim. 198, nota) resulta demostrado el teorema.

* 201. Si on la espresion a*, en que a>1 crece X negativa-
mente y de una manera contmua desde cero d — , a* dismi-
nuird d¢ una manera contisua desde 1 G cero.’

1 . -
Hagamos z—--z, y serag®=a—*=—=—. Dando & z valo-
a” .

- res que vayan ecreciendo negativamente desde cero 4 — a0,
% tendra valores positivos, que irdn creciendo desde cero
% ; y como dando & z estos valores, a* pasa por todos los esta-

dos de magnitud desde 1 al =, se infiere que h—;o a® pasara

tambien por todos los estados de magnitud de 1 4 cero.

* 202. Sien la espresion a*, en que’a es pOs:two y menor
que 1, crece x continuamente desde cero G o, a dlsmmmra de
una manera continua desde 1 & cero.

1. .
En efeoto, siendo a<1, sera 6= en que b> 1 Inego

L .
=7 Ahora, si x crece de una manera continua desde
cero & o, b* crece contl'nu_amente desde 1 4 o0 luego 7

disminuyen continuamete desde 1 4 cero.
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*198. Sien la espresion a*, en que a es positivo y menor que
1, crece X negativamente y de una manera continua desde cero &
— o0 , a* crecerd continuamente desde 1 ¢ oo .

“En efecto, hagamos a=-;—(b serd mayor que 1), y 1=—3z:

, 1 : s ‘ .
sera a*= F:b": b*. Dando ahora”a x valores negativos

desde cero &—oo , los valores correspondientes de z seran po-
sitivos, € irdn creciendo desde cero a oo ; por consiguiente b*,
6 su igual a*, crecerd de una manera continua desde 1 4 o .

Nora. La espresion 1% siempre es 1, cualquiera que sea
el valor positivo 6 negativo de x (a).

(a) Podemos ahora hacer estensivas 4 las cantidades que tienen espo-
nentes inconmensurables, las reglas sobre la multiplicacion y division de
las potencias de una misma cantidad, como tambien las de la elevacion y
estraccion de raices de las mismas. )

Supongamos que la cantidad a>1, que « y 6 sean dos cantidades in-
conmensurables, y @ é y dos cantidades conmensurables variables y meno-

res respectivamente que o y 6: digo que a“Xa6=a°‘+ .

En efecto, sabemos ya que si « é y son dos nimeros conmensurables
cualesquiera, a® x @ =a**": siendo w< «, es a” <a* (200), ysi « crece
y se acerca 4 6 indefinidamente, g* crece, ytambien se acerca indefinida-
mente 4 a%; es decir que a* es el limite de la can'idad variable aZ. Por la
misma razon a° es el limite de la variable a¥, y a®*8 ¢] de 1a variable
a”*¥; luego, segun el teorema de los Ifmites, g%x0—q?16-

Corolario. a%:a°=a*"%; gues a? 68 qa—6+6—g
Digo ahora que (a“)6=a°‘ .
Tenemos en primer lugar (a*)'=a*Xaxxa®xa®=a**.

, Y a_ e '
Tenemos. tambien (a“) _—_‘/ (a*) =V &**, radical que, segu-
. -

. . e o
convenio, podemos escribir @ 3 =a x3, .
Esto supuesto, sea « una cantidad conmensurable tan proxima 46

. T__ 0%, yyot ‘ x
como se quiera: acabamos de demostrar que(aa) =a"": el limite de( a")

. a ag
es, segun hemos demostrado en el primer caso, (a ) ; yel dea®™ es
a*°; luego (a“)6= a8, L . :

Nota.  El cilculo de las cantidades que tienen esponentes inconmen-—
surables negativos, se ejecuta por las mismas reglas precedentes, en vir-

i

. g 1
tud del convenio a~*=—
az

12
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CAPITULO 1.
Logaritmos.

Arricuo 1.° -
Propiedades generales de los logaritmos.

204. Hemos visto (Nims. 200, 201, 202 y 203), que si
a es positivo y mayor 6 menor que 1, y x varia de una ma-
nera continua, positiva 6 negativamente , ¢* varia tambien de
una manera continua, y pasa por todos los estados de magni-
tud comprendidos entre 0 é @ ; luego si, pard mayor como-
didad , llamamos y & la espresion 4%, tendremos que en la
ecuacion y = a*, en que ¢ es positivo y mayor 6 menor que {,
4 cada valor positivo 6 negativo de x corresponde un solo va-
lor positivo de y, y & cada valor positivo de y corresponde
un solo valor positivo 6 negativo de x. En esta ecuacion el
numero z se llama logaritmo del niimero y.

Luego el logaritmo de un niimero es el esponente 4 que debe
elevarse una cantidad positiva y diferente de 1, llamada base,
para que la potencia sea igual al nimero.

205. - Se llama sistema de logaritmos la reunion de loga-
ritmos correspondientes & todos los nimeros, cunando la base
tiene un valor determinado. :

206. Como en la ecuacion y==g~, en que la cantidad a es
positiva y diferente del nitmzro 4, y es siempre positivo,
se infiere que los nimeros neqativos no tienen logaritmos.

Haciendo z=0, resulta y =1, y hacicndo =1, es y=a;
luego en lodo sistemd de logaritmos el logaritmo de la unidad es
cero, y el logaritmo de ta base es 1.

207. Supongamos que la base a > 1.

Hemos visto (Nums. 200 y 201) que si z crece desde 0
a4 o, a% 6 su igual y crece desde 1 4 «¢ ; y que si z crece
negativamente desde 0 4-—x , a” 6 su igualy disminuye des-
de140. ' :

Luego, cuando la base de un sistema de logaritmos es mayor
que 1, los nimeros mayores que 1 tienen logaritmos positives, &
mayor niumero corresponde mayor logaritmo, y el logaritmo de

@ es © ; losnimeros menores que 1 tienen logaritmos negadivos,
y el logaritmo de cero es— wo . :
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* 208 .Supongamos ahora que a<4, pero positiva.
Hemos visto (Nims. 202 y 203) que si x crece desde 0
& & , los valores correspondientes de a* 6 de y disminuyen
desde 1 4 0; y que si x crece negativamente desde0 & — o ,
los valores correspondientes de a” 6 de y crecen desde 1 4o . ” /’"
Luego, cuando la base es menor que la unidad , los niime- /
ros menores que 1 tienen logaritmos positivos, 4 mayor nidme- ‘&
ro corresponde menor logaritmo, el logaritmo de 0 es ao ; los nii-
meros mayores que 1 tienen logaritmos negativos, y el logaritm

<
de o es—o. - a e

209. Sean y, y”, y” varios nameros, x', z”, =" sus cor-
respondientes logantmos tendremos

y =,
[ y = a,
" —a="

Muitiplicando ordcnadamente estas ecuaciones, sera
X y y'lylll a]-l III+1-I" V
Siendo &' +” " el esponente de la base, &'+x”+x™ es
el logaritmo de a*' +*"+=" § de y'y''y"”, eslo es

- log (./I " m) -’E+.’L’”+ m
Luego el logaritmo de un producto es iqual @ la suma de o5
logaritmos de sus factores.
Partiendo ordenadamente las dos ecuaciones

. '
Y =a", -

sera

v e PN
1 1 1/ 0 » ” o ,:f\,‘ .
uego 0g "\ ~=x —X" . e S "1.\.\ o

Luego el logaritmo de un cociente es iqual al logarilmo del
dividendo menos el logaritmo del divisor.

Elevando los dos miembros de la ecnacioh y’ —a a la po-
tencia del grado m, serda  ym—¢m';
luego : log y™—=mx'.

Luego el logaritmo de una potencia de un mimera es zgual al
iogarztmo del niimero multiplicado por el esponente.

Estrayendo la raiz del grado m de los dos miembros de Ja

z! N

ecuacion y'==4*', serd y m

)



. Construccion de las tablas de logaritmos.
* -
>N e )

W
\

lucgo log :‘/;/_ =2,

Luego el logaritno de la raiz de un niimero es tqual al lo-
garitmo del niimero partido por el indice de la raiz.

ArricuLo 2.°

210. Unas tablas de logaritmos es una reunion de name-
ros enteros desde 1 hasta 40000, 100000, etc. y de sus cor-
respondientes logaritmos. o

El sistema de logaritmos que se ha preferido para la cons-
truccion de las tablas, por las ventajas que liene sobrelos otros
sistemas, es aquel cuya base es 10; de modo que la ecuacion
que liga 4 los nimeros y logaritmos en este sistcma esy:lo’.

Los logaritmos del sistema cuya base es 10, se llaman lo~
garitmos ordinarios, tabulares & de Brigss, que fué el primero
que construyd unas tablasde este sistema, & ruego de Neper,
inventor de los logaritmos. o

244. Si en la ecuacion y =107 damos 4 x los valores

0, 1, 2, 5. -1, —2, =3.....
“los valores correspondientes de y serdn v
10°, 10, 10%; 10%,.... 107, 107, 10~°....

, 1 1 1
6 - 10, 800, 1000, .. -, o 37ereeee
1, 10, %00, 1000, - ¢ 400 1000
~ * 212.  Los tnicos mimeros conmensurables que tienen loga—
ritmos conmensurables en el sistema cuya base es 10, son las po—
tencias de 10 cuyos esponenies son enleros, positivos 6 megativos, .

es decir, los nimeros 4, 10, 100, 1000....-‘—,"-’—, SLI
' R : 10 100 1000

En primer lugar hemos visto que las potencias de 10, cu-
yos esponentes son epteros positivos 6 negativos, tienen res—
pectivamente logaritmos enteros positivos 6 negativos. )

Sea pues n un nimero fraccionario, 6 un numere entero
que no sea potencia de 10: digo que su, logaritmo en el sis—
tema cuya base es 10, es inconmensurable.

En efecto, sea z su logaritmo, serda 10°=mn: z no puede

.o
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scr entero positivo ni negativo, -pues si lal fucse, 10" 6 su

igual n seria una potencia de 10, contra cl supuesto.
»

, L 2B,
Supongamos que x sea un n@mero fraccionario —5’y

consideremos sucesivamente los dos casos, n fraccionario y n
enfero. ' :

1.° Si n fuese un namero fraccionario, lo reduciriamos &
fraccion irreducible. Siendo ?,;- el logaritmo de la fraccion
irreducible n, seria 10 *==n, 6 10%-=2"; igualdad imposible,
pues el primer miembro cs entero, y el segundo es una frac-
cion irreducible (Arit. nim. 113).
. 2

2.° Sea n nlimero entero: tencmos 10° =n, 6 10¥=1n?,
6 2 x 5% =, Para que esta igualdad se venﬁquc, es menes-
ter que el entero n tenga por Gnicos factores elmples al 2yal -
8, es decir que n ha de ser de la forma 2°x3’, siendo py ¢

enteros y positivos. Por consiguiente 2% x 5% = apxsq) 6
2% 5% = 2%x5%; y para que esta ultima igualdad se verifi- -
que, es menester (Arit. nim. 72) que 25=3p, 25=35¢, 6

p=q=§, es decir quc los enteros py ¢ sean iguales & la

fraccion irreducible %‘:’; lo que es absurdo (4rit. nim. 96).

‘Queda pues demostrado que el logaritmo del ndmero fraccio-
nario 6 entero que no es-potencia de 10, no puede ser entero
ni fraccionario: y como ahora mismo vamos a ver que puede
hallarse su valor con la aproximacion que se quiera, se inficre
que dicho logaritmo es inconmensurable (Comp.” de la Aritm.
nidmero 15).
213. Hallar aproximadamente los valores de los logaritmos

de los mimeros enteros comprendidos entre- 1 y 10, entre 10 y
100, entre 100 y 1000, etc.

Sea a uno de estos niimeros, cuyo logaritmo queremos ha-

lNar en menos de la parte alicuota — de la unidad: sea n el
q
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namero de cifras de a?, sera
a’>10"' y a?<10”;
y tomando logaritmos de ambos miembros,
qloga>n—1,y qloga<n;
y por consiguiente

(v}

log 1>"_l y loga< L.
og 4> -——, —_
o1 q

n—1 .
luego; es el logaritmo de ¢ en menosde —.

Luego para hallar el logaritmo ordinario de un nimero. en-
tero en menos de una parte alicuota de la unidad, se elevard dicho
nimero & la polencia indicada por el \denominadcr de la parte
alicuola, y el nitmero de sus cifras disminuido en una unidad se
dividird por el mismo denominador.

Por ejemplo, para hallar el logaritmo de 2 en menos de

, elevaré 2 4 la décima potencia, y tendré 1024; dividiré

el nimero de sus cifras disminuido en 1, que es 3, por 10,y
resultara 0,3, que serd el logaritmo de 2 con menor error
que 0,1.

Del mismo modo se podria hallar el Iogarll;mo deotro na-
“mero entero cualquiera ; pero para la construccion de las ta—
blas no hay necesidad de hallar directamente mas que los lo-
garitmos de los niimeros primos, pues los de los compuestos
se hallan sumando los logaritmos de sus factores (Nim. 209).

El método que acabamos de esponer para la construccion
de las tablas de logaritmos, solo sirve para hacer ver la posi-
bilidad de su construccion. En el algebra superior se vera un
método muy sencillo para la construccion de estas tablas.

ArTicuLo 3.°

Operaciones por medio de los logaritmos.

214. Veamos ahora cémo se efectuaran por medio de las
tablas de logaritmos la multiplicacion, la division, la elevacion
a potencias y la estraccion de raices.

Para multiplicar varios ntimeros, se hallardn sus logariimos
en las tablas, y se sumardn, y la suma serd igual al logaritmo del
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producto; kallando en sequidis en los tublas el mimero correspon—
diente & este logarumo, se tendrd el producto.

Para dividir dos numerns, se hallardn sus logaritmos, y seres-
tardn, y el resto serd el logaritmo del cociente; hallando en sequi-
da en las tablas el mimero correspondiente ¢ este loguriimo , se
tendra el cociente.

Para elevar un nimero é una potencia , se halla el logarit-
mo del nimero, y se mulliplica. por el esponente de -la potencia,
y el producto serd el logaritmo de la potencia; hallando en se-
guida el nimero correspondiente d este logaritmo , se tendré la
polencia. ‘

Para estraer una raiz de un niimero, se halla el logaritmo del
numero, y se divide por el indice de la raiz, y el cociente seri ¢l
logaritmo de la raiz; hallondo en sequida el mimero correspon-
diente a este logaritmo, se tendrd la raiz.

Vemos que por medio de los logaritmos sc abrevian mu-
chisimo los célculos, pues la multiplicacion se convierte en
adicion, la division en sustraccion, la elevacion & potencias cn
multiplicacion, y la estraccion de raices en division.

ArriciLo 4.°

Propiedades particulares de los logaritmos ordinarios.

215. En adelante por la palabra logaritmo de un nimero
se entendera el logaritmo ordinario de dicho nimero.

Los valores aproximados de los logaritmos inconmensura- .
bles se hallan sicmpre en decimales: la parte enlera de un
logaritmo se llama caracteristica, y la parte decimal se llama
mantisa.

211. La caracteristica del logaritmo de un mimero mayor
que 1 tiene tantas unidades como cifras menos una tiene la parte
entera del nimero.

En efecto, sabemos que log10"=mn; y pues 10" es la uni-
dad seguida de n ceros, 10" tiene n-+1 cifras; lucgo el teo-
rema se verifica cuando el niimero es una potencia de la ba-
se 10.

Supongamos ahora que el niimero esté comprendido entre
dos potencias de 10, y que la parte entera del nlimero tenga
n cifras: estara comprendido dicho nameroentre 10" ~'y 10",
y por consiguiente su logaritmo estara comprendido entre los
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logaritmos de estos dos niimeros, es decir, entre n—1y n;
dicho logaritmo constara pues de n —1 unidadés- y de una
fraccion; luego su caracteristica sera n—1.. !
Asi, el logaritmo del niimero 4546, 2 tendra 3 de caracte-
ristica.
. 247, Se llama complemento de un logaritmo positivo la
cantidad que falta al logaritmo para valer 10 (a).
Asi, el complemento de 3.7804321 es 6,2195679; el com-
plemento de 0,3040300 es 9,6989700. - '
Observando como se han hallado estos complementos, re-
sulta la siguiente regla abreviada: para hallar el complemento
“de un loguritmo positivo, se restan todas sus.cifras de 9, escepto
la diltima significative de la derecha, que se resta de 10.
" El complemento de un logaritmo tal como log3%7, se
indica asi: C.* log 487, y se lee: complemento del logaritmo
de 487. v .
218. Por medio del complemento se puede convertir la
operacion de restar un logaritmo positivo de otro en la desu
mar. :
Sea L el minuendo y ! el sustraendo: la diferencia sera
L—!=L+ (10—1)—10=L+C.» I—10.
Luego, para restar de un logariimo otro posilivo, se afiade nl
minuendo el complemento del sustruendo, y seresta 10 de la suma.
Ejemplo. Hallar por medio del complemento la diferencia
entre los logaritmos 6,8952146 y 5,3248732.

Calculo.
Minuendo.................. 6,89352146
C.* del sustraendo....... 4.6781268
Diferencia................ 1,5713444

Puede comprobarse este resultado, hallando directamente
. la diferencia de los dos niimeros dados.
219. Se havisto (Nim. 207), que el logaritmo de una frac-
cion propia es negativo: vamos 4 demostrarlo nuevamente.
El logaritmo de un quebrado esigual al logaritmo del nu-
merador menos el logaritmo del denominador;y pues, cuando

(a) Si el logaritmo es mayor que 10 (lo que es muy raro, pues los ni-
meros que se consideran en los cdlculos, son cast siempre menores
que 101"), el complemento del logaritmo serd la cantidad que falta al lo—
garitmo para valer la unidad seguida €e tantos ceros como cilras tiene la
caracteristica.
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la base es mayor que 4, los logaritmos crecen creciendo los
nomeros (Num. 207), se infiere que ¢l logaritmo del denomi-
nador es mayor que el logaritmo del numerador; y por con—
siguiente el logaritmo del quebrado propio serd un namero
pegativo.

Asi, log —-=log 3 — log 4==0,k771213 —0,6020600 =
& .

—0,1249387. : . -

990. En vez del logaritmo negativo de un quebrado pro-
pio se puede hallar, y es preferible, un logaritmo cuya ca-
racteristica sea negativa, y cuya mantisa sea positiva. Para
esto se aiiade, segun la regla (Num. 24 8), al logaritmo del
numerador el complemento del logaritmo del denominador, y
se restan 10 de la parte entera de la suma.

En el ejemplo propuesto tendremos

log .Zi.=1og 31 C.© log &— 10 =1,8750643.

~ Se coloca el signo — sobre la caracteristica para indicar
‘que ella es negativa y que la mantisa es positiva; de modo

que 1,8750615=—1-0,8750613. ’

221. Un logaritmo entéramente egativo se transformara
en otro equivalente cuya caracteristica sola sea negativa, ha-
Ilando el complemento de dicho logaritmo tomado positiva-

. mente, y restando 40 de la parte entera del complemento.
Esta regla esta incluida enla del ntimero 218, censiderando
que el minuendo es cero; y tambien se puede demostrar di-
rectamente, afiadiendo v -quitando 10 & dicho logaritmo ne-
gativo. :

Ejemplo. Transformar el logaritmo negativo —2,1249387

" en su equivalente de caracteristica negativa y manlisa posi-
tiva. ' -

El complemento del valor absoluto de este logaritmo' es

~ 7,8750613; luego —,—2,1249387:3,8750615.

Al contrario, un logaritmo d¢ caracteristica negativa y
mantisa positiva se transforma facilmente en su equivalente
enteramente negativo.

Asi, 3,8750612=—3+ 0,8750645 = — 2,1249387.

992, Multiplicar y dividir un logaritmo de caracteristica ne-
gativa y manlisa positiva por un nimero entero.

L3
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Las operaciones de sumar 6 restar logaritmos de caracte-
ristica negativa y mantisa positiva no ofrecen ninguna dificul«
tad, teniendo presente lo que estos logaritmos significan en
realidad. Tampoco ofrecen gran dificultad las operaciones de
multiplicar 6 dividir dichos logaritmos por un nimero entero,
como lo vamos 4 ver en los ejemplos siguientes :

1.° 3,7585214x & =(—3-+0,758321 b)x4=—12+
3.0332856=9,0332856.

2.° 6,4325601 : 3 = (— 64-0,4325601):3=—2+
0,1441867 =2, 1441867.
3.9 9,03328536 : &=(—9 1 0,0532956) : 4. Como la
parte negativa no es divisible por 4, quito y afado at divi-

dendo las unidades suficientes, que actualmente son 3, para
que la parte negativa sea divisible por &, y tendré

(—124-3,0352856) : 4—=—0510,7585214= 3, 7.)85214

Nora. kn adelante, mientras no se advierta lo contrario,
los logaritmos negativos tendran la caracteristica negativa y
la mantisa positiva.

223. St un nimero se mulnplzca 6 parte por 10", la carac-
teristica de su logaritma aumentard ¢ disminuird cn m unidades,

" pero la mantisa no se alterard.

1.° Tenemos log (axlO"’)_Iog a4+ log 10™; y comeo

log 10™=m, sera log (axlO )=log a +m. ,
La adicion de un nimero entero m 4 unlogammo aumen-

ta 4 la caracterislica en m, pero la mantisa no sufre altera-
cion; y por tanto queda demostrada la primera parte del
teorema.

a
2.° Tencmos log W:Iog a— log 10" =log ¢ —m.
*Ahora, si loga tiene por caracteristica m 6 un nimero
‘ . a ,
mayor, es claro, segun esta identidad, que Iogl—o— tendra m

unidades menos de caracteristica; pero la mantisa no variara.
S| la caracteristica de log a ee menor que m, testando m

de ella la caracteristica de log —0—- serd un nmero negati-

-¥o, menor en m que la caracteristica del log a; pero la man-
lisa queda la misma.
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Corolario. La mantisa del logaritmo de un ndmero decimal
no varia, aunque:se mueva la coma & derecha 6 izquierda.

Segun esto, los logaritmos de los nameros 4, 40, 400, etc.
0,4; 0,04; 0,00& etc. tienen la misma mantisa.

Reclprocamente, si dos logaritmos se diferencian en m uni—
dades, el nimero correspondiente al mayor es tqual al nimero
correspondiente al menor- multzplwado por 10™; pues, si los dos
logaritmos son! y I+ m, los nameros correspondlentes son
A0y 107+ =10'x10"

224 La caractertstica negativa del logaritmo de una fraccion
propia decimal’ tiene tantas wnidades como ceros mas uno hay en-
tre la coma y la primera cifra significativa. :

Sea f la fradcion propia decimal, m el nimero de ceros
que hay entre. la-coma y la primera cifra significativa; digo
que el logaritmo de esta fraccion tendré —(m--1) de carac-
teristica, siendo su_mantisa positiva, como ya hemos conve-
nido (Nidm. 222.)

En efecto, si movemos la coma hasta que quede entre la
primera cifra significativa y la siguiente, la habremos movido
m -1 lugares hacia la derecha, y por tanto se habrd multi-
plicado la fraccion propuesta por 10™+; luego si llamamos p
al producto, tendremos p=[fx10™*'. Tomando los logant-
mos de los dos miembros de esta igualdad, sera

- log p=log f+4(m—+1),
de donde log f=log p—(m-H ).
Como el log p tiene 0 de caracterislica, se- infiere - que log f
tendra —(m—H) de caracteristica.

Asi, log 0,004 =3,6020600.

Nora. Los teoremas (Nims. 216, 223 y 224), que solo se
verifican en el sistema de logaritmos cuya basc es 10, han
motivado la preferencia de este sistema.

ArricuLo 5.° oo
Uso de las tablas.

Para esplicar el uso de las tablas, nos referiremos 4 las ta-
blas de Lalande, estendidas 4 siete decimales _por' M. Marie,
las cuales contienen los logaritmos de los nameros enteros
desde 1 hasta 10000 (a).

(@) Las tablas de Callet contienen los logaritmos de los niimeros en--
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225. Dado un nimero, hallar su logaritmo por medio de las
tablas.

1.° Si el namero, cuyo logaritmo se quiere hallar, es en-
tero y menor que 10000, se le hallard facilmente enuna de
las columnas de los niimeros, 'y 4 su lado en la columna de los
logaritmos se hallara su logaritmo.

-Asi, log 3549=5,5501060.-

2.° Si el namero es entero y mayor que 10000, se sepa-
ran dé su derecha por medio de una coma el menor nimero
posible de cifras, para que el niimero que queda 4 la izquier-
da no sea mayor que 10000; y en seguida “se hallara su lo-
garitmo, como lo vamos a ver. .

Hallar el logaritmo de 257832.

Desde luego sabemos que la caracteristica del logaritmo
de este niimero es 5.

Para hallar la mantisa, separo las dos primeras cifras de
la derecha, y tendré el namero 2878,52, menor que 10000,
y cuyo logaritmo Liene la misma mantisa que el logaritmo del
nimero propuesto (Nim. 223).

Tenemos pues que hallar el logaritmo-del namero 2578,32.

Este namero esta comprendido entre 2578 y 2579; luego
su logaritmo estard tambien comprendido entre los logarit-
mos de estos dos numeros.

El logaritmo de 2578 es 3,4112829; y como 2578,32 es
mayor que 2578, su logaritmo sera tambien mayor que el de
este (Num. 207); luego sera menester aiiadir al logaritmo de
2578 una cierta cantidad x, para tener el logaritmo del na-
mero 2578,32. )

Esta cantidad x se halla, admitiendo que las diferencias
de los numeros son proporcionales G las diferencias de sus logarit-
mos; proporcion inexacta, pero cuyo error, siendo estas dife-
rencias las mismas, es tanto menor, cuanto mayores. son los
vimeros; y hé aqui por qué, cuando se separan de la derecha

teros desde 1 hasta 108000, con sicte cifras decimales. Las tablas de Cal-
bet, impresas en Barcelona en estos Gltimos tiempos, y mas completas

e las de Callet en la parte trigonométrica, contienen los logaritmos
3:‘]05 nameros enteros desde 1 hasta 100000, con siete cifras decimales.
Las tablas de Vazquez Queipo,que acaban de salir 4 luz, contienen los lo-
garitmos de los numeros enteros desde 1 hasta 11000, con seis cifras de-
cimales. Todas estas tablas son apreciables, y 4 los profesores toca en caso
necesario ¢l esplicar su uso.
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del namero varias cifras, para que el nimero no pase de
10000, se debe separar el menor namero posible.

En el caso presente la diferencia de los nameros 2578 y
2579 es 1, la diferencia de sus logaritmos, que esta calculada
en las tablas, es 4684 diezmillonésimas, y la diferencia entre
los numeros 2578 y 2578,32es 0,32: tendremos pues la pro-
porcion 1 : 0,32 : : 1684 : =339 diezmillonésimas.

- Luego log 2578 32=>5,4113368, y por cons:gmente
log 257852 =5,4113368. -

Ejemplo. Hallar el logantmo de 535861.

log 5558:5,7290027; 1:0,61:: 811 : x=495.
, 495
log 5358,61=3,7290522
log 535861 =35,7290522 - :

Nora. Para hallar el valor de z, puede escusarse en la
préctica la formacion de la proporcion; y solo hay que mul-
tiplicar la diferencia de los logaritmos de los nimeros conse-
cutivos que comprenden al nurmero dado, por la diferencia
que hay entre el nimero dado y el niimero entero inmediato
menor.

3.%. Siel namero es fraccionario, se hallara facilmente su
logaritmo, sabiendo ya hallar el logaritmo de un entero.

Ejemplos. 1.° log 7,5214=0,8645941.

2.° log 0,00843247 = 5,9259394.
226. Dado un logammo, hallar por medzo de ‘las tablas su
naimero correspondiente. ,

. caso. La caracteristica del logaritmo es 3.
1.° Sila mantisa se halla exactamente en las tablas, 4 su
lado se hallara el nimero correspondiente.
Asi, . 3,5612207=Ilog 3641. .
"2.°  Si lamantisa nose halla exactamente en las tablas, se
hallar el logaritmo inmediato menor y su namero corres-
pondiente, y en seguida se hallard el niimero correspondiente
al logantmo dado ; como lo vamos & ver.
Hallar el nimero correspondiente al logaritmo 3,6485216.
"El logaritmo inmediato menor es 3,6482624 que corres-
ponde al nimero 4449. Como el logammo dado esmayor que
este logaritmo, el nimero que buscamos ha de ser tambien
mayor que 4449. Para hallar la cantidad z, que hay que afa-
dir & este namero para tener el nimeroé pedxdo, resto del lo—
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garitmo dado su inmediato menor y la diferencia es 592 diez-
millonésimas, y admito, como en el problema anterior, que
las diferencias de los niimeros son proporcionales a las dife-
rencias de sus logaritmos ; y como en el caso actual la dife-
rencia de los logaritmos copsecutivos , que comprenden al lo-
garitmo dado, es 976 diezmillonésimas, tendré

| 592
L:o::076: 502, 2= —0.607.

Es seguro que las dos primeras cifras decimales de este
cociente son exactas, y la tercera es tambien exacta casi
siempre.

’

Luego - 3,6i83216 =log 4449,607.
Ejemplo. Hallar el namero cuyo logaritmo es 3,5370214.
3,5370214
3,5369370.... 3443
’ 844

1261 : 1 : : 844 : x=0,669.
Luego el nimero pedido es 3443,669.

Nora. Para hallar el valor de x, solo hay que partir la
diferencia entre el logaritmo dado y su inmediato menor por
la diferencia de los logaritmos consecutivos que compren-
den al logaritmo propuesto; por lo que en la practica puede
escusarse la proporcion. : :

2.% caso. Si lacaracteristica del logaritmo no es 3, se ha-
llara el namero correspondiente al logaritmo dado, suponien-
do que su caracteristica es 3 (a). En seguida se hallard fa-
cilmente el namero correspoudiente al logaritmo dado, aten-

a) Se prefiere que la caracteristica sea 3, esto es la mayor-de las
tablas, porque de este modo los nimeros correspondientes 4 los dos
logaritmos, que comprenden al logaritmo dado, son mucho mayores que
si [a caracteristica fuese 2 6 1 6 0, y por tanto la proporcion (Num. 200,
2.°) es menos errénea.

Para probar que la diferencia de los logaritmos de dos nimeros consecu-
tivos « y @1 es tanto menor cuanto mayor sea @, tenemos log (z-4-1)

o1 i L i
)_ log(i\—l——;). Six creoe,;c‘dlsmmuye, 14- =

—log m=log( >

- . Ty, .
disminuye tambien; luggo log(I +_a; )dlsmmuye , es decir, disminuye

la diferencia log (x4 1) —log .

f
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diendo al tgorema reciproco del nimero 223; & mejor de este
otro modo: si la caracteristica del logaritmo dado es positiva,
se colocara la coma decimal de modo que dicha caracteristica
tenga una cantidad menos que el namero de cifras de la parte
entera del namero correspondiente (Nim. 216); si la caracte-
ristica del logaritmo dado es negativa (siendo la mantisa po-
sitiva), se colocara la coma de modo que dicha caracleristica
tenga una unidad mas que el nimero de ceros que hay entre
la coma y la primera cifra significativa (Ndm. 225). -/
Ejemplos.  1.° 2,2146801 =log 163,9381.

2.° 4,6843066 —log 0,0004834%.

Nota. -Siel logaritmo dado es enteramente negativo, se le
transforma en otro equivalente cuya caracteristica solo sea
negativa, y se halla en seguida el niimero correepondnente a
este logaritmo.

227. Ejemplos de aplicaciones numéricas de los logaritmos.

1.° Hallar el cuarto término de la proporcion

17 : 528 : : 275 : x.,
Indicando el calculo logaritmico . sera
log x=log 328} log 275 — log 17.

Cileulo. '
2,5158738
2,4395527
4,9552065
1,2304489
3,7247876 =log x, x="5305,882.
90 _ T340x3549

) T 681,8x593,1°
log x =1log 7340 + log 3549 — log 681,8 — log 593,1.
Como en este caso hay que efectuar dos adiciones y una
sustraccion, es preferible convertir la operacion en una adi-
cion por medio del complemento.
Tendremos

log x=log 7540- }log 3549+4C.*log 681 8+(‘ “log 593,1-20.
: Célculo.

3,8656961

5,550!060

7,1663430
- 7,2268724

- 1,8090172=log =, =64, 41948
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3. z=(0,034)° .
log z="5 log 0,034%.
Célculo.

§,55M78§

8,65373945=log x,
2=0,000003045435. _

Se pudieran hallar ademas otras tres cifras decimales por
medio de la proporcion (Nim. 225, 2.°); pero en el ejemplo
actual 'la aproximacion obtenida sera mas que suficiente;
cualquiera que sea la cuestion cuya incognita sea esta x.

5
4.° a:=\/§_
7

3+C.%log 7—10
log a;=10g ot 5 ?_g_ .
Célculo.

0,4771213
__9,1549020
1,6320233
log 2 =1,9264055, x=0,8441.
2512
) 35 °
Siempre que la cantidad, & que se aplica el célculo loga-
ritmico, sea negativa, se prescinde de su signo, se halla el

namero correspondiente, y en seguida se toma este niimero
negativamente.

5.° r=—

, : ) 2512 )
Tendremos, pues, primeramente =5 cuyo logaritmo es
1,8895516, y el nimero correspondiente 71,77143 ; luego
o=—T71,77143.
228.  Ejemplos de aplicacion de los logaritmos ¢ los cdlculos

algébricos. .
. _ai __I_ b!

B = T ,
log z=log (a*+b*)—log (a-}b).




193
2
—b
2° i .’L‘———a o
Para poder hallar el logaritmo del numerador , sin efec-
tuar la operacion indicada en él, descompongo a *_Penel pro-
b)(a—b
" ducto (a+-b)(e—b), ytendré (a_—i—)(_a‘)

bd
Por consiguiente
logz=log(a+b) 3 log(a—b)—logh—logd= .
log(a+b)+}log (4 —b)+ C.“log b+ C.* log d — 20.
. 3 K

3. zz("’i).

d
log x=3 (log b-- log c —log d).

s —
(@b
e =V

log z=— ! (Iov (a+b)4log (a—b))—{— log ¢ — %lce a.

Auncuo 6.°
Ecuaciones esponenciales.

229. Se llama ecuacion esponencial la ecuacion que tiene
a la incognita por esponente.
Algu nas ecuaciones esponenciales se resuel"en l'acdmemc
por medio de los logaritmos.

Ejemplos. 1.° Sealaecunacion a*=b: tomando Ios loga-
ritmos de ambos miembros, sera x log a=log b, y: por consi-

e logh
guien o= ogd

. ] . . ,
2.° Sea la ecuacion ma* =nb*: tomando logaritmos, seta
- logm+x*leg a=log n-+x log b,
ecuacion completa de segundo orado que va sabemos resolver.
3.° Sea la ecuacion a”’ =c: hagamos b =y, sera a’=c,

Iao b
de donde resulta y= oa’ . Conecido el valor de y, la ecna-
b

. Si se quiere sustituir aqui el
13

e ... logy
cion b =y nos dard x_lqg b
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valor de log y, que es log y=log log c—log log a, tendremos
K log log c—log log a -
= logh .
La‘ecuacion esponencial a*4b*=c no se puede resolver
-por este. medio (a). '
- 230.. Problema. Construidas unas tablus de logaritmos,
consirutr por medio de ellas otras tablas, siendo otra la base.
.Sea n un nimero, b la base del nuevo sistzma, x el loga-
ritmo de n en este sistema: tenemos b"=n, y por consiguiente
. Clogn 1 .t
X
logh log b
Luego, para hallar el logaritmo dé un nimero en un nuevo
sistema, se multiplica su logaritmo en el sistema primero por la
unidad dividida por el logaritmo antiguo de la nueva base.

La cantidad'constanteTp-g—b, por la que se multiplican los
* logaritmos antiguos para tener los nuevos, se llama mddulo
del nuevo sistema de logaritmos con respecto al sistema dado.

-Nora. Si se tratase de hallar el logaritmo nuevo de un

: logn
solo niimero, no convendria transformar la espresion l;i—b en

xlog n; pues por la primera se obten-

- 1
su equivalente o b

dria dicho logaritmo nuevo por una division, y por la segunda
se obtendria el mismo logaritmo por una division y una mul-
tiplicacion. Mas si, como lo enuncia el problema, se trata de

—xlog n ser&

construir unas tablas nuevas, la espresion jog b

(@) Cirodde en su 4lgebra parece contradecir este nuestro aserto,
yues pretende resolver la ecuacion Aa™+m'-{-Bhna+w - Copz+p'4-, .. =0
a cual comprende como caso particular 4 la ecuacion a*-} b*=c. Desea-

mos que alguno de nuestros grandes matematicos, que han adoptado con
aplauso la resolucion indicada por Cirodde, nos remita el valor 4,02951
de « de la ecuacion 27—} 3*=100 deducido por el método de este autor,
aunque solo sea aproximado hasta las centésimas. La ecuacion trascen-
dente a®+- b*=c se resuclve por cualquiera de loes métodos de resolu-

- cion de las ecuaciones trascepdentes; por ejemplo, por el antiguo de
falsa posicion emplezdo por Euler en la resolucion de estas ecuaciones,
método que el célebre Vallejo nos dié como original suyo.
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“preferible & lal g > borque, segun la primera, obwmdo el
médulo 1 en fraccion decimal , se hallara cada logaritmo

log b
por .una multiplicacion, mientras que por la segunda se ha-
llaria por una division.

CAPITULO 1L
Progresiones. . ' ¢

Arricvro 1.°

- Progresiones por diferencia 6 aritméticas.,

231. Se llama progresion por diferencia 6 progresion arit-

mética una série de términos, tales que cada uno escede al in-

" mediato anterior -en una misma cantidad. Esta cantidad se
llama diferencia de la progresion.

Cuando la diferencia de la progresion es positiva, los tés-
mings van aumentando, y por lo tanto la progresion se llama
creciente; y cuando la diferencia es negativa, los términos
van disminuyendo, y la progresion se llama decreciente.

- Asi, la série de términos
3,5,7,9 H.... €)]

es una progresion aritmélica creciente, cuya dlferencna es 2;
y ]a série de términos

25, 21, 17, 15, 9..... (2)
es una progresion aritmética decrecieme, cuya diferencia
es —&.

252. Segun la definicion de la progresion por diferencia,
el segundo lérmino es igual al primero mas la diferencia ; el -
tercero es igual al segundo mas la diferencia, 6 al primero
mas dos veces la diferencia; e] cuarto es lgual al tercero mas

.la diferencia, 6 al primero mas tres veces la diferencia; y asi
sucesivamente : luego, en general , un término cualqmera de
una progresion por d:ferenaa es tgual al primero mas lantas
veces la diferencia como términos hay awles de él.

Por medio de esta regla se podra hallar un término cual-
quiera de una progresion por diferencia, conocnendo el pri-
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mer término, la diferencia y el nimero de términos que hay
desde el primero hasta él. - v

Ejemplos. 1.° Hallar el término décinio de la progre-
sion (1). -

El término décimo valdrd 3 +2x9=21.

2.° Hallar el término octavo de la progresion (2).
El termino octavo valdra 28 4-7x—&=—3.
5.° Hallar el dltimo término de una progresion por dife-
réncia. , N _ v '
" Sea a el primer término, d la diferenciade la progresion;
% el nimero total de términos, ¥ » el Gltimo: tendremos
, u=a-+n—1)d, . :
ecuacion que puede servir para hallar una cualquiera de las
cuatro cantidades u, a, n y d, dadaslasotrastres (Nim. 107).
2335. Interpolar entre-dos mimeros dados un cierto niimero
de medios por diferencia ; es decir , dados el primero y diliimo
términos de una progresion por diferencia y el nimero de térmi-
nos intermedios, formar esta progresion. '

Es claro que el problema quedard resuelto, si llegamos &
conocer la diferencia de fa progresion’; pues entonces- serd
muy facil la formacion de esta (Nim. 231).

Despejemos pues n en la ecuacion u=a-(n—1)d, y serd
u—a

, . d—n—i’ .
es decir, que la diferencia de la progresion se halla restando
del tiltimo término el prémero, y partiendo el resto por el nimero.
de términos menos uno. . ‘ -t

Ejemplo. Interpolar 6 medios por diferencia entre los na-
meros 4y 21. :
e oo 20—4 3
La diferencia de la progresion ser: —g—= 2—7-; luego
la progresion ;eré 5 s
. 6 ) 1 .4
4,67,87, 117,’11’/)7, 16T, 187 ?21.
934. Hallar la suma de los términos de una progresion por
diferencia. : :

Sea a el primer término, d la diferencia, n el numero de

términos, u el Gltimo y s'la suma de todos: la progresion sera

a,a+d, a+2d..... u—2d, u—d, u.



Tendremos

s=a+(a+4d)+ (a+2d)+.....4 (v — 2d) + (u—d) +u,
y tambien .

s =u+ (u—d)+ (u—2d)+.....4(a - 2d) + (a - d) +a.
Sumando ordenadamente estas dos igualdades, es

25— (a-+u)+(3-+)-H(a+w) 4.+ (a4-u) - (a-Fu)+-(a-u).
En esta suma entra a-}-u tantas veces como términos tiene la
progresion; luego 2s=(a--u)n, y por consiguiente

__(a4u)n
==

Luego la suma de los términos de una progresion por dz[eren-
cia es igual 4 la mitad del producto de lo suma de los dos tér-
minos estremos por el nimero de términos.

* 235. De las dos ecuaciones

s=a+nm—1)d, s_(“"‘“)”
pueden deducirse dos cualesquiera de las cinco cantldades

a,d, n, uys, dadas las otras tres.

Como cinco cantidades pueden combinarse tres 4 tres de

" diez modos (Niim. 131),se podranproponer los diez pr oblemas
siguientes.

1.° Dadosa,dy u, hallar nys.

u—a-d s=(a—|—u)(u-a+d)
d 2d '

Tendremos n=

2.° Dados a, d y n, hallar u y s.

u=a+ (n— I)d, S=M,‘

2
3.° Dadosa,dy's, hallar u y n.
d—2a=+V (d—2a)*-}+-8ds
= 4 \/(Qd o)+ —, u=a4+(n—1)d.
4.° Dados a,ny u, hallar dys.
J_t—d (@t

n—l 2
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5.° Dadosa, wys, hallar d y n.
2, w—da
Tatv T %—a—u
6.° Dadosa,n ys, hallar d y u.
__2(s—an) u_Qs

, —a.
n(n—1) n
7.° Dadosd,uyn, hallar a y s.
a=u—(n—1)d, ‘szw,

8.° Dadosd. u ys, hallar a yn.

_ 2u+4-d=%V(2u+-d)*—8ds
T 2d ?

9.° Dados d, n y s, hallar a y u.
__ 2s—n(n—1)d u_23+n(nfl)d
o 2n ’ 2n )

10.° Dados u, nys, hallar a y d.
2s © L 2(nu—s)
= — d= .
¢ T )

Ejemplos. * 1.° Un cuerpo al caer en la aimisfera, baja
en el primer sequndo 4,9 metros, en el siquiente sequndo baja
3x4,9 melros, en el lercer seqamdo baja. 5 x 4,9 metros, y asi
sucesivamente. | Cudnlos seguudos tardard en bajar de una altu—~
ra de 400 metros? .

Las alturas bajadas por el cuerpo en los segundos prime-
ro, segundo, tercero, etc. sun respectivamente.

. 4,9; 3% 4,9; 5x4,9;.

y la suma de todas estas cantidades debe ser 400. Conoce-
mos pues 6=1,9; d=2x4,9; s= 400, y se pide el numero
de términos n de esta progresion.

Hemos hallado en el problema 3.°

d— 202 dy/(d = 2a)* T 8ds
T T

a=—u—(n—1)d.

n—
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mas como actualmente d=2a, el valor de u sera

_ V8ds , /%
=50 tr=V g @
Sustituyendo ahora los valores de s.y d, sera . i
400 _ V4000 _.
—_—= =9 0%
4,9 7 ’

2.° Un obrerp tiene que regar con una cuba de agua cada
uno de 100 drboles A,, A,, A,,... : estos drboles estin colocados
en linea recta y cada uno dista del inmediato anterior y posterior
5 melros; y el pozo P, dedonde saca e! aqua, estd tambien & 5 me-
iros de distancia del primer drbol. ; Cudntos metros tendrd que
andar el obrero para regar los 100 drboles y volver al pozo?

o ° ° ® ...... .o
P 4, A, 4, At
Para regar el primer arhol y volver al pozo, anda el obre-
ro 10 metros; para regar el segundo arbol y volver al pozo,
anda 20 melros; para regar el tercer arbol y volver al pozo,
anda 30 metros; etc. Luego el total de metros andados por el
obrero, para regar los 100 arboles y volver al pozo, cs la su-
ma de los términos de la progresion arilmética
10, 20, 50......
Hallemos el altimo término, que ahora es el centésimo:
. dicho término sera 10 4 99x10=1000: luego (Ntim. 234)
8=(1000 + 10)x50=>50500 metros, 6 9 le-
guas préximamente (Arit. pdg. 237).

ArTicuro 3.°

Progresiones por cociente 6 geométricas.

236. Se llama progresion por cociente 6 progresion geomé-
trica una série-de 1érminos, tales que cadauno es igual al in-
mediato anterior multiplicado por un mismo nimero. Este
namero se llama razon de la progresion. .

(a) Este valor de n, que es el namero de segundos que tarda el cuerpo
en bajar, es el mismo que resultaria de la férmula conocida de la caida
2, P
de los graves é=i2t-,que dat= 276.
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Cuando la razon de la progresion es mayor que la upidad,
los términos van aumentando, y por lo tanto la progresion se
llama creciente; y cuando la razon es menor que la umidad,
los términos van dlsmmuyendo y la progresion se llama de-
creciente.

Asi, la série de términos

3, 12, 48,192,.... (1)
es una progresion geométrica creclente cuya razon _es 4.
La série de términos

3.
43, 15, 5, oo (2)

. : . 1
es una progresion geométrica decreciente, cuya razon es 5

237. Segun la definicion de la progresion por cociente, el
segundo. término es igual al primero multiplicado por la ra-
zon; el tercero es igual al segundo multiplicado por la ra-
zon, 6 al primero multiplicado por la segunda potencia de la
razon; el cuarto es igual al tercero multiplicado por la razon,
6 al primero multiplicado por la tercera potencia dela razon;
y asi sucesivamente: luego, en general, un término cualquiera
de una progresion por cociente es tqual al primero. multiplicado
por una polencia de la razon, cuyo esponenle es el nimero de
términos que hay antes de él.

‘Por medio de esta regla se podra hallar un término cual-
quiera de.pna progresion por cociente, conociendo el primer,
término. -la razon y el numero de términos que hay desde el
primero hasta é1.

Ejemplos. 1.° Hallar el término décimo de la progre-
sion (1).

Segl)m dicha regla el término décimo sera 3x4°=786432.

2. Hallar el término octavo de la progresion (2).

1
El término octavo de esta progresion serd 45x(g->_ ng
3.° Hallar el yliimo término de ung progresion por co-
ciente.
Sea a el primer término, q la razon, n el namero de tér-
minos y u el @ltimo: tendremos
u=qaq", * ‘
ecuacion que puede servir para hallar cualqulera de las cua-
- tro cantidades u, «, ¢ y n dadas las otras tres.

.
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238. Interpolar entre dos nimeros dados un cierto nime-
70 de medios geomélricos, es decir, dados el primero y dltimo
términos de una progresion por cociente y el nimero de -términos
intermedios, formar esta progresion. : _

Es claro que este problema quedara resuelto, si llegamos
a conocer la razon de la progresion, pues entonces sera muy
facil la formacion de esta.

Despejemos pues ¢ en la ecuacion u==ag""!, y serd

n—g —0

. u
o 1=V o’ R
* es decir, que la razon de la progresion geoméirica se hallard
partiendo el wltimo término por el primero, y estrayendo del co-
ciente la raiz cuyo indice es el mlmer:o de términos menos uno.

Ejemplo. Interpolar 6 medios geomélricos’ entre. los na-
meros 4y 21.

T
/A .
La razon de la progresion sera \/T Estaraiz se estrae

por logaritmos (Niim. 214).

239. Hallar la suma de los términos de una progresion geo-
mélrica. .

Sea a el primer término, ¢ la razon, n el namero de tér-

minos, u el Gltimo y s la suma de todos: la progresion sera

\

s w %
a, aq, aq ""”F, 7, u.

Tendremos .

: u u
s=at 0t ettt s
y bien

Observemos que' la cantidad, que esta dentro del paréntesis,
es la suma de todos los términos de la progresion menos el
tllimo; luego dicha cantidad es ignal & s—u; por consiguiente

s=a4q (s—u),
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de donde resulta .
M- uq—- e
Luego, para hallar la suma de los términos de una_progre—
sion por coctente , se multiplica el dltimo’ término por la razon,
del producto se resta ¢l primer término , y la diferencia se divide
por la razon disminuida en una unidad. A
* 240. De las dos ecuaciones
. uq—a
q—1
pueden deducnrse dos cualesquiera de las cinco cantldades u,
q, n,uYy s, dadas las otras tres. ’
Como cinco_cantidades pueden combinarse tres & tres
de diez modos, se podrdn proponer los dicz problemas si-
guientes.

i.° Dadosa,qyu hallar n y s.
logu—loga g — 0

u=—ag"*, s

Tendremos n =1 4

logg g—1"
2.° Dados a,qyn, hallar uys.
u=ap—t, 5= 4=

q—1
3.° Dados a, qy s, hallar v y n.
__ats(q— l) log (sq - s—|-a)-— loga
1 log g
4.° Dadosa,uyn, hallar qys.

n—1 " n—1

n—i—

g=/T, smtimee
) vV u —\/a
5.° Dadosa, uys, hallar q y n.
© $—a ' log u—log a
== n=1+: log(s—a)—log(s—u)
6.° Dadosa, nys, hallar q y u. :
Para hallar ¢, se tiene la ecuacion )

e
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>
ecuacion que aun no sabemas resolwer, si n>3; pues sin=—=4,
resulta una ecuacion de tercer grado. Hauada g, sera

u____aqﬁ—i B
7.°  Dados q, uyn, hallar ays. i ,‘?7
@b
N (e

8.°" Dados q, uys, hallar a y n.
]ogu—log (ug+ s—sq)
log q

a'=m1——8(q-—4) n=A4

9. DadoSq,nys hallai a y u.

ae— 8(1—1) y— sq-——-l)q"“‘. )
=1’ —1

10.° Dados u, ny s, hallar a y q.
Para hallar ¢ y a, tendremos las ecuaciones:

v -
(=i Fsq™=u, o= .
. Ejemplo. * Obligado Sessa por el rey de su patria 4 pedir una
recompensa , por haber inventado el juego del agedrez , pidid al
rey 1 grano de trigo por la primera casilla de las 64 del table-
ro del agedrez, 2 granos de trigo por la sequnda casilla, 4
granos de trigo por la tercera,’ y asi sucesivamente , duplicando
siempre el nimero de granos de trigo. El rey se rid mucho alver-
que la recompensa pedida era, sequn €l creia, tan pequena; pe-
ro, hecho el cdlculo, vi6 con grande asombro que sus tesoros y
aun los de todos los reyes de la tierra eran msuﬁcwntes para dat
G Sessa la recompensa prometida. 6Cudl fué el nimero de granos
de trigo que pidid Sessa?

Porla primera casilla pldlé i grano por la segunda 2 gra-
nos, por la tercera 4 granos, por la cuarta 8, ete.; luego el
tetal de granos de trigo que pidi6 era la suma de los 64 tér-
minos de la progresion geométrica .

t, 2, 4, 8, 16......

Para hallar esta suma, halaremos primeramente el valor
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del Ailtimo término, qué &8 Ix2%=—=2%;"y ;u')r consiguiente
la suma de todos los 64 términos es
2%x2—1
2-1
Hallando por logaritmos esta potencia, resulta
18 446750 000000 000000.

Si se quiere saber cuantas fanegas compone este nimero
de granos de trigo, hallaremos en primer lugar el nimerode
granos de trigo que tiene 1 fanega. La libra licne unos 12000
granos de trigo; luego si la fanega tiene 90 libras, tendra
12000x90==1080000 granos: particndo pues €l total de gra-
nos por este nimero, resultan 17 080324 000000 fanegas;
cantidad de trigo mayor que toda la. que se ha consumido
desde el principio del mundo. ‘

* 241. Nora. Consideremos las dos progresiones por di- -
ferencia y por cociente. .
veee—3d,—2d,—d, 0, d,2d,3d.... nd,....
i 1 1

Pl 1,49, ¢, ¢,.c ¢*seen.

=2%—1.

\

: a,_ \¢

" Es evidente que q=(\/ q ) , ¥ por consiguniente g"==
4 __\nd ‘ ‘

(\/ q ) . Si la base del sistema de logaritmos es ¢l niumero

o
V ¢, sera nd=log ¢".

Luego, si tenemos dos progresiones, una por diferencia que
tenga entre sus términos al 0, y otra por cociente que tenga al 4
entre los suyos, y las colocamos de modo que los térmsnos 0 y 1
se correspondan, cada término de la primera progresion es el lo—
garétmo.del término correspondiente de la sequnda; siendo la ba-
se el nidmero que resulla estrayendo de la razon de la progresion
‘geométrica la raiz cuyo indice es la diferencia de la progresion

~ arimeética. .

Tomando esta propiedad de los logaritmos por su defini-
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cion, se deducird como consecuencla la deﬁmclon primitiva
(Nzim 20%).
En cfecto, sean las dos progresnones
...—3d,—2d,—d," 0,d, 24, 3d,.... nd

1 1 1 '
rg .?, rk 1,9, ¢ @eeee ¢%eent

Tenem(_)s segun la nyeva deﬁnicion nd_logq" mas$
f 4 d nd
siendo q=(\/— ) » Y por consiguiente q"—(\/q) , serd

: nd._ log (\/— ) ; es decir, que el logaritmo- de un ndmero es

el esponente & que debe dlevarse la base para que la potencia sea
“tqual & dicho wimero.

ArTicuro 3.°
Progresiones geométricas decrecientes y continuadas al inﬁm'to.

*242. Hemos hallado que la suma de todos los términos
de una progresnon geométrica, creciente 6 decreciente, es

L

R poniendo en vez de » su valor ag"~!, s—‘l(l____lﬂ

Supongamos ahora que la progresion sea decrecxenge esto
es, que < 1. Cuanto mayor sea #, menores el valor de " (Arzt-
me’tzca nidm. 4112); pero de esto no debe conclulrse ya, sin de-
mostracion (a) , que cuando n=w , serd §*=0; puesto que
una cantidad que va decreciendo puede tener un limite ma-
yor que 0.

Para demostrar que ¢"=0 cuando n=00 , hagamos ¢ =.i;.

7

. , B :
siendo r>1: sera ¢" = Mas siendor>1, hemos demostra-

" do (Ndm. 198) que r”=w ; luego entonces ¢*=0; y por

(a) Como lo hacen muchos auteres de dlgebra, y entre ellos Mr.
Bourdon. . .
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consiguiente ,
—a a
§——u, 0 §=—.
g—1’ 1—q
Luego la suma de los térmmos de una progresion geométrica
decreciente , continuada al tnfinito, es igual al primer (érmino
dividido por la unidad menos la razon. .

Ejemplos 1.° Sea la progfesion geométrica decreciente
contiouada al infinito )

' 1
cuya razon es 3

' o . .
La suma de estos infinitos términos seral—-:%.

2. Sea la fraccion decimal periddica 0,323232....., que
es la suma de los términos de la progresion geométnca de- -
_ creciente continuada al infinito .

1 3
0,520, 52x 5 +0, 32x( 400) 40 ‘52x( wo) Fo:

la suma 'de'l.odos los infinitos términos, 6 la fraccion gene-
ratriz. de la decimal peribdica propuesta, sera

0,32 32 ’

jy p— =09’

conforme 4 lo demostrado (Aritm. nim. 124).

Arricuro 4.°
Pilas de balas.

* 243. En los parques de artilleria estin colocadas las
balas en pilas cuyas capas horizontales: pueden tener la forma
de cuadrados, rectangulos y tridngulos equilateros.

‘Antes de resolver el problema de hallar el nimero de ba-
las de estas pilas, conviene que resolvamos el problema si-
guiente.



207.

* 24%. Hallar lo suma 12 2 4-5%..... 4 n? de. los cua~
drados de los wiimeros naturales, dado el niémero n de eclos cua-
drados.

Sea s la suma, tendremos
2=1 +3 +3 +1,
3*—=9221.3.2°-1-3.2}1,
=343 3} 5}.5—}—1 ,
(n+1)=n+ 3n*43ni-1.

"~ Sumando estas igualdades ordenadamente serd

(n+1)>=14-35(1*+2*43*4-.. —|—n’)+5(4 —|—2—|—5+ +n)—|—n._

Poniendo en lugar de 124203 ... —|—n’ su igual s,

y en vez de 14+24+3....4nsu 1gual n(n + (N . 259),
y despejando 3s, serd

| P —(n 1) = 2D,
6 3s=(n+ l)("’-I- —2'), 53:7»(1:—{— "%')(n-{— 1);

y por consiguiente

ﬂ(n-l—i) ®+1)

* 245. Una pila cuadrangnlar es una pila de balas, que
tiene por capas horizontales cuadrados, cuyos lados van dis-
minuyendo sucesivamente en una bala desde la base hasta la
capa superior, que consta de una sola bala. Cada bala de esta
pila esta sostenida por cuatro de la capa inmediata.

El wimero de balas del lado de la base de una !nla -cundran -
. gular es tgual al nimero tolal de capas de dicha pila. -

En efecto, la capa superior, 6 primera, tiene una bala; la
segunda tiene por lado dos balas, la tercera tiene por lado
tres balas, y asi sucesivamente; Iuego la base tendré por lado
tantas balas como capas tiene la pila.

Hallar 6l niimero de balas de una pila cuadrangular , cono-
ciendo el niimero de balas del lado de lu base, 6 lo que es igual,
conociendo el nimero de capas.

Sean el nimero de balas del lado de la base de la pila, 6
el niimero de sus capas: la capa primera 6 superior tiene {
bala, la segunda 2? balas, la tercera 3* balas..... la base n?
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balas; luego el niimero total de balas de esta pila sera
134224 3 4.4t

6 bien, llamando P, 4 lasuma, serd ()

ptiotdeth
c
*246. Una pila rectangular es una pila que tiene por ca-
pas horizontales rectangulos, cuyos lados van disminuyendo
sucesivamente en una bala, desde la base hasta la capa supe-
rior, que consta de una linea de balas. Cada bala de esta pi-
la esta sostenida por cuatro de lacapa inmediata.

E| niéimero de balas del lado menor de la base es zgual al ni—
mero de capas de la pila rectangular.

‘En efecto, la capa primera § superior tiene por lado me-
nor 1 bala, la segunda tiene por lado menor 2 balas, la ter-
cera 3,y asi sucesivamente ; luego el lado menor de la base
tendra tantas balas como capas tiene la pila.

- Hallar el mimero de balas de una pila reciangular , dados los
niimeros de balas de los lados de la base.

Sea n el namero de balas del lado menor de la base, y
n+-p el del lado mayor. Hallemos en primer lugar el niime-
ro de balas de la linea 6 capa superior ; llamemos x & este na-
ro. El lado mayor de la segunda capa tendra x4 1 balas,
el de la tercera x+2, el dela cuarta z+3...., y el de la
base x4~ (n — 1), 6a:+n— l;luegors+n—1=n+tp, y
por eonsiguiente = p+

Esto supuesto , la primera capa, 6 la supenor tiene p4-4
balas, la segunda 2 (p+2), la tercera 3(p+3),.... la base
n(p —|—n) luego el niimero total de balas de esta plla sera

p(l-.—"—!—i’»—}— ..... +n)+l’+2’—|—o’—|— ..... +n?;
y llamando P a.esta suma, sera (Nums: 234 y 244)

PG +n<n+&>(n+a>

Si p=0, en cuyo caso la pila es cuadrangular la suma

n( —H)("—H)

anterior es - , COmo la hemos hallado directa-

mente. -
*247. Una pila triangular es una pila que tiene por ca-

(n) Léase P indice ¢, 6 simplemente P, c.
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pas horizontales triangulos equilateros, cuyos lados van dis«
minuyendo sucesivamente en una bala desde la base hasta
la capa superior, que solo tiene una bala. Cada bala de esta
pila esta sostenida por tres de la capa inmediata.

E! niimero de balas del lado de la buse es igual al wimero de
capas de lopila triangular.

Se demuestra del mismo modo que ¢l teorema analogu de
los dos casus anteriores.

Hallar la suma de las balas de una pila triangulai, dado el
ndmero de balas del lado de la base, 6 lo que es igual, dado el
numero de capas. .

Sea n el numero de balas del lado de la base, 6 el niime-
ro de capas; el namero de balas de la base sera

!
14245 fn= g‘"
Esto supuesto, Ia capa superior 6 primera tendr el ni-

1241 PARS ]
0 de balas -
mero de balas 3 3

» lasegunda capa tendra , fa terce-

343 n'tn

ra—g—.... y la base 5 ! luego la suma de todas estas
balas sera '
1"+ 2}[—_:'5’—{— ..... -}-n_’+1 +24-5+....+n
6 llamando P a esta suma, sera (Nims. 244 y 234).
t
P_n(n—l—g'}(n—}-l)_‘_n(n-l—l)
e 2.3 2.2

v

5 ' P=n(n-§—_l)(n+2)
t 6
Nora. Si Ia pila es troncada, es decir, terminada en-una
capa mas baja que la euperlor se obtendra el nimero de sus
balas, hallandoe los nimeros de balas de las pilas completas,
cuyas bases son la mayor de la troncada y la primera deﬁ~
c¢iente, y restando dichos niimeros.

14
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CAPITULO IV.

Intereses, anualidades ¥y rentas vitalicias.

—— e

- Articuro i.°

Interescs.

248. Hallar la relacion que liga al capital, ol tanto por 1
anual, al tiempo y G la suma del capital ¢ interéses al cabo dé
este tiempo (a).
Sea ¢ el capital puesto & interés, r el tanto por 1 anual, ¢
el tiempo, siendo unidad el afio, y C el valor del capital ¢ al
cabo dg este tiempo, 6 bien la suma del capital ¢ intereses al
cabo del tiempo ¢.
Supong&mos primeramente que ¢ sea un namero entero
de aios. | .
El interés del capital ¢ en un afio es cr; luego el valor del
capital ¢ al fin del primer afio sera ¢+ cr=c(14-r); es decir,
que para hallar el valor de un capital cualquiera al cabo de
un a@io, no hay mas que multiplicarle por 1-r.
Segun esto, el valor del capital ¢(1-4-r) -al fin del afio si-
guiente, 6 el valor del capital ¢ al cabo del segundo afio, sera
¢(14-r)?; al cabo del tercer afio el valor de dicho capital sera
¢(1--7)*; y en general, el valor del capital ¢ al cabo de los ¢
afos serd ¢(1-}r)": y como 4 esta cantidad hemos llamado C;
sera
. C=c(1—r).

Supongamos ahora que el tiempo ¢ sea un nimero frac-
cionario 2 de afio.

Para hallar en este caso la relacion pedida, llamemos x al

. i ‘
interés de1 en el tlempo—q—de aflo: el interés de ¢ en el tiem-

« (@) Hemos resuelto ya esta cuestion (4ritm. num. 207), admitiendo
el principio inexacto de que el interés que produce un capital es propor-
cional al tiempo: actualmente tratamos de hallar la relacion verdadera
que l‘léay entre las cuatro cantidades que entran en las cuestiones del
interés. . -



211

1 .y
po — de aiio sera ¢x; luego el capital ¢ se convertira al cabo
i
del tiempo? en ¢+ cx=c (14 ) ; es decir, que para ha-

1
llar el valor de un capital cualquieraal fin'del tiempo 7 de
afio, no hay mas que multiplicar dicho capital por l—l—x

‘Segun esto, el valor del capital ¢ al cabo del tlempo s
3
sera c(1-+)*; al cabo del tiempo?- sera ¢(1+2)*; y en gene-

ral, el valor del capital ¢ al cabo del tiempo L cera e(1+x)":
ycomo & esta cantidad hemos llamado C, serd C=¢(1+=)"(1).
Tambien el valorde ¢ al fin del tiempo q_, 6 un afio, es

¢(14-x)%; y como por otra parte el valor d¢ ¢ al cabo de un
afio es ¢(14r), sera

c(14a)=c(1+r), .

de donde resulta

L 4r=(1+4r)7.

Sustituyendo este valor en la ecuacion (1), sera

— ( (4+r)7>'=c(;+r)7,

C=c(1+r).

Vemos pues que, cualquiera que sea el tiempo, entero 6
fraccionario, la formula es siempre C=c(1 +r)"; 6 tomando
los logaritmos de ambos miembros, :

logC=logc+tlog(1+7r),
ecuacion que nos dara cualquiera de las cuatro cantidades C,
¢, ¢ y r; conociendo las otras tres.

Asi, si la incognita es ¢, téendremos

logc=log C —tlog (1 7).

0 bien
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Si la incognita es (, sera
log C—loge

log (14r) ~
Fin’lmente, si la incégnita es r, serd
log C—1log ¢
lo (1) = —=———F =
gem tos. 4.°  (En cudnlos afios se duplica un capital im-
puedlo al 5 por 100, y no percibiendo los réditos?
En este ejemplo conocemos el capital primitivo ¢, lasuma
del capital primitivo v de sus'iulereses 2¢, y el tantopor 4 que
es r=0,03; v la incdgnita es ¢: luego sustituyendo en la for-

logC —logc : '
mula I—W los valores de C yn teudremos
*  log2c—logc log2 .
=T logh08  — logl,05 — |2 afios.

2 °  ¢4Cudl seré el valor deun capital al cabode cien afios im-
puesto al 5 por 100, y no percrbiendo los rédstos?

Conocemos el capital ¢, el tanto por 1 r==0,03, el ni-
mero de afios t=100, y la incognita es C.

Sustituyendo los valores conncidos en la formula C=
c(1+4-r), sera C=c (1,05)'*°. Efectuando esta potencia por
medio de logaritmos, hallaremos 131, despreciando la frac-
cion que ademas resulta: por consiguiente C =131 ¢, es de-
cir, que un capital cualquiera impuesto al 3 por 400, y no
percibiendo lox intereses, se hace al cabo de un siglo 131 ve-
ces mayor de lo que éra al principio.

3.° - (Cudl es el capital que ¢ & por 100, y no cobrando los
tnlereses, se convierte al cabo de 7 anos en 9639,2 reales?

En este caso tenemos C=9629,2; r=10,04; t==7;y la
incognita es c. ‘ '

Sustituyendo los valores de los datos en la férmula

loge=log C—tlog (1 +r), .
sera 16gc=10g 9639,2 —7 log 1,04.

Efectuando este calculo, se halla r=7328 realcs.

Nora. Hemos hallado la formula C=c (14-r)’, admitiendo,
como es cierto, que la unidad de dinero produce interés aun
en el liempo mas pequeiio; de manera que el valor ¢ (4 4-r)°
del capital ¢, al concluir el tiempo ¢, se compone del capital



.

243

primitivo, de los intereses que este produce en todos los ins-
tantes del tiempo ¢, y de los intereses que producen los inte~
reses. El interés oalculado de este modo, que eme] verdadero,
se llama-interés comdpuesta, y el interés calculado en la supa-
sicion de que los intereses de un capital son proporcionales &
los tiempos, se llama interés simpls (a).

Calculo de la poblacion de un pafs.

249. Sca h el nimero de habitantes de un pais, a su au-
mento anual por cada habitante (cuyo aumento es facj) calcu-
lar, conociendo el aumentn annal de 100, 4000, etc. habitan-
tes), ¢ el tiempo espresado en afios, y H el nlimero de habi-
tantes del mismo pais al cabo del tiempo ¢:-se demostraradel
mismo modo que en la cuestion del interés que, cualquiera
que sea el tiempo ¢, se tiene H=h (1 4 a)', ecuacion de la
cnal se deducira cualquiera de las cuatro cantidades, dadas
las otras tres. .

oEn cudntos afios s duplicard el niimero de habstantes de un

pats cu_t}o,aumento anual es de —2

189
1 :
Conqdemos h, H=—=2h, TR la incognita es t. La
. g log H—logh .
formula H=h(1--a) nos da = “log (14a) y sustitu-

log 2
log190—1log 189 °
tuando el calculo indicado, resulta t= 151 afios, desprecian-
do la fraccion que ademas resulta.

¢

yendo los valoresde Hy @, (= Efec—

ARTicuLo 2°
Anualidades.

250. Se llama anualidad la cantidad constante que debe
darse anualmente cun objeto de pagar el interés de un gapi-

(a) En mi Memoria sobre el cdleulo del interés he demostrado que el
interés compugsto, 6 mas bien el interés verdadero, es menor que el in-
terés simple, cuando el tiempo es menor que 1 aiio; y mayor, cuando el
tiempo es mayor que { aio. IR

ot
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tal recibido & rédito, y de estinguir esta deuda al cabo de un
cierto numero de afios. - :

Hallar la velacion que liya & las cuatro cantidades, capital,
tanto por A anual, nidmero de afios al cabo de los cuales se ha de
estinguir la deuda, y anualidad. o

Sea ¢ el capital, r el tanto por 1 anual, ¢ el niimero de
afios y a la anualidad. :

Al fin del primer afo el prestador recibe la anualidad a,
la cual al cabo de los t—1 aiios, que faltan hasta la estincion
* de la dBuda, vale a (1 + ). La anualidad a dada al fin del
segundo afio valdra al fin del @ltimo afio a(1+r)"""; la anua-
lidad @ dada al fin del tercer afio valdra al fin del altimo afio
a(14-r)—3, ete.; y la anualidad a dada al fin del Gltimo afio
-vale a: de modo que todo lo recibido por el prestador vale al
" fin del Gltimo afio .

. a0 " a0 a4 "+ a1+ a(+1) .

Estos términos forman una progresion geométrica, cuyo
primer término es a, la razon 1 + r y el nimero de términos
¢: luego la suma de todos estos términos sera (Num. 239)

a(4+r)—a .

El capital, que ha entregado el prestador, vale ¢(14-r)" al
cabo del liempo ¢; luego, como la cantidad dada por el pres-
tador debe ser igual & la recibida por el mismo, para quedar
pagado; la relacion pedida sera

t : .
Sl e
de la cual se deducird cualquiera de las cuatro cantidades c,

r, t y a, dadas las otras tres.
Asi, siendo ¢ la incognita, se tendra

gt (i+r)
T (Ary—1’ ,
Si la incdgnita es r, hay que resolver una ecuacion del
grado 14 1. .
Si la incgnita es ¢, se hallard
. a +r)t —a

R
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Finalmente, si la incognita es !, se despejard primera-
mente (1 4-r)?, y serd

(rf=—"

¢

a-— rc’
Y por consiguiente
' __ log a—1log (a—rc)

log (1+41)

Arricuo 3.°

. Rentas vitalicias.

251. Se llama renta vitalicia la anualidad que recibe una
persona por un capital prestado, con la condicion dé que al
fin de su vida quede estinguido su haber.

Para hallar la anualidad que debe recibir el prestador,
conociendo el tanto por 100 del interés ordinario, no hay mas
que suponer que el nimero de aiios en quese ha de estinguir
su capital, es el nGmero probable de afios de vida del mismo.

Hé aqui la tabla de Duvillard sobre la probabilidad de la
vida humana en Francia en el altimo siglo. '

Edad de la persona.
1, 5,10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55, 60,65, 70,75, 80,85.
Tiempo probable de vida.
87, 454, 43, 39, 354,324,204, 26, 23, 20, 17, 14, 11,83, 64, 5, 34,24,

No debe considerarse esta tabla como muy exacta; pues,
segun calculos hechos en otros paises, el tiempo probable de
vida es mayor que el que indica la misma tabla.
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 NOTA.. ‘

RESOLOCION DE LAS ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO.

Sea la ccuacion ax®+- bx + ¢=0, cuyas raices quéeremos
hallar. Pasando ¢ el segundo miembro, sera ax® 4 bx = —¢:
Multipliquemos los dos miembros de esta ecuacion por 4a, y
la ecuacion sera

&ax® -+ babx = hac.

Observemos ahora-que el primer miembro de esta ecua-
cion consta de los dos primeros términos del cuadrado del bi-
nomio 2ax-b; luego para que el primer miembrosea un cua-
drado perfecto, afiadiremos 6* a ambos miembros, y entonces
la ecuacion sera

ha*z* 4 habx 4 b* == P — kat.
Estrayendo ahora la raiz cuadrada de ambos miembros, serd
2az -} b==V b*— hac,

S —b==v/b*—hac
y por consiguiente T= E— ,
resullado que nos da la regla siguiente:

En toda ecuacion ds la forma ax*-+bx-- ¢ =0 la incdynita
es iqual al coeficiente del sequndo término mudado el siyno, == la
raiz cuadrada del cuadrado de dicho coeficiente, disminuido en el
cuddruplo del producto de los cosficientss estremos, devidido todo
por el duplo del coeficiente del primer término.

Consideremos ahora la ecuacion ax*4-2bz -+ c==0..

Pasando ¢ al segundo miembro, sera azr*42bx==-c.
Multiplicande los dos miembros de esta ecuacion por a, serd

a*x*+ 2abr——ac.

Como el primer miembro consta de los dos primeros térmi-
nos del cnadrado del binomio az -} b, completaremos su cua-
drado afiadiendo b* 4 ambos miembros : tendfemos pues

@'z +2bz+b*=b*—ac;
y estrayendo la raiz cuadrada de ambos miembros, serd

qx—[—b:i\/b’—ac,
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de donde resulta

~b==\r—ae
r==
a

Luego en toda ecuacion de la forma ax*+2bx+c=0 la
incdgnila es iqual ¢ la mitad del coeficiente del sequndo término
mudado el signo , == la raiz cuadrada del cuadrado de digha mi-

» disminuido en el producto de los coeficientes de los términos
estremos , dividido todo por el coeficiente del primero. _

Estas dos reglas son de una aplicacion mucho mas venta-
josa que la regla ordinaria.

En efecto, la regla ordinaria nos daria para la ecuacion
ur® +bx 4 c=0, despues de partir esta ecuacion por a,

b c
a;=—-it 72— reduciendo ahora los dos qucbrados
24 ba* a .
0® ¢ '

Y 7' al comun denominador 4a?, estrayendo la raiz cua-

drada del denominador 44%, y sumando en seguida los dos
b Vi—ha ,

quebrados—z y:h—%-:— , resultarian los valores de z,
( P

que se obtienen inmediatamente por la regla nueva.

En la ecuacion az®-- 2bx + ¢==0, despues de partir pora,
, - b koo
tendriamos por la regla ordinaria x:—--a—i —_— ——

a? a’

que despues de varias_operaciones se reduce 4
—b=*=y/*—ac

e .
resultado que se obtienc inmediatamente por la regla nucva. |
Ejemplos. '
1° Ay* (B4 D)y+ Cx’+ Ex+ F=0.
Tendremos inmediatamente
— (Br+ D)=V B2 - 2BDx -+ D*—4A (Co* ¥ Ex - F)
y= 24 >
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6 .
——_B’;:"'D M\/(B’—MC)@'+2(BD 24E) o+ D'—#4F.
g9° 7 51 4+ 6r—3="0.

—3=£VOF15 -.3-4-\/—4
r= =

Volviendo & resolver estds ecuaciones por la regla ordina-
na, se vera palpablemente la ventajade las dos reglas nuevas.

. Sy . vy, -
’ . B . . , y

- -—
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