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Capitulo 1

Analisis vectorial

1.1 NOTACION VECTORIAL

Para distinguir vecrores (cantidades que tienen magnitud y direccién) de escalares (cantidades que tie-
nen solo magnitud) los vectores se denotan cor. simbolos en negrilla. Un vecror unidad, de valor absoluto (o
magnitud o dimension) 1, se indica siempre en este libro, por una letra minascula en negrilla a. El vector
unidad que tiene la direccién del vector A se determina dividiendo A por su valor absoluto:

. A A
I":T}i_i o -j

donde [A| = A =, /A + A (ver seccion 1,2). 5
Mediante los vectores unidad 8., @, ya.a lo largo de los ejes x, y y z de un sistema de coordenadas
cartesianas, un vector cualquiera puede ser escrito en Jorma de c'umpanemfﬂl- :

A=A.a . +A4a + Aa,

1.2 ALGEBRA VECTORIAL .
1. Los vectores puedets umarse y restarse:
: (A a, + A,a, + A.a)+ (B.a + B.a + B,a,)
=(A4.tBJa +(4,+ B, +(4, + B)a,
2. Las leyes asociativa, distributiva y conmutativa se aplican
A+(B+C)=(A+B)+C
k(A + B) = kA + kB (k, + kA =k, A+ kA
_ A+B=B+A
3. El producto escalar de dos vectores es, por definicion,
A+B=ABcosf (léase “A punto B")
donde @ es el Angulo menor entre A y B. Con la representacién de componentes se puede demostrar que
JA-B=AB +AB,+AB, |
(AcA= Al = A2 4 A2 4 42

En particular,

4. El producto vectorial de dos vectores es, por defi-
nicion,

A x B = (4B senO)a, (léase “A cruz B™)

donde 6 es el angulo menorentre Ay By a,, es un vector unidad)
normal al plano determinado por A y B cuando estos parten de,
un punto comun. Existen dos vectores normales a este plano|
asi que se necesita determinar uno para mayor claridad. EI’
vector normal que se selecciona es aquél que avanza en la >
misma direccion de un tornillo de rosca derecha cuando A es {l Fig. 1-1

)

f
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2 ANALISIS VECTORIAL [CAP. |

rotado hacia B{ﬁgura 1-1). Debido a este requisito de direccién.la ley conmutativa no se cumple para el pro-
ducto vectorial. En-cambio, se cumple que
AxB=-BxA
Desarrollando el producto vectorial en forma de componentes. tenemos

AxB=(A.a +Aa +A.2a)x(Ba, +Ba+ B,a,)
=(A,B,— A,B)a, +(A4.B, - A.B)a, + (A, B —AB)a,

lo que se expresa convenientemente como un determinante:

ol W
AxB=|A, A, A
| BJ- B}i BI

1.3 SISTEMAS DE COORDENADAS

Un problema que tenga simetria esférica o cilindrica puede expresarse y resolverse en el sistema familiar
de coordenadas cartesianas. Sin embargo. la solucidn no mostrard la simetria y. en muchos casos, serd innece-
- sariamente compleja. Por consiguiente. a lo largo de este libro. ademds de los sistemas de coordenadas carte-
sianas, se usardn los sistemas de coordenadas esféricas y circular cilindricas. Todas las tres serdn analizadas
conjuntamente para ilustrar las similitudes y las diferencias. Jsasa *

(@) Cartesianas (h) Cilindricas (€) Esféricas
Fig. 1-2

' Un punto P gueda determinado por tres coordenadas en cartesiano (x. r. z). en circular cilindrico
(r.¢. =) y enesférico (¢, 0.p).tal como se muestra en lafigura |-2. El orden'deespecificacion delas coordena-
das es importante y debe seguirse cuidadosamente. El 4ngulo ¢ es el mismo en los sistemas esférico y
cilindrico. Pero. en el orden de las coordenadas, ¢ aparece en segundo lugar en el cilindrico(r. ¢.z)yentercer
Iugar en esférico. (r.§, ¢). Elmismo simbolo, r, se usaen {os sistemas cilindrico y esférico para significar dos

21 ; 8 = consu

r = const.
1/

[

r = const:

2 # = const
(a) Curtesano (h) Cilindrico " (¢) Esférico

http://Iibrosysgffiéi%narios.net
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CAP. 1] ANALISIS VECTORIAL 3

cosas cr;mp]etameme diferentess En coordenadas cilindricas ¥ mide la distancia desde el eje = hasta el punto en
un plano normal al eje =, mientras que en el sistema esférico, r mide la distancia del origen al punto. El con-
texto del problema debe aclarar a cual r se hace referencia.

La interseccion de 3 superficies ortogonales determina también un punto, tal como se muestra en la
figura 1-3. En coordenadas cartesianas las superficies son los planos x = constante, y = constante y z=cons-
tante. En coordenadas cilindricas, z = constante, es el mismo plano infinito que en las coordenadas carte-
sianas, ¢ = constante es medio plano con su borde a lo largo del eje z y r = constante es un cilindro recto
circular. Estas tres superficies son ortogonales y su interseccion se localiza en el punto P. En coordenadas
esféricas, ¢ = constante es el mismo medio plano que aparece en las coordenadas cilindricas, r =constante es
una esfera con centro en el origen y@ es un cilindro circular recto cuyo eje es el eje z y cuyo vértice estd en el
origen. Obsérvese que & esta limitado al rango 0 <6 <.

(@) Cartesiano (B) Cilindrica (€) Esférico

Fig. 1-4

La figura | -4 muestra los tres vectores unidad en el punto P. Enelsistema cartesiano los vectores unidad
tienen direcciones fijas, independiente de la localizacién de P. Esto no sucede en los otros dos sistemas
{excepto en el caso de &.). Cadavector unidad es normal a las superficies de coordenadas y tiene la dlrecclén
de incremento de esas coordenadas. Obsérvese que todos los sistemas son de mano derecha: \

a xa, =4, 2 xa,=8, a, X ay=1a,

Las formas de componentes de un vector en los tres sistemas son:

A=A + A3 + A3, (cartesiano)
A=Aa +A,a,+ A,a, (cilindrico)
A=Aa + Aga,+ A, 8, (esférico)

Debe notarse que los componentes 4., A,, A,, etc., no son generalmente constantes sino a menudo
funciones de las coordenadas en el sistema particular.

1.4 VOLUMEN, SUPERFICIE Y ELEMENTOS DIFERENCIALES DE LINEA

Cuando las coordenadas del punto Pse desarrollan en (x +dx, v +dyv,z+dz) 6 (r+dr.¢d¢.z+dz)6
(r+dr.0+d6.¢ + dp)se forma un volumen diferencial dv. En cantidades infinitesimales de primer ordenel
volumen diferencial es. en los tres sistemas coordenados, una caja rectangular. El valor de dv en cada sistema
aparece en la figura 1-5.

En la figura |- 5 pueden también verse las 4reas de los elementos de superficie que limitan el volumen
diferencial. Por ejemplo, en coordenadas esféricas. el elemento diferencial de superficie perpendicularaa, es

dS = (rd@)(rsen0dg) = r’ senfdf d¢p
http://librosysolucionarios.net



4 . ANALISIS VECTORIAL [CAP. |

dv % dxdydz dv = rdrdg d do=rsen0drdody

| S
(@) Cartesiano (h) Cilindrico {r) Esiérico
L)
Fig. 1-5 ;

El elemento diferencial de linea. d/, es la diagonal a través de P, por lo que

df? = dx* + dy? + dz? (cartesiano)
) de? =dr? + r2dg? + dz? (cilindrico)
der = dr? + 12 49% + r’sen? @ dg? (esférico)

1.5 CAMPOS VECTORIALES

Las expresiones vectoriales en electromagnetismo son de tal naturaleza que generalmente los coeficien-
tes de los vectores unidad contienen las variables. Por esto, la expresién cambia de magnitud y direccion. de
punto a punto, a través de la regién de interés; '

Considere por ejemplo, el vector

E=—xa +ya

Dando diferentes valores a x ¥y a yse ob-

¥y
tiene E en varios puntos; Después que
varios puntos han sido examinados, el
patrén resulta evidente. La figura 1-6
muestra este campo..
Ademds, un campo vectorial puede T .
variar con el tiempo. De esta manera al
campo bidimensional examinado puede
agregirsele una variacion temporal me-
diante la expresién : 1
x
E=(-—xa + ya )senwt
6
Er.-(—x.x-{-y',)e’“' ;
Los campos magnéticos y eléctricos de los \ :
capitulos posteriores variardn todos con
el tiempo. Como es de esperarse, serdn
diferenciados o integrados respecto del :

tiempo. Sin embargo, ambas operaciones
tendran un curso natural ¥ muy raramen-

EOa p N, http://librosysolucionarios.net Fie- 16
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CAP. 1] ANALISIS VECTORIAL X< 5

1.6 TRANSFORMACIONES:

El vector oel campo vectorial de un problema particular existe en el mundo real y, por tanto, elsistema
de coordenadas que se emplea para expresarlo es inicamente un marco de referencia. Una buena eleccidon del
sistema de coordenadas puede llevar a menudo a una solucién mas directa del problema y a una expresién
final mas concisa, que muestre la simetria que esté presente; Sin embargo, es necesario a veces transformar un
campo vectorial, de un sistema a otro.

EJEMPLO 1: Considérese e
1 \ Y
A = 5ra, + 2sendpn, + 2cosfa,
en coordenadas esféticas. Las variables 7. 8. pueden expresarse en un sistema de coordenadas cartesianas recurriendo a
la figura 1-2 y aplicando la trigonometria basica. De esta manera :
. y ylang
r=,/xi+yi+:i" cosl = ————— tm#-!
! AP+ x:
L]

Ahora las componenies ¢sféricas del campo vectorial A pueden expresarse en términos de x, v y z asi:

14 ALk
A=5,(’xi+y§+z!l,+——%’i—i’+—*‘—l‘
: ‘/?+yi ,/xi-!-)? +z’ !

L.os vectores unidad a. &, y a, pueden expresarse también en un sistema de coordenadas cartesianas recurriendo a la
fizura -4 v aplicando trigonometria basica. En fecto.

x ¥y z \
O L 2, + )
& JE+ P+ :;xi+yi+r’ ﬁfx!+yi+;"'l'
8, = = A+ . 8, —— 3} 2,
JRrpri iy JRrp ey ey
I\.‘"'='- e 2+ il B a,
S g ey

Combinando éstas con las componentes transformadas resulta

R (i e el
VX + P+ 2+ ) VR P[P+ y?

2y*z 2xy
+ |5y + + :
( {x’+y’],/x’ +y1+:z Jx' +y:_+‘1Jx: +y3)-’

w0 s

Problemas resueltos

»
1.1. Demuestre que el vector dirigidode M (x,. y,.2)
a N(x,, y;. 2;) en la figura 1-7 esta dado por

(X2 — 1) 8, + (y2 — y1)my + (22 — 21) g/

Las coordenadas de M y N se utilizan para expre-
sar los dos vectores de posicion A y B delafigura 1-7.

A =X, + yia, + )8,
B=2x;a, + yaa, 4?3:‘-

Entonces x '

B - A = (x2 = x)a: Hith:/ibOSEsofionarios.net i

N(x;, y3,23)
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1.2,

1.3.

1.4.

L.6.
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ANALISIS VECTORIAL [CAP. I

Determine el vector A dirigido de (2,— 4, 1) a (0,— 2, 0) en coordenadas cartesianas y determine ¢l
vector unidad a lo largo de A.

A=(0-2 + (=2~ (~4))a, + O~ Lo, = 20, + 2a,— a,
AP =(=27%@F + (-1)=9

.-A-Z+2. ll
‘IA' 3.1 3]3'

Determine la distancia entre (5. 3m/2, 0) 'y
(5, ®/2, 10) en coordenadas cilindricas,

z
Primero, obténgase los vectores de posicién car- f (5.,;2‘. 10)
hmiﬂm A y B (ver figura 1-8). f
A= —5a, B =35a, + 10a,
EntoncesB — A = 10a, + 10m,y la distancig buscada
entre los puntos es.
L 4

IB- Al = 10/2

Las coordenadas cilindricas de los puntos no
pueden utilizarse para obtener un vector entre los x
puntos con el mismo método que se siguié en el pro-
blema 1.1 en coordenadas cartesianas. Fig. 1-8

Muestre que A-B= A, B, + A,B,+ A, B,.

Exprese el producto Thr en forma de componentes:
a

AB= (4, Ay8, + A.a,) (Bya, + Bya, + B,n,)
=(4:8,) - (B,8,) + (4,8,) - (B,n,) + (4,1,) - (B,a,)
+(4,8) (B,a,) + (4,3,)  (B,a,) + (4,8,)" (B,a,)
+(4:0,) - (B.n,) + (4,8,) (B,a,) + (4,8,)+ (B,a,)
Sin embargo, a, * 8, = &,°m,=a,"8 = 1puesto que cos Benel producto escalares igual a la unidad cuando el
dngulo es cero. Cuando @ = 90°, cos § es cero. En consecuencia, todos los otros productos escalares de los
vectores unidad son iguales a cero. Asi pues:

AB=AB, +AB, +A,B,

Dados A = 2a, + 4a, — 3a, y B=a,—a, hallar A‘By A x B,
AB=()1)+ (@)~1) + (=3)0) = —2

a, 8, a
AxB=|2 4 -3|=_3a, —3a —6a,
1 -1 0

Demuestre que A = 4a, — 2a; — 2, y B=a/+ 4a, — 4a, son perpendiculares,

Como el producto escalar contiene cos #, un producto escalar igual a cero, ‘éy_enieme de dos vectores
cualesquiera diferentes de cero, implica g\ueﬁ =900, ”

htp:/Aibreaysolugipnarigs.sel
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L.7.  Dados A=2s,+4a, y B=6a,~4a,, encuentre ¢l menor angulo entre ello*ulando (a) el
producto vectorial, (b) el producto escalar,

r )

' ; a 8, a
{a) AxB=|2 4 0‘--—16-,+8|,+12a,
0 6 -4
|A| = V@F + 07 + (0F = 447 & 9 TECy,
Bl = JOF 4 @ + (&P =721
|A x B| = /(~16) + (8)7 + (12)° = 21.54 §of
Entonces, como |A x B| = [A] I'B|W"'f 8, : C, U.B
LA v ", A v
. send = (oyan) = 0568 6 8 =419° A% _
= : b \\h(rormg P > -
() ' A B =(2)(0) + (4)6) + (O)(—4) =24 _ o
dndw AR 2 L mE¥s é 0 = 419°

= JA]|B] '(4.411{721)_ : ;

18. DadoF = (y — 1)a, + 2xa,, hallar el vector en iz. 2,1) y su proyecciébn sobre B, donde
B=>5a,—a,+2a, -

CFR21 = (2= 1), + ()2,

=u, +da, A i
g
Como se indica en la figura 1-9, la proyeccién de un vector sobre un i B
segundo yector se obtiene expresando el vector unidad en la direccién del —_——
segundo vector y utilizando el producto escalar. oy K ik 3
Proy.Awbml:A-u,-—%! : Fig. 1-9
Entences, en (2, 2, 1), /
Saerac F-B (1)5)+ (4)0—=1)+(0)2) 1
.Fsobre B= —— = ———
el /3 7%
| :
19. Dados A=a,+a,, B=a,+2a,y C=2a,+a,, halle (A xB) xC y compérelo con
A x (B x C). ;
a, a a &
AxB=[1 1| 0|=2a ~2a -2,
RS S .
a &, a ]
Entonces AxB)xC=|2 -2 —1'-—2a,+4-.
0 2 1

Un cdiculo similar da A x (B x C) =2a, — 2a, + 3a,.Como se ve, los paréntesis que indican que el
producto vectorial debe efectuarse primero, son esenciales en el triple producto vectorial.

L10.  Utilizando los vectores A, B y C del problema 1.9, halle A*B x C y compirelocon A x B-C.
En el problema 1.9, B x C = —4a, — a, + 2a,. Entonces

A - BREHirgsysplypiqagyios net
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1.14,

ANALISIS VECTORIAL [CAP. I

También en el problema 1.9. A x B =2a,~ 2a,~ a,.Entonces
AxB:rC=(2)(0)+ (- =202) + (= 1)(1) = =5

Los paréntesis no son necesarios en el triple producto escalar ya que sélo tienen significado cuando el pro-
ducto vectorial ha de efectuarse primero. En general, puede demostrarse que:

14, A, A,
B, B, B,
e o o

A'BxC=

Siempre y cuando los vectores aparezcan en el mismo orden ciclico, el resultado es el mismo. ‘Los productos
ucalam triples que se aparten de este orden ciclico sufren un cambio de signo.

Exprese el vector unidad que apunta desde z = h en el F :
eje z hacia (r, ¢, 0) en coordinadas mlindrlcas Ver

figura 1:10. - ; (‘Q (f)L’
. N )
® g vector R es la diferencia de dos vectores: “E Y‘rf . \A&
= v
R=ra,—ha, < : ‘ g
.l - m' h L] '

Rl /e

(P (ri o, 0)
1-10

El d4ngulo ¢ no aparece explicitamente en estas expresiones.
De todas maneras, tanto R como a_ varian con ¢ por inter-

medio de a,. : O\(—i {'/

Exprese el vector unidad dirigido hacia el origen desde
Y

un punto arbitrarid del plano i 5, tal como se I
muestra en la figura 1-11. : tfy

Como el problema esté planteado en coordenadas carte-
sianas, se puede aplicar la férmula del prob]emn 1.1 referente
a dos puntos, . =

R = —xa, yn, + 58,
—xa, — ya, 4+ 58 ¥ 5a; , %

WX 4 y? 425

Use el sistema de coordenadas esféricas para hallar el 4rea de la franja @ < 8 < B sobre la concha
esférica 'de radio a (figura 1-12). ;Cual es el resultado cuando a = Oy f=n?

El elemento diferencial de superficie es [véase ﬁgum 1- 5(:.'}]
{
dS = r*sen 648d¢

Fig. 1-11

Entonces
in _§
A= [ a*senbdodg ,
o a

= 23:8’(6051 — cos f)

Cuando a =0y =1, A =4na?®, drea de toda ini;fern.'-

Fig-1"12

Desarrolle la ecuacién para el volumen de una esfera de radio g, a partir del diferencial de volumen. ;
En la figura 1-5(c), dy = ¢? sen 8 dr db d¢. Entonces '

ve| J’ fr’ssnﬂdrdﬂd¢= . ,sq;
http: //Iﬂ)rosysolumonarlos het #
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ANALISIS VECTORIAL . 9,

Utilice ¢l sistema de coordenadas cilindricas para hallar el 4rea

de la superficie curva de un cilindro recto circulardonde r=2 m,
h=5m,y 30° < ¢ < 120° (véase figura 1-13).

El elemento diferencial de superficie es d§ = rd¢ dz. Entonces
2ui3

A-f:j'“ 2dpdz

=5z m?

Transforme

2

A=ya +xa, + - a,
: | sz""yi

de coordenadas cartesianas a cilindricas.

» Recurriendo a la figura 1-2(b),

X =rcos¢ y =rseng r=/xT3)?
En consecuencia, A =rsenga, + reos da,+rcos’pa, *

En seguida, se obtienen las proyecciones de los vectores unitarios cartesianos sobre 8,, a, y a,:

] A, 'R, =Cos g~ 2, 4,= —seng a a =0
| &, & =seng a,ca,=cosg a-a =0
( .l'.!=n .I'.o=_g il TR A= s
Asi pues o ’Y -I, “ cos¢a, — senga,
e 8, =senda, + cosga,
. s [ i=a : - 20
y A= 2rsengpcos pa, + (rcos? ¢ r rsen’ $)a, + reos’ ga,

Un vector de magnitud 10 apunta en coordenadas cilindricas de (5, 57 /4. 0) hacia el origen (figu-
ra 1-14). Exprese el vector en coordenadas cartesianas.

En coordenadas cilindricas, ‘el vector puede sc! expresado como
10a,, donde ¢ = »/4. En consecuencia ; .

10 0
A,=10m£=—5 Ay=10senz=— 4 =0 A

"/ gy b qg“

e :

Obsérvese que el valor de la coordenada radial, 5, es inmu-srario. Fig. 1-14

N

Problemas suplementarios

Dados A = 48,+ 10a, y B=2a_ + 3a,, encuentre la proyeccién de A sobre B. Resp.  12/,./13

Dados A = ( 10/\/2)(a, +3,) ¥ B=3(a, +a,), exprese la proyeccién de B sobre A como un vector en la
dieorin de e iy "-'sqé'h*tqyl.lllibrosysolUC|onar|os.net



1.20.

1.21.

1.22,

1.23.

1.24.

1.25.

1.27.

1.29.

1.30.

1.32.

1.33.

ANALISIS VECTORIAL [CAP. |

Halle el dnguloentre A = 10a, + 28,y B= —4a, + 0.58, usando tanto el producto escalar como el producto
vectorial. Resp.  161.5°

Halle el d4ngulo entre A = 5.8 a,+ 1.55a, y B= —6.93 a, +4.0a, usando tanto el producto escalar como el
producto vectorial. Resp. 135°

Dadoelplano 4x + 3y + 2z = 12, halle ¢l vector unidad normal a la superficie dirigido hacia afuera del origen.
Resp. (4a, + 3a, + 2a,)/,/29

Demuestre que los campos vectoriales A y B son siempre perpendiculares si A, B, + A,B, + A B, =0,

Halle la relacién que deben satisfacer las componentes cartesianas de A y Bsilos campos vectoriales son siempre
paralelos. "

S

Resp. ﬁ.:_Z:fi
B, B, B,

=
Exprese el vector unidad dirigido hacia el origen desde un punto arbitrario sobre la linea descrita por x = (),
y=3

—3a, — za, -

V9+ 22

Exprese el vector unidad dirigido hacia el punto (X« ¥'i- 2;) desde un punto arbitrario en el plano y = —5.

Resp. a=

i {xl o xhx-+ (3‘1 + 5»; ¥ (zl ot 3#.
V% — xP + (rs +5) + (2, — 2

Resp. a

Exprese el vector unidad dirigido hacia el punll; (0.0 h) desde un punto arbitrario en el plano z = —2. Ex-
plique el resultado cuando h se aproxima a —2.

Resp. ~am =M=y (h+ 2)a,

NoETr

Dados A = 5a, yB = da, + B,a, halle un B, tal que el dngulo entre A y B sea 45°. Si B tiene también un tér-
mino B, m,, jqué relacion debe existir entre B,y B.?

Resp. B, = +4, \/8,’ +Bl=4

Demuestre que el valor absoluto de A - B x C es el volumen del paralelepipedo con aristas A, By C. (Suge-
rencia: Primero demuestre que [B x C| es el 4rea de la base.)

' DadosA =2a, —a,,B=3a, +8a,,yC=~2a,+ 68, — 4a,, demuestre que C es perpendiculara B y a A,

DadosA =a, —a,, B=2a, yC= —a,+ 3a,, halle A*B x C. Examine otras variantes del triple producto
escalar. Resp. -4 g

Con los vectores del problema 1.31, halle (A x B) x C.
Resp. —8a,

Encuentre el vector unidad dirigido desde (2, — 5, —2) hacia (14, — 5,3).

Resp. a= Tl; a, + |—53.._http://Iibrosysolucionarios.net
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1,34,

1.35.

1.36.

1.37.

1.38.

1.41

1.42,

1.43,

1.45.

Indigue por qué el método del problema 1.1 no puede ser usado en coordenadas cilindricas para los puntos:
(ri.e . 21) ¥ (ra. 2. 53). Hagase la misma pregunta respecto de las coordenadas esféricas.

Verifique que la distancia d entre los dos puntos del problema 1.34 estd dada por:

4% =r +ri = 2riryc08 (¢ — &) + (2, — 2, )?

Halle el vector dirigido desde (10; 3In/4. m/6) hacia (5, n/4, n), donde los puntos estan dados en coordenadas
esféricas.  Resp.  —9.66a, = 3.54a, + 10613, i

Halle la distancia entre (2. 7/6, 0) y (1. 7. 2). Los punios estan dados en coordenadas cilindricas.

Resp. 3.53

1

Halle la distancia entre (I, 74, 0) y (1.3n/4, ). Los puntos estén dados en coordenadas es!’érica_s.'
"Resp. 2.0

Utilice coordenadas esféricas e integre para hallar el drea de la region 0 < @ < & sobre la concha esférica de
radio @. ;Cudl es el resultado cuando a = 2xn? Resp. 2ua®, AL dng?

Utilice coordenadas cilindricas pa.ra hallar el drea de la superficie curva de un cilindro circular recto de radio a ¥
radio h. Resp.  2nah

Utilice coordenadas cilindricas e integre para obtener el
volumen del cilindro circular recto del problema 1.40.
Resp. ma*h

Utilice coordenadas esféricas para escribir las 4reas
diferenciales de superficie dS, y 4S5, y luego integre para
obtener las dreas de las superficies-marcadas con /'y 2enla
figura 1-15. Resp. n'/{f& '

%

Utilice coordenadas esféricas para hallar el volumen de
una concha hemisférica de radio interno 2.00 m y radio Fig. 1-15
externo 2.02 m. Resp. 0.162 m? =

Utilizando coordenadas esféricas para expresar el diferencial de volumen. integre para obtener el volumen

definidopor I sr<2m. 0<f<n2, y 0<¢p<n?2 Resp ?_nm,

Transforme el vector A = A, a, + A,a, + A,.l, a coordenadas cilindricas.
Resp. A =(A.cos¢ + A,send)a, + (— A seng + A,cosd)a, + A, a,

Transforme el vector A = 4,1, + A, 8, + A,a, a coordenadas cartesianas.

A, x . Agxz S Ayy
VXErpa ey fxt )R NS
Ay & Agyz - Ay x ).
Va2 ey e B ey St
TR
/> hitp:Aibyesyselisioharios.net

Resp. A= (
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1.47. Transforme el vector F =r"'a, que estd expresado en coordenadas esféricas, a coordenadas cartesianas.

xa, + + 2
Resp. F = %—y-?—:—'
Xt 4y i
1.48. En coordenadas cilindricas r= constante define un cilindro circular recto y F = Fa, describe una fuerza que es
normal en cualquier parte a la superficie. Exprese la superficie y la fuerza en coordenadas cartesianas.

xa, +
Resp.  x* + y* = const,, F = 2ox T Y

S

1.49. Transforme el campo vectorial F = 2cos@a, + sen 08, a coordenadas cartesianas.
Fa Axza, + 3yza, + (22 — x? - y?)a,

Resp. P s
! [ LY
1.50. Dibuje ¢l campo vectorial F = ya, + xa,. Resp. Véase figura 1-16.
*

o=n/2

$hgom :

¢ =3n/8

Z =plano constante
Os¢<n/2

9=0 ®=n/8
Fig. 1-17 Fig. 1-18

1.51.  Dibuje el campo de coordenadas cilindricas F =2rcosga, +ra,. Resp. Véase figura I-17,

1.52.  Dibuje el campo vasieis! SHiarepispad e ciomiariorsimets esféricas. - Resp. Véase figura 118



~ Capitulo 2 "

Fuerzas de Coulomb
e intensidad del campo eléctrico

2.1 LEY DE COULOMB

Existe una fuerza entre dos cargas, directamente proporcional a las magnitudes de las cargas e inversa-
mente proporcional al cuadrado de la distancia que las separa. Fsta es la ley de Coulomb, d@sarrollada
mediante pequefios cuerpos cargados y una delicada balanza de torsién. En forma vectorial, se establece asf:

L] - 2,0,
' ¥ dned® *

A'lo largo de este libro serdn utilizadas las unidades S racionalizadas. La fuerza esti dadaen newtons(N), la
distancia en metros (m) y la unidad (derivada) de carga es el coulomb (C).<El sistema se-racionaliza con el
factor 4, introducido en esta ley para que no aparezca més tarde en las ecuaciones de Maxwell. €es la permi-
lividad del medio, en unidades C2/N .m? o, lo que es lo mismo, en faradios por metro (F/m). En el espacio
libre o vacio,

E=e -8854»11(2"”F,-’rn~‘=1—(-)--—f F/m 3
e 36n

En un medio diferente al espacio libre, € = ¢, €, donde ¢, es la permitividad relativa o constante dieléctrica.
En todos los problemas y ejemplos se debe suponer un espacio libre y adoptarse el valor aproxjmado dado de
€y, @ menos que se establezca lo contrario.

Los subindices ayudaran a identificar la fuerza y a expresar su direccion. De esta manera,

_ @10
F,= W'z:

describe=tma fuerza ejercida sobre Q;, donde el vector a,, esta dirigido de @, a Q,.

EJEMPLO 1: Hallar la fuerza ejercida sobre la carga ©,, 20 uC, debida a la carga Q? — 300 uC, sabiendo que Q, se

sithaen (0, 1,2) my Q, en (2, 0, 0) m. )
Como | C es una unidad mds bien grande, las cargas se expresan més a menudo en microcoulombs (uC), nanocou-

lombs (nC) o picocoulombs (pC). (Véase apéndice para los prefijos del sistema SI.) Refiriéndonos a la figura 2-1,

“ R:;-_z.g +‘,+2‘| - —ZQ‘ +{a~ﬁ‘ +26(-"3 ;
<‘%\ \‘ﬂ L B -‘;'(_2.: a4+ 2a,) V(’l)"‘(l)‘:‘i' 22 F

Entonces

& (20 x 105300 x 10-%) (-2.. +u, +2a,
: 47(10~°/36x)(3) s
-y

La magnitud de la fuerza es 6 N y la direccién estal que Q, es atraida ‘ Fig. 2-1 %
, : ‘ 0’-“
Wty W . v &
http://librosysolucionarios.net ¥



14 FUERZAS DE COULOMB E INTENSIDAD DEL CAMPO ELECTRICO [CAP. 2

En la regién que rodea una carga puntual aislada, existe un campo de fuerzade simetria esférica. Este se
pone en evidencia cuando la carga 0 se halla fija en el origen, comoen la figura2-2,yuna segunda carga, 0 ;,
se desplaza por los alrededores de la regién. En cada punto actiia una fuerza a lo largo de la linea que une las
dos cargas, dirigida hacia fuera del origen, si las cargas son del mismo signo. Esto puede expresarse en coorde-
nadas esféricas asf: .

00+
N, A%

Q::,\Z - y
/'/ % ¢ ]

;a’ . /6 Fll

i ”/

f:rf"‘ FGT
/ Q
Fig. 2-2 : Fig. 2-3

Debe observarse que, a menos que Q. <€ Q, el campo simétricoalrededor de Q estd perturbado por Q.
En ¢l punto 7 de la figura 2-3 la fuerza aparece como el vector suma

FI-FQT+FO

Esto no debe sorprender, ¥ya que si Q tiene un campo de fuerza, lo mismo sucede con @,. Cuando las dos
cargas estdn en la misma regi6n el campo resultante serd, necesariamente, la suma vectorial punto por punto
de-lostlos campos. Este es el Principio de superposicion para fuerzas de Coulomb y se extiende a un niimero
cualquiera de cargas. %

2.2 INTENSIDAD DEL CAMPO ELECTRICO

Supéngase que, en el caso anterior, la carga de prueba Q ; es suficientemente pegueﬁa €omo para no -
perturbar significativamente el campo de la carga puntual fija Q. Entonces la intensidad de campo eléctrico,
E, debida a Q se define como la fuerza por unidad de carga sobre Q,:

B

0r T Ao ™
Esta expresi6on de EL(& dadaencoordenadasesféricas que tiem_m suorigenen la posicién de Qflfigura 2-4(a)].
Puede ser transformada a otros sistemas coordenados con el método dado en la seccién 1.6. En un sistema
arbitrario de coordenadas cartesianas,
Er i,

* donde el vector separacién R se define en la figura 2-4(b).
Las unidades de E son Y W@MWGMWrﬁehuiwhnm voltios por meiro (V/m).
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r;0,9) (x3.73,2;)

Q(x|ly1!zl)

(a) Esférico

b) Cartesian
Fig. 2-4 L] : iano

2.3 DISTRIBUCIONES DE CARGA

Carga volumétrica

L)
Cuando una carga est4 distribuida a través de un volumen dado, cada elemento de carga contribuye al
campo ico en un punto externo. Se requiere entonces un procesc sumatorio o de integracién para
obtener el campo eléctrico total, Aun cuando se sabe que la carga eléctrica més pequefia es un electrén o un
protén, es muy dtil considerar distribuciones continuas (porque son diferenciables) de carga y definir una
densidad de carga por :

dQ
B (C/m?®)

Obsérvense las unidades entre paréntesis. Se pretende establecer que p estd dado en C/m? siempre que las
variables estén expresadas en las unidades SI apropiadas (C para Q y m? para v). Esta convencidn serd
utilizada a lo largo de todo el libro.
En relacién al volumen v de la figura 2-5, cada carga diferencial
dQ produce un campo eléctrico diferencial 3 /45
L ]

dQ

= dne R2 ™

eniel punto de observacién P. Si se supone que la tinica carga de la
region estd contenida dentro del volumen, el campo eléctrico totalen P
se obtiene por integracién sobre el volumen:

- E'I,WAL’DR dv

Carga laminar (superficial)

La carga puede estar también distribuida sobre una superficie o
una ldmina. Entonces cada carga diferencial dQ que esté sobre la '
limina produce un campo eléctrico diferencial

dQ
dE-ma,

en el punto P (véase figura 2-6). Sila densidad superficial de carga es
P: (C/m?) y si ning otra carga sc halla presente en la region,
entonces el campo eléitrico total en P es

Fig. 2-6

Carga lineal

Si la carga est4 distribuida sobre una linea, cada elemento diferencial de carga a lo largo de la linea
produce un campo eléctrico diferencial ;

- d
http:ﬁﬁﬁfo&y‘jﬂﬂacionarios.net



16 FUERZAS DE COULOMB E INTENSIDAD DEL CAMPO ELECTRICO [CAP. 2

en P{véase figura 2-7). Ysila densidad lineal de cargaes
P (C/m) y no existe ninguna otra carga en la regién, i
entonces el campo eléctrico total en P es dE

Pelg
E=| £k 4
= e

Debe hacerse hincapié en que en las tres distribuciones de e
carga anteriormente citadas ¥ en sus correspondientes |
integrales para E, el vector unidad 8, es variable y Fig. 2-7 J
depende de las coordenadas del elemento de carga dQ, |
Asi pues, 8, no puede ser sacado del integrando. )

2.4 CONFIGURACIONES ESTANDAR DE CARGA

Las integraciones de los tres casos especiales discutidos en la seccién 2.3 son innecesarias o de fécil
célctilo. Respecto de estas configuraciones estdndar (y de otras que seran analizadas en este capitulo) debe
anotarse que la carga no est4 “sobre un conductor”. Cuando un problema establece que la carga esta
distribuida en la forma de disco, por ejemplo, ello no significa que hay un cond uctor en forma de disco con
carga sobre su superficie, (En el capitulo 6, se examinan conductords con carga suj:erﬁcial)‘ Aunque se
requiera un esfuerzo de la imaginacién se debe mirar estas cargas como algo suspendido en elespacioen una
configuracién especial, 3

Carga buntual

Como se determiné en Iz seccién 2.3, el campo de r+u
una sola carga puntual O estd dado por
0 5 | P
E= e a, (coordenadas esféricas) F _/
Véase figura 2-4(a). Este es un campo de simetria esférica ~al E
que cumple una ley del inverso del cuadrado (como la L
T&. iy : =5 e / \‘\
0 Y ,/Carga de linea infinita ; y

*

_ e .
Si la carga estd distribuida con densidad uniforme x e
Pe (C/m) a lo largo de una linea recta infinita que

€scogeremos como eje z, entonces el campo estd dado por
.E= -——pi-l,. (coordenadas cilindricas) ]
2mepr —oo
Véase figura 2-8, Este campo tiene simetria cilindrica y Fig. 2-8

es inversamente proporcional a la primera Potenciadela

distancia desde la linea de carga. Para una derivacién de

E, véase el problm;gs&.

Cargas de plano fifinito
Si'la carga estd distribuida con densidad uniforme
P; (C/m?)sobre un plano infinito, entonces el campo estd

dado por
E= .ﬁ!‘_..
2,
-Véase figura 2-9, Este campo es de magnitud constante ¥ Fig. 2-9

tiene simetria especular con relacién al plano de CArga. ;
Para una derivacién de E, Mﬂimm‘jﬂaona”osfnet
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Problemas resueltos

1. Dos cargas puntuales.Q, = 50 uC y 0, = 10 uC,
estdn localizadasen (=1, 1,—3)my(3, 1. 0) m res-
pectivamente (figura 2- tO) Halle la fuerza so-

bre Q,.
Ry, = —4a, - 3'!
—4a, — 3a,
Ty
Fl= _..._izz ._“ i
Ed (50 x 10-6)(10°*) —43,—31,] y e,
4n(10~%/36n)(5)° 5 - alia g
& = (0.18)(—038a, — 0.68,) N : Fig. 2-10
La fuerza tiene una magnitud de 0.18 N y la direccion dada por el vector unitario —0.8a, — 0.6a,. En forma de
COmle:lEl’l'lCS
F, = —0l44s, ~ 01083, N
2.2. Respecto de la figura 2-11, halle la fuerza sobre una carga de 100 4C en (0, 0, 3) m si cuatro cargas

iguales de 20 uC estén localizadas en los ejes x y ent4 m.

Considere la fuerza debida a la carga en y'='4

(10720 x 10-%) [ —da, 4 3a,}
» an{10"°/36m)(5)° ( 5 )

La componente yse-anula por la carga en v =— 4, En e e ' S
forma similar, las componentes x debidas a las otras dos - (€0=4,0) (0,4,0)

cargas s¢ anulan. Por consiguiente,
20 uCy

Cuf‘ﬂ )
< 4( )( ")'”3' " Fig. 2-11 -

v Respecto de la figura 2-12, la carga puntual @, = 300 uC, situada en (1, — 1, — 3) experimenta una
fuerza
=8a, -8, +4a, N !
/r _f’l ) jo
debida a la carga puntual Q, en (3, -3, 2)rn A
Determine Q,

2! b "2’.3"'2"_-:
Observe que, como

8 -8 4
= e—=

i':iz-_l

la fuerza dads estd a lo largo de R, (véase proble-
ma 1.24), como debe ser.

.0,
1= ane, R? Sx
(300'% 107°)0, [=-2a, +2a,— a,
30 o b = 4n(107%/36m)(3) 3 )

solucionarios.net
Resolviendo, @, = —40 pC. http //|Ibrosy
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2.4.  Halle la fuerza sobre una carga puntual de 50uC en (0, 0, 5) m debida a una carga de 500 uC que

Hn esta distribuida uniformemente sobre un disco circularr < § m, z =0 m (véase figura 2:13). -
La densidad de carga es ;

/@) soom x 10°% Aol
[ Py Ej:.i.{- __x_tsil__ =02 x 10 C'm

En coordenadas cilindricas, : SHT L ‘11' o A (0,0, 5)

Entonces, cada carga diferencial se resuelve en una fuerza
diferencial “# y
af = B0X 10°¥p,rdrdg) (—ra, + 50, )
4n(10™?136=)(r* + 25) v +25

Fig. 2-13 A T

hAntes, dé integrar, obsérvese que la componente radial s¢anula y que 1, es constante. En consecuencia,

'-"' (50 %10~ ¢)0.2 x 10™*)Srdrdg £
° 4n(107°/36n)(r% + 25)2 S
5

: rdr -1 J5 e
90!‘[" (_rz-!-—_z_s_]-ﬁ.'-m \/;—-z=;__?s— B a,—l@S&u,N

2.5, Repita el problema 2.4 para un disco de radio igual a 2 m.

&1 i

Reducir el radio tiene dos efectos: la densidad de Carga se aumenta por un factor

Py _ [EE £ -
S

 mientras la integral sobre r se convierte en : A

o

1 rdr ; *  rdr
I W = 00143 en Iusar de -L W = 0.0586
La fuerza resultante es’ :

F = (625 )( g“-—%}(lﬁﬁq N)=2527a, N

' Halle la expresi6n del campo eléctrico en P debido a una carga puntual Q en (x,, y,, z,). Repita el
ejercicio con la carga colocada en el origen: :

Como se muestra en 1a figura 2-14,
R=(x- xg)a, + (y - Yia, + (z — z;)a,
Entonces -
A dnc, R ™%

= QM=) 4 O~ yia + fz = 2,
4ne, x"l)""{)")’l}""("’l)’]”i
Cuando la carga est4 en e origen, :
¥ Q xa, + ya, + za, Fig. 2-14
pemuu_e:pﬂniﬁnnonumhsimelrhdclumpo.&ooommﬁusmQeneloriun.

Q
http:/i ' .net
¥ ahora ia simetria s nm.//llbrosysoﬁmm';aﬂos
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2.7.

;"'

2.8.

2.9,

2.10.

FUERZAS DE COULOMB E INTENSIDAD DEL CAMPO ELECTRICO 19

Halle E en el o-rigen debido a una carga puntual de 64.4 nC localizada en (—4, 3, 2) m, en coordena-
das cartesianas.

La intensidad del campo eléctrico debido a una carga @ situada en el ongm s en coordenadas esféricas:

g dncy r? "
En este problema la dnsumcu es \/29 m y el vector de la carga al origen, donde E debe ser evaluado, es R = 4a, —
3a, — 2a,.

= z") - (20.01(4"*—3'!5.”“) Vim
J29 V3
Halle E en (0, 0, 5) m debido a @, =0.35 uCen (0,4, 0) my @, =—0.55 uC en (3.0, 0) m (ver figu-
ra 2-15).

. 644 x 10°° (4a

= an(107°/367)(29)

‘R, = —da, + 58,
4 R; = —3a, + 5a,
035 x 10~¢ (—4-, + s..)
4x(10-%/36x)(41)
.= —48.0a, + 60.0a, V/m
—0.55 x 10°% (—3:, + Sa,]
4r(10™°/367)(34)
=749a, - 1249a, V/m .
y E=E, +E;=749a, - ﬂ.da, —649a, V/m Fig. 2-15

E|=

Ea-

Una carga se distribuye uniformemente a lo largo de una linea recta infinita, con densidad P¢.
Desarrolle la expresion para E en un punto general P,

Se usardn eoorden_ada; cilindricas, siendo la linea de carga el
eje z (ver figura 2-16). En P,

JE =12 ( m, —a;
“dmeg R \/r"_+z-i
Como para cada 40 en z hay otra carga dQ en—z, las componen-
tes 2 se cancelan. Entonces .

L]
: perdz
g J‘_, Aneo(r? + :I}m'r

i
4!!0 [ ,i'; + 35' zﬁéur.’

T » Fig. 2-16

Sobre la lineﬁésﬂita por x =2 m, y=— 4 m se distribuye uniformemente una carga de densidad
Pr = 20 nC/m. Determine ¢l campo eléctrico E en [--'2 —1,4) m,

Con algunas modificaciones debidas a las ooordeludu cartesianas la expresién que se obtuvo en el
problema 2.9 puede ser usada en esta carga lineal uniforme. Como la linea es paralela a 2., el campo no tiene
componente 2, Rupmodehf;umz 17,

R=—da,+0,

y E=2xlo Irttwmb;TsyssqumoQgrlo%net

2meq(5)
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FUERZAS DE COULOMB E INTENSIDAD DEL CAMPO ELECTRICO [CAP. 2

P z

(2,-4,2)
~a

Fig. 2-17 Fig. 2-18

Como se muestra en la figura 2-18, dog cargas lineales uniformes de densidad P =4nC/mcaenenel
plano x =0 en ¥y= +4 m. Hallar E en (4. 0, 10) m,

Las lineas de carga son ambas paralelas a . Sus campos son radiales ¥ paralelos al plano &y, Para
[ 5 .$ Xy
es

cualquier carga lineal la magnitud del campo en 3
[ 18
E=_L - "y
ey r » ﬁ b

El campo debido a ambas cargas lineales es, por superposicién,

E= 2(;%_00545" )l_, = 18a, V/m

Desarrolle una expresion para E debidoa cargas uniformemente distribuidas sobre un plano infinjto
con densidad p, .

Se usard el sistema de coordenadas cilindricas. con -
la carga enel plano z = 0 como se muestra en la figu-
ra2-19,

Psrdrdg {—n, + za,
dE=_2 0" ¥ [~ +za,
dnreg(r® + 2%) /iy 2

La simetria respecto del eje z produce la cancelacion de
las componentes radiales.

2 pyrzdrdg
=l I wpTime.

e Py
——'-—;L R = E;.'

A i
o
°//'T Fag . Fig. 2-19

Este resultado se aplica a los puntos que estin situados Por encima del plano xy, Para puntos situados por

debajo del piano xp el vector unidad cambia a — a.. La forma generalizada Puede expresarse empleando a,,0 "

‘vector unidad normal:

El campo eléctrico es en todo punto normal al plano de carga y su magnit esindependiente de la distancia al
Pl http://librosysolucionarios. e‘fd\
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2.13.

2.14.

2.15,

2.16.

Para y >3 m,
' Py
E.:Et;..
: = 30, V/m
= 4
ypara y<3m,

FUERZAS DE COULOMB E INTENSIDAD DEL CAMPO ELECTRICO 21

Como se muestra en la figura 2-20, en el plano y =3 m se distribuye uniformemente una carga de
densidad p, = (10~%/6%) C/m?. Determine E en todos los puntos,

E= —30m, V/m

Dos cargas laminares uniformes e infinitas, cada
ung con densidad p;, se localizan en x= 4|
(figura 2-21). Determine E en todas las regiones. .

En la figura 2-21 sélo se muestra parte de las dos

léminas de carga. Ambas ldminas producen campos E x
que se dirigen a lo largo de x, independiente de la
distancia. Entonces : E; E,
~l/al,  x<-1 = = s
E,+E;={0 — =l<x<1 vy 1 el
/el . x>1
Fig. 2-21
Repita ¢l problema 2,14 con g, sobre x = —1 y —fyenx =1
o x< ~1
E, +E, = (os/e0 Jm, —l<x<«]
0 x>1 e
2.0, £

Una carga laminar usiforme con g, = (1/3%) nC/mZest4 localizada en z= Smy una carga lineal uni-
forme con p, = (—25/9) nC/m en Z==3m, y = 3 m. Encuentre E en (x,=1,,0) m.

Las dos configuraciones de carga son paralelas al
eje x. En'consecuencia, la figura 2-22 se trazé mirando
hacia plano xp desde x positivo, Debido a la carga -
laminar,

®

E.*%q.

4% g B
EnP, a = -8, y
r Plx, -
E, =L 6o, Vi
Debido 2 la carga lineal,

2nenr =
yen P ' i '
E =81, 68, V/m
El campo eléctrico total es |a suma httpymmamarm net
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2.18.

2.19.

FUERZAS DE COULOMB E INTENSIDAD DEL CAMPO ELECTRICO [CAP. 2

Determinar E en (2, 0, 2) m debido a las tres distribuciones
estindar de carga siguientes: una carga laminar uniforme en
X=0m con p,; =(1/3n) nC/m2, una carga laminar uniforme
en x =4 m con p,; = (~1/3x) nC/m2 y una carga lineal uni-
forme en x = 6 m, »=0m conp, =~2 nC/m.

Como las 3 configuraciones de carga son paralelasa s, no
existen componentes z del campo. El punto (2, 0, 2) tendri el mismo
campo (2, 0, z). En la figura 2-23, P estd localizado entre las dos
ldminas de carga, donde los campos se suman debido a la diferencia de
signo.

E = Pyt Pa2 Pe

Z"+2_c;.'+2ﬁ(nr

a,

=64, +6a, + %,
=2la, V/m

Como se muestra en la figura2-24. a lo largo del eje z se dis-
tribuye una carga entre z==+ 5 m con una densidad uniforme
Pe = 20 nC/m. Determine E en (2,0,0) m en coordenadas car-
tesianas. También exprese la respuesta en coordenadas cilin-
dricas;

20 x.10"? dz

2..3 = Zm,
oo+ 7 i)

La simetria con respecto al plano z = 0 elimina cualquier
componente z en el resultado, 2

8
E= moj'_’ @+ 737 %= 167a, V/m
En coordenadas cilindricas  E = 167a, V/m.

A lolargo del eje z se distribuye una carga desde z =5 m hasta
% y desde z=— 5 m hasta — a0 (ver figura 2-25) con la misma
densidad que en el problema 2.18,20nC/m. HalieEen(2,0,0)
m. ; o

dE = 20x107%d; (2;. - za,
w(10-"36m + ) | /5

Nuevamente se elimina la componente z,

w24 =5 2dz
E-lsol_[’ rf_ﬁwﬂﬁ.“}w .

= 13a, V/m

) vm)

En coordenadas cilindricas, E = 13a, V/m.

Cuando las configuraciones de cargade los problemas 2.18y 2,19
e superponen, el resultado es una carga lineal uniforme.

Pr j :
2neyr b F]fgphjﬁrﬂrosySOIUC|0nar|OS. net

e | — —

ot

bodh.d I\/

& — -

P2,0.5] Ao\

=]

Fig. 2-23
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Halle, en coordenadas cilindricas, Ia intensidad de campo eléctrico E en (0,  , ) debido al disco
uniformemente cargado r < a, z =0 (ver figura 2-26).

Si la densidad de carga constante es p,,

= p,rdrdg —n,+f!l,)
dncolr’ +0°)\ /7

La componente radial s¢ cancela. Por consiguiente,

ph 2% ¢* rdrd¢
E-Mjo 'fn(; +h7) g

L

~ e e e ]
X

Nétese que cuandoa— o0, E— (p,/2¢,)a,, ¢l campo :

debido a una carga laminar uniforme. Fig. 2-26
'b .

2.21. Hay una carga sobre el disco circular r < a, z = 0 de densidad p, = p, sen? @ . Determine E-en

(0' ‘ * h)'

Gl ()
dmeo(r? + ) i+
La distribucién de carga, aunque no uniforme, tiene una simetria tal que todas las componentes radiales se
cancelan.

E_Mr-r,m’wdr“‘ _peh( =1 +1)"
~dmegdy Yo (P HRIPE P e, v/m h

2.22. Hay una carga sobre el disco circular r <4 m, z =0 de densidad p, = (10~*/r) (C/m?),
Determine E en r =0, f;-.‘i m.
5 = (107 /ydrde (—ra, + 3a,
e +9) \" /it
Como en los problemas 2.20 y 2.21 la componente radial desaparece por simetria.

¥ : oot
E=27x ]O‘JL I: i;%; a,=151 x 10°%, V/m o 15la, MV/m

) (vm)

\

2.23. Hay una carga en el plano 7= —3 m en forma de una hoja cuadrada definidapor —2<x<2 m,
—2<y< 2m con densidad de cargi p, =2(x*+ y* + 9} nC/m2. Halle E en el origen.

De la figura 2-27

- R=—xa, ~ya, +3n, (m)
dQ = p,dxdy = 2{x* + y* + 9} x 10~ %dxdy (C)

y asi

e 2x? +4 + 9)¥2 x 10~ %dx dy
ares(x* + ¥ +9)

— X8, — ya, +3a, CGINR ~2,2,-3)
"(Wﬁ.)“”“’ < .

@,-2,-3)

2,%3)
Fig. 2-27

Debido a la simetria, solamente existe la componente z de E.

2 6 % 10" %dxd
5 'f,, [, “rupHibresyesIiEonarios.net



2.24.

2.25.

2.26.

227

2.28.

2.29,

2.30.

2.31.

2.32.

2.33,

FUERZAS DE COULOMSB E INTENSIDAD DEL CAMPO ELECTRICO [CAP.2

Una carga de densidad uniforme. p; = 0.2 nC/em? cubrui plano 2x—3y+z = 6m. Halle Eenel
lado del plano que contiene el origen.

Ya que la configuracién de la carga es laminar uniforme. E =p,/2,y E = (17,00a, ¥/m. Los vectores
unidad normales a un plano Ax + By + Cz =D son
Aa, + Ba, + Ca,,
e W el
Por lo tanto, los vectores unidad normales a este plano son

= . St s
vt
N

De la figura 2-28 se desprende que el vector unidad sobre el lado del
plano que contiene el origen se produce por el signo negativo. El campo
eléctrico en el origen es

- e
» B {17.0}( ot o S

J14

) Y/m

Problemas suplementarios

Dos cargas puntuales, Q=250 uCy Q,= — 300 uC, estén localizadas en (5, 0, 0) m y (0, 0, — 5) m, respecti-
vamente. Halle la fuerza sobre 0;. Resp. F, = (1'3.51(.—":}-_&') N
2

Dos cargas puntuales, @, = 30 HC y @y= —100 uC, estén localizadas en (2,0, 5) m y (— 1, 0,~ 2) m, respecti-
vamente. Halle la fuerza sobre Q;,. Resp. F L= [0.465)( —3a, - 7‘.) N ;

/58
En el problema 2.26, halle la fuerza sobre Q,. Resp, —F )

Cuatro cargas puntuales, cada una de 20 ,C, estén situadas en el eje x y enel eje y a +4 m, Halle Ia fuerza sobre :
una carga puntual de 100 C situada en (0, 0, 3) m. Resp. 1,73a,N

Diez cargas idénticas, de 500 uC cada una, estdn espaciadas igualmente alrededor de un circulo de radio 2 m
Encuentre la fuerza sobre una carga de — 20 xC localizada en el eje, a 2 m del plano del circulo,
Resp. (719.5)(— a,) N :

Determine la fuerza sobre una carga puntual de 50 4C situada en (0,0, 5) debida a una carga puntual de 500m
HC enel origen. Compare la respuesta con los problemas 2.4y 2.5, donde esta misma carga total es distribuida
sobre un disco circular. Resp. 28.3a, N Gl

Encuentre la fuerza sobre una carga puntual de 30 uC situada en (0,0, 5) m debida a un cuadrado de 4 m enel
planoz =0entrex = +2m y%= + 2 m con una carga total de 500 uC, distribuida uniformemente.
Resp. 4.66a, N

Demuestre que la fuerza sobre una carga puntual localizada en un punto cualquiera de un @ik circular de
densidad de carga uniforme es cero, siempre y cuando la carga puntual permanezca en el plano del anillo.

Dos cargas puntuales idénticas de Q (C) cada una, estdn separadas por una distancia & (m). Exprese el campo
eléctrico E para puntos a lo largo de la linea que une las dos cargas.
Resp. Si las cargas estdn en x =0 y x = d, entonces, para 0 < x <d,

o [1 1 -
http://ﬁb'r@l;amm}ros%{
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2.35.

2.36.

137,

2.38.

1.39.

2.40.

242

243,

1.44.

245,

2.46.

247,

2.49.

2.50,

FUERZAS DE COULOMB E INTENSIDAD DEL CAMPO ELECTRICO 25

Cargas idénticas de Q (C) estdn localizadas en las ocho esquinas de un cubo de lado 1 (m). Demuestre que la
fuerza de Coulomb sobre cada carga tiene una magnitud (3.29 Q24 ne, /2 )N

Demuestre que el campo eléctrico E fuera de una concha esférica de densidad de carga uniforme p, es el mismo

que E debido a la carga total sobre la concha localizada en el centro. r-
At

Desarrolle la expresién en coordenadas cartesianas para E debidoa una configuracién de carga recta infinita-
mente larga con densidad uniforme p, . Resp. E = . P *8:1)a, NEeah s
; - 2neg x*+ )7 - ‘
2 !’;‘.'i""l

Una distribucién de carga uniforme, infinita en extensién. se encuentra a lo largo del ejezcon p,=20nC/ m.
Halle el campo eléctrico E en (6, 8, 3) m, expresdndolo tanto en sistema de coordenadas cartesianas como cilin-
dricas. Resp. 21.6a, +28.8a, V/m, 36a, V/m :

F =
Dos cargas lineales idénticas y uniformes, de p, = 4 nC/m, son paralelas alejezenx = 0, v = +4 m. Deter-  *—
mine el campo eléctrico Een (44, 0. z) m. Resp. +18a, V/m <
Das cargas lineales idénticas y uniformes, de  p, =5 nC/m, son paralelas al eje x, unaenz = 0, y=_2myla
otraenz= 0,y =4'm HallkEen(4,1,3) m. Resp. 30a. V/m

Determinar E en el origen debido a una carga lineal distribuida uniformemente. con P = 3.30 nC/m, locali-
zadaenx=3m,y =4m. Resp. ~T713a, — 9.50a, V/m .

Refiriéndose al problema 2-40, jen qué otros puntos sera igual el valor de E? Resp. (0.0, z)

A dos metros del eje z, se sabe que el E debido a una carga lineal uniforme a lo largo del ejezes 1.BOX 104V /m,
Encuentre la densidad de carga uniforme p,. Resp. 2.0 uC/m
El plano — x+3y — 6z = 6 mcontiene una distribucion uniforme decarga ¢; = 0.53.0C/m2 Encuentre Eenel

lado que contiene el origen.  Resp. 30(21-_—3\;—;?3+ 6"} V/m

Dos léminas infinitas de densidad de carga uniforme p, = ( Ib‘ ?/6m) C/m? estin localizadasen z=~5 y y =
— 5 m. Determine la densidad de la carga lineal uniforme p, . necesaria para producir el mismo valor de E en
(4, 2, 2) m, si la carga lineal €sta localizadaen z =0,y =0. Resp. 0.667 nC/m

Teniendo en cuenta las dos distribuciones de carga uniforme siguientes: una carga laminar uniforme, de densi-
dad p,= —50nC/m2eny =2my una carga lineal uniforme de p, = 0.2 uC/men z =2m. ) =—1 m. ;En
qué puntos de la region sera E igual a cero? Resp. (x — 2.27320) m

Una carga laminar uniforme de p, = (— 1/3 n )nC/m?estd localizadaenz = 5my una carga lineal uniforme
de p, = (—25/9)nC/m estd localizadaenz = —3m, y = I m. Encuentre el campo eléctricoEen (0. — 1.0) m.
Resp. 8a,V/m

Una carga lineal uniforme de p, = (\/f x 107%/6)C/m seencuentraa lolargo del eje xy una carga laminar
uniforme estd localizadaen y = Sni. Alolargodelalineay = 3m,z = I melcampo eléctrico E tiene solo una
componente z. ;Cudl serd p, de la carga laminar? Resp. 125 pC/m?

Una carga lineal uniformede p, = 3.30 nC/mestd localizadaen x = 3 m, ) = 4 m, Unacarga puntual Qestia
2 m del origen. Halle la carga Q vy su localizacion, de tal manera que el campo eléctrico sea cero en el origen.
Resp. 528nCen(—1.2 —1.6,0)m. \ \

Un anillo de carga circular con radio 2 m yace en el plano z = 0, concentroenel origen. Sila densidad de carga
uniforme es p, = 10 nC/m, halle la carga puntual Q, en ¢l origen. que produciria el mismo campo eléctrico E
en (0.0.5) m. Resp. 100.5nC :

El disco circular r < 2 m en el plano z = 0 tiene una densidad de carga p, = 10 "/ (C/m?). Determine el
campo eléctrico E para el punto (0./7|_. h). Resp. 113 x 10*
|

http://librosysolugigraribs! 1t
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2.52.

2.53.

2.54.

2.56.
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Examine el resultado-del problema 2,50 cuando k es mucho mayor que2 m y compérelo con el campo en A que
resulta cuando la carga total del disco estd concentrada en el origen.

Una carga laminar finita de densidad p, = 2x(x? + 2 +4)¥/,(C/m?), yaceenel planoz =0 paral < x <
2my0 £ y < 2 m. Determine E en (0, 0, 2) m.

Resp. (18 x 10’)( — %6-_1, —4a, + Sl,) V/m = 13( - l;_i a, —4da, + 8a, | GV/m

Determine el campo eléctrico E en (8, 0, 0) m debido a unacarga de 10 nC distribuida uniformementea lo largo
deleje xentre x = — Smy x = 5 m. Repita el ejercicio para la misma carga total, distribuidaentre x = — 1 my
x =lm. Resp. 23la,V/m, 1.43a, V/m

El disco circular r < | m, z= 0 tiene una densidad de carga p, = 2(r? + 25)%2¢~ 197 (C/m?). Encuentr¢ E en
(0.0.5)m. Resp. 5.66a, GV/m ;

Demuestre que ¢l campo eléctrico es cero en cualquier punto situado dentro de una concha esférica uniforme-
mente cargada.
5

Hay una carga distribuida con densidad constante p a través de un volumen esférico de radio a. Usando los
resultados de los problemas 2.35 y 2.55, muestre que
rp f
i .
3 a, r<a
E={ s ”
3(0 rz L Sy

donde r es la distancia s R-IRresysglucionarios.net



Capitulo 3

Flujo eléctrico y ley de Gauss

3.1 CARGA NETA EN UNA REGION

A partir de la densidad de carga, tal como se definié en la seccién 2.3, es posible obtener, por integracion,
la carga neta que estd contenida en un volumen especifico. Como .

4@ =pdv (C)
entonces \
0= J pdv (C) :
¥ ’
Por supuesto, p no necesita ser constante en todo el volumen v. "

3.2 FLUJO ELECTRICO Y DENSIDAD DE FLUJO

Por definicion, el flujo eléctrico, ‘¥ , se origina en cargas positivas y termina en cargas negativas. En
ausencia de cargas negativas, el flujé ¥ termina en el infinito. También por definicién, un coulomb de
carga eléctrica da lugar a un coulomb de flujo eléctrico. En consecuencia

¥=0 () ® i

En la figura 3-1 (a) las lineas de flujo aban- m (-]
donan + Qy terminanen— Q. Esto supo- A ) & %]
ne que las dos cargas son deigual magnitud. gl 2 BRIy ) s .
El caso en que hay una carga positiva y

ninguna carga negativa en la regién apare-

ce ilustrado en la figura 3-1 () Aqui las

lineas de flujo estdn igualmente espaciadas (a)

a través del dngulo sélido y se alejan hacia

el infinito. Fig. 3-1

Mientras que el flujo eléctrico W es una cantidad escalar. la densidad de flujo elé¢ mta D, es un campo
vectorial que toma la direcci6n de las lineas de flujo. Si en la vecindad del punto Plas lineas de flujo tienen la
direccion del ve ;tor unidad a (ver figura 3-2) y si una cantidad de flujo d W cruza el drea diferencial 45, que es

normal a a, entonces la densidad de flujo eléctrico en P es
7

D= % a) (C/m?)

Fig. 3-3

http://librosysolucionarios.net
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U na distribucion yolumétrica de carga de densidad t(‘/m '} aparece rodeada por la superficie Sen la
tigura 3-3, Ya que cada coulomb de carga @ ticne por definicion. un coulomb de flujoyp. se deduce que el
flujo neto que cruza la superlicie cerrada § es una medida exacta de la carga neta encerrada. Sin embargo. la
densidad D puede variar en magnitud v direccion en cada punto.de S En general D no estard a lo largo dela
normal a 5 Sicen el elemento de superticie S, D hace un angulo®con la normal. entonces el flujo diferencial
yue cruga oS esta dado por o
(P2 DS cont

=D -dSa,

= D-dS™
donde o8 es el elemento vectonial de superlicie. de magnitud oS v direceion a, . Flvector unidad a, setoma
stempre apuntando hacia atucra de 8. de tal manera que 'Y sea la cantidad de flujo que pasa desde el inte-
rior hastacel exterior de Sia traves de oy, '

3.3 LEY DE GAUSS
La integraciim d-.l-‘]u expreyion anterior pari o 'V sobre la superficie cerrada § da. puesto qug Y=g,
S

’ i
A 1D.f!S:QEnL'T

Esta es la ley de Gauss. que estahlece que of flujo 1oral que sale de una superficie cerrada es igual a la
carga neta contenicda dentre de a superficie, Severd que una gran cantidad de informacidn valiosa puede ser
obtenida mediante L aplicucion de la Ley de Gauss sin llevar a cabo necesariamente la integracion.

3.4 RELACION ENTRE LA DENSIDAD DE FLUJO
Y EA INTENSIDAD DEL CAMPO ELECTRICO
Considerase una carga puntual @ (positiva. para simplificar)
localizada en ¢l origen (figura 3-4), Siestd encerrada por una super-
ficie estérica de radio r, entonces. por simetria. D debida a () ¢y de
magnitud constante sobre la superficie y es entodo punto normala
ella. La lev de Gauss dice entonces que

0- J D% = .-‘J_rf.'.i.\' - D{4nr?)
de donde I} = QAnr®. Asi pues

¢ Y
D=z ——a, = ——a, e R
dnr’ " 4 I‘is. 3-4

Pero. como se establecio en la seccidn 2-2. la intensidad del campo eléctrito debido a Q es

L Qg 5 ook o e
" dme, r? e /EL.@ ¥ f.t,

-

Se concluye que D = &.E. :

Mas en general. para cualquier campo eléetrico en un medio isotrépico de permitividad &,

: g D =¢E

Asi pues. los campos D y E tendran exactamente la misma forma. ya que difieren solamente por un
factor que s una constante del medio. Mientras el campo eléctrico E debido a una configuracion de cargaes
una funcion de la permitividad & la densidad de flujo eléctrico no loes: En problemas que involucran malti-
ples dicléctricos se encontrard una ventaja particular al obtener D primero v luego convertir a E dentro de
cada dieléetrico.

3.5 SUPERFICIES GAUSIANAS ESPECIALES

| a4 superticie esférica utilizada en la derivacién de la seccién 3.4 es una superficie gausiana especial por-

gue satisface las siguientes c?m[b'm‘ﬁbﬁdwso#ucionarios_net
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I. La superficie es cerrada. ; _
2. En cada punto de la superficie D es o normal o tangencial a la superficie.

£ }
3. D'tiene el mismo valor en todos los puntos de la superficic donde D es normal.

EJEMPLO 1: Utilice una superficie gausiana especial para hallar D debida a una carga lineal uniforme, con #r (C,’m). :

Tomese la linea de carga como gje = de las coordenadas cilindricas (figura 3-5). Por simetria cilindrica’D solo puede
lener una componente r, ¥ esta componente depender puede solo de r. Asi pues, la superficie gausiana especial para este
problema es un cilindro circular recto cerrado cuyo eje es Z (figura 3-6). Aplicando la ley de Gauss.

Q=|D-d8+|D-ds+|D-as
8 % l,

D y dS son ortogonales respecto de las superficies / y 3 y de esta manera las integrales se anulan. Respectode 2, D y dS
son paralelas (o arﬁiparale]as. si j es negativa) y [)'es constante puesto que r es constante. Asi pues

'{i= D’llqu=D'(2arL} —fA.L = D(RI} rh’) :

|
. X = .
donde 1. es la longitud del cilindro. Pero la carga encerradaes Q0 = Pe L. /Por lo tanto.

fileatis and D=£—l, !
= e 2nr

Obsérvese la simplicidad‘de la derivacién anterior si se compara con el problema 2.9

o p M)

Fig. 3-5 Fig. 3-6

La dnica limitacidn seria del método de superficies gausianas especiaies es que solo puede ser utilizado
para configuraciones altamente simétricas. Sin embargo. para otras configuraciones. el método puede pro-
vcer buenas aproximaciones al ampo SY{YBAC ISSTERTRTIMSHER fiets coreas: Ve e prot -

ma 3.40.
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Problemas resueltos

Hallelacargaenelvolumendeﬁmdoporo <xs| mo0<y<Im y 0 <z<Imsips= 30*1’1‘ ,
(1 C/m?). ;Qué cambio ocurre para los limites — 1 < y < 0 m? '

Como dQ T ‘f:“"l : dlfﬁ CIYJ_H LE
o= | [30cyixdya: .
‘0 ‘a0

=5uC

Para el cambio en los limites de y,

- —t < )

Q= j 30x? ydxdydz
‘0 '-l
==5uC ‘j §
Halle la carga en el volumen definido por | r = 2 m en coordenadas esféricas si g
- I
Scos
p= (C/m?
. i

Por integracion,

Q - J:‘ .,[: J: (5dﬁz ¢)r’{enﬂdrdﬂd¢ =_ SK £

Tres cargas puntuales, @, = 30nC, @, = 150nCy @, = — 70 nC, estan encerradas por una super-
ficie S. § p :
(Qué flujo neto cruza por §?

; Comorel flujo eléctrico tiene, por definicién, el origen en una carga positiva y su término en una carga nega-
tiva, parte del flujo de las cargas positivas termina en la carga negativa. - 4

Waeto™ Qneto= 30+ 150 ~ 70 = 110 nC

(Qué flujo neto cruza la superficie cerrada S que se muestra en la figura 3-8, que contiene una distri-
bucién de carga en la forma de disco plano de radio 4 m, con una densidad p, = (sen? Mgr
(C/m)2

Lan 4
¥=0-] vt A
iy r :

Fig. 3-8 Fig. 3.9

Dos cargas de la misma magnitud pero de signos opuestos estin encerrados por una superficie §.
iPuede un flujo ¥ cruzar la superficie?

‘Mientras el,mwm mm mpjestra en la figura 3-9, el flujo neio fucra de § sed

cero si las cargas sorl de la misma’magnitud.
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3.6. Un disco cir¢ular de radio'lg mcon densidad decarga p, = 12sen @ #C/m?2 est encerrado por una
superficie §. ;Qué fujo neto cruza por §? ;

in 4
¥=0=[ [(125nd)rdrdp =0uc
[+] o

Como el disco contiene cantidades iguales de cargas positivas y negativas [sen (¢ + % ) = —sen ¢ ]no

hay un flujo neto que cruce por §.
[
3.7, Carga en la forma de una hoja plana con

densidad p, = 40 1'C/m? estd localizada 3
en z = — 0.5 m. Una carga lineal unifor-
me de p, = -~ 64C/m yace a lo largo del
eje y. (Qué flujo neto cruza la superficie
de uncubo de 2 mde arista. centradoenel
origen, tal como se muestra en la figura

3-10?

¥ = Qe_nc

La carga encerrada en el plano es 0= (4 m?)
(40;:(‘,!:3{3) =160'pt C y lacarga lineal O =

(2m)(=6uC/m) =—-12puC

Entonces.Q,, = ¥ =160 ~12= 148 pC Fig. 3-10

3.8 Una carga puntual Q estd en el origen
de un sistema de coordenadas esféricas:
Encontrar ¢l flujo que cruza la porcién
de una concha esférica descrita por
a < 0 < B (figura 3-11). ;Cual es ¢l re-
sultadosi a =0y f=mx 27

El flujo total ¥ = @ c¢ruza una concha
esférica completa d€ dread-nr?. Eldreadela
franja esta dada por 3

Tibo, B .,/ ; L
A= [ f risenfl dil dgy. ) > N\ s
AT S % - e b
= Z&ri[—-c()sﬂ + cosa) // \Q«.*_ ;.
F,nton_c_es ¢l flujo a través de la t:ranja es g l \ \
e _ e / v
‘I‘,,,“,=WQ =3-[—m5ﬂ+cosnc:l $ - . /}_ ?
Para « = 0, f = /2 (un hemisfe- oy A
rio) el flujo viene a ser ¥ = Qf.‘!_ Fig. 3. B o ; Q s
A - A i3 ¢
3.9, Una carga lineal uniforr/rk, con('p, = 50pCy m, yace alo largo del eje x. ;Qué flujo por unidad de
longitud, W /L. cruza [a porcién del plano z = — 3 m limitado por » = + 2'm? ~ )
El flujo estd uniformemente distribuido alrededor de la linea de carga. Asi pues. la cantidad que cruza la
franja se obtiene a partir del dngulo subtendido comparade’con 2 =. En la figura 3-12, ‘l‘
: 2 &
o = Zarctan (—)= 1.176 rad z %
; 3 . ! _ o~

Entonces 4

hﬁp:tﬂlﬁ%ﬁs}y&o&xiﬂnarios. net
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Fig. 3-12 . — - Fig. 313

Generalice el problema 3.9 para el caso de una franja plana cuyos bordes son paralelos a ung carga
lineal pero que no est4 localizada simétricamente respecto de la linea de carga.

La figura 3- 13 muestra una franja deeste tipo en el numeral 2y otra franja en el numeral /, que esta locali-
zada en forma simétrica como en el problema 3.9. Del problema 3.9 el flujo a través de la franja { estd determi- 1'
nado por el dngulo x. Pero, debido a la ausencia de carga en la region ahod, la ley de Gauss permite ver queel
flujo queentra a | debe ser igual al flujo que abandona 2. De esta manera. el flujo a través de 2 también estd
determinado por el dngulo subtendido . Y

Una carga puntual @ = 30 nC, esta localizadaenel origen
de las coordenadas cartesianas. Halle la densidad de flujo
eléctrico D en (1. 3. = 4) m.

Refiriéndose a Ja figura 3- 14

A )
0 i
‘30 * .lp‘-b ‘.x + 3.}__ 4.' b S 4
4n(26) J26 J - "' (1.3.-4)
= (918 x 10 ")( et 3';6_ 4") C/m? - . B
Vi Fig. 3-14
A =
0. mas convenientemente. 1)-= 91 8 pCimi” i

Dos cargas lineales uniformes ¢ idénticas yacen a lo largode los ejes x y 1 con densidades de carga
Py = ZOpC/m. Obtenga Den(3, 3, ) m. =1

l.a distancia desde el punto de observacién hasta cualquiera de las cargas lineales es3 \e"'f,m. Considerdn-
dose primero la carga lineal sobre el eje v, “ .

»

om e, - 204C/m ‘r*_'-).
y ahora la carga lineal sobre el eje 1, -
e "'_'*')
2nr, (3,/2m) \ /2

L.a densidad total de flujo es la suma vectorial

 mgplEs3ptonani ey ) v

V2
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3.13. DadoqueD = |0.xa,(C;m?). determine el flujo yue cruza un drea de I m2que ey normalaleje ven
¥ =3m

Como D es constante en toda el area v es perpendicular a ella,

. ¥=D4=(30Cm?)Im?)=30C

3.14. _ Determine el flujo que cruza un drea de | mm? sobre la superficie de una concha cilindricaen r = 10
Mz =2m, ¢ =5320i ' ;
= D= qu'.* + 2(1 — Va, + 4za, - (C/m?) -
Enel put.atu P (ver figura 3-15).
. x= [0cos 53.2°

=6,
v = 10sen532" = § _ N

sEntonces, en P.

¥ B

Eldreade l mm® =10 “m? : & ; Ll A0, 832 0
area de Lmm*. = | M-, que es muy pequedacompa- " . s

D= 12ua, - id4a, + 82, Cmd

"

rada con las unidades ¢n D, pﬁuedc AProXimarse asi; 3T dS.
dS = 10" *(06a, + 08a,) m? ‘ &
S~ X "
ar ' _Fig. 15

Por lo tanto.
d¥ =D - dS'= (123, l4a, + Ka, )@ |0 “(06a; + 08a) ="~ 30 uC
El signo negativo indica que el ujo cruzn ésta superticie diferencial divigiéndose havia el eje 7 antes que

hacia afuera en la direccion de oS,

3.15. Dada una densidad de flujo eléetrico D= 2va, + 3a, (C m°), determine ¢l flujo netoe gue cruza la
superficie de un cubo de 2 m de arista centradd en ¢l origen, (Lasaristas del cubo son paralelas a los
ejes coardenados.) : >

‘F=6D-u’S =f (2a, + 3a,) - (dSa,) +j (=2a, + },) (~dSa,)
& x=1

x -y

2xay + 3ag)c (dS a, 2xa, + &) (—dSa,
+j’*l(u+a]{ra}+J;}—’{ra+a|{ a,)

+j“ ‘{J.f'a,‘ i 3-,} Gl ITAY l.'] +J;= _'[.'Exa, +3a,):(~dSa,)

-45+:f

2§ .
x=1 K dar
(-’-:

+ 24+ 3 -2 = 16C

/

43+3J’ ds 3J" dS 4 0 + 0
pot yeE -1

3.16.  Una carga lineal uniforme de p, = 3 #C miyace alolargo del eje 2, v un cilindro circular coneén-
tricode radio 2mtiene p, =( 1.5 47) uC m>. Ambas distribuciones ¥on infinitas en el sentido
de - Use la ley de Gauss para encontrar D en todas las regiones.

tiilizando la superficie gausiana especidl A ue aparece en la figura 3-16 v procediendd como en el cjem-
plo |, seccion 3.5, g g

http:/jibresysolucionarios.net
i dnr” ; *
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. Utilizando la superficie gausiana especial B.
Qem: - i D-dS
(pe + 4np,)L = D(2rrL)

de lo que se desprende que

D o Pt 470,

4
s up‘l, r>2

2nr

Para los datos numéricos,

ml, (MC/m?*) O<r<2m
D=1 Fig. 3-16
‘9_219" {(#C/m*) r>2m v

"

3.17.  Utilice la ley de Gauss para demostrar g son igua-
ro en todogIospuntos del phné un anillo circii- :
lar uniformemente cargado, que estan dentro del anillo.

Considere, en lugar de un anillo, la configuracién de carga
que aparece en la figura 3-17, donde el cilindro uniformemente’
cargado es infinito en extensién y esta formado por muchos ani-
llos, Para la superficie gausiana /, \

Qunc =0 =D ds

En consecuencia D = 0 para r < R. Puesto que ¥ tiene direc-
¢ion radlal, se puede tomar una tajada dz del cilindro de carga y el
resultado que se encontro arriba se puede aplicar también a este
anillo. Para todos los puntos que estan dentro del anillo y en el \“'-—-———-"j

plano del anillo, D y E son cero. *etn

. ——

Fig. 3-17

3.18.  Una configuracion de carga en coordenadas cilindricas estd dada por P = Sre (CY ml) Utilice
la ley de Gauss para hallar D. :

Como p no es una funcién de @ o z, el flujo ¥ es completarnente radial. También es cierto que, parar
constante, la densidad de flujo D debe ser de magnitud constante. Entonces la superficie gausiana especial
apropiada es un cilindro circular recto cerrado. La integral sobre los planos extremos se elimina. y la ley de
Gauss es

Cene = D-ds -

( r' ) superficie

lateral
‘h

J': j: j"sre‘*'rdr d¢ dz = D(2nrL)
0

SeLle *(—r2—r—4) + 4] = D(2nrL)

Por consiguiente D = 2—3 B-e%(r*+r+4)a, (Cm?

3.19. Un volumen gue, en coordenadas cilindricas, estd entre r = 2 m y r = 4 m contiene una densidad

uniforme de carghﬂﬁqmﬁ}.déty%mm&fwgm hallar D en todas las regiones\ll.
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De la figura 3-18, para0 < r < 2 m, Y ' T,,
an - D(ZKFL)
D=0
Para 2 <r< 4m,
npL(r* — 4) = D(2nrL)

wlipr= 2
D=2 —4p, (C/m?)

Parar > 4 m, P v,
12npL = D{(2nrL) NG -

6p 3 . x ‘ it

D= # a, (C/m?) Fig. 3-18

A

Un volumen descrito, en coordenadas esféricas, por r < a contiene una densidad uniforme de car-
ga_p. Utilice la leyde Gauss para determinar D) y compare sus resultados con los del campo E corres-
pondlente:. encontrados en el problema 2.56. ;Qué carga puntual en ¢l origen dard por resultado el

mismo campo D parar > a? c

Para una superficié gausiana como X que aparece en la figura 3-19,

Qu.={D-as

i

3 nr’p = D(dmr?)

Dn%’-t, r<a

Para puntos fuera de la distribucién de carga,

4 3 2
3 %% = D{dnr’) de donde D 3r,a. r>a Fig. 3-19

Si una carga puntual Q = (4/3)na’ p se coloca en el origen, el cam'po D parar > aserd el mismo. Esta

carga puntual es igual a la carga total contenida en el volumen.

Un condensador de placas paralelas tiene una superficie de carga en el lado interior de la placa supe-
rior con + p, (C/m?). La superficie superior de la placa inferior contiene — p, (C/m?). Desprecie el
efecto de bordes'y utilice la ley de Gauss para hallar D y E en la regién situada entre las placas.

Todo el flujo que abandona la carga positiva de la placa

. superior termina en la carga negativa ignal de la placa inferior.

La frase desprecie el efecto de bordes asegura que todo ¢l flujo
es normal a lawgi>cas."Para la superficie gausiana especial
mostrada en la figura 3-20,

—J’ D- ds+J' D-As+j D-dS +p,

arnba lada

-=o+j_mn-ds+o

W=D m;xyjjbrosysolucionarios.net

Fig. 3-20
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donde 4 es el drea. Por consiguiente.
D=pa(Cm) 4 y E=""a,(vim)
: Lo

Ambaos estin dirigidos de la placa positiva a la negativa,

Problemas suplementarios ;
Halle la carga ncia encerrada encubo de 2 mde arista, paraleloalosejes y centradoenel origen. si la densidad de :
carga ex
n = 50x% cos [g _1-) (4Cim?)

Rexp:- 849 uC

[ ]
Halle la carga encerrada en ¢l volumen | € r < 3 m <¢=< xj.’l.t} <2 < 2 mdada la densidad de carga
P =2zsen? @ (C m'), Resp. 491 €

Dada una densidad_ de carga en coordenadas exféricas,

2 Po
[?"’fo}

halle las cantidades de carga en los volimenes esféricos encerrados por r=r,. r = 5r, ¥vir=co.
Resp. 397 pory, 6.24p,rd. 6.28 por

i COS; ¢

Una superficie § contiene una distribucion uniforme finita de carga. 0 < 7 < mm. con densidad de carga

L
[
o= —Posens (C/m)
«Qué flujo neto cruza la superficie §7 Resp. " =2pg (C)

Hay una carga distribuida cn una region estérica r < 2 m con densidad ¢

p= 100 (uCim*)
r

Que MMujo neto cruza las superficies r = 1'm. r=dm, v r= 500 m?
Resp,  —800m uC, — Ib{)()n EC = 1600n uC

Una carga puntual @ se encuentra en el origen de las coordenadas esféricas ¥ una distribucion de concha esférica
en r =g liene una carga total de Q' — @ unitormemente distribuida, (Que flujo eruza la superficie r = 4 para
A <avhk >a? Resp. @, @

Una carga lineal uniforme con p, = 3 uC m yace a lo largo del eje v, (Qué Mujocrusa una superficie eslérica
centrada en el origen con r= 3 m? Respr. 18 uC

Una carga puntual @ se encuentra en el origen, Halle una cnprct.mn para el flujo que cruza la porcion dr. una

estera, centrada en ¢l unmple’mbmsyscﬂmon&ﬂos n.ert g

S

S
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3.30. Uina carga puntual de Q(C) esta en el centro de un sistema coordenado esférico. Halle el flujo ¥ gue cruza un
drea de 4 1 m* sobre una concha esférica concénltrica de radio 3 m. Resp. Q9 (C)

3.3 Un drea de 40.2 m? sobre la superficie de una concha esférica de radio 4 m estd cruzada por 10 uC de flujp ¢n
direccion interna. ;Qué carga puntual estd localizada en el origen” Resp. =50 uC

.. Una carga lineal uniforme con p¢ vace a lo largo del éje v. (Qué porcentaje de flujo de la linea cruza la franja del
plano v = 6 gue contiene =1 < = < |? Resp,  5.26%

3.33. Una carga puntual, 0 = 3 nC, esta localizada en el origen de un sistema de coordenadas cartesianas. JQué flujo
Y cruza la porcion del plaro - =2 mparael que —4 < v <4 m y—4 < y=4m? Resp. 0.5 nC

3.34. Una carga lineal uniforme con ¢, = 5 uC, m vace a lo largo del eje x. Halle D en (3, 2. 1) m.
Resp.  (0.156) 2—.-!- hy 1" uCim? :
V5

A

3.35.  yl/na carga puntual de + Q se encuentra en el origen de un sistema de coordenadas esféricas, rodeado por una
distribucion concéntrica uniforme de carga sobre una concha esféricaen r = a para la cual la carga totales —Q.
Halle el flujo ¥ que cruza las superficies esféricas en r < a ¥ r > a. Obtenga D en todas las regiones,
Resp. W = 4n2p = ;+ ¢ i .
0

r>a .
3.36.  Dadoque D =500e™"""" a, (u4C'm?), halle el flujo ¥ que cruza una superficie de 4rea | m? normal al gjexy
localizadoen v =1 m, v=5m. v v = 10 m, Resp.  452uC, 303uC. 184 uC

3.37. Dado que D= S5x'a, + IO:_u_. (C. m*). halle el flujo neto saliente que cruza la superficie de un cubo de 2 m de
arista centrado en el origen. Las aristas del cubo son paralelas a los ejes. Rexp. 80 C

3.38. Dado que
Z

o D=30e"%, -2,

a, (C/m?)

en coordenadas cilindricas, halle el flujo saliente que cruza el cilindro circular r=cto descrito porr=2b, z=0,y
> = 5h (m). Resp.  129A° (C) ‘

3.39. Dado yue

seng
D=2rcos¢n, — a
¢ ) R
en coordenadas cilindricas. halle el flujo que cruza la porcién del plano = =0 definidoporr < a.0 < ¢ < n2.
Repita el ejercicio para 3n 2 <¢ < 2r. Suponga yue el flujo positivo tiene la direccidn de a_. 2.y
Resp. B A
33
3.40. | En coordenadas cilindricas. el disco r < a, = =0 contiene carga con densidad no uniforme Pir @) Utilice e

superficies gausiaf¥wspeciales apropiadas para encantrar valores aproximados de /) sobre el eje z. (a) muy
cerca al disco (0 < = = a), (h) muy lejos del disco (2 > a).

2 (0, LAn a
Resp. (@) "0 0y L. donde 0= [ [ir.é)raras
2 4nz ‘o o
J.41. Una carga puntual @ = 2000 pC, esta en ¢l origen de coordenadas estéricas. Una distribucion esférica
concéntrica de cargaenr = | m tiene una densidad de carga . =40r pC m* ;Quédensidad superficial de carga
sobre una concha concéntrica en r = 2 m produciria D = 0 parar > 2 m? Resp. —71.2 pC m?
3.42. Dada una distribucion de carga con densidad p = 5r(C m'} én coordenadas esféricas. utilice la: ley de Gauss —

para hallar D Resp. (5r%/4)a, (Fipep://librosysolucionarios.net ‘
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3.43.  Hay una densidad uniforme de carga de 2 C/m? enelvolumen 2 < x < 4 m(coordenadas cartesianas). Utilice
la ley de Gauss para hallar D en todas las regiones. Resp. — 28, C/m?, 2(x — 3)a, (C/m?), 2a, C/m?

3.4, Utilice la ley de Gauss para hallar D y E en la regién que esta comprendida entre los conductores concéntricos de
un condensador cilindrico.. El cilindro interior es de radio a. Desprecie el efecto de bordes.
Resp. pulalr). palalesr)

3.45. Un conductor de espesor determinado tiene una densidad superficial de carga p .. Suponiendo que ¥ =0dentro

del conductor, deml;fﬂfj:”ﬁ Bméysdmidﬁgﬂa §?hc8flor. construyendo una superficie gausiana

especial.



Capitulo 4

Divergencia y teorema de divergencia

4.1 DIVERGENCIA

La forma en que un campo vectorial cambia de un punto a otroa través del espacio se caracteriza de dos
maneras. La primera de ellas es la divergencia, que serd examinada enseguida. E§'un'escalar y es similara la
derivada de una funcién. La segunda es el rotacional, vector que se examinara cuando se discutan los campos
magnéticos en el capitulo 9.

Cuando ladivergencia de un campo vectorial es diferente de cero, se dice que la region contiene fuentes 0
sumideros: fuentes cuando la divergencia es positiva y sumideros cuando. es negativa. En los campos
eléctricos estaticos hay una correspondencia entre la divergencia positiva, las fuentes y la carga eléctrica
positiva Q. El flujo eléctrico ¥ se origina por definicion en una carga positiva. Asi pues, una region que
contiene cargas positivas contiene fuentes de '¥'. La divergencia de la densidad de flujo gléctrico D serd
positiva en esta region. Una correspondencia similar existe entre la divergencia negativa, los sumideros y la
carga eléctrica negativa,

La divergencia del campo vectorial A en el punto P esta definida por

divA = lim §—A—d§
Av—=0 AU

En este caso, la integracion se hace sobre un volumen infinitesimal Av que se comprime hasta el punto P.

4.2 DIVERGENCIA EN COORDENADAS 3
CARTESIANAS
A

La divergencia puede ser expresada para cualquier campo
vectorial en cualquier sistema de coordenadas. Para su desarrollo
en un sistema de coordenadas cartesianas, se selecciona un cubo
con aristas Ax, Ay, y Az paralelas a los ejes x, v y z, como se
muestra en la figura 4- 1. Entonces, el campo vectorial A se define Ay
en P, esquina del cubo correspondiente a los valores menores de y
x, yyaz

A=A.a +A,a, + 4,2

Para expresar § A * dS para el cubo, deben cubrirse todas las 6 x
caras. Sobre cada cara la direccion de dS es saliente. Como las
caras son normales a los ejes, s6lo una componente de A cruzara T . Fig. 4-1
dos caras paralelas cualesquiera. os
En la figura 4-2 el cubo ha si.iﬁimdo de tal manera que la cara / tiene vista total. Las componentes x de
A sobre las caras a la derecha y a la izquierda de / aparecen indicadas. Como las caras son pequeiias,

J. A-dS=x — A (x)AyAz

cara

irquierda A (x) A, (x + Ax)
AdS = A(x + Ax)Ay Az - I
cara : das ds
derechs Ax
0A,
2 |Adx) + e Ax|AyAz Fig. 4-2

http://librosysolucionarios.net
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de manera que el total para estas dos caras es o

o
— AxAy Az '
i

El mismo procedimiento se aplica a los restantes pares de caras v se combinan los resultados,

4

1 oA,
A T —_
:+ & (P.x- . dy

L SR
+—a—:)A,\AyA~

Dividiendo por AxAyAz = Av y haciendo Av — 0, se obtiene

: dA aA ;
w—‘ divA=_—*4 i + (cartesianoy
éx oy 0z
El mismo método puede aplicarse para coordenadas cilindricas (problema 4.1) y esféricas. A
L { 1¢ 124 A : -
il Titeed @l ZVE gt £ i
—p divA T (r4,) + r 90 + 3 (cilindrico)
: Lepins e U g a4 .
= —(rr4 S SRR o S
—) div A o g (r'd,)+ rernd 0 (44sen8) +rsenﬂ ) (esférico)
4.3 DIVERGENCIA DE D
De la ley de Gauss (seccion 3 3),
§D-d5_ Q..
Ar Av _
En el limite, |
lim §D.ds=divD=Iim 91"—“:;1 {
a0 AV av—-p AU

Este importante resultado es una de las ecuaciones de Maxwell para campos estaticos:
divD=p y divE =5
. ]

8i ¢ es constante en toda la region que se esta considerando (si no lo es, div (E= £). Asipues, ambos campos
E y D tendrin divergencia igual a cero en cualquier regién libre de carga.

EJEMPLO 1: En coordenadas esféricas, la region r < a contiene una densidad uniforme decarga . Parar > ala |
densidad de carga es cero. Del problema 2.56. E = Ea donde &, =(pr/le,) parar< ay E,=(pa'/le;rt)parar > ﬂi,i

Entonces para r < a, q
; 1¢ pr- ¥ P

1-:=.....(3.,.._.)=..,( :_L]=__. : 3

‘,: g Por\ de ! r? s 0 3

Y. para r > a, | |

4.4 EL OPERADOR NABLA

El andlisis vectorial tiene su propia notacién que debe ser examinada con cuidado por el lector. En este
punto se define un operador vectorial, simbolizadoV. en coordenadas cattesianas como

|
1
|
i
d d a
hitp:/iBBSysOttiRAROS THet & %
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En cl caleulo se utiliza algunas veces el operador diferencial pararepresentar dfdx. Los simbolos | yJ

son también operadores. Solos, sin ninguna indicacion de sobre yué operan, parecen extrafios. Por eso,

V.
salo sugiere simplemente la secuencia de ciertas derivadas parciales seguidas por un vector unitario. Sin

embargo. cuando V. se-asocia en un producto punta con el vector A, el resultado es la divergencia de A.

a J a L P
* - -_— —_— —— . pren -__x ——-2 z i
V-A (6X a, + ay ., * T Ir) (A,a, 3 A’l, + AI.I} % + dy +__az div A

De ayui en adelante, escribiremos la divergencia de un campo vectorial como V - A.

iAtenciin! El operador nabla solo esta definido {para coordenadas cartesianas, Si V- A se utiliz

a-para

expresar la divergencia de A en otros sistemas de coordenadas. ello no implica que un operador

nabla pueda ser definido para esos sistemas. Por ejemplo, la divergencia en coordenadas cj-

lindricas se escribe como : +

A
“ird 134, 04,
» ¥ Ay gy e o o gt :

(véase seccion 4.2). Esto no implica que

14 AN ek
Voral Wiy st s,

en coordenadas ciIindriéa’l@r-En_efpclo. l,},_ﬂ;‘ﬁ?&sidp_daria Un Fésia also sise utilizaraen V V'
(el gradiente. capitulo 5) o en V % .rf;ir';u\tayiﬁnal. capitulo 9). e .

4.5 TEOREMA DE DIVERGENCIA
La ley de Giduss establece que la integral de unasuperficie cerradade D+ dS es igualala carga encerrada,

Sila funcion y la densidad de carga se conocen para todo el volumen, entonces la carga encerrada puede
obtenerse de la integracién de p en todo el volumen. Asi pues,

[D ’ dffr{ r=Qu "

Pero p» =V :D; entonces

jn-ds:f(v-mm-

Este es el teorema de divergencia, también conocido como teorema de divergencia de Gauss. Es el analogo

tridimensional del teorema de Green para un plano. Aunguea élse llego a partir de relaciones conocidas entre

D, O y p, el teorema es aplicable a cualquier campo vectorial,
——

1
teorema de la divergencia { AcdS = | (V-A)dy el 0&0
4 S

¢

Por supuesto, el volumen v es aquél que esta encerrado por la superficie §,

EJEMPLO 2: Laregionr < g en coordenadas esféricas tiene una intensidad de campo eléctrico .

‘Ir

EI=T&
Examine ambos lados del teorema de la dhﬂﬁ"ﬂﬂm"ﬁmem‘faﬁbsnet
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Para 5. escogemos la superficie esféricar=>b < a.

[CAP. 4

§s-as j(v-mm
£, (hentde o b .e_lf].,g
[[(%:8,): (?sentdidon) V=g |P5) =3
g m 3 = in x b
pb : e
=.Io L—iunsdﬂdq; y J., ju j“r’unsmeu
4npb® =4“ﬁba
= 3¢ 3¢

El teorema de divergencia se aplica tanto a camp
cualquier sistema de coordenadas. El teorema se usa m
cambiar de una integral de superficie cerrada a una integral

para convertir la integral de volumen

de una funcién, que puede ser expres

campo vectorial, en una integral de superficie cerrada.

Problemas resueltos

4.1.

os estaticos como a campos variables con el tiempo en
4s a menudo en derivaciones en que se hace necesario
de volumen. Pero por eso puede usarse también
ada como la divergencia deun |

Desarrollar la éxpresién para la divergencia en coordenadas cilindricas.

Un volumen delta aparece en Ja figura 4-3. Tiene por aristas Ar, rAg, y Az. El

campo vectorial A estd

definido en P, esquina correspondiente al menor valor de las coordenadas 7, @, ¥ 2, ¢como

A=A+ Agly+ ARy

Por definicion,

divA = lim
7 ‘ﬂu-'o Av

Para expresar § A ° dS deben cubrirse todas las 6 caras del volumen.
Para la componente radial de A ver la figura 4-4.

En la cara izquierda,

[A-ds~ —4raga:

y en la cara derecha, -
[A-ds~ Al +an(+ Ar)Ad Az

= (A, + % Ar)(r + Ar)Ad Az

~ A, rApAz + (A,na—ai:l)mmnz

§A-dS

i
|
ds
ds -"’f,(: -+ mg
A (r) s |
Fig. 4-4

donde el términoen( Ar)2ha sido despreciado. La contribucién neta de

este par de caras es entonces

24, 2 12
(4, + r-g;)arﬂérﬁz- 2 (ra)arag bz = 3 (rA)AD

ya que Av = rArmmimibrOSy$0|UCi0né‘lrios.net

e

i

e

T T

§
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4.2

4.3,

DIVERGENCIA Y TEOREMA DE DIVERGENCIA ' 4

En forma similar, las caras normales a a, dan

Ay BrAz ¥ (A.+Z—1‘M)arnz

para una contribuciéon neta de

184,

ERat 2

: 9 Av (+)
y las caras normales a a, dan

A, rArAd y (4,+%m)mm¢ ’

para una contribucion neta de

oA

= Av 3) »
oz

]
Cuando (1), (2) y (3) se combinan para dar § A - 4S, la definicion de divergencia es:

aiv A < 120A) 104, 04,
r

A B il 1 .

Demuestre que V - E es cero para el campo de una carga lineal uniforme.

Para una carga lineal, en coordenadas cilindricas, -
; . 1 Pe
2“0 r ~
Entonces

19( p )
¥ E-;ar 2neyr -

La divergencia de E para esta configuracién de carga es cero en todo punto, exceptoenr = 0, donde la expre -
sién es indeterminada.
Demuestre que el campo D debido a una carga puntual tiene una divergencia de cero.

= Para una carga puntual, en coordenadas esféricas,

&
, D-a{m""
Entonces, para r > 0, /
i 2 (r 2
b o Ao\’ I;;i) ’

Dado A = e7(cos xa, ~sen x a,), hallar V - A,

VA= a—‘l (e conx) + ;—y (=e""senx) = e”(—senx) + ¢ ’(senx) = 0

Dado A = x*a, + yza, + xya,, Iﬁllnr V-A !
VA -tﬁgp?mi%mysgl_umomanes.net
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4.7,
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Dado A= Sx’(sen% ., hallar V- Aenx=1.
a 3. WX
v A-na (Sx unT)

AL E)E 3 tos™ el
Sx(oosz 2+10xsen2 zxxonsz-lrlﬁxlenz

y V-A| =10

x|
Dado A = (x* + y?)""?a,, hallar V* A en (2. 2, 0).

v-a--1{x=+y’1"”’(?-x) y V-AL = ~884 x 1072
2 2,2,0)

|
Dado A =(7sen ¢a, + 2rcos cos $a, + 27%a,, hallar V- A.

2 &
o ™
a::.;’ / f—; P ——0!:!14’) P {2!00! ¢) + = {221)

4.9,

4.10.

4.11.

4.12,

4.13.

= 2seng — 2sengp + 4z = 4z

Dado A = r sen ¢a, + ricos¢a, + 2re” >*a,, hallar V- A en (1/2,7/2,0).

V-A -%g—r(r’sen¢)+%%(r’m¢)+;;z(2re"')-2un¢—rsen¢— 10re~%

-1 o 1 7
y V-A R = Znan-z— —ptens = 10(5 )z" wime

Dado A = 10 sen?¢ a, + ra, + [(z¥/r)cos® ¢]a,, hallar V- A en (2,.#,5_). iy

2 s 2
v A 0sen’o + 2005’9 §ioe v'"“t it

r 2,4,5)

Dado A = (5/r?) sen 8a, + rcotfa, + rsen 30064)!., hallar V - A.

AL (Sse O = (rsencot0) + —— 2. (rrenboosg) = —1 —send

1
senf 04

Dado A = (5/r*)a, + (10/senf)a, — r’¢s=n9 N hl“ﬂé‘l‘ - j

: 3
v-al\-lz

o

rsen 869{ }+

Dado A = § senfag+ Ssen ¢a,, hallar V.+ A en (0.5.ﬁ{4.gf4}

12 . “;9 cos
‘“"a;éa*e‘s”“"”*_wﬁa‘s““” g Foepd

=24.14
: http: //I|brosysolu jonarios. net

s
rsen Ga{-r3¢m8)=—r ,/I

[CAP. 4
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4.14. SeaD=p;za, enlaregidn —1 < z < | en coordenadas cartesianasy D= (p, z/|z|)a, en las otras
partes. Halle la densidad de carga.
V'D=p
Para—-1 < z <1, .
é
p=g (po2)=po
yparaz < - l6z > 1,
o
p= a_z _(:Fﬂo) =0 .
La distribucién de carga aparece en la figu-

ra 4-5.
*

4.15. Sea . <
D = b(r® + 22)"**(ra, + 2a,)

en coordenadas esféricas, halle la densidad de carga,
21a sy Sl ~32
=t o S N o

-g - ; (r* + 252 (2r%) + (2 + 22)22020) | + b - ; (r? +2%)" ”’(2_,:??]& (rt4 %)%

= b{r? + 22)" V=34 (r? + 22)2) = 322 + (r + 2%)] =0

a menos que r = z = 0, (El campo dado D corresponde'a una carga puntual en.el o;igen..l

f)4.16.- Sea D = (10r}/4)a, (C/m?) enla regién 0 < r < 3'men coordenadas cilindricas y D = {8]0,‘4:‘)&, /
(C/m?) en cualquier otro sitio. Halle la densidad de carga.

Para0 < r < 3m.
. p=12 (108)= 10 (Cm?)
T orar o
Yparar > 3 m,
14 -
-~ p=;a—’g81-o;4;-70

4.17. Sea

D= % (I = cos3rha,
en coordenadas esiéricas, halle la densidad de carga.

Q

181,950 198
ghalr Iy Ir nr"“ eos3r)] “.rl!enjr.

418. SeaD =7 a, + 28 sen fa, en coordenadas esféricas. Halle la densidad de carga.

56cos 8

0= 3 PN AT et




4.19,

4.20.

4.21.

4.22.

DIVERGENCIA Y TEOREMA DE DIVERGENCIA [CAP 4

Enlaregion 0 < r < 1m, D= (=2 x 107%/r)a, (C/m?) y parar > | m, D= (—4 x 107*/72 B
(C/m?), en coordenadas esféricas. Halle la densidad de carga en ambas regiones.

Para0 < r < I m,

2:‘10'

p=t s (-2x10)= | (C/m®)

yparar > |l m,
—;%{—4»: 107*)=0

Enlaregionr < 2, D= (5r%4)a, yparar > 2, D= {20;‘:-1):,. en coordenadas esféricas. Hallels®
densidad de carga,

Parar < 2, ¥ o
a
g 4) =
,ar{Sr‘g‘) Sr
y parar > 2,
i)
—,5:(20)-0 ]

Sea D = (10x?/3)a, (C/m?). Evalte ambos lados del teorema de divergencia para el volumen de
un cubo, de 2 m de arista, centrado en el origen y con las aristas paralelas a los ejes.

fp-as=| (v-D)dv

Como D tiene sdlo componentes x, D.dS es cero en todas las D, g
caras excepto x = | m y x=— | m(ver figura 4-6). = 4
1
§D.ds-f j' M.a ddel,_ : V. .-——-;- |
-1 D -
rotoq0(-1) %A i
+j' f —3— &dydz(-%) % st
-~ Fig. 46
40 40 80
e Tk Ve g

Ahora, para el lado derecho del teorema de la divergencia, comoV * D = 10x entonces '

i '! 1 L 1 1 al
_[_d(v« D)dv = I-; j’_l J._l(l()x‘)dxdydz- j'_1 j'_1 [10%»]_Idyd:-?c

Sea A = 30e-'a, — 2za, en coordenadas cilindricas. :
Evaltie ambos lados del teorema de divergencia para el s
volumen encerrado porr =2, z=0y z=S5(figura4-7). -

Ay

f;'\-.s-j{v-am

Cabe anotar que A, -Oplnz-lny.poreomipieuu.k-ds
es cero sobre esa parte de la superficie.

f* ﬁ-] I 30e " *a, 2¢¢d=-.+j -—2(53., rdrdgs,
= 60¢” hnp:/%lltommsdaelonanos.net Fig. 4-7
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Para el lado derecho del teorema de la divergencia;

. ‘li Lk E = -30' 5 Tha
V-A rar(SOte )+az( 2z) 30e 2

[ A)du-j o

-

— 30e™" — 2)rdrd¢d: = 1294

4.23. SeaD= (IOr’Mﬁ,. (C/m?) en coordenadas cilindricas. Evalie ambos lados del teorema de diver-
gencia para eT\?'oItlmen encerradoporr =1 m, r=2m, z= 0y z = 10 m (ver figura 4-8).

§D-ds=[(v-D)dv s e

Como, D no tiene componente z, D +dS es cero para la parte

superior y*a inferior. En la superficie cilindrica interna dS esté en .

direccién —a,. /
210

§p-das= J j —m’-. (1)dgdz(~a,)

iz
] ‘ftzra, ()ddzs,

—-24{[):: +16 ? 2 7508 C T Fig. 43—

Para el lado derecho del teorema de la divergencia:

TR Xy
VD= o (10r44) = 10r

1o _2! 2
y I[V-Djdv:]o L J.l(l{)r")r-drd¢rdz=?SGxC

4.24. Sca D= (5r*/4)a, (C/m?) en coordenadas esféricas. Evaltie ambos lados del teorema de divergencia
para el volumen encerrado por r =4 m. v 0 = n/4 (ver figura 4-9).

§D-ds-j(v-mdu

Como D sélo tiene componente radial. D - dS tiene valor diferen-
te de cero solo en la superficie r = 4 m.

§DdSJ'I

\

Para ¢l lado derecho del teorema de la divergencia:,

w/4
5(4} =" a, (4 senfdidpa, = 589.1 C

1.4
V-D-;z-é-;fSr‘fd)=5r 4

Iy [(v-D)av = j j [ (5r)risenBdrdfidg'= 589.1 C
http /llibrosysolucionarios.net



4.25.

4.26.

4.27.

4.28,

4.29.

4.30.

4.31.

4.32.

4.33,

4.34.

4.36.

4.37.
4.39.

4.40.

4.41.

4.42.

DIVERGENCIA Y TEOREMA DE DIVERGENGIA [CAP.A|

Problemas suplementarios

Desarrolle la divergencia en coordenadas esféricas. Utilice un volumen delta con aristas Ar, rA0 y rsen 0A¢,

Muestre que V - E es cero para el campo producido por una carga laminar uniforme.
El campo de un dipolo eléctrico con cargas en + d/2 sobre el eje z es

0d

E-W{stu,-{-unﬁl.]
Demuestre que la divergencia de este campo es cero.
Dado A = ¢**a, +2cosya, + 2 senza_, halle V- A en ;I origen. Resp. 7.0
Dado A ='-.(3.t + )8, +(x—y*)a, halle V-A.  Resp. 3-12y
Dado A =2xya,+ za,+ yza. halle V-A en(2,—1,3). Resp. —B8.0
Dado A = 4xya, — xpla,+5senza. halle V-A en(2,2,0). Resp. 50 ¢
Dado A = 2r cos? ¢a, + Ir'sen za, + 4zsen? ¢a, , halle V- A. Resp. 4.0
Dado A = (10/r)a, + Se~**a,, halle V-A en (2.4 1). Resp. -260
I;ndo A= Scosr-,+(3z¢"l'!rp,. Ilal_le V-A enﬁ,&,z}. Resp. —1.59
Dado A = 10a, + 5senfa,, halle V -A. Resp. (2 + cos@)10/r) |
Dado A =ra,— rlcotfn,, halle V-A. Resp. 3—r

Dado A =[(10 sen? 8)/r]a,. halic V.« A en (2,n/4, ¢). Resp.  1.25
13¢
Dado A = r? sen Oa, + 13¢a, + 2ra,, halle V:A. Resp. 4rsen 0 + _;_)mg

Demuestre que la divergencia de E es cero si E = (100/r)a, + 40a,.

En la regién a < r < b (coordenadas cilindricas),

e B
D‘FD( 2r }'

bl_sl
r ).'

D"‘ﬂo( 2
Para r < a. D = 0. Halle p en las tres regiones.  Resp. 0, 05,0

yparar > b,

En la regién 0 < r < 2 (coordenadas cilindricas), D = (4! + 27%% 4 4r "¢ "), yparar> 2. D=
(2057/r)a,. Halle p en ambas regiones. Resp. —e~%%7,0

En la regién r < 2 (coordenadas cilindricas), D = [10r + (/3)}a,. yparar > 2, D = [3/(128r)ja,. Halle p en
ambas regiones.  Resp. ¥ H/ibrosysolucionarios.net
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4.43.

4.44.

4.45.

4.46.

4.47.

4.48.

4.49.

4.50.

DIVERGENCIA Y TEOREMA DE DIVERGENCIA 49

Sea D = 10 sen Oa, + 2cos0a,. Halle Ia densidad de carga.
Resp. E:_e (18 + 2cot? 6)

Sea

:3r
Do

en coordenadas esféricas. Halle la densidad de carga, ~ Resp. 32 +3)(r? + 1P
Sea
895 L
D= ‘—z[l — e V(14 2r +:2r%)]a,
en co:rdenndns esféricas. He'le la densidad de carga.  Resp.. 40e™%

En la regién r <" 1 (coordenadas esféricas),

o (43 -

\

yparar > L. D =[5/(63r%)]a,. Halle la densidad de carga en ambas regiones. Resp. 4—r?, 0

La regién r < 2 m(coordenadas esféricas) tiefie un ¢ampo E = (5¢ x 10" */¢5)a, (V/ m). Halle'la cﬁrga neta
encerrada por la concha r = 2 m=  Resp. S.ng 1073 C

Sea D = (5r/4)a, - en coordenadas esféricas. Evaltie ambos Indos del teorema de divergencia para el volu-
men encerrado porr =1y r=2. Resp. T5n

Sea D = (10r%/4)a, en coordenadas cilindricas. Evalie ambos lados del teorema de divergencia para el volu-
men encerrado porr = 2. 2 =0y z=10. ' Resp. 800z

SeaD =[0sen d a,\+ 2cosfay. Evaltie ambos lados del teorema de divergencia para el volumen encerrado por
laconchar=2 -Resp, d0m%. . _ =

http://librosysolucionarios.net



Capitulo 5

Energia y potencial eléctrico
de los sistemas de carga

5.1 TRABAJO REALIZADO EN
CARGAS PUNTUALES EN MOVIMIENTO

En un campoéeléctrico E una carga puntual Qexpcthlenta una s
fuerza que estd dada por / E
F=—-QE .
Si esta fuerza se déSbalancea, se produce una aceleracién de la par- ./
ticula cargada y su movimiento se dirige hacia el campo si O es / Q »
F!
P / .

posiiiva. (Ver figura 5-1.)

Para poner la carga en equilibrio se requiere una fuerza
aplicada igual en magnitud y opuesta en direccion a la fuerza del
campo:
F,=—-QE Fig. 5-1

El trabajo se define como una fuerza que actiia a distancia. Por consiguiente, la fuerza aplicada realiza una
cantidad diferencial de trabajo 4 W cuando la particula ca se mueve (a velocidad constante) a lo largo de
una diferencial de distancia d/. Ahora, el trabajo puededjer positivo o negativo, segiin la direccién de dl,
. vector desplazamiento, con relacién a la fuerza aplicada, F,, Cuando dl y F, no estdn en la misma direc-
cién, la componente de la fuerza en la direccion de 4l debe usarse. Todo esto se expresa simplemente por:
dW = F,df cos0=F, - dl
Asi pues, en un Campa eléctrico el diferencial de trabajo realizado por un agente externo es
dW = —QE-dl
Adoptindose esto como expresion definitiva para el trabajo realizado al mover una pm‘tii:uh cargada en un
campo eléctrico, un valor positivo significara que el trabajo ha sido hecho por el agente externo para ocasio-
nar un cambio de posicién y un resultado negativo indicard que el trabajo ha sido realizado por el campo.
En los tres sistemas coordenados las expresiones para dl son:

dl = dxa, + dya, + dza, (cartesiano) j

dl = dra, + rd¢a, +dzs, (cilindrico)

dl=dra, + rdfe, + rsenfdpa, (esférico)

EJEMPLO 1: Halleel trabajo realizado al mover una carga de + 2 € desde (2, 0, 0) m hasta (0.2, 0)m alolargode la
linea recta que une los dos puntos, si el campe eléctrico es %

E=2xa,— 4y, (V/m
El trabajo diferencial es o Sy 7l

dW = — 2(2xa, — dya,) * (dxa, + dys, + dza,),
= —4xdx + 8ydy
La ecuacitn de la trayectoriaes x + y = Z_y. por lo tanto, dv = —dxalo Tn#. 2
largo de la trayectoria. Por consiguiente,
dW = —4xdx 8{2 = x)—dx) = (4x — 16)dx

W = J (x — 16)dx = 241

0,2,0)

http://librosysolucignarios.net
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(Recuérdese que | V/m = 1N/C=1JjC m.)

El trabajo realizado en una carga puntual en movimiento Q desde ¢l punto B hasta el punto 4 en un
campo eléctrico estdtico es el mismo para cualquier trayectoria escogida. En forma equivalente, ¢l trabajo
realizado para mover la carga alrededor de cualquier trayectoria cerrada es cero:

§ E:dl=0 (campos estiticos)
Tal campo vectorial se denomina campo conservativo.
EJEMPLO 2: Halleel trabajo realizado en ¢l campo del ejemplo | si la carga de 2 C es movida desde(2,0,0) m hasta
(0. 0. 0) a lo largo del eje x. Luego desde (0, 0, 0) m' hasta (0, 2, 0) m a lo lxzo del eje y. *
La trayectoria se muestra en la figura 5-2. Sobre el primer segmento, ) dy = dz =0, asi pues
dW = —2(2xa, ~ On,)* (dxa, + Ou, + Oa,) = —thd_x
Sobre el segundo segmento, x = dx = dz = 0, asi que:

dW = ~2(0a, — 4yn,) " (On, + dys, + On,) = 8ydy 3
Por lo m'ﬂo.
0 2
w=—4| xdx+8 [ ydy =247
2 o
este es el mismo valor encontrado para la trayectoria del ejemplo Iy @

8) POTENCIAL ELECTRICO ENTRE DOS PUNTOS

El potencial del punto A4 con respecto al puri,o B se define como el trabajo realizado al mover una carga
positiva unitaria, @, , desde B hasta A. 3 '

'_‘ [ | el
V=g = = [ E2dl 0/ V)

Debe observarse que el punto inicial, o de referencia, es el limite inferior de la integral lineal. Por lo tanto, el
signo menos no debe omitirse. Este signo apareci6 en esta expresion proveniente de la fuerzaF, = — QE,que
fue' aplicada para poner la carga en equilibrio,

Puesto que E es un campo conservativo,

Vis= Vic — Vnc

de aqui que V,, se considere como la diferenciade potencialentre los puntos A y B. Cuando ¥,; es positivo,

debe realizarse trabajo para poder mover la carga unitaria positiva desde Bhasta A y se dice entonces que el

punto A est4 a un potencial mas alto que el punto B. Eneel ejemplo 1, siel punto Bsetomaen(2,0,0) m yel
" punto A4 en (0. 2. 0) m, entonces :

4
V‘.x-zi-é=12\’

El punto A esta a un potencial més alto que el punto B, (lo esta en 12 V), Ademds, el potencial Vs debe ser
—12 V., ya que F;, difiere de K., sélo por la inversién de los limites superior ¢ inferior en la integral

definitoria. lo cual simplemente cambia el signo del resultado. v
Pr

N S i

EJEMPLO 3: Encuentre el potencial de A. (1. ¢, 2). con respectoa B,
(3. ¢". z'). en coordenadas cilindricas, donde el campo eléctrico es pro-
ducido por una carga lineal sobre el eje -, estd dado por E = (50/r
{V/m). 5
Debe anotarse primero que dl tiene componentes en las direcciones
a,. 3, ya.yqueE tiene direccion radial. Entonces E + dl = E,dr, y asi

A L&n o g )
Vig= —J.E-d!- HL ?dr- —wm;--sa.w

El punto A estd a un potencial mmﬁtpi{.llibmﬁysolucionarios.net Fig. -3
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Como no hay trabajo en movimiento a lo largo de 8, o a_, todos los puntos sobre el cilindro r = constante deben
estar al mismo potencial, En otras palabras. para una linea uniforme de carga, cilindros circulares rectos concéntricos son
superficies equipotenciales.

5.3 POTENCIAL DE UNA CARGA PUNTUAL.

Como el campo eléctrico producido por una carga puntual Q tiene direccion radial. !
o !

/
A ra i
VA;"_J-E'dl" - E,dr=——Q—J- E;m—Q—(—l-—--l—) ‘
B ” dney /y, 1 dmeg \ry 1y
Para una carga positiva Q el punto 4 estd a un potencial mas alto que el punto Bcuando r, es menor duc Iy
Las superficies equipotenciales son conchas esféricas concéntricas. g
Si al punto de referencia B se le permite ahora moverse hacia el infinito, entonces

L .
En el material que sigue se hard uso considerable de la anterior ecuacién. El mayor peligro de ésta reside en
olvidar donde est4 la referencia e intentar aplicar la ecuacién a distribuciones de carga que seextienden hasta
infinito. '

5.4 POTENCIAL DE UNA DISTRIBUCION %)E CARGA

Si hay carga distribuida en algin volumen finito con una densidad de carga conocida p(C/m?),*
entonces puede determinarse el potencial en un punto externo. Para hacerlo, se identifica una diferencial de
carga dentro de algin punto en el volumen, como se muestra en la figura 5-4. Entonces en P,

V =
4 41'!60 R

La integracién sobre el volumen da el potencial total en P:

i

4mes R

Fig. 54

donde dQ esta reemplazado por pdv. Ahora, no debe confundirse R con r del sistema de coordenadas esfé-
ricas. R no es un vector sino la distancia desde dQhasta el punto P. Finalmente. R casisiempre varia de lugar
a través del volumen y entonces no puede removerse del integrando.

Si lacarga se distribuye sobre una superficie o una linea. la expresion de arriba para V'se cumple, siempre
¥y cuando la integracion sea sobre la superficie o la lineay p, o P, estén usados en lugar de p. Debe hacerse
hincapié en que todas estas expresiones parael potencial en un punto externo estdn basadas en una referencia
cero en el infinito.

5.5 GRADIENTE

Llegados a este punto, se introduce otra operacidn del anilisis vectorial. La figura 5-5(a) muestra dos
puntos vecinos, M y N, dela regién en que esta definida una funcion escalar V. El vector separacion de los dos
puntos es \

http://libr@syéduti&!aﬂdanet
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Mix,y,2)

» Nix + dx, y +dy, 2 + dz) Vi n)=c;  J

Vix,y,2)=¢;

9 i i
;o X /\
x ~
3
(@ (b) o5
Fig. 5-5 wo ™
Por el cilculo, ¢l cambio en ¥ desde M hasta N estd dado por =
av av av
dV=—dx+—dy+—d
S ay o F P '

Ahora, el operador nabla, introducido en la seccién 4-4, sobre V da

av ov . oV
VV—'-a-x—l,+E;lq+El.

De lo que se deduce que
dV =VV-dr

El campo vectorial V ¥ (también escrito grad V) se llama el gradiente de la funcién escalar V. Se ve que
para una |dr| fija. el cambio en ¥ en una direccién dada dr es proporcional a la proyeccién de VV en esa
direccion. Asipues VV vace en la direccidn de mdximo incremento de la funcion V.

Otra visién del gradiente se obtiene haciendo que los puntos M y N estén sobre la misma superficie
equipotencial (si ¥ es un potencial), F(x, y, z) = ¢, [ver figura 5-5(b)]. Entonces d¥ =0 lo que implica que
VV es perpendicular a dr. Pero dr es tangente a la superficie equipotencial. En efecto, para una localizacién
adecuada de N, éste representa cualquier tangente a través de M. En consecuencia, V¥ debe estara lo largo
de la superficie normal a M. Como dV est4 en la direccion de aumento de ¥, apunta desde V(x, v, 2)= ¢,
hacia ¥ (x, y. z) = c;, donde ¢, >¢,. El gradiente de una funcidn potencial es un campo vectorial el cual
es en todo punto normal a las superficies equipotenciales.

El gradiente en los sistemas coordenados cilindricos y esféricos se deriva directamente de su expresién en
el sistema cartesiano. Debe anotarse que cada término contiene la derivada parcial de ¥ con respecto ala
distancia en direccién del vector unidad particular.

L )

VY = o a, ¥ e S (cartesiano)
av av ov : :
vV = ;3?_.' + ;53 a, + % a, (cilindrico)

av av oV ;
VV = T 8, + YT a5+ m a, (esférico)

Aunque V V es vilido para grad ¥ en cualquier sistema coordenado. debe recordarse que ¢l operador
nabla se define solo en coordenadas cartesianas:

http://librosysolucionarios.net
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5.6 RELACION ENTREEY ¥V

A partir de la expresion integral para ¢l potencial de A respecto de B, el diferencial de ¥ puede escribirse ©
como

dV = <E - dl e
Por otro lado, \
dV =VV « dr

Como dl = dr es un pequefio desplazamiento arbitrario, se deduce que
E=-VV

La intensidad del campo eléctrico E puede gbtenerse, cuando la funcién potencial ¥ es conocida,
tomando simplemente el negativo del gradiente de V. Ya se hallé que el gradienle €8 un vector normal a lag
superficies equipotenciales dirigido hacia un cambio positivo en V. Con el signo negativo se encuentra queel
campo E se dirige de los niveles supcrrares a los inferiores del potencial V.

[

5.7 ENERGIA EN CAMPOS ELECTRICOS ESTATICOS

Considere el trabajo requerido para ensamblar, carga por carga, una distribucién de n = 3 cargas
puntuales. La region se supone inicialmente libre de carga y con E = .0 en todas partes. 5
Como se ve en la figura 5-6, el trabajo requerido para @0
colocar la primera carga Q,, en la posicion | es cero. Por
tanto, cuando @;,se mueve hacia la regién, se requiere un
trabajo igual al producto de esta carga por el fiotencial de
Q. Eltrabajo total realizado al colocar estas trés cargases

2,

“”E=W1+“’3+W_‘ L
=0+ (Q;V5,) +(Q3 V3,1 + Q3 V3.,) Fig. 56/

El potencial V, ; debe leerse “el potencial en el punto 2 debido a la carga @, en la pomcl('m 1", (Esta
notacién, poco usual, no aparecerd de nuevo ep- -gste libro.) El trabajo’ W, ‘es la energia almacenada en el
campo eléctrico de la distribucién de car}lu(ﬁ:r problema 5.20 para un oomemsﬂo sobre esta 1.|:Ienuf'm-
cién.)

Ahora, si las tres cargas se traj Tan a su sitio en orden inverso, el_trab_aj_oltofal seria

L W= W W+ W,
=0+ (Q2¥s) +(@:¥is + @1V 5)
Cuando las dos expresiones arriba se suman, el resultado es dos veces la energia almacenada:

W, = Qi(Via + Vi3) + Qa(Vay + Va3) + Qs(Vay + Vaa)

El término Q.(V 12 + V) era el trabajo hecho contra los campos de Q, y @,. tinicas otras cargas en la
region. Asi que, ¥, , + V, ; = V¥, potencial en la posicién 1, Entonces

We=0V+0: V3 + 0V,

-3 30

m=] FV- ‘
para una regién que contiene n cargas puntuales. Para una reglbn condensidad de carga p (C/m?)el proceso
sumatorio se convierte en una integracion,

b
NJ

1 ;
http://librosys,(‘)"l 7 ar‘f'(’)s.netl
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Otras exp\esiones (ver problema 5.15) para la energia almacenada son ) / \
-y b 1D
w,_ijn-sdu w,=5jg£ dv H@wij‘idu
En un circuito eléctrico, la energia almacenada en un condensador estd dada por
1 Ly
S

donde C es la capacitancia (en faradios), V esla diferencia de voltaje entre los dos conductores que constitu-
yen el condensador y (O es la magnitud de la carga total sobre uno de los conductores,

EJEMPLO 4: Un condensador de placas paralelas, talque C = ¢ A/d, tiene un voltaje constante Vaplicado entre las
placas (figura 5-7). Encuentre la energia almacenada en el campo eléctrico.
Despreciando el efecto de bordes, el campo es E = (¥/d)a, entre las placas y E = 0 en cualquier otro lugar.

1
W‘HETCE:JU
e (V2 V—
~3(a) [ i
eAV?
e
=§CV = \

Fig. 57

Siguiendo un método distinto, la carga total sobre un conductor puede encontrarse a partir de D en la superficie por
medio de la ley de Gauss (secci6n 3.3).

D-—d—_l,‘

e=Ipj4="4

2
AVZ) o2

| Loni
Entonces W-ZQsz( P 3

Problemas resueltos

5.1. Halle el trabajo realizado al mover una carga puntual @ = — 20 uC desdeel origen lﬁuta (4,0,0)m
en el campo

E= (’5‘+ 2y}-,+2u, (Vi) . !

Para una trayectoria a lo largo del eje x, dl = dx l‘r,.
dW = —QE- dl

= (20 x 10-‘1(’—2‘+2y)dx -
[ ©,0,0 -~ 400 *
% R
y W=(0x1079[ (-—+23)dx - |
0 \2 ;

=804 http://librosysolucionarios.net - Fig. 5-8 *
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5.2..

5.3.

5.4.

5.5.

ENERGIA Y POTENCIAL ELECTRICQ DE LOS SISTEMAS DE CARGA [CAP.§

En el campo del problema 5.1, mueva la carga desde (4. 0, 0) m hasta (4, 2, 0) m ¥ determine el trabajo
realizado.

Ahora (seccién figura 5-8) dl = dya,. y asi ' \

W = (20 x 107%) “axdy = (20 x 10-*)2)4) [ zdy =320 )
0 (1]

En el campo E del problema 5.1, halle el trabajo realizado al mover la carga desde el origen h!hl
(4.2, 0) m a lo largo de la linea recta que conecta los puntos.

La ecuacién de la linea es x = 2y, de lo cual dx = 2 dy, dz = 0. Entonces
W = (20 x 10“‘).“(; + 2y}l. + Zn,] * (dxa, + dys,) = (20 x 1079) J.(; + Zy)d; + Zx&y

Para integrar respecto de x, j y dy se cambian a x/2 y dx/2,

, : o
» wa(zouo*)j 3 xdx =400l |
1]

\

que es la suma de 80 #J y 320 ), datos hallados en los problemas 5.1 y 5.2.

Halle el trabajo realizado al mover una carga puntual Q = 5 uC*desde el origen hasta (2 m. n/4,
n/2), coordenadas esféricas, en el campo

)
Sl | [ L0
E=Se""a)+ ——2a, (V/m)

En coordenadas uferim'gl.
dl= dri, + rdoa .+ rsenfdga,
ol % :

Escoja la trayectoria que s¢ muestra en la figura 5-9,alo iargo del
segmento df = dg =0, y

AW = ~QE~ dl = (=5 x 10~®)Se~"4dr)
A lo largo del segmento /7, dr = -df =0, y
dW = —QE » dl = (-5 x 107°)10d¢)* ~
A lo largo del segmento /I, dr = dp =0. y
dW = —QE-di=10

- Por consiguiente,

c & it
W =(—25x10"%) L e~ Tdr+ (=50 x 10~%) I., dp=—1179 pJ

En este caso, el campo realiza al mover la carga un trabajo de 117.9 uJ.
Sea el campo E = (k/r)a,, en coordenadas cilindricas. Demuestre que el trabajo necesario para
mover una carga puntual desde una distancia radial » hasta un punto situado.a dos veces esa
distancia radial, es independiente de r. o
Como el campo tiene solamente componente radial, ”
i - 2
dW = —QE+dl = +Q£,dr=—__-:—-.gdr

Para Jos limites de integracién use r, y 2r,.
2ry
W= ko | & okl
(41 r

independiente de . hitp://librosysolucionarios.net
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5.6. Dada una carga linealde p; = (lﬂ"'!!)Cfm solmeleje z. halle ¥, ;. donde Aes(2m, ::[i O)y Bea 4/

(4 m=x,5 m)
"L"“X z—ﬁ:ﬁ 3o
Como el campo pruduclde por 1a ¢ lmul tiene direccién ndi.ul, el producto escalar con dl es E, dr.
i . A 1077
J I ;m.,)‘i""q"']-'ﬁ‘v e =r

!

5.7. En el campo del problema 5.6, hillese Vsc: donder. =4myr. = 10m. Luego, determinese V.cy
compérese éste con la suma de V3 ¥y Vac.

Vac = =9inr]* = —9(in4 — In10) = 825V
Vie= —9inrl = —9(in2 — In10) = 1449V _ v
Y V,.,—&24V+8.25V-l4.49N=V“

5.8. Dado ¢l campo E = (—]6/r?)a, (V/m), en coorden’adas elféncas Halle el potencial del punto
(2 m, m, w/2) respecto del punto (4 m, 0.7 ).

Las superficies equipotenciales son conchas esféricas concéntricas. Dejemos quer = 2msea Ayr=4m,

sea B. Entonces
L -
i g = N
P

59. Una carga lineal de p,= 400 pC/m yace a lo largo del
eje x y la superficie de potencial cero pasa por el punto (0,

5, 12) m en coordenadas cartesianas (ver figura 5-10). "
Halle el potencial en (2, 3, - 4) m. . (0. 5,12)
Como la carga lineal yace a lo largo del eje x, las coordena-
das x de los dos puntos pueden ignorarse.
r,u,-/9+16-§_m rpg=+/25+144=13m ] y
(2,3,-4)
Entonces )

Vas= [ L P VS 0 L. 9
v 2megr 2meg  ry

Fig. 5-10
5.10.) Halleel potencml enr, = Smrespectodery =15m producldo por una carga puntual ¢ = 500
pCenel ongen y referencm cero en el infinito. 5

Debido a la carga puntual,

v -_a_ d oot
B Gneg\ry . 1y

Para encontrar la diferencia de potencial, no es necesaria la referencia cero.

500 x 10712

2 http: //IM’GSMIL%lo‘ﬁ Fios net
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5.12.

5.13.

5.14.

ENERGIA Y POTENCIAL ELECTRICO DE LOS SISTEMAS DE CARGA [CAP.§

la referencia cero en el infinito puede usarse para encontrar Vs y Fis.
-_0_(£)= J.Z_(L)-
A i 1), 090V y""m,_.ls 030V

Entonces
Vis=Vs= Vis =060V

Una carga total de (40/ 3) nC se distribuye uniformemente alrededor de un anillo circular de 2 mde
radio. Halle el potencial en el punto situado sobre el gje, a 5 m del plano del anillo. Compare ¢l
resultado con el que se obtiene si toda la carga se concentra en ¢l origen en forma de carga puntual

Con la carga en una linea,

P .
Fim dneo R

/3)x 10°° 10°*
Aqui P;'% -@—Cfm

y (ver figura 5-11) R = \/‘E m, df= {_2 m)dg.

J=- (10-%/3m}2)de _ 5y 5,
o 4m(10” 'flini?%

Si la carga estd concentrada en e\t:ngen.

(40/3) x 10~°

V= )

=140V

Repita el problema 5.11 con la carga total distribuida uniformemente sobre un disco.circularde2m
de radio (figura 5-12).

Como la carga estd sobre una superficie,

, 45 =
V-==j.":‘—m—t

& " {40;3:(;) 10-° _13; cin?

Rﬂ,/zs +r3 {m}

" 10" %/3x = 2 rdrdg o v
= = M - e

H

©,¢,5)

T, 4.0)

_ Fig5n

Cinco cargas puntuales iguales, @ = 20nC, ésltﬁ localizadasen x = 2,3,4,5y 6 m. Encuentreel
potencial en el origen, -

1o Qu_
o Ry

Hay una carga distribuida uniformemcnté a lo largo de una linea recta de longitud finita 2 L (fi

Ros comparados son BB U P eGP RUEIEe para una ines it de ar

xtn'
(z* ity +) =261V :
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El potencial en ¢l punto 1, con referencia ceroen elinfinito,es

o -[ 4!::0(: + r’}"

[In (z+ 2 +r1] / pL .
/.-’
= [1n{L+JL!.+r,)— rl ./

"\
k)
Vy ==L [In (L+/E+ ) =inry) ¢
ZMD (' e ']
AhorasiLy»r;, Y L»r;, 1

¥

Vi ti-%(hu-h:r,}

En forma similar, el potqnm! en el punto 2 es dag

e

V;m (ln2L —Inry)

Entonces e-L

i,

r ' 4
Vip= Vl—i{xz—’:—"—‘nhy—‘. \ . : Fig. 513

\ b N ,
lo que coincide con la exprts_iéﬁ‘%ngqmrad.l{;: tl‘&oblema 5.9 para la linea infinita.

5.15. Hay una carga distribuida en un volumen v con densidad p , que da lugar a un campo eléctrico con
energia almacenada :

. j pVdv
Demuestre que una expresién equivalente para la energia almacenada e
Y ¥y
Wg = i J eE*dv

La figura 5-14 muestra ¢l volumen v que contiene la carga, encerrado dentro de una gran esferade radio R.
Como p es nula fuera de v,

Wy = % fpvao= % jm pViu= % | G-Dwa

esferoidal ' wsferoidal

El vector identidad V+ VA = A+ VV + V(V - A), aplicado al
integrando, da:

1 1
We=> WaVD)Jv—EI“m{D'7V)du (

esferoidal esferoidal Volumen v

Esta expresién se cumple para un radio 'R arbitrariamente
grande. Se debe hacer R— 0.

La primera integral sobre la derecha es igual, por el teorema
de divergencia, a

1,
wpertck http: //I|brosysoIUC|onar|os net

Fig. 514
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Ahora, si la esfera envolvente se hace muy grande, el volumen encerrado parece una carga puntual. De esta
manera, en la superficie, Daparece como k,/ Rty ¥ como k,/ R. Asi que el integrando decrece con 1/ R3. Como
el drea de la superficie aumenta sélo con R?, se concluye que

lim VD+dS =0

R=w ° superficie
esfercidal

La otra integral da, en el limite,
1 1
W, = —EI{D-?V]dv=§f{D-I‘.}du
y como D = ¢E, la energia almacenada esté también dada por
Fr o 1, D?
w,-,:,jce dv 6 W, Edea
4

82 la funcién potencial ¥ = 2x + 4y (V) en el espacio libre. Halle la energia almacenada en un
volumen de | m? centrado en el origen. Examine otros voliimenes de 1 m?.
i .l
av_Sav v ac % /
E=-VV= "(E"* E;a,+52—-.) = <2a, —4a, (V/m)

Este campo es constante en magnitud (£ = JI_D V/m) y con direccién sobre todo el espacio, de esta manera la
energia total.almacenada es infinita. (El campo puede ser aquél que se produce dentro de un condensador de
placas paralelas infinitas. Se necesitaria una_cantidad infinita de energla para cargar tal condensador.)

De todas maneras, es posible hablar de Wa densidad de energia para éste y otros campos. La expresi6n

1 2
W= 3 I eE*dv
sugiere que cada volumen minisculo dv tendréd asignado un contenido wdv, donde
1
W= i cE?

Para este campo, la densidad de energia es constante:

1 0,
W) S i

y asf cada volumen de 1 m? contiene (10 */36x) J de energia.

Dos semiplanos conductores delgados,en ¢ =0y ¢ = n/6, estdnaislados unodelotroa lo largo del
¢je z. La funcién potencial para0 < ¢ < n/6 es V =(—60¢/x) V. Halle la energia almacenada entre
los semiplanos para 0.1 < r < 06my0 < z < | m. Suponga espacio libre.

Para encontrar la energia almacenada, W', en una regién limitada de espacio, se debe encontrar la densi-
dad de energia (ver problema 5.16) a través de la region. Entre los semiplanos,

14 (—604) 60
B=-vv= -1 (=0)0, L, (V)

y asf

Wity jibroky 4 iciomrioSatets = 151w
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El campo eléctrico entre dos conductores cilindricos concéntricos en r = 0.01 m y r = 0.05 m estd
dado por E = (10%/r)a, (V/m), si se desprecian los efectos de los bordes. Halle la energia almacenada
en una longitud de 0.5 m. Suponga espacio libre.

i h+0.5 2z ,0.08

1 3 10%)?
= — 3 -__0 —~— =
Wi=5[eEdo=" L jn j'_m ( ; )rdrdwz 02241

Halle la energia almacenada en un sistema de cuatro cargas puntuales idénticas, Q0 =4 nC, en las
esquinas de un cuadrado de | m de lado, ;Cual es la energia almacenada en el sistema cuando solo
dos cargas estdn colocadas cada una en esquinas opuestas?

. i) r Q.
2e=0: Wi+ QaVa+ 03 Vi + 0 Ve = 40,1, 4 %‘_"'_

donde la ultima igualdad proviene de la simetria del sistema. PR
Q Q 0 10°° (11 P14 S
4x 1077 1 1
V= —= 2 f = (—+—+— 975V
1y ! dmeg Ri; 4dmo Ry 4me R4 4:::.0_ 11 \/5 " q f '&5 ‘g i
Entonces W, = 20,¥, = 2(4 x 107°)(97.5) = 780 nl__ o
¢ - . B o= \2
_Para sélo dos cargas, e
2We =0V + @ Vs =20,V b
s " g
0 WE-QIV,=(4x10"')-—x—'-l£'——'-—)=102nJ

i Qué energia est4 almacenada en el sistema de d:}cargas puntuales, @, =3nC y @, =—3nC, sepa-
radas por una distancia de d = 0.2 m?

R A o) R o

210, (3 x 107%)
= imegd " ARIOER02)

por esto W

Puede parecer paradéjico que la energgia almacenada se torne negativa aqui, mientras 4¢E?, y por con-
siguiente
1 2
WE 3 J ¢E‘dy
2 todo ¢ espacio i

es necesariamente positivo. La razén para la discrepancia estd en que al igualar ¢l trabajo realizado para
ensamblar un sistema de cuatro cargas puntuales a la energla almacenada en el campo, uno desprecia la energia
infinita ya existente en el campo cuando las cargas estaban en el infinito. (Tomé una cantidad infinita de trabajo
separar las cargas en el infinito.) Asf pues, él resultado’anterior, W, == 405 nJ, puede tomarse con el sigfii-
ficado de la energia con 405 nJ por debajo del nivel de referencia (infinito) en el infinito. Como sélo las
diferencias de energia tienen significado fisico, el nivel de referencia puede ser apropiadamente despreciado.

Una concha esférica conductora de radio a. centrada ¢n el origen, tiene un campo potencial

< W r<a
" \Woalr r>a

con referencia cero-en el infinito. Halle una expresion para la energia almacenada que este campo
representa.-

r<a

Ly -VV-E‘:V,:#‘)A, r>a

e Bt do =0k [ 17 (*o2) rsentdr dodg = 2nco VE
Wam gl sekide ﬁt‘fp:lblit-[rés&s’o Ucionarios.net’ °
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Obsérvese que la carga total sobre la concha es; segin la ley de Gauss,

0=Da=|(" V““)(m’) =dne Voa

mientras que el potencial en la conchaes V = ¥, . Asipues, W, = 40V . resultado familiar para la energia alma-
cenada en un condensador (en este caso. un condensador esférico con la otra placa de radio infinito).

Problemas suplementarios

5.22, Halle el trabajo realizado al mover una carga Q =—20 uC desde
el origen hasta (4. 2. 0) m en el campo

E = 2(x + 4y)a, + 8xa, (V/m) % =

Plo largo de Ia trayectoria 2 =8y.  Resp. - 1.60 mJ A (2, 7/4, x[2)

5.23. Repita el problema 5.4 utilizando una trayectoria de direccién
radial. Resp. —1179 uJ

5.24, Repita el problema 5.4 utilizando la trayectoria mostrada en la
figura 5-15. Resp. —117.9 ul
\ Fig. 5-15

5.25. Halle el trabajo realizado al mover una carga puntual @ =3 uC desde (4 m, =, 0) hasta (2 m.x/2,2m), coofde-
nadas cilindricas, en el campo E = (lO’!rh. + 10°za, (V/m).  Resp. —0.392)

5.26. Halle la diferencia entre las cantidades de trabajo requeridas para traer una carga puntual @ =2 nC desdeel
infinito hasta r = 2 m y desde ¢l infinito hasta r =4 m, en el campo E = (10%/r)a, (V/m).
Resp. 1.39%x 107%]

5.27. Una carga total de (40/3) nC estd distribuida en forma de un disco circular de radio 2 m. Halle el potencial
producido por esta carga en un punto situado sobre ¢l eje, a 2 m del disco. Compare este potencial con el que se
obtiene si toda la carga estd en el centro del disco. Resp. 497V, 60V

':, 529 Una carga lineal uniforme de densidad p, =1 nC/mestdarreglada
: i-en forma de un cuadrado de 6 m de lado, como se muestra en la
figura 5-16. Halle ¢l potencial en (0, 0, 5) m. Resp. 356V

5.29. Desarrolle una expresion para el potencial en un punto situadoa d 7
metros medidos radialmente hacia afuera desde el punto medio de
una carga lineal finita con L metro. de longitud y densidad
uniforme 2, (C/m). Aplique este resuitado, como prueba, al pro-

blema 5.28. A~ G
3
Resp 2_:_:: o L2 + \/: + 2/a V) Fig. 5-16 .

5.30. Demuestre que ¢l potencial en el origen producido por una dtusndad superficial uniforme de carga p, sobre el
anilloz=0, R < r <R+ les mdepcnd:enu de R.

5.31. Una carga total de 160 nC esté inicialmente separada en cuatro cargas puntuales iguales upacudn a 90° de
intervalo alrededor de Fﬁf ’ngt}oms d dellﬁ Ci{gﬁaruénéwﬁléf un punto situado sobre el eje. a 5 m del

o
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planodel circulo. Separe la carga total en 8 partes iguales y repita ¢l ejercicio con las cargasespaciadas a 459 de
intervalo. ;{Cudl seria la respuesta en el limite p, = (160/6x) nC/m? Resp. 47TV =

5.32. - En coordenadas esféricas, el punto A estd en un radio 2 m y ¢l punto B estd en 4 m. Dado el campo E=
(—=16/r?)a, (V/m), halle el potencial del punto A, con referencia cero en el infinitol Repita el ejercicio parael
punto B. Ahora exprese la diferencia de potencial V4, = V' y compare ¢l resultado con el problema 5.8.
Resp, V, =2V, = — 8V

5.33. Si el potencial de referencia cero estd en r = 10 my una carga puntual Q = 0.5 nC estd en el origen, halle los
potencialesenr=5my r =15m. ;Aqué distancia radial el potencial es igual en magnitud al potencialen r=5m,
pero opuesto en signo? Resp. 045V, 0.5V

- ‘ g

5.34. Una carga puntual @ = 0.4 nC esté localizadaen (2, 3, 3j m en coordenadas cartesianas. Halle la diferencia de
potencial V.5, donde el punto A es(2,2,3) my Bes (-2, 3, ) m. Resp. 2.0V

S 2 .
5.35. Halle ¢l potencial en coordenadas esféricas producido por dos cargas puntuales iguales. pero opuestas sobre el
"eje y= +d/2. Supongar > d.  Resp. (Qd sen 8)/(4neqr?)

5.36. Repita el problema 5.35 con las cargas sobre el eje z. Resp. (Qdcos8)/(4meqr?)

5.3%. Halle las densidades de carga sobre los ductores del probl 5.17.

+60¢.,

Resp. (C/m?) sobre ¢ =0, —[Cfma) sobre ¢ = /6

5.38. Una carga lineal uniforme con p, =2 nC/m yace en el plano z =0 paralelo al eje x en y =3 m. Halle la diferencia
de ipotencial ¥ 45 para los puntos 4(2 m, 0.4 m) y B(0, 0, 0). Resp. —18.4V

5.39. )Una carga laminar uniforme, con p, =(1/6x) nC/m?2 estd en x =v y una segunda carga laminar, con p, =
(—1/6x) nC/m?, estd en x =10 m. Halle ¥ 45, ¥ac y ¥ ac para A(10 m. 0, 0) y C(O 0.0). °
Resp. —36V,—24V,—-60 V

SD Dados los campos eléctricos en coordenadas cilindricas E'=(5,’r)a,(\",‘m] para0 < r < 2myE=25a,V/m
A perar > 2 m, halle la diferencia de potencial ¥ 45 para A(l m, 0, 0) y B(4 m. 0. 0). Resp. 847V

541.  Un condensador de placas paralelas de 0.5 m por 1.0 m, tiene una distancia de separacion de 2 em y una dife-
rencia de voltaje de 10 V. Halle la energia almacenada, suponiendo que ¢ = ¢;. Resp. 11.1 nJ

.

5.42. El condensador descrito en €l problema 5.41 tiene un voltaje
aplicado de 200 V.

(a) Halle la energia almacenada.

(b) Mantenga d, (figura 5-17) en 2 cm y la diferencia de voltaje en
200 V, mientras se aumenta d, a 2.2 cm. Halle la energia final
almacenada. (Sugerencia: AW = ${AC)V?)

Resp. (a)4.4 uJ; (b)4.2 Wl

Fig. 5-17

5.43. Halle la energia almacenada en un sistema de tres cargas puntuales iguales, 0 =2 nC, dispuestasen lineacon 0.5
m de separacidn entre ellas. Resp. 180 nJ

5.44.  Repita el problema 5.43 si hfﬂ”/“b*mysg| Uéi@r]ari&ggneﬂsﬂ nJ.
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Cuatro cargas puntuales iguales, @ =2 nC, debea ser colocadas en las esquinas de un cuadradode (1/3) m de
lado, una por una. Halle la energia en el sistema después que cada carga ha sido colocada.
Resp. 0, 108 nJ, 292 nJ, 585 nJ

Dado ¢l campo eléctrico E= — 5e¢™"/*a, en coordenadas cilindricas. Halle la energia almacenada en ¢l volumen
descritoporr < 2a y0< z < 5a.  Resp. 789 x 107" a3

Dado un potencial ¥ = 3x2 + 4y2 (V). Halle la energia almacenada en el volumen descritopor0 < x < Im
0Ss y<Imy0sz Etlpﬁllllbmsywiumonarlos.net

-
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Capitulo 6

Corriente, densidad de corriente
Yy conductores

6.1 INTRODUCCION |

Corriénte eléctrica es la tasa de transporte de carm&nmmqmpﬂ:mpunmpmiﬁcmmm
de una superficie determinada. El simbolo [/ se usa generalmente para corrientes constantes y el simbolo i
para corrientes que varian con el tiempo. La vafllad de corrienteesel ampere(l A=1C/s. Enelsistema SI el
ampere es la unidad bésica y el coulomb la unidad derivada).

La ley de Ohm rglaciona la corriente con el voltaje y la resistencia. Para circuitos dc simples, = V/ R
Sin embargo, cuando las cargas estan suspendidas en un liquido o un gas, o cuando los portado_[;.&.d:_ﬂm
negativa y _g,,muza c_st_él_l _presentes con diferentes caracteristicas. la forma mmp}e de la ley de Ohm es insufi-
ciente. Por consiguiente, en electromagnetismo, la densidad de corriente J (A} m®) recibe mas atencién que la
corriente /.

6.2 CARGAS EN MOVIMIENTO

Considérese la fuerza sobre una particula cargada positivamente en un campo eléctrico en el vacio, como
se muestra en la figura 6-1(a). Esta fuerza, F= +QE, no es opuesta y proeduce una ac;leraciénconswme‘ De
esta manera, la carga se mueve en direccién de E con una velocidad U que aumenta siempre.que la particula
s¢ halle en el campo E. Si la carga estd en un liquido o en un gas como se muestra en la figura 6-1(b), se
estrella repetidamente con las particulas presentes en el medio, con lo cual se producen cambios de direccitn
al azar. Pero, si E es constante y el medio es homogéneo, las componentes aleatorias de velocidad se cancelan,
y se tiene una velocidad promedio constante, conocida como velodidad de corrimiento U, a lo largo de la
direccién E. La conduccién en los metales tiene lugar mediante el movimiento de los electrones de las capas
mas exteriores de los d&tomos que conforman la estructura cristalina. De acuerdo con la teoria electronica de
los gases, estos electrones alcanzan una velocidad de corrimiento promedio muy similar a la de una particula
cargada que se mueve a través de un liguido o un gas. La velocidad de corrimiento es directamente propor-
cional a la intensidad del campo eléctrico,-

U=uE

donde y, la movilidad, se mide en unidades m?/ V :s. Cada metro ctibico de un conductor contiene un niimero
de dtomos del orden de 1028, Los buenos conductores tienen uno o dos de los electrones de cada dtomo libres
para moverse cuando se aplica un campo. La movilidad u varfa con la temperatura y la estructura cristalina
del solido. Las particulas presentes en el sélido tienen un movimiento vibratorio que aumenta con la tempe-
ratura. Esto dificulta ain mas el movimiento de las cargas. Asi pues, a altas temperaturas la movilidad u se
reduce, resultando en una menor velocidad (o corriente) de corrimiento para un E determinado. En anélisis
de circuitos este fenémeno se toma en cuenta para determinar la resistividad para cada material y especificar
un aumento de esta resistividad con temperatura creciente.

R —

(a) Vacio A1 (b) Liguide o gas
Fig. 6-1

http://libros¥,550Iucionarios.net
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i

6.3 DENSIDAD DE LA CORRIENTE DE CONVECCION, J

. Un conjunto de particulas cargadas que dan lugar a unadensidad de carga p en un volumen vaparece en T
la figura 6-2 provisto de una velocidad U hacia la derecha. Se supone que las particulas mantienen su posi- |
- cion relativa dentro del volumen. Cuando esta configuracién de carga
pasa una superficae 8 ello origina una corriente de conveccidén; con
densidad

J=pU (A/m?)

Si la seccién transversal de v varia o si la densidad p no es constante a
través de ¢, entonces J no seré constante con el tiempo. Mas atin, J serd
cero cuando la dltima percién del volumen cruza S. De todas maneras,
el concepto de una densidad de corriente causada por una nube de
particulas cargadas en movimiento es a veces litil en el estudio de la
teoria de campos electromagnéticos.

-
6.4 DENSIDAD DE LA CORRIENTE DE CONDUCCION, J

De mas interés es la corriente de conduccion que apan:ce dentro de los conductores de seccién transver-
sal fija en presencia de un campo eléctrico. La densidad de corriente estd dada nuevamente por

J =‘51U (A/m?) ;

~

que, en vista de la relacién U = uE, puede escribirse

J=0E
donde ¢ = pp es la conductividad del material en siemens por metro (S/m). En conductores metalicos los
pormd_gggq € carga son los electrones, que se desplazan en direccion opuesta al campo eléctrico (ﬁgura 6 3).
Por consiguiente, para los electrones, tanto p como u son negativos, lo
que prodice una conductividad g, positiva, tal como en el caso de
portadores de carga posmvos Se deduce que b y E tienen la misma ;
direccion sin importar el signo de los portadores de carga. Es conven- [\
cional tratar los electrones que se mueven a la izquierda como cargas o
positivas que se mueven a la derecha, y siempre tener a p y 4 como 8
positivos. . ;

La relacion J = oE se conoce como forma puntual de la ley de — E
Ohm. El factor o tiene en cuenta la densidad de electrones libres que se J=gE
mueven (p) y la facilidad relativa con que se mueven a través de la es-
tructura eristalina (u). Como podria esperarse, es una funcién de la
temperatura.

Fig. 6-3

6.5 CONDUCTIVIDAD o

En un liquido o gas hay, generalmente iones, tanto negativos como positivos, algunos con carga sencilla
y otros con carga doble y ademés, posiblemente, con diferente masa. Una expresién de conductividad podri
incluir tales factores. Sin embargo, se supone que todos los iones negativos son iguales y lo mismo todos lgs

iones positivos. Entonces la conductividad contiene dos términos como se ve en la figura 6-4(a). En uncon- _

ductor metélico, solo los electrones de valencia estin para moverse. En la figura 6-4(b) se muestran en movi-
miento hacia la izquierda, La conductividad contiene entonces §6loun término, el producto de la densidad de
carga de los electrones libres para moverse, p,, por su movilidad, u,.

Una conduccién més compleja es la que se da en semiconductores como el germanio y el silicio. En la
estructura cristalina cada 4tomo tiene cuatro enlaces covalentes con 4tomos adyacentes. Sir. embargo, a
temperatura ambiente. y bajo el influjo de alguna fuente de energia como luz, los electrones pueden moverse

fuera de la posicién rcurvaﬁgﬁWEmwmre@ﬁGQMpar electron-hueco disponible para
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J -—{:) O_.
. E (e, ._%_’
o=p_u_tp,.p, 0 =p,H, 0= Pelie + Pybp
(a) Liguido o gas (&) Conductor (c) Semiconductor _

Fig. 6-4

conduccién. Tales materiales se dénominan semiconductores intrinsecos. Los pares electrén-hueco tienen un
tiempo de vida breve y desaparecen por recombinacion. Sin embargo, otros se van formando porlo que todo
el tiempo hay algunos disponibles para conduccion. Como se muestra en la figura 6-4(c), la conductividad *
consiste de ds términos, uno para electrones y otro para huecos. En la prictica, hay impurezas, elementos de
valencia tres o de valencia cinco, que se agregan para crear materiales semiconductores fipo p o tipo n. El
comportamiento intrinseco antes descrito contintia, pero est4 cubiertd por la presencia de electrones extraen
los materiales del tipo n o de huecos extra en losdel tipo p. Asi, enla conductividad ¢, una de las densidades,

Pe© Py, excederd a la otra. M
6.6 CORRIENTE / /
La corriente total / (en A) que atraviesa una superficie S estd dada por
‘r = J - ﬁ -
X

(ver figura 6-5). Debe escogerse un vector normal para el diferencial de
. superficie dS. Asi pues, un resultado positivo en / indica que la corriente a
través de S en la misma direccién del vector normal. Por supuesto, Jno tiene
necesariamente que ser uniforme en §, ni tampoco S tiene que ser una
superfic:e plana.

EJEMPLO 1: Halle la corriente presente en el alambre circular que se muestra en
la figura 6-6 si la densidad de corriente es J =15(1 — e~ '%°%)a, (A/m?). El radio del
alambre es 2 mm.

Se escoge una seccion transversal para §. Entonces

dl =J-dS
= 15(1 — e °%")a, - rdrdda,
y iz ,0.002
I=[ [ s l°°°'}r4rd¢
LR

=133 x 107* A= 0133 mA

Cualquier superficie S que tenga un perimctro que se ajuste a la superficie externa
del conductor en todo su alrededor tendid la misma cormme total, [=10.133 mA,
cruzindola.

6.7 RESISTENCIA R

Si un conductor de seccion transversal uniforme A y longitud ¢ , como el que se muestra en la figura 6-7,
tiene una diferencia de voltaje ¥ entre suis extremos, entonces

httpk Ai l;rosysolucionaﬁggy. net
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suponiendo que la corriente estd uniformemente distri-
buida sobre el 4rea A. La corriente total es, entonces,
gAV
1= JA = —';—

Como la ley de Ohm establece que ¥ = IR, la resistencia
es

f
R=L0 (@)

(Observe que 1 87! = 1 Q; el siemens era anteriormente
conocido como el mho.) Esta expresion para la resisten-
cia se aplica generalmente a todos los conductores en los
que la seccién transversal permanece constante sobre
toda la longitud /. Sin embargo, si la densidad de corriente es mayor a lo largo del 4rea superficial del
conductor que en el centro, entonces la expresién no es valida. Para tal distribucién de corriente no unifor-
me la resistendia estd dada por

Flg. 6-7

V P
R=15-a7[Ea :

Si se conoce E en lugar de la diferencia de voltaje entre las dos caras, la resistencia est dada por
i f{E-dl
JoE - dS

El numerador da la caida de voltaje a través de la muestra, mientras el denominador da la corriente total /.

EJEMPLO 2: Encuentre la resistencia presente entre las superficies curvasinterna y externa del bloque que aparece |
en la figura 6-8. El material es plata para, la cual o = 6.17 x 107 S/m.
Si la misma corriente [ cruza la superficie interna y la externa, entonces,

J 3 E'—k
e y S

Entonces (5° = 0.0873 rad),

J30

| —l,'drn,
‘0.2 OF
R = 005 00873 |
- &, rdgpdza,
0 0 r
In 15
= =101x10°%Q=101
(0.05)(0.0873) ” "

6.8 DENSIDAD DE LA CORRIENTE LAMINAR, K

Algunas veces la corriente estd confinada a una superficie de un conductor, tal como las paredes internas
de una guia de onda. Para tal corriente laminar es \itil definir el vector densidad K (en A/m), queda la rata de
transporte de carga por unidad de longitud. (Algunos libros usan la notacién J,.) La figura 6-9 muestra una
corriente total /, en forma de hoja cilindrica, de radio 7, que fluye en direccién z positiva. En este caso,

')
K=’2_1r_r"

en cada puntodela hojg,.,.,?ara/otras hojas, K puede variar de un punto a otro (ver problema 6.19). En general,
la corriente que fluye a tra\hﬂp; ﬁﬂ){mS‘dU@i@ﬂﬁﬂ@SWﬁle laminar se obtiene integrando la
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Fig. 6-9 Fig. 6-10

L]
componente normal de K a lo largo de la curva (ver figura 6-10), Asi pues

1 ==LK,,d¢' e

6.9 CONTINUIDAD DE LA CORRIENTE | .

La corriente 7 que cruza una superficie general S ha sido examinada para los casos en que Jen la super-
ficie era conocida, Ahora, si la superficie es cerrada, para que salga una corriente neta debe haber una dismi-
nucién de carga positiva adentro: i '

dQ

IJ--JS=-I= T de

¢
donde la unidad normal en dS es 4a direccién normal hacia afuera. Dividiendo por Av,

JIB 0 [k

Av at Ay

Cuando Av -+ 0, el lado izquierdo por definicién tiende a V+ J, divergencia de la densidad de corriente,
‘mientras el lado derecho se aproxima a —dp/dt. Asi pues . :
9

Y'J=—E

Esta es la ecuacién de continuidad de corriente. En ella p representa la densidad neta de carga y nosdlola
densidad de carga mévil. Como se vera luego, dp/dt puede ser diferente de cero sélo transitoriamente dentro
de un conductor. Entonces la ecuaciénde continuidad, V - J = 0, viene a ser el campo equivalente de la ley de
la corriente de Kirchoff, que establece que la corriente neta que abandona una unién de varios conductores es
cero.

En el proceso de conduccién, los electrones de valencia estdn libres para moverse bajolaaplicaciénde un
campo eléctrico. Asi que, mientras estos electrones estén en movimiento, no existirdn condiciones estdticas.
Sin embargo, estos electrones no deben confundirse con la carga neta, porque cada electrén de conduccién
estd balanceado por un protén en el niicleo de tal manera que la carga neta es cero en cada Av del material.
Supdngase, sin embargo, que en un desbalanceo temporal, una regién situada dentro de un conductor sélido
presenta una densidad nera de carga p, en el tiempo ¢ = 0. Entonces, como J = ¢E = (¢/¢)D,

http://litnfogyxsglutgfrbnarios.net
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€ son constantes, como deben ser en una muestra homogénea, entonces deben ser removidas de las derivadas

La operaci6n de divergencia consiste en las derivadas parciales respecto de las coordenadas espaciales. Sigy |
parciales. F

dp
Pl A
¥ e O :
g5 . B
dp o =
4] fefl 4 o S
a:+¢" 9

La solucién a esta ecuacién es

Se ve que p, y con ella
dp o i

e S e e

L] at e

decae exponencialmente con una constante de tiempo €/g, ta?oién conocida como tiempo de relajacidn
para el material particular. Para la plata, con 6 =6.17 x 10¥S/my ¢ = €q-el tiempo de relajacién es
1.4 x 10™"s. De esta manera, si una densidad de carga po pudiera de alguna manera lograrse en el interior
de un bloque de plata, las cargas se separarian debido a las fuerzas de Coulomb, y despuésde 1.44 x 1075
la densidad restante seria el 36.8% de p,. Después de cinco constantes de tiempo. 07.20 x 10™"s, s6100.67%
depo permaneceria. Asi pues, puede deducirse, para campos estaticos, que la carga neta dentro de un con-
ductor es cero. Si no hay carga neta presente, debe estar en la superficie externa.

6.10 CONDICIONES LIMITES EN CONDUCTOR-DIELECTRICO )

Bajo condiciones estéticas toda la carga neta estar4 en las superficies externas de un conductor y ambos
E y D serdn por lo tanto cero dentro del conductor. Como el campo eléctrico es un campo conservativo, la
integral lineal cerrada de E.dl es cero para cualquier trayectoria. Una trayectoria rectangular con esquinas
1, 2, 3, 4 se muestra en la figura 6-11.

I:E-dl;l-J':E-dI+IJ‘E-dl+J.:E-d1=0.

1 2
Si la trayectoria de las longitudes 2 a 3 y 4 a / se hacen tender a cero, con- \@m i
servando la interfase entre ellas, entonces la segunda y la cuarta integral - - $  Covductor |
son cero. La trayectoria 3 a 4 estd dentro del conductor donde E debe ser '
cero. Esto deja Fig. 6-11 :
I

2 2
j,r.-.-n-jla,dz=o

donde E, es la componente tangencial de E en la superficie del dieléctrico. Como el intervalo de /.a 2 puede 1
escogerse arbitrariamente, ¥ : i
E. t ] D' = 0 \

en cada punto de la superficie.

Para encontrar las condiciones sobre las componentes normales, un cilindro circular recto, pequeiio y
cerrado se coloca a través de la interfase como se muestra en la figura 6-12. La ley de Gauss aplicada a esta
superficie da

§D-dS=Q...

° : rﬁg@f/ﬁ%ﬂokﬁawfohhhﬂ&.ﬁe? Lp, ds
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La tercera integral es cero ya que, como se acaba de determinar,
D, = 0 en cualquier lado de'la entrecara. La segunda integral
también es cero, ya que la parte de abajo del cilindro est4 dentro
del conductor, donde D y E son cero. Entonces,

Iﬁ?-ds:j.ﬁf.ds=j‘p,ds

ds

lo que sélo se cumple si Fig. 6-12

Du=pl y El=—

Para abreviar, bajo condiciones estéticas, el campo situado justo afuera de un conductor es cero
(componentes tangencial y normal) a menos que exista una distribucién superficial de carga. Sin embargo,
una carga superficial no implica una carga neta en el conductor. Para ilustrar esto, considere una carga posi-
tiva en el origen de coordenadas esféricas. Si esta carga puntual estd encerrada por una concha esférica ,
conductora ﬂcmrgnda de espesor infinito, como aparece en la figura 6-13(a), entonces el campo afin estd
dado por

~

+0Q
B
excepto dentro del conductor mismo, donde E debe ser cero. Las fuerzas de Coulomb causadas por+Q
atraen los electrones de conduccién hacia la superficie interna, donde crean una P, de signo negativo.
Entonces la deficiencia de electrones en la superficie externa constituye una densidad superficial deécargap,,
positiva. Las lineas de flujo eléctrico ‘¥, que abandonan la carga puntual + Q, terminan en los electrones de la
superficie interna del conductor, como se muestra en la figura 6-13(b). Entonces, unas lineas de flujo eléctri-
co ‘¥ se generan una vez mds en las cargas positivas de la superficie externa del conductor. Debe anotarse que
el flujo no pasa a través del conductor y la carga neta en dicho conductor permanece céro.

(, .. -

&)

Fig.6-13

Problemas resueltos

6.1.  Unconductor decobre AWG # 12 tiene un didmetro de 80.8 mil. Una longitud de 50 pies conduce una
corriente de 20 A. Halle la intensidad del campo eléctrico E, la velocidad de corrimiento U, la caids
de voltaje y la resistencia para la seccién de 50 pies.

Como un mil es 1/1000 de pulgada, ¢l drea de la seccién transversal es

0808 pul | /2.54 x 10”2 m)]? m

0 : : -6 2 T
A-'Il(tpzillib sysbielcio aﬁ(%%lﬁel? <
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Entonces I 20
R e e e R
A 331 %1078

Para el cobre, ¢ = 5.8 x 107 S/m. Entonces

=6.04 x 10* A/m?

(]
= i - -‘;—:f'-:-,% = 104 x 10°1 V/m _ ]
: : R i
V ={E¢ = (1.04 x 107')(50)(12)(0.0254) = 1.59 V

V159 /
=— = — =795 i !
R 7= 20 795 x 1072 Q

La movilidad de los electrones en el cobre es u = 0.0032_m‘,!\" *s,ycomo g = py, la densidad de carga ¢

e e ——

oo 858 % 107 . T 2
Pr' B mz——l,alxlo C/m

A partir %e J= p U se encuentra la velocidad de corrimiento

u..:_,= %ﬁ =334 x 10~* mys

Con esta velocidad de corrimiento un electrdn tarda aproximadamente 30 segundosspara recorrer una distancia 1
de un centimetro en el conductor de cobre #12. :

1 Qué densidad de corriente ¢ intensidad del campo eléctrico corresponden a una velocidad de corri-
miento de 53 % 10™* m/s en el aluminio?

Para ¢l aluminio, Ia conductividad.es g = 382 x 107 S/m y la movilidad s = 0.0014 m?/V s

3.82 x 107

oooia (53 X 1074) = 145 x 107 A/m?

I
E-{-E=3.T9HIO"Wm ' G ;
. [

L]

Un conductor largo de cobre tiene una seccién transversal circular de didmetro 3.0 mm y conduce |
una corriente de 10 A. ;Qué porcentaje de electrones de conduccién deben dejar cada segundo (para |
ser reemplazados por otros) una seccién de 100 mm de longitud? )

i
Elntmero de Avogadroes N=6.02 x 10%dtomos/kmol. La gravedad especifica del cobre es 8.96 yel peso
atémico es 63.54. Suponiendo un electrén de conduccién por &tomo, el niimero de electrones por unidad de

volumen es
dtomos) (1 kmol kg \(, electrén
= (602 =°—_-)( : )(8.96 10*—)(1—}
- ( * O et N5t he N oo

= 8.49 x 10** electrones/ m?

El ntimero de electrones en 100 mm de longitud es

31070

332 _ L
N= x( - ) (0.100)(8.49 x 10?®) = 6.00 x 1022

Una corriente de 10 A requiere que

(10 ioms 2 =625 x 10" ccrane

pasen un punto fijo. Entonces el porcentaje por segundo que deja los 100 mm de longitud es

T — s e s Ty T e

625 x 101

http:gidrasy SSNTRIfFRIS net
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e
(6.4. ) {Qué corriente se produce sitodos los electrones de conduccidn preséntes en'un centimetro ctibico de
; aluminio pasaran un punto determinado en 2.0 s? Supdngase un electrén de conduccién por dtomo.

La densidad del alumi_nio es 270 x 10* kg/m® y el peso atémico es 26.98 kg/kmol. Eiuonm

1
26.98

N, = (602 x '10“}( )(2.70 x 10%) = 602 x 102* e;;mneu,rm:

. | ~19
o AQ (602 x lﬁ"electronenfm"){loz . m}’(}.s x 107"° Cjelectrén) 482 KA

: Al
//\ g !

L-\, 6.5.\ ;Cudl es la densidad de electrones libres en un metal para una movilidad de 0.0046 m2?/V+s y una
 conductividad de 29.1 MS/m? !

Como o = up,
,, N,
" p= e DI F =633 x:10° Cm?
m .00
y 9
= %% =396 x 10** electrones/m

—
@)Detcrmine la conductividad de germanio intrinseco a temperatura ambiente.

A 300° K hay 2.5 x 10'° pares electrén-hueco por metro ctibico. La movilidad de los electrones es y, =
0.38 m?/V:s y la movilidad de los huecos es g, = 0.18 m?/V - 5, Como el material no estd contaminado, el
nimero de electrones y huecos es igual.

o= N,e(u, + ) = (2.5 x 101°)(1.6 x 10~ '%){0.38 + 0.18) = 2.24 S/m

o N .
\Gf. \ Halle la conductividad del germanio tipo n a temperatura ambiente suponiendo un 4tomo en cada
" ) 10# dtomos. La densidad del germanio es 5.32 x 10° kg/m® y el peso atémico es 72.6 kg/kmol.

Existen

N =602 x 10“}(521_6}‘5'32 x 10%) = 4.41 x 10?* 4tomos/m?

y esto nos da ]

N, = 1075441 x 10%®) = 441 x 10?° electrones/ m?

La concentracién intrinseca n, para el germanio a 300°K es 2.5 x 1019 por m?. La ley de accidn de masa,
N_N, =n? , da entonces la densidad de huecos asf

_ 25 x 100

M= i = 109

= 1.42'x 10'® ihuecos/ m?

Entonces, utilizando las movilidades del problema 6.6,

o= N,epu, + Nh.ﬂ""l.-
= (4.41 x 10°)(1.6 % 10~'°)(0.38) + (1.42 x 10'®)(1.6 x 10~ 19){0.18)
= 26.8 +0.041 = 268 S/m

En el germanio tipo n el nimero de electrones en un metro ciibico es 4.41 x 102, al lado de 1.42 x [0!8
huecos. La conductividad.es entonces controlada por los electrones uumir.{imdm por el agente contaminante
de valencia cinco. http://librosysolucionarios.ne
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6.8.

N

\
3.

6.10.

6.12.

CORRIENTE, DENSIDAD DE CORRIENTE Y CONDUCTORES [CAP. 6

Un conductor de seccién transversal uniforme y 150 m de largo tiene una caida de voltajede 1.3 Vy
una densidad de corriente de 4.65 'x 105 A/m?. ;Cuél es la conductividad del material en el
conductor?

Como E=V/{ y J = oF,
465 % 10° = a({%} 8" g=3537% 10"S$/m

Una tabla de resistividades da 10.4 ohms mil circular por pie de cobre témplado. ;Cuél es la con-
ductividad correspondiente en siemens por metro?

Un mil circular es el drea de un circulo con un didmetro de I mil (10°° pul).

! : : ;
1 mil cir = s[ g "’"')(0.02545)] = 507 x 10~ 1° m?
2 pul

La conductividad es el reciproco de la resistividad.

h i i ) .
1 s piey( 1 mil cir
o O . L e m : a! :

& (uun-mil cir)( pul)({m"pu,) 507 % 10-%m ] 578 x 107 S/m

Al

.
Un alambre de aluminio AWG #20 tiene una resistencia de 16.7 ohms por 1000 pies. ;Qué conduc-
tividad implica esto?
De las tablas de alambres, ¢l #20 tiene un didmetro de 32 mils.. *
-3
& B [32 leO

¢ = (1000 pie)(12 pul/ pie)(0.0254 m/pul) = 3.05 x 10 m

1

z .
{0.0'254}] =519 x 10~ " m?

Entonces para R = ¢/ad,

305 x 102
7= {16IX5.19 x 10-7) ~ >>2 MS/m

En un conductor cilindrico de radio 2 mm, la densidad de corriente varia con la distancia desde el ¢je

de acuerdo a A
. L.
J=10%"40% (A/m?)  ~A00 ©
'&
Halle la corriente total /. riwigiey . L e ,
{ BN & (=P "Jk

I=[3-d5=[7ds= j: J':'m:o%*m'rdru

oA 2"(10’}[% (—400r — 11]:'0“ =751 mA

Halle la corriente que cruza la porcién del plano y = 0 definido por=01 £ x <0lmy-
=0.002 < z < 0.002 m, si

J = 10%|x|a, (A/m?)

hftr);fmiﬁas‘;:;d;oﬂ’d?bs'%&""“
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6.14,

6.15.
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Halle la corriente que cruza la porcién del plano x = O definidopor — /4 <y <n/dm y —001
<z<00Im,si ¥

J = 100cos2ya, (A/m?)

0.01 a4 .
J 100cos2ya, - dydza, = 20 A
-nld 1

1= f1-8-

Dado J =10%sen @ ar A/ m? en coordenadas esféricas. Halle la corriénte que cruza la concha esféri-
car=002m.

Como J y
dS = r*senfdfdg s,
son radiales, ]
T ;
» r=] o ], 10%002)" czr? 0d0dg = 395 A

Demuestre que la resistencia de cualquier conductor de seccién transversalcondrea 4 y longitud ¢
estd dada por R = //oA, suponiendo una distribucién uniforme de corriegte. :

Una seccién transversal constante a lo largo de ¢ produce un E constante, y la caida de voltaje es
V=[E-dl=Et

Si la corriente estd uniformemente distribuida en el drea A4,
I=[J-d8=JA=cEA
donde ¢ es la conductividad. Entonces, como R = V/I,

4
B
aA

J

Determine la resistencia de aislamiento en una longitud { de cable coaxial, como se muestra en la
figura 6-14.

Suponga una corriente total /desde el conductor imemel.l A = ¢ -{
externo. Entonces, a una distancia radial r,

y asi

2nort Fig. 6-14

La diferencia de voltaje entre los conductores es entonces

v, sl o dr :—"——lng
- J, 2nort 2ngl a

¥ la resistencia

7

http://IiBmqu;!b;bi;)narios.net
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6.17.

6.20.

6.21.

CORRIENTE, DENSIDAD DE CORRIENTE Y CONDUCTORES [CAP. &
Una hoja de corriente de 4 m de anchura yace en el plano z=0 y contiene una corriente totalde 10 A
que se dirige desde el origen hasta (1, 3, 0) m. Encuentre una expresion para K.
En cada punto de la hoja, la direccién de K es el vector unidad

8, + 38,
J/10

y la magnitud de K es (10/4) A/m. De esta manera,

_10fa, + 3:,}
Tal como se muestra en la figura 6-15, una corriente 1, : f‘
sigue un filamento que baja por el gje z y entra en una hoja '
_conductora delgada en z = 0. Exprese K para esta hoja. *fr \

W Considérese un circulo en el plano 7. La corriente /,
sobre la hoja se abre uniformemente sobre la circunferencia 2mr.
La direccion de K es a,. Entonces ¥
: !.
K=_- ; o
2ar % . x

Fig. 6-15

Para la hoja de corriente del problema 6.18 encuentre la corriente en una setx:lén del plano de 30°
(figura 6-16).

56
1=Kt = | 32{1'“'% s
‘o nr /i‘

’ .30°
Sin embargo, la integracién no es necesaria, puesto que para una _L

corriente uniformemente distribuida, un segmento de 30°
contendra 30“,'360",0. 1712 del total. Fig. 6-16

Una corriente {(A) entra a un cilindro circular recto delgado por la parte superior como se muestra
en la figura 6-17. Exprese K si el radio del cilindro es 2 ¢m,

En la parte superior, la corriente estd uniformemente
distribuida sobre cualquier circunferencia 2zr, detal manera que

I
K=5—a (Am)

Hacia abajo, la corriente estd uniformemente distribuida sobre la
circunferencia 27(0.02 m), de tal manera que

Fig. 617

I
K=otix (—a,) (A/m) .

En un punto situado sobre la superficie de un conductor, E = 0.70a, — 0.35a, — 1.00a, V/m.
iCual es la densidad superficial de carga en ese punto? :

En la superficie de un conductor bajo condiciones estdticas la componente tangencial £, es cero. En conse-
cuencia, el vector dado debe ser normal al conductor. Suponiendo espacio libre en la superficie,

po=D,=coE, = ¢ |E| = +~J(om)‘+(oss}=+(1m}= +11.2 pC/m?

El signo 4 (mas) deberia TR0 SYSIIGIORANGE. RETL de 1a superficie. '
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6.22.

6.23.

6.24.

6.25.

6.26.

CORRIENTE, DENSIDAD DE CORRIENTE Y CONDUCTORES m

Un conductor cilindrico de radio 0,05 m con su eje a lo largo del eje z tiene una densidad superficial de
carga p, = (po/z) (C/m?). Escriba una expresién para E en la superficie.

Ya que D,=p,, E,=p)/e. En(0.05, ¢, 2),

E=Ea = £¢ 8,
gl

Un conductor que ocupa la region'x > 5 tiene una densidad superficial de carga

3 £s I.Zf. 3
y ﬁ p’=71% ‘-—E’

Escriba expresiones para E y D justo afuera del conductor. y

La normal externa es —a,. Entonces, justo afuera del conductor,

L -
D = D,(-8) = pi—a g 22— (~a) &

Ix\‘/m( ’; LS
_yﬁ{_"} ' 2

Dos conductores cilindricos concéntricos, r, = 0.01 m y r, = 0.08 m, tienen densidades de carga

P -_40 jm2y p, talesque Dy E exumn entrelos dos cilindros, pero son cero en cualquier otra

parte. Ver figura 6-18. Halle P,y escriba las expresiones para D y E entre los cilindros.

Por simetria, el campo entre los cilindros debe ser radial y
solamente funcion de r, Entonces, para r, <7 <Trp,

v-D-li{rD,}-O ] "D, =c
rdr

Para evaluar la constante ¢, utilice el hechode que D, =D, =,
Qqr=r,+0.

c=(001)(40 x 107'3) =4 x 10~'*C/m

Fig 618

y asi
4 x 107" D 452 x107?
D=2 —a (M) Y Emp=——a (V)

La densidad p, se encuentra ahora a partir de

pw =D, l-n 0= -D, l-n-o- = 0.08 ri —§Pcfm3

Problemas suplementarios

Halle la movilidad de los electrones de conduccién en el aluminio, dada una conductividad 38.2 MS/m y una
densidad de electrones de conduccién de 1.70 x 102 m ™. Resp. 140 x 10~ *m?/V -5

- Repita el problema 6.25 (a) para el cobre. donde ¢ = 58.0 MS/m y N. = 1.13 x 10™ m~ 3, (b) para la plata,

donde g =61.7 MS}'myN =744 x 10 m™*,
Resp. (a) 3.21 x 107> m?/V » 5; (b)5.18 x 10-3m?/V + 5
http://librosysolucionarios.net
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6.29.

6.30.

6.31.

6.32.

6.33.

6.34.

6.35.

6.36.

6.37.

6.38.

- 6.39.

6.40.

6.41,

CORRIENTE, DENSIDAD DE CORRIENTE Y CONDUCTORES [CAP. 6

Halle la concentracién de huecos, N, , en germanio tipo p, donde o =104 S/m y la movilidad de los huecos es
My=0.18 m¥/ Vs Resp. 347x102m %, ‘

Utilizando los datos del problema 6.27, halle la concentracién de electrones N, ,silaconcentracién intrinseca es
n = 25x10"m-. Resp. 1.80 x 10! m-3 ‘

Halle la concentraci6n de electrones y huecos en silicio tipo n paraclque ¢ =100S/m, u, =013 m?/V-s y
ni=15 x 10 m"% Resp. 4.81 x 100 m=3 4,68 x 10" m-?

Determine el nimero de electrones de conduceién en un metro ctbico de tungsteno, cuya densidad es 18.8 x 10?
kg/m? y cuyo peso atémico es 184.0. Suponga dos electrones de conduccién por dtomo.
Resp. 1.23 x l0»

Halle el nimero de electrones de conduccién en un metro ciibico de cobre si g = 58 MS/mypu=32x10-2
m?/V , 5. En promedio, jcudntos electrones por 4tomo hay? El peso atémico es 63.54 y la densidad €5 8.96 x 10?
kg/mi, Resp. 1.13 x10%, 1.33

L
Una barra de cobre de seccién transversal re‘tan;uhr 0.02 x0.08 m y longitud 2.0 m tiene una caida de voltaje
de 50 mV. Encuentre la resistencia, corriente, densidad de corriente, intensidad de campo eléctrico y velocidad
de corrimiento de los electrones de conducci6n. ' HHE
Resp. 21.6 1,232 kA, 1.45 MA/m2, 25 mV/m, 0.08 mm/s.

Una barra de aluminio de 0.01 x0.07 m de seccién transversal y3 mde longitud conduce una corriente de 300 A.
Halle la intensidad del campo eléctrico, densidad de corriente y velocidad de corrimiento de los electrones de
conduccién. Resp. 1.12 x 102 V/m, 4.28 x 105 A/m?, 1.57 x 103 m/s.

Una reja de alambres da una resistencia de 33.31Q /km. para el alambre de cobre AWG # 20 a 20°C. iQué con-
ductividad (en 8/m) implica esto para el cobre? El didmetro de AWG # 20 es 32 mils.
Resp. 58 %107 S/m. °

Una reja de alambres da una resistencia de 1.21 x 107 @ /cm para ¢l alambre AWG # 18 de platino. ;Qué
conductividad (en S/m) implica esto para el platino? E! didmetro del AWG # 18 es 40 mils.
Resp. 100 x 107 S/m.

Cuél es la conductividad del alambre de tungsteno AWG # 32 con una resistencia de 0.0172 £jcm? El didmetro
del AWG # 32 es B.O mils. Resp. 17.9 MS/m.

Determine la resistencia por metro de un conductor cilindrico hueco de aluminio con un didmetro externo de
32 mm y paredes de 6 mm de espesor. Resp. 53.4 u0/m,

Halle la resistencia de una ldmina cuadrada de aluminio de 1.0 mil de espescr y 5.0 cm de lado (a) entre bordes
opuestos en la misma cara (b) entre las dos caras del cuadrado.
Resp. (a) 1.03 m Q; (b) 2.66 pkd

Halle la resistencia de 100 pies de conductor AWG #4/0 tanto en cobre como en aluminio. Un alambre AWG #
4/0 tiene un didmetro de 460 mils. Resp. 4.91 mQ, 7.46 mA

Determine la resistencia de un conductor de cobre de 2 m de largo con una seccién transversal circular y un radio
de | mm en un extremo que crece linealme:. e hasta un radio de S mm en el otro extremo, Resp. 2.20mQ)

Determine la resistencia de un mnduct(;rde cobre de | m de largo con una seccién transversal cupdrada de | mm
de lado en un extremo y que aumenta linealmente hasta 3 mm en el otro extremo, Resp. 5.75 mf)
http://librosysolucionarios.net
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6.42.

6.43.

6.44.

6.47.

6.49.

6.52.

CORRIENTE, DENSIDAD DE CORRIENTE Y CONDUCTORES ”

Desarrolle una expresién para la resistencia de un conductor de longitud /i la seccién transversal retiene la

misma forma y el drea aumenta linealmente desde A hasta k4 sobre ¢. Resp. ¢ [Ink
i oA \k=1,

Halle la densidad de corriente de un conductor AWG # 12 cuando conduce corriente de 30 A. Un alambre # 12
tiene un didmetro de 81 mils. Resp. 9.09 x 10% A/m?

-

Halle la corriente total 'en un condetor circular de 2 mm de radio si la densidad de corriente varia con r de
acuerdo a J = 10°/r (A/m?). Resp. 4m A,

En coordenadas cilindricas, J = 10¢~'°" a, (A/m?) para la regién 0.01 < r < 0.02m.0< z < 1 m. ‘Halle
la corriente total que cruza la interseccién de esta regién con el plano ¢ = constante. .
Resp. 2.33x 1072 A

Dada la densidad de corriente
]

b= (Bt omn

coordenadas esféricas. Halle la corriente que cruza la franja cénica 0 =n 44, 0.001 < r < 0.080 m.
Resp. 138 x 104 A {

Haile la corriente total saliente desde un cubo de un metro con una esquina en el origen y aristas-paralelos alos
ejes coordenados si J = 2x’a, + 2xy’a, + 2xya, (A/m?). Resp. 3.0A 3

Como se muestra ¢n la‘figura 6-19, una corriente de 50 A baja I
por el gje z, entra a una concha esférica delgada de radio 0.03 m,
yen 0= x/2entra a una hoja plana. Escriba las expresiones
para las densidades laminares de corriente K en la concha esfé-
rica y en el plano,

5 — !
Resp. 2a (m) "0 (Am)

Fig. 6-19

Una corriente de filamento de /(A) baja por el eje zhasta z = 5x10"?mdonde entraala porcién0 < ¢ < n/4

de una concha esférica de radio 5 x 10-? m. Halle K para esta corriente laminar.

801
Resp.

P g (A/m)
Una corriente laminar de densidad K = 20a, A/m yaceenel plano x = 0y hay unadensidad de corriente J =
10a, A/m?enelespacio.(a) Halle la corriente que cruza el 4rea encerrada por un circulo de radio 0.5 m centrado
en el origen en el plano z = 0. (b) Halle la corriente que cruza el cuadrado|x| < 0.25 m|y £025m,z = 0.
Resp. (a)279 A; (b)125 A

Un conductor rectangular, hueco, de paredes delgadas, con dimensiones0.01 x 0.02 m conduce una corriente de
10 A en la direccién x positiva. Exprese K. Resp. 167a, A/m

Un conductor sélido tiene una superficie descrita porx 4 v = 3m y se extiende hasta el origen. En la superficie
la intensidad del campo eléctrico es 0.35 V/m. Exprese Ey D en la superficie y halle p,.
Resp. + 0247 (s, +2,) V/m, £2.19 x 10~ '*(a, + a,) C/m?, + 3.10 x 10~ '2C/m2.

Un conductor que se extiende dentro de la regién z < 0 tiene una cara en el plano z = 0 en el que hay una

“~densidad superficial de carga

htﬁ'):-/ﬁi’t‘)}%—sl;g(l)nl'ﬁﬁzign!acr’f&.net



6.54.

6.55.

6.56.

CORRIENTE, DENSIDAD DE CORRIENTE Y CONDUCTORES [CAP. 6

.

en coordenadas cilindricas. Halle la intensidad del campo eléctrico ¢n (0.15 m, /3.,0).
Resp. 945a,V/m,

Un conductor esférico centrado en ¢l origen y de radio 3 mm tiene una densidad superficial de carga p, =

Pocos? . Halle E en la superficie.  Resp. &cosiﬂl,
fo

La intensidad del campo eléctrico sobre un punto de un conductor estd dada por E= 0.2 a,—03a, 024,

¥/ m. ;Cuél es la densidad superficial de carga en el punto? Resp. £ 3.65 pC/m?

Un conductor esférico centrado en el origen tiene una intensidad de campo eléctrico en su superficie E = 0.53

(sen? ¢ )a, V/m, en cmrdmpl#lllbr@sysdummm:ﬁel donde la esfera se encuentre con ¢l
eje v7  Resp. 4.69 pC/m2.



Ca pit1ulo 7

Capacitancia y materiales dieléctricos

7.1 POLARIZACION P Y PERMITIVIDAD RELATIVA ¢

Los materiales dieléctricos se polarizan en un campo eléctrico. produciéndose una densidad de flujo
eléctrico D mayor de la que se tendria bajo condiciones de espacio libre, con la misma intensidad de campo.
Una teoria simplificada, pero satisfactoria, de la polarizacion, puede obtenerse considerando un dtomo del
material dieléctrico como dos regiones de carga positiva'y negativa superpuestas, como se muestra en la
figura 7-1(4). Cuando se aplica un campo E. la regién de carga positiva se mueve en la direccion del campo
aplicado, mientras que la region de carga negativa 10 hace en la direccibn opuesta. Este desplazamiento puede
ser representado por un momento elécirico dipolar, p = Qd, como se muestra en la figura 7-1(c).

En la mayoria de los materiales, las 5 ; (
regiones de carga regresan a sus posiciones Q
originales superpuestas cuando el campo 3
aplicado es removido. Al igual que en un S ) —— (0o
resorte, que cumple la ley de Hooke, el b
trabajo ejecutado durante la distorsion es' E
recuperable cuando se permite al sistema
regresar a su posicién original. Durante’ (a) (b) ()
esta distorsion se lleva a cabo un almacena-
miento de energia en la misma forma que
con el resorte. .

Una regién Av de un dieléetrico polarizado contiene N momentos dipolares p. La polarizacion P se
define como el momento dipolar por unidad de volumen:: -

Fig. 7-1

N
P=fim -2 (C/m?)

av—o AU

Esto hace suponer una distribucién continua y uniforme de momentos eléctricos dipolares en todo el
volumen, lo que, por supuesto, no se produce. Sin embargo, en una visién macroscopica, la polarizacion P
puede dar cuenta del aumento de la densidad del flujo eléctrico, segiin la ecuacién

t/____‘-._.-.-____‘l
MD=¢E+P/

Esta ecuacion permite a E y P tener dirccé_iéﬁcs diferentes, como sucede en ciertos dieléctricos cristali-
nos. En un material isotrépico y lineal, E y P son paralelos en cada punto, lo'que se expresa por

P=y.0FE (material isotropico)
donde la susceptibilidad eléctrica X« €s una constanie adimensional. Entonces,
D = ¢l + xJE = ¢o¢,E  (material isotrépico)

donde ¢, = 1 + %, es también un nimero puro. Dado que D = ¢E (seccién 3.4),

por lo’que ¢, se denomina permitividad relativa (compérese con la seccion 2.1).

http://librosysolug:lionarios.net
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7.2 DY E DE VOLTAJE CONSTANTE

Un condensador de placas paralelas con espacio vacio entre las placas y voltaje ¥ constante, como el que
se muestra en la figura 7-2, tiene una intensidad de campo eléctrico E constante. Desprecmndo el efecto de
bordes,

Q

4 oV 3
E'E D=l0E’ d Dl'_pl A

Ahora, cuando un dieléctrico con permitividad ¢, llena el espacio entre las dos placas, entonces

D=¢gE+P=¢E+ ¢xE
y las ecuaciones son:

E= ; a, {como en el espacio libre)
D=¢¢.E
Como D, & Py = Q/ A, la carga y la densidad de carga aumentan por el factor ¢, respecto de sus
valores en el espacio vacio. Este aumento de carga es suministrado por la fuente de vothJe V.

7.3 DY E DE CARGA CONSTANTE

El condensador de placas paralelas de la figura 7-3 tiene una carga + Q en la placa superior y — ~-Qenla
placa inferior. Esta carga puede haber resultado de la conexién de una fuente de voltaje ¥ que fue pouenorh
mente removida. Con espacio vacio entre las placas y despreciando efecto de bordes, se tiene:

D= = =
n pl A
D
€

En este arreglo no hay forma de que la carga aumente o dis-
minuya, puesto que no hay una trayectoria conductora

hacia las placas. Ahora, cuando se supone que un material Fig. 7-3
dieléctrico llena el espacio entre las placas, las ecuaciones :
son
D,=p,= % (como en el espacio vacio)
Pt
€0 &

Siendo Q y p, constantes, D debe ser igual que bajo condiciones de espacio vacio, mientras que la magni-
tud de E disminuye por el factor 1/¢,. La disminucin en ¢, E es compensada por la polarizacién P en la
relacion D = ¢ E + P. Mas g:neralm:nle. en un medio humogéneo de permui\r:dad relativa ¢,, la fuerza
de Coulomb entre cargas se reduce a 1/¢, respecto de su valor en el espacio vacio:

ngl QIQ: ) fid
http: //I|brd99'§olue-| frarids/net )
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7.4 CONDICIONES LIMITES EN LA ENTRECARA
DE DOS CAPACITANCIAS DIELECTRICAS : ’

Si el conductor de las figuras 6-11 y 6-12 se reemplaza por un segundo dieléctrico diferente entonces el
mismo argumento que se desarrollé en la seccidn 6.10 establece las siguientes dos condiciones limites:

(1) Lacomponente tangencial de E es continua a través de una entrecara de dieléctricos. En simbolos,
Dy _ D

& = E 2!
' ; ! d &1 &2
(2) La componente normai deD tiene una discontinuidad de magnitud | p,| a través de una entrecara de
dieléctricos. Si se escoge el vector unidad normal apuntando hacia el dieléctrico 2, entonces esta-
condicién puede ser escrita de la siguiente manera:

D, — D,y = =p, Y 6By — ¢ Epy = —f—; \
Generalmente, la entrecara no posee cargas libres (p, = 0), por lo que: :
b, = D,, y 61 Epy = 61 Ey >
EJEMPLO 1: Dado E, = 2a, — 3a, + Sx. V/m en la entrecara de los oiiigy X

dieléctricos libre de carga de la figura 7-4. Halle D, y los dngulos @, y 8,.

La entrecara es un plano z = constante. Las componentes x y yson tangen-
ciales y las componentes z son normales. Por continuidad de la componente
tangencial de E y la componente normal de D:

E = 2a, - 3':+' 58,
|Ey = 28, - 3a,+ E;nm, ,
D, =6 E = 4o, — bcon, + 10w,
D,= Dyn, + D,,_ a, + 10¢a,
Las componentes desconocidas se hallan a partir de la relacién D, = €0 €r2 E,. 7-4
——
D.;a, +D, .gh, + iﬁol. , 2;,:,,‘-,( Sqda, -zzne,ls,,n, TD, e 1o o faei-y’ Al
deio que se deduu \ — : .
10
D,,.-Z(ac,;= 10¢q Dy = =36, = —15¢, E,,a‘—;wl
Los dngulos que se forman con el plano de ia entrecara se hallan ficilmente a partir de
3 (E)-m = |B|0s(90°=0,) ' E,{a)= |Esfcos(90° - 8;)
 mme §=/38send, . 2= /17senp,
0, =542° 8, = 29.0°

Una relacién atil puede obtenerse de

tan& = “““.;E—.L_!.‘—_ = PSTUI’_‘D{PI.

L, + B, |JEL, + B},

tan 0y = E}z = Du)jfo_{rl_
VEL+EL JEL+EL

En vista de las relaciones de continuidad, la division de estas dos ecuacionesda

http://librosyﬁ}mﬁﬁnarios.net
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7.5 CAPACITANCIA

Dos cuerpos conductores cualesquiera, separados por el espacio vacio o por un material dieléctrico
tienen capacitantia entre ellos. Si se aplica una diferencia de voltaje se produce una carga + Q sobre un
conductor y —( sobre el otro. La relacién entre ¢l valor absoluto de la carga y el valor absoluto de la
diferencia de voltaje se define como la capacitancia del sistema:

- 4
c=2 ®m S
' o/
donde 1 faradio (F) = 1 C/V. \ /‘
La capacitancia depende sélo de la geometria del o e e —

sistema y de las propiedades del o de los dieléctricos = . % i e ‘.\
involucrados. En la figura 7-5, la carga + Q colocada / /--++ e ++‘\
sobre el conductor | y — O sobre el conductor 2 crea un / F Pty
campo de flujo como el que se muestra en lafigura. Por \\ AT AT L R y
consiguiente se establecen los campos D y E. Si se -C T e -\
doblaray las cargas se doblarian simplemente D y E, y = / i ol it 3
por consiguiente, se doblaria la diferencia de voltaje. N
Entonces, la relaciéon @/ V' permaneceria fija. Fig. 7-5

EJEMPLO 2: Halle la capacitancia de las placas paralelas de la figura 7-6, despreciando el efecto de bordes.
Con + Q en la placa superior y — Q en la inferior,

pl=% Dﬂtpl=%

Como D es uniforme entre las placas,

" s 1 T
D A{ a,) E_-.‘o‘rA( a,)

: 4
t d
El voltaje dela placa en z = dcon respecto a la placa inferior T
< X _ 3
; - /\_'
ogens 0

a
V=— rdza, =
J-n 6A " i) €6 A ) :

asi Fig. 7-6

- . ™
el %647\
\__C v S

Obsérvese que el resultade no depende de la forma de la placa.

7.6 CONDENSADORES DE VARIOS DIELECTRICOS

Cuando dos dieléctricos se presentan con la entrecara paralelaa Ey D, comoenla figura 7-7 (a),)a capa-
citancia puede encontrarse tratando el arreglo como dos condensadores paralelos:

th:! Cl + Cz

62

@ http://librosysolucionariosgjet
Fig. 117 :
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[ver problema 7.8(a)]. Por supuesto, el resultado puede extenderse a cualquier nlimero de dieléctricos
colocados uno al lado del otro: la capacitancia equivalente es la suma de las capacitancias individuales.

Cuando la entrecara dieléctrica es normal a D y E, como en la figura 7-7(b), la capacitancia puede
hallarse tratando el arreglo como dos condensadores en serie; i

1 1 1

' . o

[ver problema 7.8(b)].El resultado puede extenderse a cualquier niimero de dieléctricos alineados: el recipro-
co de la capacitancia equivalente es la suma de los reciprocos de las capacitancias individuales.

7.7 ENERGIA ALMACENADA EN UN CONDENSADOR
Del rcsultado del problem 5.15 se puede obtener la cner;ln almacenada en un condensador asi:

. - We=> J D-Edv
donde la iniegucién puede tomarse sobre el espacio entre los conductores, despreciando el efecto de bordes.
Si este espacio estd ocupado por un dieléctrico de permitividad relativa ¢, , entonces
' D=gE+P=ceE .

y asi i
1 ;.
ws=ij(euE’+P-E)da-ijeo¢:,£"du

Esm dos expresiones muestran cbmo la presencia de un dieléctrico produce un aumento de energia
almacenada respecto del.valor enel espacio vacib (P =0, g = 1) bien sea a través del términoP«Eoa
través del factor ¢, > I

En términos de capacitancia,

w‘ = *CV’

y aqui, el efecto del dieléctrico se refleja en C, que és directamente proporcional a &

N

Problemas resueltos

: L

7.1. Halle la polanzacnén P en un material dicléctrico con ¢, = 285 D =3.0x 10""aC/m?

1 Supomendo qu: el material es homoptneo ¢ isotropico, ]

P—h«E

Como D=¢6E y %e=6-1,
P= ("T'"I)D- 1.93 x 10~ "a C/m?

7.2 Determine el valor de E en un material para el que la susceptibilidad eléctrica es 3. 5 y P=
23 x 10°7a C/m2,

Si suponemos que P y E tienen la misma direccién,

http:ﬁﬁ;:g‘g@somimms.net



7.3,

1.4

7.5.

7.6.

. 2.4, Ver figura 7-8. Dado

CAPACITANCIA Y MATERIALES DIELECTRICOS [CAP. 7

Dos cargas puntuales en un medio dicl&ctrir.‘:p donde ¢, = 5.2 interactdan con una fuerza de 8.6 x

10-3 N. ;Qué fuerza podria esperarse si las cargas es:;.wk:_:_-gn en ¢l espacio vacio?

Laley de Coulomb, F = Q,Q,/(4nc, ¢, d”), establece que 1a fuerza es inversamente proporcionalae,. Enel
espacio libre la fuerza tendrd su mximo valor. 3 :

F=¢(86x10%)=447x10"2N
— f.__((( FZ

La regién 1, definida por x < 0, es espacio vacio, mientras Ii,
regién 2, x > 0, es un material dieléctrico para el cual ¢ ; =

D, = 3, — 4a, + 6a, C/m? 8y
halle E, y los 4ngulos 8, y 8. ' _
Las componentes x son normales a Iz entrecara; D,y E, son

continuos,

L]
3 4 6
Dl-h,— 4.,+ ﬁ. El" ;.a—c;._’q.;.'

Fig. 7-8
4 . Jiel
D, =3a,+D,;a,+D,;0, E, = 28— 8, -8,
: ! 0 L L]
Entonces D, = ¢3¢, E; da
3‘8 + D’l'.; + DII.I‘ =€ (vl E:! -.: e “rl.y 1 &vl.l N
De lo que se deduce que ; : .
3 1.25
B w vt Dy, = —4¢,; = ~96 D,; = 6¢,, = 144,
Gty & 4 ’ 1 -

Para encontrar los dngulos:
D, -a = |D,|cos{90° - 6,)
i= \/Eiumﬂl

0, = 226°

Similarmente, 0, = 9.83°,

En la region de espacio libre x < 0, la intensidad decampoeléctricoesE, = 3a, + 5a, — 32, V/m.
La regién x > 0 es un dieléctrico para el que €¢,2 = 3.6. Halle el dngulo 8, que forma el campo del
dieléctrico con el plano x = 0 . -

El 4ngulo formado por E; se halla a partir de
E,-a, =|E,|cos(90° -8,

= \/ﬁunol

9, = 27.2°

Entonces, por la férmula desarrollada en ¢! ejemplo 1, seccién 7.4,
1
tanf, = —tanf, = 0.1428
: 63
y8, =813

Una entrecara dieléctrico-espacia-vacio sigue la ecuacién 3 x + 2y + z =12 m. El lado queda al

D 5 1n shrmon 'iﬁ'ﬁ;‘)':llﬁb?’Bé'ﬁoTuﬂoﬁfasr\‘oé’ I fialle E, '
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La entrecara se indica en la figura 7-9 por su interseccién con los ejes. El vector unidad normal sobreellado
del espacio libre es: |

; Ja, + 2, +a,
J14 \
La proyeccién de E, sobre a, es la componente normal de Een
Ia entrecara.’
11
E 8= -
L4/ 14 ﬁ =

Entonces

E, =L =268+ 1578+ 079,

J14
E, =E, — E,, = —036a, - 1.57a, + 421a, = E,,
D,, =%, ¢, E,, = ¢(708a, + 4718, + 2.37a,)=D

n_,-én_,-'f.ﬂh,+4.?l-,+2.37s.

y finalmente ks ®

E,=E,+E,=672a, +314a, +658s, V/m

espacio vacio a cada lado. Suponiendo un campo cons-
tante E, dentro del bloque, demuestre que E; = E,.

Por continuidad de E, a través de las dos entrecaras, - A

Ey=E, : A

Por conunm.:'ld de D, a través de las dos entrecaras. (no
hay cargas superficiales), Fig. 7-10

..Dﬁ’ﬁpll ytnmbién . En!“ nl

T ¥ La figura 7-10 muestra un b]oq'q;': dieléctrico plano con /
El

Por lo tanto, E; = E, :

7.8. (a) Demuestre que el condensador de la figura 7-7(a) tiene una capacitancia

c _%§1A1+‘o‘r:‘4:=cl+cz

S d
(b) Demuestre que el condensador de la figura 7-7(b) tiene una capacitancia
i 1 1 e

Coa C&i1Aldy ey A/d, C, G,
(ﬂ'}l Debido a que la diferencia de voltaje es comiin a los dos dieléctricos,
v D, D, ; ¥i 8
E =E = - — = —
g | €061 &g a*

Donde a, es la normal que baja hacia la placa superior. Como D, = p,. las densidades de carga sobre las
dos secciones de la placa superior son:

|4 4
hitpTilibfosysotudiangrios.net : ;
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y la carga total es
. A, egA
Q=pad, +pad;= V(°_‘.1L_L+ _ou_“&z___“;)
De esta manera, la capacitancia del sistema, C., = Q/V, tiene la forma propuesta.

(b) Sea + Q la carga sobre la placa superior. Entonces

Q
D==
A a,
en cualquier punto situado entre las placas. Por lo tanto,
| Q e e
i €o kA oy = gt A .
Las diferencias de voltaje a través de los dos dieléctricos son, entonces:
Qd, Qdy
V= = V, = =
n 1 = Ed, il 2= E,d; 62
V=V+V Q( + g )
F ; 5 Coendfd, €6y Aldy

De aqui se ve que |/ Ceq = ¥/Q tiene la forma propuesta.

2.9, Halle la capacitancia de un condensador coaxial de longitud L, donde el conductor mterno tiene un
radio a y el externo tiene un radio b. Ver figura 7-1}.

Despreciando el efecto de bordes, la ley de Gauss establece que, D cc I/r entre los conductores (ver
problema 6.24). En r =, a, B = p, , donde p, (supuesto positivo) es la densidad superficial de carga sobre ¢l
conductor interno. Por consiguiente, |

. a
D=p &
plr; (ot’? r

y la diferencia de voltaje entne los conductores es

= - d =—
j(eoer ) o €€ a

La carga total en el conductor interno es @ = p(2naL), y
asi

_ @ gL -
=V Inbla)

' 7.10.  Enel condensador que aparece en la figura 7-12, la regién entre las placas se llena con un dieléctrico
que tiene ¢, = 4.5. Halle la capacitancia.

Despreciando el efecto de bordes, el campo D entre las placas, en coordenadas cilindricas, debe ser de la
forma D= D a,,donde D,depende sélode r. Entonces, si el voltaje de la placa ¢ = o con respecto a la placa

¢=0es V¥,
Vo= ’TE -dl—.- “J‘:(%_N)" {cdt}\.)- -%:':I;M 3 _%é.

De esta manera, D, = —¢g¢, Vy/ree, y 1a densidad de carga sobre la placa ¢ =a ¢s

htp://librpsysoiucipR&ds.net
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La carga total sobre la placa estd dada

entonces por : TI
¥ L A
S teG Yo
Q= |pdS= 222 drdz .
J L j’“, o Le ((r’ ‘{7 }7
LA A "
-
Por lo tanto C-g-'llmti-lﬂlﬂr—2
Vo ﬁé;__ ry

=

Cuando se substituyen valores nu-
méricos (con a convertido a radianes), se
obtiene C = 7.76 pF.

h=5mm
rp=1 mm

7.11.  En relacion al problema 7.10, hallela Wi gl
separacién d que se produce con la 4 ;
misma Spacitancia cuando las pla- x ‘
cas se arreglan en forma paralela con f -
el mismo dieléctrico en medio. Fig. 7-12

Con las placas paralelas

L
€6 A

asi que

‘-0‘!'4= ioi-l"_(r_;_—"l]'_ _“1("2—"1)
C  (c&h)in(ra/ry)]  In(ra/ry)
Nétese que el numerador de la derecha es la diferencia de longitudes de arco en los dos extremos, del condensa-

dor, mientras que el denominador es el logaritmo de la relacion de estas longitudes de arco. Para los datos del
problema 7.10, ar, = 0.087 mm, ar, = 2.62 mm yd = 0.74 mm.

d=

7.12. Halle la.capaéitancia de una concha esférica aislada de radio a.

El pétenc’ml de un conductor de este tipo con referencia cero en el infinito es (ver problema 2.35):
A

g
¥ " A a
e
Entonces C= v dneqa

7.13. Halle la capacitancia entre dos
conchas esféricas de radio a separa-
das por una distancia d > a.

El resultado del problema 7.12 . ¥
para la capacitancia de una concha @ e~ -@
esférica sencilla, 4me, a, puede usarse

como aproximacién. En la figura 7-13

los dos condensadores idénticos pare- ) for P A
cen estar en serie. G, C;
: b i} . i Fig. 7-13
& 0,

€€, ; : .
¢, + ¢, - ™o chttp://librosysolucionarios.net
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7.14.  Halle la capacitancia de un condensador de placas paralelas que contiene dos dieléctricos ¢ =15
¥ & = 3.5, cada uno de los cuales abarca la mitad del volumen, tal como se muestra en la figura
714, Aqui A = 2m?yd = 10-3 m.

1
€6 A; (8854 x 107 '2)(1.5)1
Ci= d = 103 = 13.3nF 4
De manera similar, C, = 31.0 nF. Entonces, T

C=C;+C;=443nF e
5 Fig. 7-14

7.15.  Repita el problema 7.14 suponiendo que los dos dieléctricos ocupan cada uno la mitad del volumen
pero tienen la entrecara paralela a las placas.

€6 A e A (8.854 x 107 12)1.5)2

Cum 2w 2 i = 531 nF
De fflanera similar, C, = 124 nF. Entonces
CIC:.
= =37,
G, + G, 37.2 nF

7.16.  En el condensador cilindrico que aparece en la figura
7-15 cada dieléctrico ocupa la mitad. del volumen.
Halle la capacitancia.

La entrecara dieléctrica es paralela a D y E, asf que la
configuracién puede tratarse como dos condensadores en
paralelo. Como cada condensador contiene la mitad de la

carga que contendria un cilindro completo, el resultado del
problema 7.9 da J-
— : 0] 2 L
C=C,+C megeal  mégegL  2mege, .y

" n(bfa) " W(bla) _ In(bja)

dondee, . = }{¢,+¢,;). Los dos dieléctricos se comportan
como un sélo dieléctrico con una permitividad relativa

.

promedio. Fig. 7'“._ .
7.17.  Halle el voltaje a través de cada dieléctrico en el condensador que aparece en la figura 7-16 cuando el

voltaje es 200 V. -

¢, =23 - so004, 3 mm

C; = 1000¢,/3 e

CI C! -9
= = .5 -

y .+, 31256 =277 x 10"°F

" Fig. 7-16

El campo D dentro del condensador se halla ahora a partir de

: = ?

D‘-p.-:g=c_=. w- 5.54 % 10”7 C/m?
A A 1

Entonces

E,-—'-D-—-I.Zleo‘me £,=2-6.25x10“wm
(7Y €o

rl

de lo que se deduce

"rtdp Wity soldenfrdrioddhet ; '
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Halle la caida de voltaje a través de cada uno de los dieléctri-
cos de la figura 7-17, donde ¢,, =20y ¢,, = 5.0. El
conductor internoestienr;, = 2cmyelexternoenr, = 2.5
cm, con la entrecara dieléctrica en la mitad.

La division de voltaje es la misma que la que ocurriria en un
cilindro circular recto completo, El segmento mostrado, con @ngulo
o, tendrd una capacitancia @/2n veces la del condensador coaxial
completo. Del problema 7.9,

2meg e, L 3
¢ (2")1 (225 = aL(15 x 10719 (F)

C, =al{d42 x 107'%) (F)
Como Q=C,Vi=C,V;, y V, +V,=V, sededuce que

c 2 N
V. =—-—-3-— Ve 0—— =

At E IR :
v, = 3 AR (100) = 26'V

C,+Cy " 1L5+42

"] f

Un condensador de placas paralelas con espacio vacio entre las placas se cor;ecu: a una fuente de
voltaje constante. Determine como cambian W, D, E, C, Q. p, y Veuando seinsertaun dséléclncn
de¢, = 2 entre las placas.

Relacién - Explicacién <

V; = V; La fuente ¥ permanece conectada

E; =E, come E = V/d

W, = 2W, W= 4§fecE dv,

C, =2C, C = ¢y Ald

D, = 2D, D =k

P = 2pll py = D,

2: =20, Q = p,A : ’ ) 1 :

-

En un problema de este tipo es aconsejable identificar primero aqliellau cantidades que permanecen cons-

tantes. -

Un condensador de placas paralelas con espacio vacio entre ellas se conecta momentdneamente a
una fuente de voltaje ¥, que es luego removida. Determine cémo cambian W, D, E, C, Q.p, .y V.
cuando las placas se apartan a una distancia de separacion d, = 2d, sin perturbar la carga.

Relacién Explicacién

Qyn= @, La carga total no cambia |

Ps2 = Pa Py = Q{A

Dl =D 1 'Dn = A :

E’ = El (E s Df(u

W, =2W,. - W = |[¢E"dp, y el volumen dobla

Cz - *Cl C = [ A/d _
V, =21 V. = O

Un condensador de placas paralelas con una uparacibn d = 1.0cm tiene 29000 V cuarido el espacio
vacio es el Gnico dieléctrico. Suponga que el aire tiene una resistencia dieléctrica de 30 000 V/cm.
Muestre por qué el aire sucumbe cuando una delgada pieza de vidrio (¢, = 6.5) con una resistencia

" dieléctrica de 29 000 V inserta ent lacas t la
figu rica de 29 000 V/ crp y smritfl o 53 SN RIS FTESS i fos placas como se mucstra en

.
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El problema resulta ser el de dos condensadores en serie ~  —- T
: iy 1 Adre, €y ¥ % Dom
C. W - !25(0 A i \ g !
z Vidrio. €, v, 1
_ e A # ; 2 e
Ca= 3109 3250¢, A Fig. 7-18

Entonces, como en el poblema 7.18,

3250

V, =

y asi

27933V
1™ 0.80cm

= 34907 V/cm
L

lo cual excede la resistencia dieléctrica del aire.

Halle la capacitancia por unidad de longitud entre un conductor cilindricd deradio @ = 2.5 cmyun
plano de tierra paralelo al ejc del conductor a una distancia & = 6.0 de é1.

Una técnica util en problemas de esta clase es el mérodo
de imdgenes. Tome la imagen espejo del conductor en el
plano de tierra y deje que este conductor imagen transporte a
el negativo de la distribucion de c.nrgn del conductor real.
Ahora, suponga que el plano de tierra es removido. Estd g 5
claro que el campo eléctrico de los dos conductores obedece 1
la condicién de fronteras correcta en el conductor real, y, por
simetria tiene una superficie equipotencial (seccién 5.2) h
donde existia el plano de tierra. Por consiguiente, este
campo es ¢l campo que quedl en la regioén compnndldn : %
entre el conductor real y el p de tierra. '. |
Aproximando las dmr:bucmnﬂ de carga real ¢ imagen A I
a cargas lineales +p, y — g, respectivamente, enel centrode \

i
|
\ A \ ! / £ f,
los conductores, se obtiene (ver figura 7-19): 44 "‘\‘_‘_ }J‘f s /! - |

: : ; +
potencial en €l radio a debido a 4 p, e —(_—p’)lna
potencial en el punto P debidoa —p, = — (—_. .9,-) In(2h — a)
2meq

El potencial debido a —p, no es constante sobre r = a, lasuperficie del conductor real. Pero lo es muy aproxi-
madamente si @ € h. Con esta aproximacién, entonces, el potencial total del conductor real es

G o Pt il S a3 2h
¥, 2xsbh‘m+2“‘h{2h a) = In +2 In2h = 2,“0 -

Similarmente, ¢l potencial del conductor imagen es — V,. Asi pues, la diferencia de potencial entre los dos _
conductores es 2 ¥,, de tal manera que la diferencia de potencial entre el conductor real y el plano de tierra es
4(2V,) = V,. La capacitancia deseada por unidad de longitud es, entonces,

c QL p," P

L™V TV, in@ha)

DR e ¥ ﬂt’tp‘:/?l?tfr%g‘ysolucionarios.net SR
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La anterior expresién para C/L no es exacta, pero da una buena aproximacién cuando a < h (el caso
prictico). Una solucién exacta da

il o3
exacta

L m(h+\/f:‘Ta?)

Obsérvese que C/L para el sistema imagen-fuente (mds generalmente, para cualquier par de conductores
cilindricos paralelos con separacién entre los centros de 2 k) es la mitad del valor encontrado arriba (la misma
carga. dos veces el voltaje). Esto es, cond = 24,

c_ ) ~ o
L : (d +Jd* = 4«’) In (d/a)
n o ] 2a .

Problemas suplementarios 7

Halle 1a magnitud de D en un material dieléctrico para‘el cual x, = 16 y P =305 x 10-7 C/m?>.
Resp. 496 x 1077 C/m?

Halle las magnitudes de' D, Py ¢ para un material dieléctrico en el cual £ = 0.15 MV/m Y X, = 425"
Resp. 697 uC/m?, 5.64 4 C/m?, 5.25 - ! b

En un material dieléctrico con ¢, = 3.6, D = 285 nC/m?2. Halle las magnitudes de E,Pyy,.
Resp. 8.94 kV/m, 206 nC/m2, 2.6

DadoE= —3a, + 4a, — 28, V/menlaregionz < 0.donde €, = 2.0. Halle Een la region z > 0, parael cual

: 4
6 = 6.5, ng_. —3a, +4a, - 5™ Vim

Dadoque D = 2a, — 4a, + l.Sl,' C/m? enla regién x >0, que es espacio vacfo. Halle P en la regitn x4 0.
que es un dieléctrico con ¢, = 50. Resp. 1.6a, — 16a, + 6a, C/m?

La regién 1.’z < 0'm, esespacio vacio donde D' = 5a, + 78, C/m* TLaregi6n2,0 <z <1m,tiene ¢, = 2.5.
Y la region 3.2 > 1'm, tiene ¢, = 3.0. Halle ELNPy 0y 1 oy | d

Resp. (-1- ( Sa, + 2-7—5 l,) (V/m), 7.5a,+42a, C/m?, 2502°
9 ;

El plano entrecara entre dos c_iicl&;tr'won estd dadoporI x + z = 5, Enel lado que incluye el origen, D, =
(4.5a, +322,)10"7 y ¢,, = 4.3, mientras en el otro lado, &3 = 1.80. Halle E,, E,, D,y 6,.
Resp. 145 x 10%, 3.37 x 10%, 5.37 x 1077, 83.06° _ 5

L ]

Una entrecara dieléctrica esté descrita phr 4y + 3z = 12 m. El lado queincluye el origen es espacio vacio con
D, =a, + Ja, + 28, uC/m2 En el otro lado, &; =36:HalleD,y0,. Resp. 5.14 HC/m?,44 40

Halle la cipacitancia.de un condensador de placas paralelas con un dieléctrico de ¢, = 3.0, 4rea 0.92 m? y sepa-
racion 4.5 mm. Resp. 543 nF

Un condensador de placas paralelas de 8.0 nF tiene un drea de 1.5] m? y una separacion de 10 mm. ;Qué
separacion se requeriria para obtener la misma. capacitancia con espacio vacio entre las. placas?

Respry 144 oy http://librosysolucionarios.net
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7.38.

7.41.

7.42.

7.43.

7.44.

7.48.
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Halle la capacitancia entre las superficies curvas interna y f
externa del conductor que aparece en la figura 7-20. Desprecie
el efecto de bordes. Resp. 6.86 pF

.‘U“‘\//

Halle la capacitancia por unidad de longitud entre un ¢on- f‘“‘[ 60 W™
ductor cilindrico de 2.75 pulgadas de dismetro y un plano [

paralelo a 28 pies del eje del conductor. | -
Resp. 8.99 pF/m (fijese en las unidades) |

Dupligue ¢l didmetro del conductor del problema 7-34 y halle
la capacitancia por unidad de longitud. Fig. 7-20
Resp. 10.1 pF/m

Halle la capacitancia por unidad de longitud entre dos conductores cilindricos paralelos en el aire, de radio 1.5
cm y una separacion entre sus centros de 85 cm.  Resp. 6.92 pF/m

Un condensador de placas paralelas condrea 0.30 m? y separacion 5.5 mm contiene 3 dieléctricos con entrecaras
normales a E y D, como sigue: ¢, = 3.0,d,'= 1.0mm; ¢; = 4.0,d, = 20mm; ¢, = 6.0.d, = 2.5mm.
Encuentre la capacitancia. Resp. 2.12nF - i

Con un potencial de 1000 V aplicado al condensador del problema 7.37, halle la diferencia de potencial y el
gradiente de potencial (intensidad del campo eléctrico) en cada dieléctrico.
Resp. 267V, 267 kV/m; 400 V, 200 kV/m; 333 V, 133 kV/m

Halle la capacitancia por unidad de longitud de un conductor coaxial con radio externo de 4 mm yradio interno
de 0.5 mm si el dieléctrico tiene ¢, = 5.2. Resp. 139 pF/m

‘Halle la capacitancia por unidad de longitud de uncable con un conductor interno de radio 0,75 cm y un blinda-
je cilindrico de 2.25 cm de radio si el dieléctrico tiene ¢, = 2.70. Resp. 137 pF/m |

€ =55 :l‘
El cable coaxial de la figura 7-21 tiene un conductor interno de k ‘} = {F } _‘
radio 0.5 mm y un conductor externo de radio 5 mm. Halle la o |-— 10 mm |
capacitancia por unidad de longitud con los espaciadores que $0:mim |
aparecen. Resp. 459 pF/m
Fig. 7-21

Un condensador de placas paralelas con espacio vacio entre las placas se carga conectindolo momentdnea-
mente a una fuente constante de 200 V. Después de removerlo de la fuente se inserta un dieléctricode ¢, = 2.0
llenando totalmente el espacio. Compare los valoresde W, D, E, p,, Q. ¥y Cantes y después de la insercién del
dieléctrico.  Resp. parcial V, =4V,

A un condensador de placas paralelas se le cambia el dieléctricode ¢,; = 2.0a ¢,, = 6.0. Se nota que la ener-
gia almacenada permanece fija: W, = W,. Examine los cambios. en ¥, C, D, E. Q y p,, si hay alguro.
Resp. parcial. p,; =./3p,, i el

Un condensador de placas paralelas con espacio vacio entre las placas permanece conectado a una fuente de
voltaje constante mientras las placas son acercadas la una a la otra, desde una separacién 4 hasta 4d. Examine
los cambios que se producenen@, p,, C, D, Ey Wy.  Resp. 'parcial. D, =2D,

”
Un condensador de placas paralelas con espacio libre entre las placas permanece conectado a una fuente de
voltaje constante mientras las placas son apartadas desde d hgsta 2d; Exprese los cambios que se producenen D,
E Q p,.CyW,. Resp. parcial. D, =14D,

Un condensador de placas paralelas tiene espacio vacio como dieléctrico y separacién 4. Sin perturbar la carga

9, las placas se acercan, hmg A i %F'fg @S.I completamente el espacio entre las
placas. Exprese los cambios q ﬂf;@or“igcg;Yen 7 ‘?ﬁg; E_'ﬂgle:-p. parcial.  V; =}V,
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Un condensador de placas paralelas tiene espacio vacio entre las placas. Compare el gradiente de voltaje en este
espacio vacio con el de espacio vacio cuando una hoja de mica, ¢, = 5.4 llena 20% de la distancia entre las pla-
cas. Suponga el mismo voltaje aplicado en cada caso. Resp. 0.84

Un cable blindado opera a un voltaje de 12.5 kV sobre el conductor interno con respecto al blindaje cilindrico.
Hay dos aislantes; el primerotiene ¢,;, = 6.0yestider = 0.8cmar = 1.0 cmdel conductor interno, mientras
que el segundo tiene ¢,; = 3.0 y.estd desde r = 1.0 cm hasta r = 3.0 cm, dentro de la superficie interna del
blindaje. Encuentre ¢l médximo gradiente de voltaje encada aislante. - Resp. 0.645MV/m, 1.03IMV/m

Un cable blindado tiene un aislante de polietileno para el cual ¢ = 2.26 y la rigidez dieléctricaes 18.1 MV/m.
{Cuél es el limite superior del voltaje en el conductor interno con respecto al blindaje cuando el conduetor
interno tiene un radio de | cm y el ladn interno del blindaje concéntrico estd a un rad:a de 8 cm?

Resp. '0.376 MV

Para ¢l condensador coaxial de lafigura7-15,a = 3cm.b = I2 cm, €, = 2.50, ¢; = 4.0. HalleE,, E;.D.y

D, si la diferencia de voltaje es 50 V. Resp. ptm':r'nl. E; = +(36.1/r)a, (Vlr’rn}
L
En la figura 7-22, el conductor central, r, = | mm, estd a 100 V respecto : o n

del conductor externo en r; = 100 mm. La region | < r < 50 mm es

? ; - 3 : > ///1///4/ ,/

espacio vacio, mientras 50 < r < 100 mm es un dieléctrico con ¢ = 2.0. / 'Jf

Halle el voltaje a través de cada regin.  Resp, 91.8 V.82V /
alle el voltaje a través de cada region esp. 4}/,,/,”’””/ 7 /

Halle la energia almacenada por unidad de longitud en las dos regiones del
problema 7.51. Resp. 599 nJ/m, 530 nJ/m

http://librosysolucionarios.net
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Capitulo 8

: Ecuaci.én de Laplace .

8.1 INTRODUCCION

La intensidad del campo eléctrico E se determiné en el capitulo 2 por sumatoria o integracion de cargas
puntuales, cargas lineales y otras configuraciones de carga. En el capitulo 3, se utilizé la ley de Gauss para
obtener D, lo que a'su turno, daba E. En tanto que estos métodos son valiosos para entender la teoria de los
campos electromagnéticos, tienden a ser impracticos debido a que las distribuciones de carga son general-
mente desconocidas. El método del capitulo 5, donde se encontré que E era el negativo del gradiente de V,
requiere que la funcién potencial sea conocida en toda la regién. Pero generalmente no lo es. En cambio, se
conocen los materiales conductores, en forma de planos, superficies curvas o lineas y el voltaje sobre uno de
ellos con respecto a alguna referencia que ¢s a menudo uno de los otros conductores. Lafcuacién de Laplace,
entonces, ofrece un método mediante el cual se puede obtener la funcién potencial lﬁda as las condiciones de
frontera de los conductores.

8.2 ECUACION DE POISSON Y DE LAPLACE
En la seccién 4.3 se desarrolld una de las ecuaciones de Maxwell: V -D=p . Sustituyendo ¢E=D
y-VV=E, 4
Vee(-VV)=p

Si en toda la region de interés el medio es homogéneo, entonces ¢ puede retirarse de las derivadas parciales
involucradas en la divergencia, obteniéndose

vy =-2 6 vy =-2
€ €

que es la Ecuacion de Poisson.

Cuando la region de interés contiene cargas en una distribucién conocida p, la ecuacién de Poisson
puede usarse para determinar la funcién potencial. Muy a menudo, la regién estd libre de carga (y tiene
también permitividad uniforme). La ecuacién de Poisson es, entonces,

ViV=0
que es la Ecuacidn de Laplace.

8.3 FORMAS EXPLICITAS DE LA ECUACION DE LAPLACE

Como el lado izquierdo de la ecuacién de Laplace es la divergencia del gradiente de V, estas dos opera-
ciones pueden usarse para obtener la forma de la ecuacién en un sistema coordenado particular.

Coordenadas cartesianas
av av a_V

VV-E;I,+51,+ e a,

http://librosysolucionarios.net
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y para un campo vectorial general A,

aA’ oALS: o4 a”>aA

s By 6:
Por consiguiente, la ecuacién de Laplace es

a= G‘V B’V

Coordenadas cilindricas . A
av 18V av ; _—
VV_=5_I, + ;5.‘ +*a—l,
A,
y o ViA=—-— ( rd,) + >
de tal manera que la ecuacién de Laplace es
10 ( oV 18V @&
2 b il Vi ! (]
bl ror 3r)+r"r3¢z+f323 .
Coordenadas esféricas ‘
av - 10V !
bl .'+;E-'+rscn0$a"
1 1 04
= 4
. ok A F (,,z o+ rsenf 00 (A,senﬂ)  Faen dp

de tal manera que la ecuacion de Laplace es

viy lf_ OV) ( 9 fs RO ey
2 ar ;’senaaﬂ - 68 risen’ 0 ap?

8.4 TEOREMA DE LA UNICIDAD

Cualquier solucidn a la ecuacién de Laplace o.a la:de Poisson que satistaga las condiciones de frontera
debe ser la inica.solucion que existe. Es tnica. A veces hay alguna confusién respecto de este punto, debidoa
fronteras incompletas, Como ejemplo, considérese el plano conductorenz = 0, que aparece en la figura8-1,
con un voltaje de:100 V. Es'claro que tanto

V1==Sz+lm & 4 : £

como V, = 100 V2 v,

satisfacen la ecuacién de Laplace y el requisito de que V= H)\ JJJI

100 cuando z = 0. La respuesta est4 en que una superficie
conductora sencilla con un voltaje especificado y ninguna
referencia no forma frontera completa respecto de una
region definida apropiadamente. Aun dos planos conduc- \

tores finitos paralelos no forman una frontera completa, V=100V
puesto que la distorsién del campo alrededor de los bordes Fig. 8-|

no puede determinarse. Sin em m
que se va a 'despreciar el efectowpbmmrc§ Qplg‘ Qa sq iene frontems apropiadas.
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8.5 TEOREMAS DEL VALOR MEDIO Y DEL VALOR MAXIMO

Dos propiedades importantes del potencial en una regién libre de carga pueden obtenerse de la ecuacién
de Laplace:

(1) En el centro de un circulo o esfera inscritos, el potencial ¥ es igual al pmmedm de los valom que
asume sobre ¢l circulo o esfera (ver problemas 8.1 y 8.2). s

(2) El potencial ¥ no puede tener un maximo (o un minimo) dentro de la regién (ver problema 8.3).
Se entiende a partir de (2) que cualquier miximo de ¥ debe ocurrir en el limite de la regién. Ahora. yaque
¥ obedece la ecuacién de Laplace, .

A i
PP
J w

al igual que 8V /dx, dV/dy, y 8V [0z . Entonces las.componentes de intensidad del campo eléctrico toman sus
valores mdximos en el limite.

=0

L
8.6 SOLUCION CARTESIANA DE UNA VARIABLE

Considere los conductores paralelos de la figura 8-2, donde ¥ = Oenz'= 0y ¥ = 100 #n z = d

X

')

Tomando la regién entre los planos libres de carga, ‘q\
Ex
i L L

ViW=—S+-5+-5=0 ?\\/

axr " By 922

Si se desprecia el efecto de los bordes, el potencial puede variar
sélo con z, Entonces

0 [ 2
L : z;‘, E; d:t- *’J

f v . 5
ol bk o _ad Y
Wjél—tl] %%f . onu @ ?\f~M1'fb s

Las condiciones de frontera ¥ = 0 en z =0 requieren que B'=0. Ahora, ¥ =100 en z =d da A4 =100/d.
Entonces ;

Integrando,

}\:.'l L= IQ::

v=100(3) ) o e o
Memgoad %7

La intensidad del campo eléctrico E puede ahora obtenerse de

M1 Q¥ oo B hinne Bifia ik 255, A
E=-VWV=- _é;.’+al’+5.')—_Ez_(lmz).'_d-_dh.’ (Vfrn)

Entonces D= - 61:3 (C/m?)

En los conductores, , =D, = +@ (C; 1).

donde el signo mas se aplica en z = d y el menos en z = 0.

) &
8,7 SOLUCION DEL PRODUCTO CART NO
Cuando el potencial en ¢ mﬁzw apa direccion, la ecuacién de Laplace
contiene més de un término. ngase que es una e tanto de x como de y, y tiene la forma
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W
especial ¥ = X(x) Y(»). Esto hace:posible la separacién de las variabies. W e y
(XY) 2*(XY) " P\
. B T T d
Viene a ser . :
£2X Y 12X 1 &Y
A i X2tV

Como el primer término es independiente de p, y el segundo lo es de x, cada uno puede 'i,gua]nue a una
constante. Sin embargo, la constante para uno debe ser la negativa respecto de la del otro, Seala constante a2.

L
Lidi¥ 4 2 1 d*Y : Z | L t
a2 Ad X0 dy
La solucién general para X (para una a dada) es \/‘(

" X=Ae™ + A6 "| L *d\( ___ng

o equivalente,

@&
X = A, coshax + A, senhax X .\“‘X ,J b\_\g s 2
y la solucién general para Y (para una a dada) es ' C
Y= Blz“* + Bye ' [.’ Tn % - V)=
o equivalente,
Y = B,cosay + B, sen ay

Por consiguiente, la funcién de potencial en las variables x y y puede escribirse
o
V = (A;coshax + A senhax)(B;cosay + B, senay)
Como la ecuacién de Laplace es lineal y homogénea, una suma de productos de la forma anterior —cada
uno correspondiente a un valor diferente de a— es también una solucién. La solucién mds general puede
generarse en esta forma. -

Soluciones tridimensionales, ¥ = X(x) ¥ (¥)Z (2), pueden obtenerse en forma similar, pero en ese caso
hay dos constantes de separacion.

8.8 SOLUCION DEL PRODUCTQ CILINDRICO
Si se supone una solucién de la forma V = R(r)®(¢)Z(z) , la ecuacién de Laplace se convierte en

2, 2
024 (M) RIS efE g

T odr\"dr
Dividiendo por R®Z y desarrollando la derivada en r,

L4&R 1 4R 1 do_ 1z
RaZ TRedr TP0d T T Zd?

Los términos r y ¢ no contienen z y el término z no contiene ni r ni ¢ }Pueden ser igualados a una constante,
—b?, como antes. Entonces

http://librosys:?@éienarios.net , 3
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Esta ecuacitn se encontré en la solucién del producto: cartesiano. Ea solucién es
1 § \, 4 }
Z = C, cosh bz + C,senhbz
Ahora la ecuacién en r y ¢ puede separarse atin més de la manera siguiente:

fdzR.pLd_R B = Ve ldi_@- 4 4
RartrRa t o g’

La ecuacién resultante en @,

140 5
©dp? a
tiene como solucién ® = C; cosap + C,senad
La ecuaci6n en r, \ :
"
d*R  1dR

a! "
F*:E*("":)""

es una forma de la ecuacidn diferencial dé Bessel. Sus Qolucioms tienen la foyma de series de potencia
llamadas funciones Bessel. '

R = CyJ,(br) + C¢N,(br)
s (1) (br/2y*an

dends Ot i M =y
y N.(br} b (003 an]J.(br) =2 J_‘(b!')

senan

La serie J,(br) se conoce como la funcién Bessel de primera clase, orden a. Si a =n, un entero, la funcién
gama de la serie de potencia puede reemplazarse por (n 4+ m)! N, (br) es una funcién Bessel de segunda
clase, orden a. Si a =n, un entero, N, (br) se define como el limite del cociente anterior cuando a — n.
La funcién. N, (br) se comporta como In r cerca de r = 0 (ver figura 8-3). Por consiguiente, no esta
involucrada en la solucién (Cg = 0)cuando se sabe que el potencial es finito en r = 0. 03
Para integral de orden n y argumento de x grande, las funciones Bessel se comportan como ondas
sinusoidales amortiguadas; ey v} $

i i v B P

Ver figura 8-3

Jo(x)

(@) : . : (®)
http://librosysglugipnarios.net
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8.9 SOLUCION DEL PRODUCTO ESFERICO

Los problemas en que ¥ puede variar conry ﬂ ﬁqm no con.sonde particular interés en coordenadas
esféricas. Para una solucién producto V = R(r)©(8), la ecuacién de Laplace es

dd’ma’ﬁ);(y’e; i Sl
Rd?* "Rar © d6* " ©tanb do

Como constante de separacién se escoge n(n 4 1), donde n es un entero, por razones.que s¢ verdn luego.
Las dos ecuaciones separadas son:

d’R dR
2 L =

; _
29+ LB s yo o

™
La ecuacion en r tiene la solucién

R = CI" -+ C_z f‘“““

La ecuacidn en @ tiene (a diferencia de la ecuacién de Bessel) una solucién polinor:lil degradonenla

variable { = cos 6, dada por
1 '
: Pu(ﬁ}'ﬁd—g(fz—l)" n=0,12,...

El polinomio P, (§) es el polinomio de Legendre de orden n. Hay una segunda solucién independiente,
.Q, (& ). que es logaritmicamente infinitaen &= +1 (ej. 8= 0,7).

Problemas resueltos

8.1.  Como se muestra en la figura 8-4 (a), el potencial tiene el valor V), sobre 1/ndel circulo, y el valor0
en el resto del circulo. Halle el potencial en ¢l centro del circulo. Toda la region esta libre de carga.

V=¥,

V=1
-f' . o T . ; , )
http://libresysolucionarios.net



8.5.

-

ECUACION DE LAPLACE . [CAP. 8

Llimese ¥, el potencial en el centro. La ecuacién ‘e Laplace permite superposicién de soluciones. Si se
superponen 7 problemas del tipo de la Figura 8-4 (a), el resultado es el problema que aparece en la fi igura 8-4 (b).
Debido a la simetria rotacional, cada subproblema de la figura 8-4 (b)da el mismo potencial, ¥, en el centro del
circulo. El potencial total en el centro es, por tanto, n¥, . Pero, estd claro que la solucién tnica para la figu-
ra 8-4(b) es ¥ = ¥, en cualquier punto situado dentro del circulo, en particular en el centro. Asi que,

L A TR

Demuestre cémo el teorema del valor medio se deduce del resultado del problema 8.1.

Considérese primero el caso especial que aparece
en la figura 8-5, donde el potencial asume » valores
diferentes sobre n segmentos iguales de un circulo. Una
superposicién de las soluciones encontradas en el
problema 8-1 da, para el potencial en el centro

L]
V-5+E+..+5-M

T n n
que es el teorema del valor medio en este caso especial.
Con A¢ = 2nr/n, I

Vomso (V0D + VA8 + - + V,Af)

Ahora, haciendo n'— o,

1 p3= "
Vo=3:] V)¢ Fig- 85
a
que es el teorema general del valor medio para un circulo.
Exactamente el mismo razonamiento, pero con dngulos sélidos en lugar de dngulos planos, establece el
teorema del valor medio para una esfera.

Demuestre que dentro de una regién libre de énrga el potencial no puede alcanzar un valor méximo.

. Supdngase que se alcanza un méximo en un punto interior P. Entonces, podré centrarse una pequefia
esfera en P, tal que el potencial ¥, en Pexceda el potencial en cada punto sobre la esfera. Entonces ¥, excedera
también el valor promedio del potencial sobre la esfera. Pero eso serfa contradictorio con el teorema del valor
medio.

Halle la funcién de potencial para la regi6n
comprendida entre los discos circulares paralelos
de la figura 8-6. Desprecie el efecto de los bordes.

Como V'és una funcién de r 0¢ , la ecuacién de
Laplace se reduce a

da*v
dz?
¥ la soluciénes ¥ = 4z + B.

Los discos circulares paralelos tienen una funcién
potencial idéntica a la de cualquier par de planos
paralelos. Para cualquier eleccion de ejes, la funcién
potenciallimlpodrlamdy+noAx+B. .

Dos planos conductores paralelos en el espacio libre estinen y = Oey = 0.02 m, y el voltaje de
referencia cero estd en y = 001. Si D = 253a, nC/m? entre los conductores. Determine los

volajes del conduckfyy,/librosysolucionarios.net
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Del problema 8.4, V¥ = Ay + B Entonces
< et :
E=== 9= —da;
%

253 % 10-%

g8sa x 10- 3% = A

por lo que A= —2.86 x 10 V/m. Entonces,

0 = (—2.86 x 10*)(0.01) + B
B =286 x 10°V

V= —286 x 10% + 286 x 10* (V)
Entonces, para y %0, V¥ = 286 Vyparay = 002, V = — 286 V.

8.6. Los discos conductores paralelos de la figura 8-7 estdn separados por S mm y contienen un dieléctri-
co para el cual ¢, =2.2. Determine las densidades de carga 'sobre los discos.

Como 'V =AZ + B,

AV _ 250 - 100
Az 5x 107}

y i 3 3
' E=—VV=-3x 10, V/m

A =3 x 10* V/m

D=¢¢E=~584 x 107"a, C/m?

Como D es constante entre los discos, y D, = p, en una superficie
conductora,

V=100 V
= -7 2
Py= 1584 x 1077 C/m Fig. 8-7

. +enla plaéc superior, y — en la placa inferior.

\ 8.3, alle la funcién de potencial y la intensidad del campo eléctrico para la regién entre dos cilindros -
S circulares rectos concéntricos, donde F=0enr=1mmy V=150V en r = 20 mm, Desprecie el

efecto de los bordes.
El potencial es constante con-¢ y z. Entonces la ecuacion de

Laplace se reduce a N 5
1d ( dV B
sl &)= ek b
St
Integrando una vez, rf—y-- A £y ’;R‘\:

dr

yotravez, V=AInr + B. Aplicnqdn las condiciones de frontera
0= A4In0.001 + B 150 = AIn0.020 + B
loqueda A= 50.1, B= 3459, Entonces
V =50.1Inr 4+ 3459 (V)

x

50.1 ! : : .
E=—(-a) H{@/librosysolucionarios.net v

8-8



104 ECUACION DE LAPLACE [CAP. &

8.8.  En'coordenadas cilindricas dos planos = ¢ constante estdn
colocados a lo largo del eje z, como se muestra en la figu-
ra 8-9. Desprecie el efecto de los bordes y halle la expresién
para E entre los planos, asumiendo un potencial de 100 V
para ¢ = a y referencia cero'en ¢ = 0,

Este problema ya habia sido resuelto en el problema 7.10.
Aqui, la ecuacién de Laplace se utilizard para obtener ¢l mismo

resultado.
Como el potencial es constante con r ¥ z, la ecuacién de

Laplace es

1d4*v 0

Frg?
Integrando, ¥ = A ¢ + B. Aplicando condiciones de frontera,

0=A0)+ B 100 = A(x) + B
=
de lo que A= ) B=0 ai‘i-j\
@t A\ :
" \at
Asi pues V =100 g v .
1d o") 100

y E=-VV g 100 =--r—l‘ {me} J

8.9, En coordenadas'esféricas, V' =0 p;ua r=0.10my ¥ =100 V para r = 2.0 m. Suponiendo espacio
vacio entre estas conchas esféricas concéntricas, halle E y D.

Como ¥ no es funcién de @ o ¢, la ecuacion de Laplace se reduce a

r’ dr ( ] w3
Integrando da: r‘i;- A > {&-"‘{
¥y una segunda integraci6n da:
h A v \'L
=— {
V = - + B > \j b E
Las condiciones limites dan: o
- —-A
de donde A= 10.53 V-m, B = 105.3 V. Entonces
—10.53
V= . + 1053 (V)
g ol W iibroalQS3:
e = — - — — = — ——a v,
G E vv st T8, (V/m)
2 -1 :
D=¢E ___9-_315_19__,_ (Clm?)

8.10. En caordenndu esféricas, V'=—25V sobre un conductoren r=2cmy V=150V en r =35cm. El
espacio entre los conductores es un dieléctrico para el cual €, =3.12. Halle la densidad superficial de

|
carga sobre los conduciyis. //librosysolucionarios.net
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Del problema 8.9,

[{'-__'_A.FB
r

Las constantes se determinan de las condiciones de frontera

—-A —A
-25-632-'-3 ISO-GE+B
obteniéndose
v=22" 16061 v)
E-—VV-—-( e L (V/m)
D=¢,¢,E = JE-, (nC/m?)
=
Sobre una superficie conductora, D, = p,.
en r=002m: 3 -»I_aoé‘%);’-- — 256 AC/m?
en r=03Sm:  p,= :’T‘;;—;'} = 40837 nC/m?

/

8.11.  Resuelvala ecuacién de Laplace parala regién entre los conos coaxiales, como se muestra en la
figura 8-10. Un potencial ¥, seasumeenf, y ¥=0en 6;. Los vértices de los conos se aislanen r =0.

El potencial es constante con r y ¢ . La ecuacion de Laplace se reduce a

]-'I !.( gﬂ !
rsend do \*" 4o
Integrando, - senf (%g) =A . " & '\
0 . >
y V-Ah:(umi)+3 Y
. : 1

Q\\-' .

Las constantes se encuentran de .
VI-Aln(lau%)+B G-Aln(un%ﬁ)+3
o

T T R

En consecuencia V=V

8.12. Enelproblema8.11,sea 8, =10°,6,=30°y V, =100 V. Halleel voltaje en §=20°. (A quédngulof

el voltaje es 50 V?

Sustituyendo los valores en la expresién general del potencial se obtiene

V= -B934 In t —In0.268 | = —893‘!1n(tl
http/ |b solum jarios.ne



8.13.

8.14.

ECUACION DE LAPLACE ?F 8

Entonces, en § = 20°, '

tan 10°
V=-8934In 0.268] 3740V

Para V=50 V, 50-—8934111("“9"2

Resolviendo @ =17.41°.

Halle la distribucién de carga sobre los planos con- s

ductores en §, = 90°. Ver figura 8-11. 8, =10°
El potencial se obtiene sustituyendo 8, =90, 4, =

10° y ¥, =100 V en la expresién del problema 8.11. Asf
pues

R

® Eans)
Entonces
E_'_“l'd_lf' " =100 - 41,05
rdo " {rsenﬂ)l.n{ms").‘arsenﬂ.'
. =10
D E = 283X 10 . .

rsen Fig. 8-11

Sobre el plano 8 = 90°, sen@=1 la d;mm de D requiere que la carga superficial sobre €l plano tenga signo
negativo. Por consiguiente,

. 363x 10740 1
p.-—«—-“—r—— (C/m?)

Halle la capacitancia entre los dos conos de la
figura 8-12. Suponga espacio vacio.

Si se desprecia el efecto de los bordes, la funcidén de ;
potencia estd dada por la expresién del problema 8.11
con @, = 75°, §; = 105°. Asi pues:

m(unz) In (tan 52.5°)
V= 375 —in (tan 52.5°)

= (—1.89¥;)In (tan-g) + const. Fig. 8-12

de lo cual se deduce que
=k dV l.89eu A
Dby ‘“( rdo ™ rseng

La densidad de carga en la placa superior es, entonces,

189¢, V;

s rsen75°

asi que la carga total en la placa superior es

-j,,_gs..[ J’*" m‘;s, raen?s"drdg = 12284V,

y la capacitancia es C

=%Hitp: ﬁlff)rc‘}sysolumonarlos net
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8.16.
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La regién entre dos cilindros circulares rectos concéntricos contiene una densidad uniforme de
carga p. Utilice la ecuacién de Poisson para encontrar V,

Despreciando el efecto de los bordes, la ~cuacién de Poisson se reduce a

1d dV) P

rar\lar 157 F
i(rdlf) pr
dr\ dr ¢

~— av pr?
Inte, do, lRpECNE iil
e e rdr 2¢ R
dv pr A -~
= Tty

2
v-—%ulmu

Obsérvéie que los problemas estaticos que involucran distribuciones de carga eneliespacio son ejerc%s
tedricos, ya que no existe ninguna forma de retener las cargas en su posicién contra las fuerzas de Coulomb.
La regién

!'I!( z <1t
2 Zg 2

tiene una densidad de carga p = 107 ® cos(z/z5) (C/m?). En cualquier otro lugar la densidad es
cero. Halle V y E de la ecuacién de Poisson y compare con los resultados de la Ley de Gauss.

Como V¥ no es una funcién de x o v, la ecuacién de Poissmi es:

#V_ p 10"%cos(z/z)

T e
-8,2 4
Integrando dos veces, V= m_n,fm +A4z+ B (V)
- -8
y E=-VV= (MM_ A]n, (V/m)

Pero, por simetria de la distribucién de carga, el campo debe desaparecer sobre el plano z=0, Por consiguiente,
A=0y

s mq..zos.:n{z!zﬂ) 2, (me}

€

La figura 8-13 muestra una superficie gausiana especial
centrada respecto de z = 0. D sélo corta las superficies superior e
inferior, cada una de drea 4. Més adn, como la distribucién de
carga es simétrica con respecto a z =0, D debe ser antisimétrica con
relacidén a z =0, asi qu-D...,_.,‘.,-, = @,. Dhinierior = D(—-a.).

'3'0{‘2

Dj d.s'+nj : dS=JJ HIO"oos{.z{zu)dxdydz

superior

2DA = 22 A10®sen(z/z,) —
é D =12,10"%sen(z/z,) . para 0 <z < nzo/2

Entonces, para —mzo/2 < z < z,/2, Fig. 8-13
D =z, 10" ®sen(z/zo)a, (C/m?)
y E = D/ coincide con el RitPaddiRno sysalucienarios.net

L}
|

¥
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Un potencial en coordenadas cilindricas es funcién dez y ¢, pero no de z. Obtenga ecuaciones dife-
renciales separadas para R y @ , donde ¥ = R(r)®(¢), y resuélvalas. La region es libre de carga.

La ecuacién de Laplace viene a ser

4R | ®dR ' Rd*®

Ve PR

r* &R +LdR 1d%0

Rdr*  Rdr o d¢’
El lado izquierdo es una funcién de r solamente, mientras el lado derecho es una funcién de ¢ ﬂnicamenﬂ./!’or
tanto, ambos lados son iguales a una constante, a2,

PR rdR_
R&: R °*

L]
d’R 1dR a*R E
P A A3
con soluciéon R = Cr* + C,r™* También, s
1d%*®
_Bm-a’

con solucién @ = C;cosa¢ + C,sen ag.

Dada la funcién potencial ¥ = V;(senh ax)(sen az) (ver seccién 8.7), determine la forma y localiza-
cion de las superficies sobre las cuales ¥ =0y ¥V = F,. Suponga que @ > 0.

Como el potencial no es una funcién de y, las superficies equipotenciales se extienden hasta + coen la
direccién y. Como sen ¢z =0 para z = n=n/a, donde n =0, 1,2,...,10s planos z=0y z = x/ a estdn a un poten-
cial cero. Como senh ax = 0 para x = 0, ¢l plano x = 0 también est4 a potencial cero. El equipotencial V' =0 se
indica con la linea gruesa de la figura 8-14.

La superficie sobre la que ¥ = ¥, tiene coordenadas x y z que satisfacen la ecuacién

Vo = Vy(senh ax)(sen az) o senh ax =
senaz

Cuando se sustituyen valores de z entre cero y n/ @, las correspondientes coordenadas x se obtienenficilmente.
Por ejemplo: :

1.57 102 | 067 | 049 | 028 | 0.10

az | 157 | 212 | 247 | 265 | 286 | 3.04

ax | 088 10 125 | 1.50 | 200 | 3.00

El equipotencial, que es simétrico a z = /24, se muestraen la figun 8-14. Como ¥ es periédicoen z, y enrazén
a que V(—x, —z) = ¥V(x,z), todo el plano xz puede llenarse siguiendo la franja mostrada en la figura 8-14.

halle la funcién de potencial para la region que queda dentro de la cubeta rectangular mostrada en la
figura 8-15.

El potencial es una funcién de x y z, de la forma (ver seccién 8.7).

V = (C, cosh az + C, senh a2)(C, cosax + C,sen ax)

Las condiciones V' =0en x 2,0 requieren las.constantes C, y C, sean cero. Entonces,como V'=0¢n
e, donde n BUPANGTRSYpOlLGIANE PO s Hedpresion
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8
a /4 s V=¥,
T
[
V=0 V="V
V=0
| ] o~
0 1 2 3 -
a a a ¢
Fig. 8-14 Fig. 8-15
viene a ser
REX
V= CsenhEun—
» c [

o més generalmente, por superposicidn,
L -
V=3 C,,,:ierll‘l”izsenEE : \
ey c ¢
Las condiciones limites de frontera requieren que
@
Vo=3% C_senh?)mlgi O<x<¢)
am |

Entonces las constantes b, = C, senh (nmd| ) se determinan seglin los coeficientes de la serie sinusoidal de
Fourier para.f(x) = Vpenel rango 0 < x < ¢. La bien conocida férmula para los coeficientes de Fourier, -

O I L UL L
¢l c

2V, I‘““ nnx ﬁ n par
€ Vo/nm  m impar
La funcién potencial es entonces

4V, senhinrz/c)  nmx

P 2 oee 7 SeRR(indfc) €

para 0<x<¢, O0<z<d.
8.20. Identifique la solucién del productd esférico
C,cos6

V =52 Pycost) = 2580

(Seccién 8.9, con C,= 0, n = 1) con un.dipolo
puntual en el origen.

La figura 8-16 muestra un dipole finito a lo largo
del eje z, que consta de una carga puntal + Qenz=
+d|2 y una carga puntual = Q en z=— d/2. La canti-
dad p= Od es el momento del dipolo (seccién 7.1). El
potencial en el punto P es

V_; Q .0 Q o 5P ;":‘-"IL
dmor 4mors - fd-lIIBroSysolucionarios.net
Q2

o

Fig. 8-16
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Un dipolo puntual en el origen se obtiene en el limite cuando d — 0. Para un d pequeiio,

ry—ry,>dcosfy =~ dcos8 . 8 nraxr?
Por lo tanto, en la frontera,
I L
4mey r?

qué es la solucién del producto esférico con C, = pfdne, .

En forma similar, el polinomio de Legendre de mayor orden corresponde a cuadrupolos puntuales, octu-
polos, etc. ;

Problemas suplementarios \ \

En coordenadas cartesianas un potencial es funcién de x solamente. En x = —20cm, V=250V yE=
1.5x"03(~a,) V/m en toda la regién. Halle Ven x =30cm.  Resp. 100V

En coordenadas cartesianas un plano en z=3.0 cm es ¢l voltaje de referencia. Halle el voltaje y la densidad de
carga en el conductor z=0 si E=6.67 x 10°a, V/m para z > 0 y la regién contiene un dieléctrico para elcual

¢=45  Resp. 200V, 266 nC/m? - :

En coordenadas cilindricas, ¥ =750 Venr=5mm y ¥ =0 en r =60 mm. Halle el voltaje en r =130 mmsiel
potencial depende sélo de r. Resp. —2334V

Cilindros circulares, rectos, concéntricos en el espacio vacio en r =5 mm y r = 25 mm tienen voltajede 0 y ¥,
respectivamente. Si E= —8.28 x 10%a, V/m en r = 15 mm, halle ¥, y la densidad de carga en el conductor
externo. Resp. 200 V, + 44 nC/m?

Para cilindros conductores concéntricos, ¥ =75 Venr=1 mmy ¥=0en r =20 mm. Halle D en la regi6n entre
los cilindros, donde ¢, =3.6.  Resp. (798/rja, (pC/m?)

Planos conductores en ¢ = 10° y ¢ = 0° en coordenadas cilindricas tienen voltajes de 75 V y cero respectiva-
mente. Obtenga D en la region entre planos, que contiene un material con ¢, = 1.65.
Resp.(—6.28/r)a, (nC/m?)

Dos planos conductores cuadrados con 50 cm de lado
estan separados por 2.0 cma lo largo de un ladoy 2.5cma
lo largo del otro (figura 8-17). Suponga una diferencia de
voltaje y compare la densidad de carga en el centro de un
plano, con la que existiria si la separacion fuese uniforme
de 2.0 cm. Resp. 0.89

El voltaje de referencia estd en r = 15 mm en coordenadas
esféricas y el voltaje es ¥y en r = 200 mm. Dado E=
—334.7a, V/m en r= 110 mm, halle V,. El potencial s
funcion de r solamente. Resp. 250 V

Fig. 8-17

En coordenadas esféricas, V=865V en r=50cm y E = 74828, V/m en r =85 cm. Determine la localizacién
del voltaje de referencia si ¢l potencial depende sélo de r. Resp. r =250 cm

Con referencia cero en el infinito y ¥= 45.0 V enr = 0.22 m en coordenadas esféricas, un dieléctricode¢, = 1.72
ocupa la region 0.22< r<1.00 m.{)cl espacio libre ocupa r>1.00 m. Determine D en r=1.00£0 m.
Resp. 8.55 V/m, 14.?[WLDZ IDIrosyso uclonarios.net
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8.33.

8.34.

8.35.

8.36.

8.37.

8.39.

ECUACION DE LAPLACE

En la figura 8-18, el cono en @ = 45° tiene un voltaje ¥
respecto de la referenciaenf =30°. Enr = 0.25my# =
30°, E=—2.30 x 107a, V/m. Determine la diferencia
de voltaje V. Resp. 1255V

En el problema 8-31 determine las densidades superfi-
ciales de carga sobre los conos conductores en 30° y 450,
€ = 2.45 entre los conos.

125

r

Resp.

(nC/m?), 22 (aC/m)

Halle E en la regién que queda entre los conos que
aparecen en la figura 8-19,

0.288 ¥,

rsenfl
*

En coordenadas cilindricas, p = 111/r (pC/{m?). Dado
que F=0enr=10my ¥=50Venr=3.0m,debidoa
esta configuracién de carga, halle la expresién para E.

Resp.

(V/m)

Resp. (12_5—9?_“—3).‘ (V/m)

Determine E en coordenadas esféricas, a partir de la
ecuacién de Poisson, suponiendo una densiddd uniforme
de carga

pr A
Resp.. |[— —
" 3 P

111

Fig. 8-18

V=0

8= 160°
Fig. 8-19

Particularice la solucién encontrada en el problema 8.35 al caso de una esfera uniformemente cargada.

Resp. Ver problema 2.56.

Suponga que un potencial en coordenadas cilindricas es una funcién de r Y z, peronode ¢, ¥ = R(r)Z(2).
Escriba la ecuacién de Laplace y obtenga las ecuaciones diferenciales separadas en r y z. Demuestre que las
soluciones en r son funciones Bessel y que las soluciones en z tienen la forma dé f unciones exponenciales o

hiperblicas.

Verifique que los primeros cinco polinomios de Legendre son:

Py(cos 8) = 1
Py(cos 8) = cos @

P;(cos6) = }(3cos? 0 - 1)

P;(cos8) = §{5cos’ 0 — 3cos )

Py(cos8) = §{(35c0s* @ — 30cos? @ + 3)

y haga una grifica con & =cos 8.

Resp. Ver figura 8-20.

Obtenga E para el problema 8.18 y trace algunos valores en la figura 8-14. Observe la ortogonalidad de E y las

superficies equipotenciales.httpf_q(ﬂi bposygom@mmm

0&)ALL (senh ax)(cos az)a,]
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8.40. Dado V =

cuales V= 0 y\V = ¥,. Haga un trazo similar a la figura 8-14,

'ECUACION DE LAPLACE

F Py (E)
lu 6l
i
uR - P\ﬁ‘\ |
- i &
% n:&L =@ |
o § 2 ;
04 = A :
& & '
{1 - ‘N’ |:
L : .
o 1 | A | | 1 ol .I
e 02 0.3 U4 B 06 0.7 og f o9 1w
“~ v
~02 - .
i Py(E)
~04 |-

Fig. 8-20

[CAP. 8

(cosh ax)(sen ay), donde @ > 0, determine la forma y localizacién de las superficies sobre las

%

447 . o
N V=0
. /

Resp. Ver figura 8-21.

a
3
a
2
a

8.41. Defa funcién potencial del problema 8.40,
j obtenga E e indique algunos valores sobre el
| “trazo de las superficies equipotenciales, figu-

ra 8-21.

N Resp. E= —V,a[(senh ax) (sen ay)a,
+ (cosh ax)(cos ay)a;]

B.42; \Q.llilice una superposicion de los productos
solucién encontrados en el problema 8.17 para
obtener la funcién potencial para Ia franja semi-
circular que aparece en la figura 8-22.

Resp. V =

) 4¥, P = (a?/r)
oveciasic NE B — (a?/bV

1
LRV

1

=]
8= -
81

Fig. 8-21

senng

http://librosysolucionarios.net
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Capitulo 9

Cd

L}

Ley de Ampérey campo magnéticb‘

9.1 INTRODUCCION

Un campo magnético estatico puede originarse por una co
Este capitulo trata los campos magnéticos de corrientes constan

.“

rriente constante o por un imin permanente.
tes. Los campos magnéticos variables con e

tiempo, que coexisten con los campos eléctricos variables con ¢l tiempo, se examinanen los capitulos 12.y 13.

92 LEY DE BIOT-SAVART

Un diferéncial de intensidad de campé magnético, dH, se produce por un elemento diferencial de
corriente / dl. El campo varia inversamente con el cuadrado de la distancia, esindependiente del medioque le

rodea y tiene la direccion dada por el producto cruz de/dlya,.

Savart: 1
: Idlx ag
=——7-:— (A
M=o (Am)
R est4 dirigido desde el elemento de corriente hasta el punio en
que dH se determina, tal como se veen la figura 9-1.

Los elementos de corriente no tienen existencia separada.
Todos los elémentos que conforman el filamento de corriente
contribuyen a H y deben incluirse. La sumatoria conduce a la
forma integral de la ley de Biot-Savart:

’dlx.g
"’§ 4nR?

La integral lineal cerrada requiere simplemente que todos los
elementos de corriente se incluyan para obtener H completo.
(El contorno puede cerrarse en o0).

EJEMPLO 1: Un filamento de corriente, recto, de longitud
infinita, a lo largo del ¢je z encoordenadas cilindricas, se muestraen la
figura 9-2. Se selecciona, sin perder generalidad, un punto enel plano
z =0. En forma diferencial, - :

Idza, x{ra,—z8,) . ldzra,
e 2 2P (R + 2R

La variable de integracién es z. Como @4 no cambia con z, puede
removerse del integrando antes de la operacién.

—dH =

" Irdz 1 :
L o R

Este importante resultado muestra que H es inversamente pro-

porcional a la distancia radial. Se ve que la direccién estd de acuerdo-
con la “regla de la mano derecha™ porque los dedos de la mano de-

recha apuntan en direccién del campo cuando el conductor s toma
de tal manera que el dedo pulgar derecho apunte en direccion de la
“corriente.

\

Esta rql_acién se conoce como ley de Biot-

W
W

Fig. 9-2

http://librosysolycionarios.net



114 LEY DE AMPERE Y CAMPO MAGNETICO [CAP.9!

Los campos magnéticos de corrientes laminares o corrientes volumétricas también estin dados por la
forma integral de la ley de Biot-Savart, reemplazindose / dl por K dS o J dv respectivamente, y con la inte-
gracion extendida a toda la limina o volumen, Un cas rticular de importancia es el de la ldmina plana
infinita de densidad constante K. Como se muestra en el problema 9.3, el campo en este caso es constante:

H=iK xa,

9.3 LEY DE AMPERE

La integral lineal de la componente tangencial de H alrededor de una trayectoria cerrada es igual a la
corriente encerrada por la trayectoria.

fH A =1, [ \
Esta es la ley de Ampére.”

A primera vista, podria pensarse que la ley de Ampére se utiliza para determinar la corriente / por una
integracion. S'w embargo, la cOrriente es usualmente conocida y la ley mds bien provee un método para hallar -
H. Esto es similar al uso de la ley de Gauss para hallar D dada la distribucion de carga.

Para utilizar la ley de Ampére para determinar H debe haber un grado considerable de simetria en el
problema. Deben cumplirse dos condiciones:

1. En cada punto de la trayectoria cerrada H es o tangencial o hormal & la trayectoria.
2. H tiene el mismo valor en todos los puntos de la trayectoria donde H es tangencial.

Es evidente que la ley de Biot-Savart ayuda a seleccionar una trayectoria apropiada.

EJEMPLO 2: Utilice la ley de Ampére para obtener H producido por un filamento recto de corriente e infinitamen-
te largo. : ;

La ley de Biot-Savart muestra que en cada punto del circulo de la figura9-2 H es tangencial y de la misma magnitud.
Entonces - :

fHe di = H2mr) = 1

asi que

9.4 ROTACIONAL (ROTOR)

El rotacional de un campo vectorial A es otro campo vectorial. El punto P de la figura 9-3 yace en un
drea plana A S limitada por una curva cerrada C. En la integracién que define el rotacional, C se recorre de
tal manera que el drea encerrada esta a la izquierda. La normal unitaria a, , determinada por la regla de la
mano derecha, es la que aparece en la figura. Entonces la componente delrotacional de A en la direcciéna,, se
define como ' :

(rotacional A) *a, = ‘g?oj:.sdl |

En los sistemas de coordenadas, ¢l rotacional A queda especificado
completamente por sus componentes a lo largo de los tres vectores unitarios,
Por ejemplo, la componente x en coordenadas cartesianas se define tomando

, como contorno C un cuadrado en el plano x = constante a través de P, tal
| como se muestra en la figura 9-4. i

L

§A-
“AyAz

) (rotacional A)-a, = lim .
http://Iibrosysolﬂf:?ﬁ"narios.net
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[
Si A=A.a,+ A8, + A8, en la esquina A S m4s cercana al | /
origen (punto /), entonces s

f=f o]+ ] 4]

: 0A,
= A,Ay + (A, + 3y Ay)o.z
(4 +a;"Az)( LAy + A(~Az)
34, 94, :
(é‘; " )A i
oA, fA
y (rotacional A) = E,T e —5; _ Fig. 94

Las componentes v y §pueden determinarse en forma similar. Combinando las tres componentes,

04, 04, (BA }‘ : P

rotacional A = ( o 0z oz
Puede escribirse un determinante de tercer orden cuyo desarrollo sea el rotacional cartesiano de A.

a, a, a, x ¢

rotacional A = E E _‘—’_ '
e lex dy oz
Ay o

Los elementos de la segunda fila son los componentes del operador nabla Esto sugiere (ver seccién 1.2) que el
rotacional A se puede escribir como V x A. Como con otras expresiones del andlisis vectorial, es
conveniente notacién se usa para rotacional A en otros sistemas coordenados aunque V sélo esta definidoen

elcartesiano.
Las expresiones para el rotacional A en coordenadas cilindricas y esféricas pueden derivarse en la misma

_fﬁn}m antes mencionada, aunque con maés dificultad.

104, B_A_e). %_‘2:'_-). + [‘M_‘Efx 1, (cilindrico)
r

rotacional A = ( oz o ar %
b 1 [0(A;sen0) 04 1|1 a4 6(M ) 3[rA ) 04,
otacional A = | 2T¢2C07] 778 Bl Pl (o 8
: rsend [ a8 op -7 1 lend o Tor 00 | (exferico)
| Dos propiedades del operador rotacional frecuentemente utiles son: g
(Y la diw;u_:ia de un rotacional es cero. Esto es,
V- (VxA)=0 f

pnﬁ én;lquier campo vectorial A,
(2) el 'rotacional de un gradiente es cero. Esto es,

Vx(Vf)=0 -
para cualquier funcién escalar de posicién f(ver problema 9.22).

Bajo condiciones estiticas, E = —VV, y asi, de (2),
http://librogyselugionarios.net
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9.5 DENSIDAD DE CORRIENTEJ Y Vx H i

La componente x de_V x H se determina por ¢ H - dl, donde la trayectoria yace en un plano normalal
¢je x. La ley de Ampére establece que esta integral esigual a la corriente encerrada. Ladireccionesa. , asique
la corriente puede llamarse /.. Entonces,

(rotacional H)+a, = lim I

AS—=0 E =7

la componente x de la densidad de corriente J. En igual forma se procede para las direcciones y y z. Por

consiguiente,
VxH= J o \

Este importante resultado es una de las ecuaciones de Maxwell para campos estaticos. Si Hse conocea tr.nvés
de una regidn particular, entonces V x H dard J para esa region. Ver problema 9.15.

9.6 DENSIDAD DE FLUJO MAGNETICO B

: Como D, la intensidad del campo m'nél%efﬁndc so6lode las car_gas(cn m?vimiel__;to) y es indepen-
diente del medio. El campo de fuerza asociado ¢ s la densidad de flujo magnético B, que estd dada por
B =uH -
’ doride u = Holly €8 la permeabilidad del medio. La unidad de B es el resia, s

— : N
- IT=1x5a
La permeabilidad dei espacio vaci g tiene un valor numérico de 4n x 10~ 7 con unidades de henrys por
metro, H/m; i, la permeabilidad refativa del medio, es un nlimero puro muy cercano a la unidad, excepto
para un pequefio grupo de materiales ferromagnéticas que serin tratados en el capitulo 11.
£l flujo magnético, ®, & través de una superficie se define como

o= J’ B-dS
- .
El signo de ® puede ser positivo o negativo segiin como se escoja la superficie normal en dS. La unidad del
flujo magnético es el weber, Wb. Las diferentes unidades magnéticas estdn relacionadas por:
I T=1Wb/m? 1H=1Wb/A -

EJEMPLO 3: Encuentre el flujo que cruza la porcién del plano ¢ = n/4
definido par 001 < r <005 m y 0 < z < 2 m (ver figura 9-5). Unfila-
mento de corriente de 2.50 A a lo largo del eje z estd en la direccién a,.

Mol
B=#0H=5-z—rl‘
dS = drdza,

1 ,0.05
pet_ |
¢ = L Lm e 8, drdza,

2u1 005
=% ™01

= 161 x 10" “Witpy/librod¥solucionarios.net Fig. 9-5
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Obsérvese que las lineas de flujo magnético @ son curvas
cerradas, sin punto de comienzo ni de terminacion. Esto
contrasta con el flujo eléctrico W, que se origina en cargas posi-
tivas y termina en cargas negativas. En la figura 9-6 todo el
flujo magnético ® queentra en la superficie cerrada debe aban-
donarla. Asi pues, los campos B no tienen fuentes o sumideros,
lo que se expresa matematicamente por

'V-B=0

(ver seccién 4.1). ’

9.7 POTENCIAL VECTORIAL MAGNETICO A ' .- ()

La intensidad del cagipo eléctrico E se obtuvo primero a partir de configuraciones de carga conocidas.
Luego se desarrollé el potencial V y se encontré que E podria obtenerse como el gradiente negativode ¥, es
decir, E-= —V V. La ecuacién de Laplace proporcionéd un métode de obtener I a.partir de potencialescono-
cidos sobre las superficies de los conductores. En formasimilar, uupatc&da! W(‘!OJ’W magnéu'dq. A, definido

de tal manera_gue. 5

VxA=B
sirve como cantidad intermedia de la cual puede calcularse B y, porconsiguiente, H. Obsérvese que la defini-
cién de A es consistente con el requerimiento de que V +B = 0. Las unidades de A son Wb/m o T-m,
Si se impone la condicién adicional
s SRS V-A=0

entonces.el potencial vectorial magnético puede determinarse a partir de las corrientes conocidas de la region
de interés. Para las tres configuraciones estdndar de corriente las expresiones son las siguientes:

filamento de corriente - & § %g
corriente de limina: ~ A = _[ v A4

5 4!& \
corriente de volumen: . A = I E:;:ﬁ -

Aqui, R es la distancia que hay desde el elemento de corriente hasta el punto en el que el potencial vectorial
. magnético se calcula. Como la integral andloga para el potencial eléctrico (ver seecién 5.4), las expresiones
anteriores para A presuponen un nivel cero enel infinito. No pueden aplicarse si las mismasdistribuciones de
corriente se extienden a infinito.

L

EJEMPLO 4: Halle el potencial vectorial magnético para el
filamento de corriente, recto e infinito, en el espacio vacio.

En la figura 9-7 el filamento de corriente se halla a lo largo .
del eje z y el punto de observacion es (x, y, z). El elemento parti- . "
cular de corriente,. -

L,

\ | Idi=1dla,

. |
en/ = 0se muestra, donde /es la variable que se desplazaalolargodel " Ry
eje z. Es claro que la mtqgral /

difys
J' ﬂ'ﬂjdlf / i ) ,f’ Ry
- et . 7 R T
____________ b
x ]

no existe, ya que, cuundo { es grande, R = /. Este ¢s el caso de una
distribucién de corriente que se eﬂ.h@ MmgysollJClonarlos net Fig.9-1
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Es posible, /uﬂ Iembargo, considerar el potencial vectorial diferencial
Hold¢ )
L

y obtener dé ¢l un diferencial de B. Asi pues, para ¢l clemento particular de corriente en ¢ =0,
& poldt
an(x? + y + ) L.
polde I =y ¢ \
an  |(x* +y* + 2P ™ +y +pnY

Este resultado concuerda con el de dH = (1/0)dB dado por la ley de Biot-Savart.
Para una forma de definir A para el filamento infinito de corriente, ver problema 9.19.

dA =

y dB=V xdA =

L]

9.8 TEOREM A DE STOKES

Considérese una superficie § abierta cuyo l!n:ute sea una curvacerrada C. El reoremade Stokes establece
que la integral de la componente tangencial de un campo vectorial F alrededor de C esiguala la componesnte
normal del rotacional F en §:

§F-d1-jl('vw)-ds '

d

Si se escoge F de tal manera que sea el potencial vectorial magnético A, el teorema de Stokes da
fA-d1=[B-ds5=0 . P

o

Problemns resueltos -

9.1. Halle H el centro de una varilla cuadrada de
corriente de lado L.

Escéjase un sistema de coordenadas cartesianas de tal
manera que el lazo esté localizado como se muestra ¢n la
figura 9-8. Por simetria, cada medio lado contribuye Ia
misma cantidad & H en el centro. Para el medio lado ¥
0 < x < L/2, y=—£]2,1a ley de Biot-Savart da para ¢l
campo en ¢l origen

(U dxa,) x [—xa, + (L/2)a,]
R ™ CE - |
o ldsl2e, peras
4 + (L2YT™

En consecuencia, ¢l campo total en el origen es

42 ldx(L2)s,

21 5"{2:
%—ﬁ: L™

donde a,, es la normal unitaria al plano de la varilla dada
& porla regla de s mano dpERR))|ibrosysolucionarios. net

Fig. 98
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9.3.
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Un filamento de corriente de 5.0 A endireccién a esparaleloaleje yenx=2m, z= —2 m. Halle H
en el origen. = —

La expresién para H producido por un fila-
mento recto de corriente se aplica,

I

donde r = 2,/2 y (wtilizando la regla de ta-mano |
derecha) X ‘
| -
8, +a, :

\‘f" 7,

Asf pues

= ("" +2") - (0281)("};') A/m

VAW

* Determine una expresién para H producido por una ldmina de corriente plana e infinita de densidad

uniforme K.

L]
La ley de Biot-Savart y las consideraciones debidas a la simetria muestran que H sélo tiene una componen-
te ¥, que es independiente dex y y, si K= Ka, (ver figura 9-10). Aplicando la ley de Ampére al contorno
cuadrado /2341, y aprovechando el hecho de que H debe ser antisimétrico en z, /

L ;“"-(H)(h)+0+(ﬂ_)(za)+o-_={x)(za) 6 H-‘ZE

Entonces, para todo z >0, H =(K/2)a,. Mis generalmente, para una orientacién arbitraria de la ldmina de
corriente, . o4
/ ) \l-l = 1! x a, ; xS

90 /’

P A8

///;_///

Fig. 9-10
Una limina de corrile_nte,' =108, A/m, yace en el plano x = 5 m y una segunda limina, K=
—10a, A/m, estd en x =— 5 m. Halle H en todos los puntos.

En la figura 9-11 se hace patente que para los puntos entre las liminas, K x a, produce — Ka, para
cada ldmina. Entonces, para —5<x < H =10(—a,) A/m. En toda otra parte H= 0.

Ui conductor cilindrico Iﬂwmggiwaﬂ %g‘n%f” una corriente /. Halle H en

todos los puntos utiliza



9.6.

¥*9.7.
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Fig. 9-11 Fig. 9-12

La ley de Biot-Savart establece que H sélo tiene una componente ¢. Mds atin, H es una funcién de r sola-
mente. Las trayectorias apropiadas para la ley de Ampére son los circulos concéntricos. Para la trayectoria /-
que se muestra en la figura 9-12. §

§H-an=2mﬂ,-:m-o
y para la trayectoria 2,
. fHea= 2wl =1

Entonces, para los puntos dentro de la concha cilindrica de conduccién, H = 0, y para los puntos externos,
H=(Ilf Zur}a. 2 res?(arh ¢l mismo campo de una corriente de filamento [ a lo largo de los ejes:

Determine H para un conductor cilindrico sélido de radio a.
estando la corriente distribuida uniformemente sobre la seccién
transversal.

Aplicando la ley de Ampére al contorno / en la figura 9-13,
§ H e d =l

Fig. 9-13

.4
o= e

Para puntos externos, H = (//2nr)a,.
En la regién 0 < r < 0.5 m, en coordenadas cilindricas, la densidad de corriente es
J=45¢e"%a, (A/m?) v

y J = 0 en cualquier otra parte. Utilice la ley de Ampére para hallar H.

Como la densidad de corriente es simétrica respecto del origen, puede usarse una trayectoria circular enla
ley de Ampére, con lgcorneutz encerrada dada por §J < dS. Asi, parar < 0.5 m,

'H.(Zar) j’ _[45:"' lirdo
http: //meyébhfcmn&flo?ﬂ]é{"m)
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9.8.

9.10,

9.11.
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Para cualquier r = 0.5 m la corriente encerrada es la misma, 0.594% A. Entonces
0297
Hy{2nr) = 0.594 6 H= T % (A/m)

Halle H sobre el eje de una varilla circular de
corriente de radio a. Particularice el resultado en
el centro de la varilla.

Para el punto mostrado en la figura 9-14,

R=-an, +ha,
aH = (Ja dgn,) x (—aa, + ha,) _(ladg)as, + ha,)
= 41(“3 3 hl'!!! wﬁ + hzl_“z

La inspeccién muestra que los elementos de corriente
diametralmente opuestos producen componentes r }
que se cancelan. Entonces,

H= la3d¢ 1a®
I an(a® ¥ W) M T 3(g? 4 iy ™
En h=0, H=(l/2a)s;. &

L]
Una ldmina de corriente, K=6.0a_ A/m, yaceenel plano z=0y un filamento de corriente est4 loca-
lizadoen y =0, z =4'm, como se muestra en la figura9-15. Determine / y sus direccionessi H=0en
(0,0, 1.5) m.

Producido por la hoja de corriente,

=§l{'x|,=%]{—l¢)é\fm _ / \

¥
Para que el campo se anule en (0,0, 1.5) m, | H| debido al / (0,0,4)
filamento debe ser 3.0 A/ m. | s 7 ’
' 3 (0.0,

{H| =
0=-—0
2:(2.-5).
i K=60a,
Para cancelar H de la ldmina, esta corriente debe estaren
la direccién a,, como se muestra en la figura 9-15. Fig.9-15.

Dado el campo vectorial general A = (ycosax)a, + (y + ¢*)a,, halle V x Aen el origen.

- m, 3,
) \ i
VxA= 5; 5; 3z =M, — &8, —Cosaxa,

yoosax 0 y+'e*

en (0,0,0) VxA=a,—a,—a,

Calcule el rotacional de H en coordenadas cartesianas producido por un mamento de corriente a lo
largo del eje z con corriente [ en la direccién a,.

A partir del ejemplo |,

y'x"'ny

http /ﬂlb?asyséhjcw’n'aﬁo .net
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y asi
s 5, & ,
LI Sy W4
VxH=| dy -z - /_‘ ”\_s/?"‘

- Sy~ INOhEREY R L
X+ x?+y’ Y oy
[E ( x )-. ) e B i,
ax\x*+ y? ay x? P PRI

excepto en x = y = 0. Esto es consistente con'V x H = J.

Dado el campo vectorial generall A= 5r senigh & emcoordenadas.cilindricas, halleel rotacional' Au
en(2,xn,0).
Copo A tiene solo una c'omponent& z, apenas.dos parciales en la expresion rotacional son diferentes de
cero., @ 2 :
2 ]
Vx L- o 7 (5?5:::&)4 - {&mﬁ&-s S5cosga, — 5‘“"‘*"&

Entonces. Vx LL = —5a,
2, =, 0)

Dado el campo vectorial general A =S¢ "cosda, — 5cos¢a, en coordenadas cilindricas, halle
el rotacional A en (2, 3n/2, 0)..

Vix A== Fa ( —5Scos ¢)a, + [— (5¢™"cos )— 5 (—3cosd) lu.—- —~€5¢"M¢}-.
- (;,,,,,), Y s
Entonces VxA L = —2.50a, — 0.34a,
2, 3nj2, 0)

Dado el campo vectorial general A = 10 sen @ a, en coordenadas esféricas, halle el V x A en
(2, m/2,0).

10seng

VxA=

{lOsenQ)I-, o (10rse f)a, = a,

nﬂ[ 2

Entonces VxA L = 5a,
2.7/2,0) T

En el problema 9.6 se hall6 la intensidad del campo magnético producido por un conductor circular
con densidad de corriente uniforme. Ahora, por el contrario, halle, J de H.

Dado H = (Ir/2na*)a, dentro del conductor,

IR o 1
=VxH= -\ )" Tt ) T

lo que en efecto corresponde a una seccién transversal circular na? y una corriente / en la direccién + z.
Por fuera del conductor, H = (I/2nr)a,, vy asi '

o (1
J'v’“'_ﬁ(ﬁ-)" rﬁr(Z‘x)

como era de esperarse.  Nttp://librosysolucionarios.net
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9.16.  Un conductor circular de radio r, = | cm tiene un campo interno

0* :
H= lT_(;L:senar —-:-;msar)s; (A/m)

donde a = n/2r,. Halle la corriente total en el conductor.

Hay dos métodos: (1) calcular J =V x H y entonces integrar; (2) utilizar la ley de Ampére. Elsegundoes

mas simple. en este caso. 3
P 24 10* (4r}  n 22 =
= ~df = | -ssen- — —cos = Jro d >
e Jran' # ‘.ro,. o (ﬂfmz n Gﬂﬁz)'a 9

8 x 103 8
& * o L

4 n

-

9.17. Un campo radial

6 Ry
- u=%:§?7"£;m-¢" A/m o

sale al espacio vacio. Halle el flujo magnético @ que cruza la super-
ficie definida por—n/d < ¢p < n/4,0 <z < 1 m. Ver figura 9-16. i

ll'——p.GHf-}'*?Pcoa¢a, (T)

¢=ﬂj

= 4.24 Wb _ : " Fig. 9-16

w4
(élt—pcostb)a, crdgd:za, -nl4
3\ :

- n/

Como B es inversamente proporcional a r (como requiere V - B =0). by
no.causa ninguna diferencia la distancia radial que 'se escoja, pues el flujo £
total serd ¢l mismo. e S &4 '

9.18.  En coordenadas cilindricas, B = (2.0/r)a, (T). Determine el flujo
magnético ® que cruza la superficie plana definida por0.5 < r <
25my 0< z<20m, Ver figura 9-17,

0=JB-dS

S s 20
= } - @, drdza,
o “os-T

f 25 _
=40[in =2 | = 6.44 Wb
4 ('“o.s) 6

9.19. Obtenga el potencial vectorial magnético A en la region que rodea
: una corriente filamentaria, recta e infinitamente larga. /. Fig. 9-17

Como se muestra en el ejemplo 4. la expresion direcia para A como
una integral no puede usarse. Sin embargo. la relacién

VXA=B=""3a,

puede tratarse como una ecuacion diferencial vectorial para A. Como B sélo tiene una componente ¢. tnica-
mente la componente ¢ del rotor cilindrico es necesaria.

04, v maliik : T
http://ilib‘r‘d@%&umonarlos.net
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Es evidente que A no puede ser funcién de z, ya que el filamento es uniforme con z. Entonces,

dA, pol . pol
P S . L 6 -
T 5 A, o Inr+C

La constante de integracién permite la localizacién de una referencia cero. Con. A, =0 en r =7,, la expresién
viene a ser ! ;
pol To
="""[en"2
A 2n r }'

Obtenga el potencial vectorial magnético A para la hoja de corriente del problema 9.3

Paraz > 0,

K
va-n-“"Tn,

de lo 1
w dA, 04, M

*6?“ az 3
Como A debe ser independiente de x y y,
i L
dd, wK 5 Mo K
T2 . e~ o &= 1)

Entoncrs, para z > 0, A= - HTK (z— zo), = *% (z=z)K
Para z < 0, cimbiese ¢l signo de la anterior expresion.

Utilizando el potencial vectorial rﬁagné;ico hallado en el problema 9.20, halle el flujo magnético que
cruza el drea rectangular que aparece en la figura 9-18.

Sea la referencia cero z, = 2, tal que

Alm = ‘529 (z - 2)K z
En la integral lineal
(0,0,2) 0,2,2)
®=fA-d 10,0,1) ©.2,1)
A es perpendicular al contorno en dos lados y ; :
desaparece en el tercero (z = 2). Entonces, /é;
=2 b
o= A-d=-220-2)[ Kdy=pK gl
¥y=0 2 [} s
Fig. 9-18

Obsérvese como la eleccién de una referencia simplificé el computo. Por el teorema de Stokeses V x A, y
no A lo que determina @ . Por consiguiente, la referencia cero puede escogerse a voluntad. "

Demuestre que el rotacional de un gradiente es cero.
De la definicién de la rotacional A dada en la secci6n 9.4, s¢ ve'que V x ‘A es cero en una regién si
http://Iibros¥§omcipnarios. net
¢
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9.24.
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9.26.

9.27.

9.28.

9.29.

9.30.

9.31.

9.32.
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para cualquier trayectoria cerrada en la ;'egiﬁn. Pero, si A = Vf, donde f es una funcién de valor simple,
fa-a=fv-a={i=0
(ver seccion 5.5). * 'f h

~Problemas .suplemental?ios

Demuestre que ¢l campo magnético producido por el elemento finito
de corriente que aparece en la figura 9-19 estd dado por
- 2
H= ) (sena; — sena;)a, ’ F
4nr A
. Z
Obtenga dH en un punto general (r. U, ¢ ) en coordenadas esféricas,

producido por un elemento diferencial de corriente /dlenel origenen
direccién de z positivo.

ld¢senf

Resp.
4nr?

Las corrientes en los conductores interno y externo de la figura 9-20
estdn uniformemente distribuidas. Utilice la ley de Ampere para
demostrar que para b<r <g¢, \

I (2 —r*)\
H= 2?,(:: =t bz_)‘o.

Dos lazos idénticos de corriente, circulares, deradior=3me /=20 A
.estdn en planos paralelos, separados respecto de su eje comin por 10
~m. Halle H en un punto medio entre los dos lazos.

Resp. 0908 a, a/m

Utilice la ley de Biot-Savart para demostrar que H = 4K x a, para
una ldmina plana de corriente de densidad constante K.

Fig. 9-20

Un filamento de corriente de 10 A en direccién + v, yace a lo largo del eje v y una limina de corriente, K = 2.0a,
A/m, estd localizada en z = 4 m. Determine H en el punto (2, 2, 2) m.
Resp. 0.398a, + 1.0a, — 0.398a, A/m

Demuestre que el rotacional de (xa, + pa, + za,)/(x? + y* + z%)¥? es cero. (Sugerencia:V x E =0.)
Dado el vector general A = (—cos x){cos y)a,, halle el rotacional de A en el origen. Resp. 0

Dado el vector general A = (cos x)(sen y)a .+ (sen x){cos v)a,, halle el rotacional de A para todos los
puntos. Resp. 0 i

Dado el -vector general A = (sen 2¢))a, en coordenadas cilindricas, halle el rotacional de A en (2, ®/4, 0).
Resp. 05a,

Dado el vector general A SHIP(HAIIQSY SOIIGIQRANIDS 40 Bille ol rotacional de A en (0.800. /3,
0.500).  Resp. 0.368a, +0230s,
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9.41.

9.42.

- 9.43,
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Dado el vector general A = (sen¢ )a, + (sen @ )ay en coordenadas esféricas, halle el rotacional de A'_ enel
punto (2,%/2, 0). Resp. 0

Dado el vector A = 2.50 8, + 5.00a, en coordenadas esféricas, halle el rotacional de A en (2,0,m/6, 0).
Resp. 4.33a, — 2,508, + 1.25a,

Dado el vector general

2cos# sen @
A.=—;,—'l,+‘—..

demuestre que el rotacional de A es en todo punto cero. /

Un conductor cilindrico de radio 10~? m tiene un campo magnético interno

- Y R
& H=(477x 10 )(2 3x10-2)" (A/m)

4Cuél es la corriente total en el conductor? '~ Resp. 50 A

En coordenadas cilindricas, J =105(cos? 2r)a; en una cierta regién. Oltenga H a partir de esta densidad de

3 i 4r 4 1
corrienté y luego tomeel rotacional de H y compérelo con J. Resp. H = 10% (5 + ’—E-:— + D?—fr— - E}"

En coordenadas cartesianas, una densidad constan-

te de corriente, J = J, a,, existe en la region . : 2
—a<z<a Ver figura 9-21. Utilice la ley de
Ampére para hallar H en todas las regiones. Obten-

ga el rotacional de H y compérelo con J. a

- Jyan, z>a
Resp. H=| Joza, —-as<z<a
—Jgan, < —R
rotacional H = J Fig. 9-21

Calcule ¢l flujo magnético total @ que cruza el plano z =0 en coordenadas cilindricas parar < 5 x 10" m si
0.2 apie :
= T(sen‘ ¢, (T)
Resp. 3.14 x 1072 Wb
Sea
%) .z
: Il-2.50uuv2— g7, T)
halle el flujo magnético total que cruza la franja z2=0, y>0, 0<x<2m. _ Resp. 159 Wb

Un cable coaxial cuyo conductor interno tiene radio @ y el externo tiene radios interno y externo b y ¢ respecti-
vamente, transporta una corriente / en el conductor interno. Halle el flujo magnético por unidad de longitud

que cruza un plano ¢ = constante entre los conductores. Resp. ’;L’ ||,2
3 o= s

Una hoja uniforme de co Ko(—n,),estéd en z=—b. Halleel flujo
magnético que crm-dimmimmﬁ E@i&gﬁe s y S’L. Suponga espacio vacio.

Resp. 4u, Ko L
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Utilice el potencial vectorial magnético del problema 9.19 para obtener el flujo quecruza un plano ¢ =constante
parar, <r=<ry y 0 <z < L producido por una corriente de filamento [ sobre el eje z.
IL
Ko h'lﬁ
Fi

Resp. e

Sea el potencial vectorial magnético dentro de un conductor cilindrido de radio a igual-a

A= ol

4na® ™
halle el correspondiente H. Resp.. Ver problema 9.6,

Una ldmina uniforme de corriente, K = Ky(—a,), estd localizada en x = 0 y otra, K = K,a estien x=a.
Halle el potencial vectorial magnético entre las'ldminas. ~ Resp. (1o Kox + Cla, :

Entre las hojas de corriente del problema 9.46 una porcién del plano z= constante estd definidapor0 < x <b

Y0 =y = afalle el fluip @ 9o fibrosy soHie onaIBS Aatdesde A dl.  Resp. abuy K,



Capitulo 10

Fuerzas y torques
en los campos magnéticos

10.1 FUERZA MAGNETICA SOBRE LAS PARTICULAS —.)

Una particula cargada en movimiento experimenta en un campo magnético una fuerza en dngulo recto
respecto de su velocidad, con una magnitud proporcional a la carga, la velocidad y la densidad de flujo
magnético. La expresién completa estd dada por el producto cruz, 1

. F=QUxB

Por consiguiente, la direccién de una particula en movimiento puede ser cambiada por un campo
magnético, La magnitud de la velocidad, U, y por consiguiente la energia cinética, permanecen iguales. Esto
contrasta con los campos eléctricos, en los que la fuerza F = QE efectta trabajo sobre las particulas y
cambia asf su energia cinética. .

Si el campo B es uniforme en una regién y la particula tiene una velocidad inicial normal al campo, la
trayectoria de la particula es un circulo de un radio r. La fuerza del campo es de magnitud F = | Q| UBy se
dirige hacia el centro del circulo. La aceleracidn centripeta es de magnitud w?r = U%/r . Entonces, por la
segunda ley de Newton,

. mU
|Q[UB-M'}—~ 6 l'l=‘|—QT—B'

Obsérvese que r es una medida del momento lineal de la particula, mU.

EJEMPLO 1: Halle la fuerza sobre una particula de masa 1.70 x 10" 27 kg y carga 1.6 X 10~1% C si entra a un campo B =
5 mT con una velocidad inicial de 83.5 km/s.

A menos que las direcciones de B y U, sean conocidas, (U, = velocidad inicial de Ia particula), la fuerza no puede ser
calculada. Suponiendo que U, y B sean perpendiculares, como se muestra en la figura 10-1,
F=|QluB ; IS W RS
= (1.60 x 10 '?)83.5 x 10°)(5 x 10~?)

=668 x 104N X X IFX X
EJEMPLO 2: Para la particula delejemplo 1, halle el radio de la trayectoria circular X X X

y el tiempo requerido para una revolucién. Uy
mU (170 x 10~27)(83.5 x 10%) X X X X

P ——— = ——=0177Tm
|Q1B  (1.60 x 107'°)(5 x 1077) o
2nr
Teg=Bim Fig. 10-1

10.2 CAMPOS ELECTRICOS Y MAGNETICOS COMBINADOS

Cuando los dos campos se hsll.an"presenlcs al mismo tiempo en una regién, la fuerza sobre una particula
estd dada por £

.

F=QE%UxB) )

Esta fuerza, junto con las condiciones iniciales, determina la trayectoria de la particula.

http://IibrosyS(l)zLucionarios.net
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EJEMPLO 3: Una regién contiene una densidad de flujo magnético B = 50 x 10 *a. T y un campo eléctrico E =

5.0a,V/m. Un protén(Q,= 1.602 x 10-1C, m, = 1.673 x 10727 kg)ingresa a los campos en el origen con una velocidad

inicial Uy =2.5 x 10%a, m/s. Describa el movimiento del protén y de su posicién después de 3 revoluciones completas.
La fuerza inicial sobre la particula es :

Fo=0(E + Uy x B)=Q,En, — Uy Ba,)

La componente z (componente eléctrici} de la fuerza es constante, y produce una aeeleracién constante en la direc-
cién z. De esta manera la ecuacién de movimiento en la direccién z es -

\

02

La otra componente (magnética), que cambia a — @, U Ba,, produce un
movimiento circular perpendicular al ¢je z. con periodo.

PN
* U Q,B

El movimiento resultante es helicoidal, como se muestra en la figura 10-2.
Después de 3 revoluciones x = y= 0 y

. i Q:E)( 187 Em,  Fig. 102
- - = 37
, s ( 1 Ty 0,5 37.0m

f
£

.

10.3 FUERZA MAGNETICA SOBRE UN ELEMENTO DE CORRIENTE

Una situacion que se da frecuentemente es la de un conductor que transporta corriente en un campo
magnético externo. Como / = dQ/d1, la ecuacién de fuerza diferencial puede escribirse %

, dF = dQ(U x B) = (I dt)(U x B) = I(dl x B)

donde dl = U di es la longitud del elemento en la direccién de la corriente convencional /. Si el conductor es
recto y el campo es constante a lo largo de él, la fuerza diferencial puede integrarse para dar

F = ILBsénf

La fuerza magnética se ejerce realmente sobre los electrones que conforman la corriente /. Sin embargo.
como los electrones estin confinados al conductor, la fuerza se transfiere efectivamente a la estructura
pesada. Esta fuerza transferida puede efectuar trabajo sobre el conductor como un todo. Mientras este hecho
provee una introduccién razonable al comportamiento de conductores que transportan corriente en
méquinas eléctricas, ciertas consideraciones esenciales han sido omitidas. No se menciond, ni se mencionara
en la seccién 10.4, la fuente de corriente y la energia que se requiere para mantener una corriente constante /,
La ley de induccién de Faraday (seccion 12.3) no se aplicé. En la teoria de las maquinas eléctricas el resultado
estard modificado por estas consideraciones. Los conductores en movimiento en campos magnéticos se
tratardn en el capitulo 12. Ver, en particular, los problemas 12.13 y 12.16. :

EJEMPLO 4: Halle la fuerza ejercida sobre un conductor de longitud z
0.30 m que transporta una corriente de 5.0 A en direccién —a,, donde el I
campo'es B =3.50 x 10" *(a, ~a,) T. :
 ane D Y,
F=I(Lx B) l -0
= (50)(0.30)(~8,) x 3:50 x 10" (a, ~ )] i B
- 0 5 s

il =T ‘OT’(—_"J-;“&)” ,-/ o

La fuerza de magnitud 7.42 mNhigieAéh br egysolueionarios.net Fig. 10-3
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respecto del campo B como de la direccién de la corriente, como se muestraen la figura 10-3,

10.4 TRABAJO Y POTENCIA

Las fuerzas magnéticas que se ejercen sobre las particulas cargadas y los conductores de corriente que se
examinaron anteriormente, son el resultado de los campos. Para contrarrestar estas fuerzas y establecer el
equilibrio, fuerzas iguales y opuestas, F,, deben aplicarse. Si hay movimiento, el trabajo hecho sobre el
sistema por el agente externo que aplica la fuerza se da por la integral

| final
W= F,-dl
* 1 inicial ; 5
Un resultado positivo de la integracitn indica que el trabajo fue efectuado por el agente sobre eksistema
para mover las particulas o el conductor de su localizacién inicial a la final en contra del campo. Como la
fuerza magnética, y en consecuencia F,, es generalmente no conservativa, la trayectoria entera de integracion
que une las locali#aciones inicial y final del conductor debeh estar especificadas.

EJEMPLO 5: Halleel trabajo yla potencia que se requiere para mover
el conductor que aparece en la figura 10-4 en una revolucibncompletaen la
direccién mostrada en 0.02s. si B = 2.50 x 10™%a, T y la corriente es
45.0 A.

F=1I1xB)=113x10 %, N

yasi F, = — 113 x 10" %a, N.

W= [F.-dl

i =
[ (—113 x 1072, - rda, X r=003m
i Fig. 10-4

]

—213x10°%)

yP=W/1=—-0.101W.

El signo negativo significa que el trabajo realizado por el campo
magnético para mover el conductor tiene la direccion de la figura. Para el
movimiento en la direccion opuesta, los limites invertidos proveeran el
cambio de signo y no debe colocarse signo negativo en rd ¢ a,.

10.5 TORQUE

F4
El momento de una fuerza o torque respecto de un puntodado
es el producto cruz del brazo de palanca de ese punto y de la fuerza.

El brazo de palanca,r, se dirige desde el punto para el que se calcula 0 |
el torque hasta el punto de aplicaci6n de la fuerza. Enla figura 10-5 .y
la fuerza en P tiene un torque con relacién a O dado por _ S y - i

T=rxF x

donde T tiene las unidades N - m(se han propuesto las unidades N Fig. 10-§

m/rad para distinguir el torque de la energia.)

En Ja figura 10-5, T yace a lo largo de un eje (en el plano xy) que pasa por O. Si P estuviera unidoa O
por una barra rigida pivoteada en O, entonces la fuerza aplicada tenderia a hacer rotar P alrededor de ese
eje. Se dice que el torque T se aplica alrededor del eje, antes que alrededor del punto O.

http://librosysolucionarios.net
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(10.6 {MOMENTO MAGNETICO DE UNA BOBINA PLANAR)

Considérese la bobina de espira sencilla en el plano z = 0 que aparece en la figura 10-6, de ancho wenla .
direccion x y longitud/en la direccién v. El campo B es uniforme y tiene direccién + x. Las inicas fuerzas son
producto de los lados / de la bobina. Para el lado de la izquierda, g 7

para el brazo de palanca del elemento de corriente a la derecha. El torque producido por ambos elementoses
of = (= w/2)a, x (— Blf)a, + (w/2)a, x Bifa, = BI/w(— a,) = Bl A(—a,)

donde A es ¢l drea de la bobina. Puede demostrarse que esta expresién para el torque se cumple para una
bobina de forma arbitraria (y para cualquier eje paralelo al eje y).

El momenio magnético, m, de una espiral planar de corriente se define como / Aa,, donde la normal
unitaria a, estd determinada por la regla de la mano derecha. (El pulgarderecho da la direccién de 8, cuando
los dedos apuntan en direccion dé la corriente.) Se ve que el torque sobre una bobina planar se relaciona conel
campo aplicado por

¢ T=mxB ; o

Este concepto de momento magnético es esencial para entender el comportamiento de las particulas
cargadas con movimiento orbital. Por ejemplo, una carga positiva Q moviéndose en'una 6rbita circulara una
velocidad U, o una velocidad angular @, es equivalente a una corriente’ I'= (w/27)Q, y asi da lugar a un
momento magnético

o
'“—E;Qf"l-

como se muestra en la figura 10-7. Més importante
que la presente discusion es el hecho de que en pre-
sencia de un campo magnético B, se produce un
torque T = m x B que tiende a girar la espira de
corriente hasta que m y B estén en la misma direc-
cion, y en tal orientacion el torque es cero.

Problemas resueltos

10.1.  Un conductor de 4 m de largo yace a lo largo del eje » con una corriente de 10.0 A en direccién .
Halle la fuerza sobre el conductor si el campo en la reg_i@_n esB=005a,T.

F = IL x B = 100(4n, x 0.053,) = — 204, N

10.2.  Unconductor de longitud 2.5 mlocalizado en z=0, x =4 m lleva una corriente de 12.0 A en direccién

-8, .Halle el campo B upi la region si la fuerza sobre el conductores 1.20 x 10-2Nen la
direccion (—a, f.fy‘/f]{ﬁ??ﬁﬁf)ros solucionarios.ne

F = Ii¢a, x Ba,) = — Bl/ta, % W
& / /4
. y para el lado de la derecha & = 3 _i
' k| i .
\ FZBI".I o ; /{)/f__-.-. &
El torque alrededor del eje v producido por el AR o oo P
elemento de corriente de la izquierda requiere un Fig. 106
brazo de palanca r = —(w/2)m,; El signo cambiard e
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xn
De F=ILxB, _\.X
e e a, a a,
7 (1.20 x 10"}(—5;%5) =0 —(20)(25) 0 |- ~308,a, +30B,a, ;
) B, B, B,
; i L
de lo que A Wi |

V2
La componente i de B puede tener cualquier valor.

10.3.  Una franja de corriente de 2 cm de ancho lleva una corriente de 15.0 A enladirecciéna,, talcomose
) muestra en la figura 10-8, Halle la fuerza por unidad de longitud sobre la franja si el campo uniférme

e es B=020a,T. !
: Fotas qup‘hca.
En las expresiones para dF, 7 dl puede
ser reemplazado por K dS§.

.

dF 2 (Kds) x B, -

= (553 ) vy (@200, e B0 e
ood ¢ /’ / /u' /
F=[ [ 1500dxdys, "
=001 "0
F/L = 30a, N/m Fig. 10-8

10.4.  Halle las fuerzas por unidad de longitud sobre dos conductores paralelos, largos ¥y rectos si cada uno
lleva una corriente de 10.0 A en la risma direccién y la distancia de separacién es 0.20 m.

Considérese el arreglo en coordenadas 4%
cartesianas que aparece en la figura 10-9. El \
conductor sobre la izquierda crea un campo B \B '
cuya magnitud en el conductor del lado .
derecho es -nf;\-'- ,_'l 0T X
. },,/ :
B= Hol _(4m x 10 7)(10.0) 10-3 T A |
2nr 2r(0.20) /
Fig. 10-9

¥y cuya direccion es — a.. Entonces, la fuerza
sobre el conductor derecho es

F=/La, x B(—a,)= ILB(—a,)
y F/L=10"*(-a,) N/m g

Una fuerza igual pero opuesta actiia sobre el conductor del lado izquierdo. La fuerza aparece como fuerza
de atraccién. Dos conductores paralelos que llevan fuerzas en la misma direccién tend rdn fuerzas quetiendena
juntarlos.

10:5.  Un conductor lleva corriente / paralela-
mente a una franja de corriente de densi-
dad K, y ancho w, como la que se muestra
en la figura 10-10. Halle una expresi6n
para la fuerza por unidad de longitud
sobre el conductor. ;Cuil es el resultado
cuando el ancho w tiende a infinito?

0% 704
W

http://librosysolucionarios.net gig, ye.10
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/ Del problema 10.4, el filamento K,dx que aparece en la figura 10-10 ejerce una fuerza de atraccién

to(Ko dx)
dF/L =1 ﬂl, 1 —'—"z—m__ a, "
sobre el condugtor. Agregando a ésta la fuerza debida al filamento similar en — x, las componentes en la direc-
cién x se cancelan y dan como resultado

ug(l(odx]{ ﬁk_ pDIKu dx
Ao 2nr 2r ") n h—r—“’( —%)

Integrando sobre la mitad del ancho de la franja,

HolKoh " 4o IK

FiL =2tk Ly [T 2 (e

2 arctan — ){ —a,)

La fuerza es d®atraccion, como se esperaba.
Cuando el ancho de la franja tiende a infinito, F/L — (uo IKo/2)(— )

10.6. Halleel torque alrededor deleje y para los dos conc::):tores
_. de longitud /, separados por una distancia fija w, en el
campo uniforme B que aparece en la figura 10-11.

El conductor de la izquierda experimenta la fuerza

F, = Ifa, x Ba, = Bl{(— a,)

y su torque es

Fig. 10-11

T= ;(- a,) x Blt(—3,) = s;z-;{-.,)

La fuerza sobre el conductor de la derecha produce el mismo torque. La suma es, por lo tanto:

T = Biw(-1,)

10.7. El movimiento de un medidor de D' Arsonval tiene un campo radial uniforme de 8= 0.10 T y un
resorte de restauracién con un torque T'= 587 x 10739 (N . m), donde el 4ngulo de rotacién estd en
radianes. La bobina contiene 35 vueltas'y mide 23 mm por 17 mm. ;Qué dngulo de rotacién produce
‘una corriente de 15 mA en la bobina?

Las piezas que tienen forma de polos, que se muestran en la
figura 10-12, producen un campo radial uniforme con un
limitado rango de deflexion. Suponiendo que toda la longitud de
la bobina estd en el campo, el torque.producido es

T = nBl/w = 35(0.10)(15 x 107 )23 x 10-2)(17 x 10~*)
=205%x10"°N-m Fig. 10-12

Esta bobina gira hasta que el torque iguala el del resorte.

205 x 10-* gégﬂjm‘bs#olumonarlos net
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10.8. La bobina rectangular de la figura 10-13 est4 en un campo

'n-o.osi’%'z'r

7

Halle el torque alrededor del eje z cuando la bobina estd'en
la posicién de la figura y lleva una corriente de 5.0 A,
m = [Aa;= 1.60 x 10 ?a, f

T=mxB=160x10-%a, x 0051 %

=566 x 107%, N-m Fig. 10-13

Si la bobina da un giro de 45°, la direccion de m serd
(a, + I,Mﬂ y el torque sera cero.

( ll.9_._; Hall®%] miximo torque sobre una bobina rectangular de 85 vueltas. 0.2'm por 0.3 m, que conduce
\__“~_ una corriente de 2.0 A én un campo B=65T.
= nBItw = 85(6.5)(2.0)(0.2)(0.3) = 66.3 N - m

TI'M
®

10.10. Halle el torque maximo sobre una pérticula cargada en giro orbital si la carga es 1.602 x 10" 19 C, la
trayectoria circular tiene un radio de 0.5 x 10719 m, la velocidad angulares4.0 x 106 rad/s,y B=
04 % 1073T.

La carga orbitante tiene un momento magnético

4 x 10'¢
2n

m = 5“’; QAs, = (1602 x 10~ **)(0.5 x 10~ '°)%a, = 8.01 x 10 2*a, A - m?

Entonces, el médximo torque se produce cuando a, es normal a B.
Tosx=mB=320x10"*"N'm
10.11. Un conductor de 4 m de longitud con corriente sostenida en 10 A en direccién a,, yacea lo largo del

eje yentrey = +2 m. Sielcahpoes B= 0.05a, T, halle el trabajo efectuado para mover el conductor
paralelamente a si mismo, a velocidad constante, hasta x= z =2 m.

Para todo el movimiento,
F=ILxB=-20a,

La fuerza aplicada es igual y opuesta,

F,= 20a,

Como esta fuerza es constante y, por lo tanto, conservativa, el
conductor puede moverse primero a lo largo de z y luego en Fig. 10-14
direccién x, como se muestra en la figura 10-14, Como F, estd en *
direccién z, no se hace ningiin trabajo en el movimientoa lo largo

de x. Entonces,

F
W= jo (20a,) dza, = 40J

I.--’lO.lZ.-i' Un conductor yace a lo largo del eje z — 1.5 < z < 1.5 m y lleva una corriente fija de 10.0 Aen la
{ # direccién — a,. Para un camp

= httpg/lipgasysojusioparigs.net
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halle el trabajo'y la potencia requerido:s para mover el conductor a velocidad constante hasta x=
20 m, y=0en5 x 1073 s. Suponga movimiento paralelo a lo largo del eje x.

F=ILxB=90x 10" %2*a,

Entonces F, = —9.0 x 10" % %%, vy
2 >
W= [ (=90 x 1072 %3"4,)" dxa,
o
=—148 x 107%]J

El campo mueve al conductor y, en consecuencia, ¢l trabajo es
negativo. La potencia estd dada por

: W —14 -2
P=—-.-_1-%- _29TW
- t S5x10

10.13. Halle el trabajo y la potencia requeridos para mover el conductor, que aparece en la figura 10-16,
déndole una vuelta completa en direccién positiva auna frecuencia rotacional de N revoluciones por
minuto, sli B = B,a, (B, una constante positiva). -« .

La fuerza sobre el conductor es

F=]Lx B=ILa, x Bya, = BylLa,

asi que la fuerza aplicada es 5

F. =B, IL(~3,)

El conductor debe rotarse en la direccién a,. Por tanto, el trabajo
requerido para una revolucidén completa es

in
W= BoIL(-a,) rdda,= —2mrBoIL
o

Como N revoluciones por minuto es N/60 porsegundo, la potencia es

_2mrBoILN
60

P=

Los signos negativos del trnhajb y de la potencia indican que ¢l campo
realiza el trabajo. El hecho de que se efectiic trabajo alrededor de
una trayectoria cerrada muestra que la fuerza es no-conservativa en Fig. 10-16
este caso.

10.14. En la configuraci6én que aparece en la figura 10-16 el conductor tiene 100 mm de longitud y lleva una
corriente constante de 5.0 A en direccién a,. Si el campo es

B= —35sen¢a, mT

y r =25 mm, halle el trabajo realizado al mover el conductor a velocidad constante desde ¢ =0 hasta
¢ = m , en la direccién mostrada. Si la direccién de la corriente se invierte para & < ¢ < 2m, jcuéles
el trabajo total requerido para una revolucién completa?

F=ILxB=—175x 10" %sen¢a, N
F,=175 x 10 *sen¢pa, N

; http:#/librosysolucionarios.net
Emances w -pj' 1.75 x 1oy=sen¢.. “rdpa, = 875 u)
0
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Si la direccién de la corriente cambia cuando el conductor estd entre n y2x, el trabajo serd el mismo. Eltraba-

_ jototal es I75 pJ.

10.16.

| Calcule la fuerza centripeta necesaria para mantener un electrén (m, =9.107 x 10~ kg) en una 6rbi-

~ ta circular de radio 0.35 x 107" m con velocidad angular de 2 X 10'6 rad/s.

F = m,w%r = (9.107 x 10~ *)(2 x 10"*}(0.35 x 10~1%) = 1.27 x 10-* N

Hayan campo magnético uniforme B = 85.3a, uT en la regién x > 0. Si un electrén entra a este
campo en el origen con una velocidad Uy = 450a, km/s, halle la posicién de salida. ; Dénde saldria
un protén con la misma velocidad inicial?
m, Ug

ro=-——=300x10"*m
lefe
El electrén experimenta una fuerza inicial en direccién a, y deja el
campoenx =z=0, y =6 cm.

El protén girard en el otro sentido y parte de la trayectoria
circular se muestra en P en la figura 10-17. Con m, = 1840 m,,

m
rp=—Ltr,=55m
m,

yelproténsaleenx =z=0, y = — 110 m. Fig. 10-17

10.17,. Siun protén tiene una posicién fija y un electrén gira alrededor de él en trayectoria circular de radio

10.18.

0.35 x 107'° m, jcudl es el campo magnético en el protén?

El protén y el electrén se atraen por la fuerza de Coulomb,

Qz

F=
dmey r?

]

lo que proporciona la fuerza centripeta en el movimiento circular. De esta manera

¢’ , i,
4mey r? Pt 9 % dmegm, r’

Ahora, el electrén es equivalente a una espira de corriente [ = (w/2x)Q. El campo en ¢l centro de la espira es,
seglin el problema 9.8:

Busul 2r _4‘"

Substituyendo el valor de @ encontrado antes

L (10-7)(1.6 x 10~ %) e
P Sameom,r (035 x 107190/ x 10-°)9.1 x 10~ °1){0.35 x 10~ %)

Problemas suplementarios

Un elemento de corriente de 2 m de longitud yace a lo largo del eje y centrado en el origen. La corrientees 5.0 A
en direccion a,. Si experimenta una fuerza 1.50(a, + l,),-’,/i N debido a un campo uniforme B, determine B.
Resp. 0.106(—a, +a,) T

Un campo magnético, B = 3.5 x 10™?a, T, ejerce una fuerza sobre un conductor de 0.30 m a lo largo del eje x.

Si la corriente del conductoilj;gg -zqmgemgpﬁﬁasdelmm para mantener el conductor

en posicion? Resp.
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10.20.  Una limina de corriente, K = 30.0a, A/m, yace en el ¥
plano z = — 5m y un conductor filamentario estd sobreel -, f! o -l
eje »: con unacorriente de 5.0 A enla direcciéna,, Hallela - 4
fuerza por unidad de longitud. : ' :
Resp. 94.2 uN|m (atraccidn)

10.21. - Unconductor con corriente / atraviesa una lAmina plana
de corriente K ortogonalmente, tal como se muestraen la
figura 10-18. Halle la fuerza por unidad de longitud sobre
el conductor, arriba y abajo de la limina. £ 10-18
Resp. +py KI/2 = y'f Fig.

10.22. Halle la fuerza sobre un conductor de 2 m de largo sobre ¢l gje z con una corriente de 5.0 A en la direccién a, si
B=20a +60a, T
Resp. —60m + 20a, N
*

10.23. Dos léminas infinitas de corriente, cada una con densidad constante K, son paralelas y tienen sus corrientes
dirigidas de manera opuesta. Halle la fuerza por unidad de drea sobre las ldminas. ;Es la fuerza de atraccién ode
repulsion? Resp.  pg K%/ 2 (repulsion)

[ ]

10.24. La espira circular de corriente que aparece en la figura 10-19 yace enel plano z= h, paralelamente a una lamina
de corriente uniforme, K = K a,, en z =0, Exprese la fuerza sobre un diferencial de longitud de la espira.
Integre y demuestre que la fuerza total es cero. Resp. dF = 4lap, Kocos ¢ dgp(—n,)

ISl 7 Wl Fhs
L%

B -

- a e

’ e

Fig. 10-19 Fig. 10-20

K

10.25. Dos conductores de longitud £ normales a B, aparecen en la figura 10-20. Tienen una separacion fija w. De-
muestre que el torque alrededor de cualquier eje paralelo a los conductores estd dado por BIfwcos®.

10.26. Una espira circular de corriente de radio r y corriente /yace en el plano z=0. Halle ltorqu.e quese produtf/li
corriente esta en direccidn @, y si existe un campo uniforme B = By(a, + 8,)/y/2

Resp. (nr*By1/,/7)a,

10.27.  Una espira de corriente de radio r =0.35 m estd centrada alrededor del eje xenel plano x =0 yen(0,0,0.35) m la
corriente estd en direccién — a, con magnitud 5.0 A. Halle el torque si el campo uniformeesB=288.4(a, + a,)
uT. Resp. 1.70 x 10-4(~a,) N m

10.28. Una corriente de 2.5 A estd dirigida generalmente en direccion a, alrededor de una espira conductora cuadrada
centrada en el origen, en ¢l plano z =0 con lados de 0.60 m paralelos a los ejes x e y. Halle las fuerzas y el torque
sobre el lazo si B = 15 a, mT. ;Seria diferente el torque si el lazo fuera rotado 45° en el plano z = 0?
Resp. 135x107%(—a,)N'm; T=mxB

10.29. Una bobina m:tmgulard vue 0.30 m por Q.15 orriente de 5.0 A, estd en un campo unifor-
me B=02T. Halle el m )IS,cﬁmem ért Resp. 450 A .m% 90N :m
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10.30. Dos conductores de longitud 4.0 m estan sobre un cascarén esférico de 2.0 m de radio centrado en el cje ztal
como se muestra en la figura 10-21. Corrientes de 10.0 A estdn dirigidas tal como se muestra y hay un campo
externo B=0.5a, Ten¢ =0y B=-0.5a, T én¢ = n. Halle la suma de las fuerzas y el torque alrededor del

eje.  Resp. - 40a, N.O :

10.31. Un cilindro circular recto contiene 550 cond es sobre la superficie curva y cada uno tiene una corriente
de magnitud constante 7.5 A. El campo magnético es B =38 sen¢ a, mT. La direccién de la corriente es a;
parall < <m y—a.para n < ¢ < 2n Halle la potencia mecanica requerida para hacer girar el cilindroa
1.600 revoluciones por minuto en direccién —ay. Resp. 60.2 W

; A1 em

Fig. 10-21 Fig. 10-22

10.32.  Obtenga una expresion para la potencia requerida para girar un conjunto cilindrico de nconductores (ver figura
10-22) en contra del campo a N revoluciones por minuto si B = B, sen 2¢a, y las corrientes cambian de direccion

BynlfrN

v (W)

en cada cuadrante. donde el signo de B cambia. Resp. %

- -

10.33.  Un conductor de longitudZ yace a lo largo del eje x con corriente 7 en direccién a,. Halle el trabajo realizado
para rotarlo a velocidad constante. tal como se muestra en la figura 10-23, si el campo uniforme es B= B, a,.

Resp. =B, /*1/4 i

ity x

Fig. 10-23 : Fig. 10-24

10.34.  Una espira rectangular de corriente, de longitud 7a lo largo del eje 1, esta enun ﬂm-po uniforme B =B, a., tal
como se muestra en la figura 10-24. Demuestre que el trabajo realizado para mover laespiraa lo largo del eje xa

velocidad constante es cero.

10.35. Para la configuracién que aparece en la figura 10-24, el campo magnético es

b nfuZh.

Halle el trabajo realizado al mover la espira a una distancia w a lo largo del ejc x. a velocidad constante, par-
tiendo del punto que se muestra. Resp. —4Byl{w/n

10.36. Un conductor de longitud 0.25 m yace a lo largo del eje y lleva una corriente de 25.0 A en direccién a,. Halle la
potencia requerida para la SOILIGIONAKIGS FTSma velocidad constante en 3.0's, si el

campo uniforme es B =0.06a, T. =~ Resp. — 0.625 W -
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Halle la velocidad tangencial de un proton en uncampo B=2304T sila trayectoria circular tiene un didmetrc de
1 em. Resp. 144 m/s

Una particula alfa y un protén (Q, =2 Q, ) entran.uncampomagnético =1 4T conuna velocidad inicial U, =
8.5 m/s. Dadas las masas 6.68 x 10~2"kgy 1.673 % 10~?" kg para la particula alfa y el protén respectivamente,
halle el radio de las trayectorias circulares. Resp. 177 mm, 8.8 mm

Si un protén en un campo magnético compieta una orbita circular en 2,35 us, jcudl es la magnitud de B?
Resp. 279 % 107%T

Un electrémen un campo B =4.0 % 1072 T tiene una trayectoria circular de radio 0.35 % 107 '"®m y un torque
méximo de 7.85 x 10”2 N » m. Determine la velocidad angular. Resp. 2.0 x 10' rad/s.

Una regién contiene campos B y E uniformes en la misma direccion, con 8= 650 u T. Un electrén siguid una
trayectoria helicoidal, cuyo circulo tiene un radio de 35 mm. Sietelectron tenia velocidad inicial cero en la direc-

cidn axial y avanzd 431 mnhtsjl#h Mgmm circulo completo, halle la magnitud
de E. wResp.  1.62 kV|



Capitulo’ 11

Inductancia y circuitos magnéticos

11.1 VOLTAIJE DE AUTOINDUCCION

Un voltaje aparece en los terminales de una bobina de N vueltas, como la que aparece en la figura 11-1,
donde el flujo ¢ comiin a todas las vueltas es variable con el tiempo. Este voltaje inducido se da por la ley de
Faraday:

" d¢
o o(1)
Para una discusi6n acerca de la polaridad, ver el capitulo 12. Si se define
la autoinductancia de la bobina por

d¢ N
I imi N vueltas
di
la ley de Faraday puede ser reescrita en la,‘forma
di Fig. 11-1
ve=—-L-
dt

Las unidades de L son henrys, donde | H =1 Wb/ A.
Enlos cdlculos de autoinductancia, el resultado que se obtiene con espacio vacio serd muy diferente del
que se obtiene cuando una porcién de la regién contiene materiales ferromagnéticos.

11.2 iNDUCTORES E INDUCTANCIA

Un inductor (también llamado inductancia) estd *nrmado por dos conductores separados por espacio
vacfo, con una disposicién tal que el flujo magnético de uno snlaza al otro. Para una corriente [estitica (oal
menos de baja frecuencia) en los conductores el fiujo total que enlaza los conductores estd dado por:

1 N®  para bobinas
2 para otras disposiciones

Entonces, la inductancia del inductor se define como

A

L=-

I
Debe notarse que L serd siempre el producto de g y un factor geométrico que tiene dimensiones de
longitud. Compérese ésta con las expresiones para la resistencia R (capftulo6) y la capacitancia C (capitulo?).

EJEMPLO 1: Halle la inductancia por unidad de longitud de un conductor coaxial tal como el que se muestra en la
figura 11-2,
Entre los conductores,

I
HI:EP.’

kol
" 2nr ™

http://Iibrbsysolucionarios.net
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Las corrientes de los dos conductores estdn enlazadas por el flujo a
través de la superficie ¢ =const. Para una longitud ¢, !

F i |
& Hol Holt b
A_J'o ,Erdrdz 2n Ina

L po b
w2 ln= IH
¢ 2n Ina (H/m)

Las expresiones para la energia almacenada en el campo
magnético del analisis de circuitos y la teoria de campos proveen
otra expresion definitoria para la inductancia

_l 2 1 g
W=sLl y w-z—,j’(n H)}dv

» (B H)do
dan rhu Lo J.v“"-l—;"— Fig. 11-2

EJEMPLO 2: El conductor coaxial del ejemplo | puede ser tratado con cualquiera de losHos métodos. Usando los
campos B y H del ejemplo I,

Mo ¢ 2n b ‘iz ) E_.i’ b
b r oJ-n J‘. ("‘!!zirl ik 2n ll.la
: L_#n b
7T 5y )

11.3 FORMAS ESTANDAR

Ademds de los conductores coaxiales, las configuraciones de conductores més comunes para los que se
requiere la inductancia se muestran en las figuras 11-3a 11-9. Las ecuaciones definitorias dadas antes pueden
aplicarse para desarrollar las expresiones para L, excepto en el caso de bobinas con nicleo de aire, donde
deben derivarse empiricamente. Todas las dimensiones se dan en metros.

NiS
Nig r o #g;r el
TR i 1 o
2n ) (Suponiendo densidad
de flujo promedio en
radio promedio )
N vueltas
Fig. 113, Toroide, seccién transversal cuadrada Fig. 11-4.  Toroide, seccién transversal general 5.

PP IQSYSRILGIORALIRSAET,
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39.5 N2g?
“miior W
Fig. 11-7, Solenoide largo de seccién trans-
versal pequefia, S Fig. 11-8. Bobina de una sola capa con
nicleo de sire
L]
316N}
L = ————(uH)

6r,+ 9 +10(ry—r))

Fig. 11-9. Bobina de varias capas con niicleo de aire

11.4 INDUCTANCIA INTERNA

El flujo magnético tiene lugar dentro de la seccién transversal de un conductor tanto como fuera de ella.
Este flujo interno da lugar a una inductancia interna, que es a menudo pequefia comparada con la inductancia
externa y frecuentemente ignorada. En la figura 11-10(a) aparece un conductor de seccién transversal
circular con una corriente / que s¢ supone uniformemente distribuida sobre el &rea (esta suposicién es valida
s6lo con bajas frecuencias, ya que el efecto pelicular a las altas frecuencias obliga la corriente a concentrarse
hacia la superficie externa). Dentro del conductor de radio g, la ley de Ampere da

Ir. _ Bolr
H=2ua5.’ y B_Zm’."

La pieza recta de conductor que aparece en figura 11-10 (a)debe imaginarse como una pequefia seccionde un
toroide infinito, como se sugiere en la figura |1 1-10(5). Los filamentos de corriente se convierten en circulos
de radio infinito. Las lineas de flujo d® a traveés de la franja /#dr encierran sélo aquellos filamentos cuya
distancia desde ¢l eje del conductor es menos que r. De esta manera, una superficie abierta limitada por uno de
esos filamentos es cortada una vez (o un niimero impar de veces) por las lineas de d®, mientras que, para un
filamento tal como 1 6 2, la superficie es cortada cero veces (o un nimero par de veces). Se deduce que d®se

enlaza sélo con la fraccién nr?/ma® de la corriente total, de tal manera que el enlace total de flujo estéd dado

por la “suma” ponderada

nr? o(nr?\ poIr oIt
A_J(rt_ai)dm_-‘.o(?)2m’( "= 8n

http:/librosyselucionari et
?‘?‘E'i"lﬂ? Pl
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(&)
Fig. 11-10

Este resultade es independiente del radio del conductor, La inductancia total es la suma de lasinductan-
cias externa ¢ interna. Sila inductancia externa esdel ordende 4 x 10”7 H/m, la inductancia interna no debe
ignorarse.

11.§ CIRCUITOS MAGNETICOS

En el capitulo 9 se examinaron la intensidad del campo
magnético H, el flujo @, y la densidad de flujo magnéticoB y
se resolvieron algunos problemas para los cuales el medio
era ¢l espacio vacio. Por ejemplo, cuando la ley de Ampere.
se aplica a la trayectoria cerrada C a través de la bobina —
larga de nicleo de aire mostrada en la figura T1-11, el
resultado es

fH-a1 = NI
Pero como las lineas de flujo se esparcen bastante fuera - At
de la bobina, B es pequefio alli. El flujo se restringe
efectivamente al interior de la bobina, donde

NI
H‘Rﬂ—(-

Los materiales ferromagnéticos tienen permeabilidades
relativas 4, del orden de miles. Por consiguiente, la densidad
de flujo B = iy i, H es, para un H dado, mucho mayor de lo
que resultaria en el espacio vacio. En la figura 11-12, la
bobina no esta distribuida sobre el niicleo de hierro. Afin asi,
el productg NI dg la bobina causa un fluje ue sigue el
Eflc_l_eo Podria decirse que el flujo prefiere el nicleo al
espacio que queda alrededor, en una relacién de varios miles Fig. 11-12
auno, Esto es tan diferente del magnetismo de espacio vacio
del capitulo 9 que toda un drea leméhca completa conocld.a
como magnetismo de micleo de magnéticos ha sido desarrollada. Esta breve introduccional
tema supone que fodo el ﬂl.ljo est& dentro del micleo Mis alifi, S¢ suponé que el ﬂl.lj() estd uniformemente
distribuido sobre la seccién transversal del nicleo. Las longitudes del niicleo necesarias para calcular las
caidas NI, son longitudes medias.

11.6 ALINEALIDAD DE LA CURVA B-H

Se puede probar una mues " Wm i alores crecientes de H y midiendo
los correspondientes valores de la mm? 5?-.j jo B. Enlas |gura% m% 11-14 aparecen algunas curvas de
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H(A/m)
Fig. 11-15

magnetizacion, o simplemente curvas B-H, para algunos materiales ferromagnéticos comunes, La
permeabilidad puede calcularse de la curva B-H porel usode y, = B/u, H. La figura 11-15 muestra la
extrema alincalidad de u, contra H para silicio-acero. Esta alinealidad requiere que los problemas sean
resueltos graficamente.

11.7 LEY DE AMPERE PARA CIRCUITOS MAGNETICOS

Una bobina de N vueltas ycorriente falrededor de un niicleo ferromagnético produce una | fuerza magne-
tomotriz (fmm) dada por N/, Algunas veces se usa el simbolo F para simbolizar fmm. Las unidades son

F=Ni={H-a
=J'IH-dI+LH-dl+LH-dI
=Hly+ Hyty + Hyts

\ Hy IR

(@)

N [ ag
http://Iibro%\(f(l)lgglonarlos.net



146 INDUCTANCIA Y CIRCUITOS MAGNETICOS [CAP. 11

La comparacion con la ley de Kirchhoff alrededor de una espira simple cerrada con tres resistencias y una
fem V.

V=Vi+V,+ Vs

sugiere que F puede visualizarse como aumento en N/ y los términos H/ considerarse como caidas de N/.en
analogia con la subida de voltaje V y las caidas de voltaje V,, V,, V,. La analogia se desarrolla en la figu-
ral1-16(b) y (c). El flujo @ enla figura 11-16(b) es andlogo a la corriente [, y la reluctancia #,esanilogaa
la resistencia R. Una expresion para la reluctancia puede desarrollarse de la manera siguiente:

NI caida de = H{ = 54(_“;'_) L oR

por tanto

i
#=-—- (H!
yi (H™Y)
]
Si las reluctancias son conocidas, entonces la ecuacion

F=NI=®#, +#; + As)

puede escribirse para el circuito magnético de la figura 11-15(b).Sin embargo, i, ‘debe conocerse para cada
material antes que pueda calcularse su reluctancia. Y solamente después que B o H se conozcan puede
conocerse el valor de u, . Esto contrasta con la relacion.

’
i

(Seccion 6.7), en el que la conductividad ¢ es independiente de la corriente,

2._11.8 NUCLEOS CON ESPACIOS DE AIRE ~

Los circuitos magnéticos con pequefios espacios de aire son muy comunes. Los espacios, generalmente,
se mantienen tan pequefios como sea posible, puesto que la caida N/enel espacio de aire esa menudo mucho
mayor que la caida en el niicleo. Elflujo se desparrama hacia afuera en el espacio, de tal manera que el drea del
espacio excede el drea del nicleo adyacente. Siempre que la Iong:tud del cspaclo /s seamenorque 1/10dela
dimensién mas pequefia del nicleo, un drea aparemc §,.del espacna deaire puede calcularse. Para un nicleo
rectangular de dimensiones a y b,

So=(a+2)b+4)

Si el flujo total en el espacio de aire es conocido, H, y H, 7, puede encontrarse directamente,

1 (@ 4@
H=—L) B wind
TS, Ho S,

Para un nicleo uniforme de hierro de longitud #; con un espacio sencillo de aire, la ley de Ampere
establece que

£ @
~I=H1f[+H./‘=H¢{:+‘_—
Ho S,

i

Si el flujo @ es conocido, no es dificil calcular la caida N/ en ei espacio de aire, obtener B, tomar H, dela
curva B-H apropiada y encontrar la caida Nien el nicleo H,/,. La suma es el N!nr.oesano para establecer el
flujo ®. Sin embargo, con un N/ dado, obtener B, y @, es cuestu'm de prueba y error como se vera en los
problemas. También existen méhﬂ&.b’lkbf&ﬁ#&ﬂhdmnanos net
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I’\
11.9 BOBINAS MULTIPLES - -

Dos o mas bobinas podrian enrollarse en un I N
- 1§

niicleo de tal manera que sus fmms se ayudardn mu- ; g NI C) T
tuamente o se opusieran. Por tanto, un método :
para indicar la polaridad se da en la figura 11-17. La
direccién supuesta para el flujo @ podria ser inco-
rfecta, al igual que una corriente supuesta en un
circuito dc con dos o mas fuentes de voltaje puede ser
incorrecta. Un resultado negativo significa simple-
mente que el flujo estd en la direccion opuesta.

O

(a) Fig. 11-17 (®)
_LL10 CIRCUITOS MAGNETICOS PARALELOS

El método de resolver un circuito magnético paralelo estd sugerido por el circuito equivalente de dos
' bucles que aparece en la figura 11-19(b). En el extremo de la izquierda hay una subida de NIy una caida de
NI. La caida NI entr®las uniones a y b puede escribirse para cada extremidad asi:

F—H1(1=H1(;H=H3{3

y los flujos satisfacen i : g ¢
D=0, + D,
/;ﬁ;’/
—. : %
i =iy == _J.'M£"I'_... — b,
F i ! &> I I' /'. A -~
A P, 1 q‘g & i < <
s d ] | : FC)T ! Rz st 2 Iﬁs 4
TR ., o e
b
(a) (b)

Fig. 11-18

Si hay diferentes materiales para las partes del nicleo se necesitard trabajar con varias curvas B-H. Un
€spacio deaire en una de las extremidades conduciréd a H;¢; + H,¢, paralafmm entre las uniones, para esa
extremidad.

Los circuitos magnéticos equivalentes deben dibujarse para problemas de circuitos magnéticos
paralelos. Es una buena préctica marcar los tipos de material, dreas de secciones transversales y longitudes
medias directamente sobre el diagrama. En problemas més complejos un esquema como el de la tabla 11-1
puede ser util. Los datos se insertan directamente en la tabla y las cantidades restantes son entonces
calculadas o tomadas de la curva B-H

Tabla 11-1

Parte Material Area ' 5 @ B H Ht

3 http://libtosysglucipnarios.net
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11.4,

11.6.
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Problemas resueltos

Halle la inductancia por unidad de longitud en el cable coaxial de la figura 11-2sie=1 mmy b= 3
mm. Suponga M, =1 y omita la inductancia interna. i
L p. b 4rx10°?
7 =500 = =5 —=W3=022uH/m 3
[
Halle la inductancia por unidad de longitud de los conductores cilindricos paralelos que aparecen en
la figura 11-5, donde d =25 pies, @ = 0.803 pul.

25(12)
2(0.803)

=0 cosh~! ol = (4 x 107 ")cosh™! =237 uH/m ,
n 2a - g

’
La férmula aproximada da
L o, d
] —=—In- =237 uH
7 1:Ina 2.37 uH/m

Cuando dfa = 10, la férmula aproximada puede usarse con u%_ermr menor de 0.5%.

Un conductor circular con el mismo radio que el del problema 11.2 esté a 12.5 pies de un plano
conductor infinito. Halle la inductancia.

25(12)

18 uH
o8 18 ubl/m

L p d <
b R .. e x 107 )In———=
e :la @x )
Este resultado es | /2 del problema 1 1.2, Un plano conductor puede insertarse en el medio de los conductores
de la figura 11-5. La induetancia entre cada conductor y ¢l planoes 1.18 y H/ m. Como estén en serie, la induc-
tancia total es la suma, 2,37 uH/m.

Un solenoide con niicleo de aire de 300 vueltas y de 0.50 m de longitud tiene una capa sencilla de
conductores enrollados con radio de 0.02 m. Halle la inductancia L.

Usando la formula empirica L\
~N
39.5N%*?
=" =275 uH N\
9a + 10¢ ° v
e

La ecuacion para un solenoide largo de pequefia seccién transversal es

L HaN?S (4n x 1077)(300)2x{0.02)?

7 0.50 esadat

Esta Gltima ecuacién es una aproximacién basada en la suposicién de que la intensidad del campo magné-
tico H es constante en todo el interior de la bobina.

Halle la inductancia de la bobina que aparece en la figura 11-9 donde N =300, r, =9 mm, r, =25
mm, £= 20 mm.

31.6(300)*(9 x 107 %)
54 % 107* + 180 x 107 + 160 x 10~ °

b = 585 uH

Suponga que el toroide con nicleo de aire de la figura 11-4 tiene una seccion transversal circular de

radio 4 mm. Halle la inductancia si hay 2.500 vueltas y si el radio medio es r = 20 mm.

L hfm.g/l H.KMM@Q‘ mH

2#(0.020)



CAP. 11] INDUCTANCIA ¥ CIRCUITOS MAGNETICOS 149 |

11.7.  Suponga que el toroide de niicleo de aire de la figura 11-3tiene 700 vueltas, un radio interno de | cm,
un radio externo de 2 ¢cm y altura a = 1.5 cm. halle L utilizando (a) la férmula para toroides de
seccién transversal cuadrada, () la férmula aproximada para un toroide general, que supone un H
uniforme a un radio medio.

2 - 2
~HoN’ay s _(4n x 107°)700Y(0015)

(@ . L=5 5 = 1.02 mH
#oN?S _ (4x x 10~ ")(700)}(0.01)(0.015)
6) = 2nr - 2r(0.015) et

Con un radio mas grande comparado con la seccién transversal, las dos f6rmulas ofrecen el mismo
resultado. Ver problema 11.29.

11.8.  Utilice 1a integral de energia para encontrar la inductancia interna por unidad de longitud de un
conductor cilindrico de radio a.

-

A una distancia r < a del eje del conductor,

H & a B =Ko & \:‘32'“‘
2na* * Ina® ™ wuir 4543
7 i
de lo que se deduce B-H:ﬂ'_‘ri

La inductancia correspondiente al almacenamiento de energia dentro de una longitud ¢ del conductor es,

entonces,
_(B-Hdv o Iy _ Mot
L_.[ ? 4nig® ,,r il 8n

0 L/¢ = po/Bm. Esto concuerda con el resultado de la seccién 11.4. !

11.9.  El niicleo de hierro colado que se muestra en la figu-
ra 11-9 tiene un radio internode 7 crh y unradio exter-
no de 9 cm. Halle el flujo & si la fmm de la bobina es

500 A, -
¢ =2n(0.08) = 0.503 m .
F 500 N .
= e = ——= 995 . .
H 7= 0503 A/m /, Fig. 11-19
De la curva-B-H para hierro colado en la figura 11-14, B = f
040 T, -

® = BS = (0.40)(0.02)? = 0.16 mWb

11.10. - El circuito magnético que se muestra en'la figura 11-20 tiene una parte de acero colado en forma de
¢ C, 1,y una parte de hierro colado, 2. Halle la corriente necesaria en la bobina de 150 vueltas sila den-
sidad de flujo en el hierro colado es B,=045T, '

Las dreas calculadas son §, =4 x 104 m? y S =
3.6 x 1074 m2 Las longitudes medias son

(1 =011+011+012=034m
/3 =0.12 +0.009 + 0,009 = 0.138 m

De la curva B-H para hierro colado en la figura 11-14, H; =
1270 Ajm. -

® = B, S; = (0.45)3.6 x 10™%) = 1.62 x 10-* Wb e—t2em—| |+—18cm

]
sl el L http://Iibrosysqlucionarioshg\'&t ~ Fig.11-20
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Entonces, de la curva de acero colado en la figura 11-13, H, =
233 A/m. H 4
El circuito equivalente, figura 11-21, da la ecuacién IOREH
F=NI=H +Hy¢, !
1501 = 233(0.34, E 2 2
(0.34) + 1270(0.138) NI )T M3 | He
I=170A b2

11.11. El circuito magnético que aparece en la figura 11-22 es de
hierro colado con una longitud ia £;,=044my Fig. 11-21
seccién transversal cuadrada de 0.02 X %2 m. La
longitud de h s £g *i_mm 'y la bobina con-
tiene 400 .vue;tas. Hallc Ia corriénte T neéesaria para esta-

blecer un flujo en el espacio de 0.141 mWb.

El flujo @ en el espacio es también el flujo en el nigleo.
\ & N=
® B = g- - 0—'——':4: ’1‘01'{1 . =035T .
De la figura II 14, Hi = 850 A/m. Entonces p L
Hit, = 850(0.44) = 374 A"’ Fig. 11-22
Para el espacio de aire, (0.02 @mﬁ‘-4 84 x107*m?, y asi_ - :! o
Hit,= 0.{. T 0141 x 1072 @ x 10- ,)E“M e

Ho S, (4m x 10' "N4.84 x 107%) 7

e = —)

\ggﬁnm.." ,H,£.+H ly _838»\ y

o = 838
PO ... 0 T
N 400

c

11.12. Determine la reluctancia de un espaciode aire en una miquina de donde el drea aparente es S, =
4.26 x 1002 m? y la longitud del espacio ¢, = 5.6 mm.

£, - 56 x 102

= e—— =1 10°H !
A s, =0 YA26 x 10°7) - P X10°H
e fm -
11.13. El nicleo magnético de hierro colado que aparece en la ‘f e e s
| ea

figura 11-23 tiene un drea S, =4 cm? y una longitud media
0.438 m. El espacio de aire de 2 mm tiene un drea aparente
S, = 4.84 cm?. Determine el flujo @ en el espacio.

El niicleo es bastante largo comparado con la longitud del
espacio y el hierro colado no es particularmente un buen material
magnético. Como primera estimacioén, por tanto, suponga que
600 del total de amperios-vuelta caer: en el espacio, es decir,

H.¢,= 600 A,
L Tapallt
Hu{l‘:m:{c * Fl'- 11-23
r -7y -4
°=soo(4n x 107 ")4.84 x 10 }= 182 x 104 Wb

2x10°? o

Entonces B, = W.S, =0.46 T, y de la figura 11-14, H, = 1340 A/m. La caida del nicleo es entonces
Hi ¢, = 1340(0.438) = 587 A

http://lintgsyse]uaignarios.net
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Esta suma excede los 100 %mm de la bobina. Por consiguiente, deben tratarse valores de B, menores que
0.46 T hasta que lasumade H;¢/; y H,{, sea 1000 A. Losvalores B, =0.41 T y ® = 1.64 X 10~* Wb resultan

en una suma muy cercana a 1000 A,

Resuelva el problema 11.13 utilizando la reluctancia y el circuito
magnético equivalente, figura 11-24.

De los valores de B, y H, obtenidos en ¢l problema 11.13,

B
Mo pt, == =383 x 107*H/m
H,

Entonces, para el niicleo,

£

0438

=286 x 10°H™!

A= S B8 x 10-9a x 109)

y para el esencio de aire,
R, =

La ecuacidn del circuito,

da )

H.I

Osl

2x10°?

= (4 x 107 7)(4.84 x 10~ %)

F =0+ R,)
1000

T (2386 x 10° + 329 x 10°)

=329 x 10°H™!

= 163 x 10°* Wb

AAARA.

&

Fig. 11-24

La correspondiente densidad de flujo en el hierro es 0.41 T, en concordancia con los resultados del proble-
ma 11.13. Mientras la reluctancia de la brecha puede calcularse de las dimensiones y yg. no sucede lo mismo con

Resuelva el problema 11.13 graficamente con una curva de ® vs F.

la reluctancia del hierro. La razén es que yu, para el hierro depende de los valores de B, y H,.

En la primera columna de la tabla 11-2 se listan los valores de #, de 700 hasta 1100 A/m. Los valores
correspondientes de B, se encuentran de la curva de hierro colado, figura 11-14. Los valores de ® y H,/, se
calculan y H,/, se obtiene de ®¢,/uyS,. Entonces F se da como la suma de H;¢; y H,/,. Como el
espacio de aire es lineal, s6lo se requieren dos puntos.

Tabla 11-2

H, (A/m) [ B(T) ® (Wb) Hiti(A) | Hotu(A) | F(A)
700 0295 | L18x107* 307 388 695
800 0335 | 134 x107* 350 441 791
900 0365 .| 146 x 1074 395 480 874
1000 0400 | 1.60 x 10°* 438 526 964
1100 0420 | 1.68 x 10°* 482 552 1034

El flujo @ para F = 1000 A es como se ve en la figura 11-25, aproximadamente igual a 1.65 x 10~* Wb.

Este método es simple

embargo, es muy (til si se

ﬁﬁf@fﬂ%’ﬁ&%ﬁ?{gﬂiﬁhﬁéﬁﬁ%ﬁﬁﬁ ot g
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170

1.60—

1500
Hierro colado Compuesta

140

Brecha de aire

& (Whx 107%)

/ 120}

1.10

L F(A)
Fig. 11-25

11.16. Determine los flujos @ en el niicleo del problema 11.13 para una fmm de bobina de 800 y 1200 A.
Utilice un método grifico y la linea negativa de la brecha de aire.

Los datos de ® vs H, ¢, para el nicleo de hierro colado, desarrollados en el problema 11.5, se graficanen la
figura 11-26. El flujo ® del espacio vs F es lineal. Un extremo de la linea negativa del espacio para una fmmde
bobina de 800 A estd en ® =0, F =800 A, El otro extremo supone H,/, =800 A, de donde

@-"LS—‘},'MQ= 243 x 10°* Wb
a

lo que localiza este extremo en ® = 2.43 x 10°* Wb, F =0.

| 26 ((:: £
4 \ ra e
fm ¥ ‘e
22 Z *
@\
2.0 < W

@ (Wb x 107%)

Hierro colado

06
04} Linea negativa =
del espacio
02, He, H,e,
0 1 L 1 1 |
] 200 400 600 ROD 1000 1200

F(A)
http://librosyselgeiararios.net
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11.17.

11.18.

La interseccion de la linea negativa del espacio con'la curva no lineal de ® contra F para el nicleo de hierro
coladoda ® = 1.34 x 10 * Wb. Otras lineas negativas de espacio tienen la misma pendiente negativa. Para una
bobina de fmm de 1000 A, ® = 1.62 x 10”4 Wb y para 1200 A, ® = 1.85 x 10~* Wb

Reﬂelva el problema 11.13 para una fmm de bobina de 1000 A utilizando la curva B-H para.el hierro
colado. g

Este método.evita la construccién de una curva adicional como en los problemas 11.15y 11.16. Ahora, para
trazar la linea del espacio sobre la curva B-H del hierro, deben hacerse algunos ajustes para las diferentes dreas y
longitudes. La tabla 11-3 sugiere los cilculos necesarios. .

F 1000
_— = 3
7= oaag = 2283 A/m
Tabla 11-3
S , F ¢
Bl m Ha (Afm) B.l(_'_') (T} Hl(‘_) [Afjmj e H-(_‘) [A,fl'.l‘l)
SI fi \{| /i
010 | 080 x 10° 0.12 o % Ry il 1920
10,
030 | 239 x 10° 0.36 1091 1192
050 | 3.98 x 10 0.61 1817 466

. 3

Los datos de la tercera y la quinta ::olumna pueden colocarse directamente sobre la curva B-H para el
hierro, como se muestraen la figura 11-27, El espacio de aire es lineal y sélo se necesitan dos puntos, Se puede

ver que la respuesta es B, =0.41 T. El método puede utilizarse también con dos partesalineales de niicleos(ver
problema 11.18). i

0.70
0.60

0.50

B(T)

Tl S, =ty Hierro colado

Linea de la
brecha ajustada

1000 2000 2383
H(A}m)
Fig. 11-27

El circuito magnético de la figura 11-28 esde una aleacién niquel-
hierro en la parte /,con /; =10cm y 5;=2.25 cm? ydeaceroco-
lado enla parte 2,con /=8 cm y §; =3 cm2. Halle las densidades
de flujo B, y B,.

- Los datos de la parte 2 de acero colado serdn convertidos y grafica-
dos en la curva de B-H para la parte / de aleacién niquel-hierro (Flt, =
400 A/m). La tabla 11-4 suppikDob HipEasyS@tGIONArios. net Fig. 11-28
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Tabila 11-4
s; (3
B,(T) | Hy(A/m) | B, s (T) | H; i (A/m) H‘a £=]; (Afm)
1 1
0.33 200 0.4 160 240 |
0.4 250 0.59 200 200
0.55 300 0.73 240 160
0.65 350 0.87 280" 120
0.73 400 097 320 . 80
|
0.78 450 : 1.04 360 40/
»| o083 500 111 - 400 . 0
De la gréfica, figura 11-29. B, =1.01 T. En- 5

tonces, como 8,5, = B;5,.

2.25 x 10

Estos valores pueden verificarse obte-
niendo los H, y M, correspondientes de las
curvas B-H apropiados y sustituyendo en

F= Hl"l. + H;{;
El circuito paralelo magnético de acero

colado de la figura 11-30(g) tiene una
bobina de 500 vueltas. Las longitudes

B, (T)

i { Acero colado
medias son £, =¢3 =10cm, /y =4 cm. = ajustado

Halle la corriente en la bobina si @, =
0.173 mWhb. DA

O, =0, 4+, 0.20 f—

Como el drea de la seccion transversal de la
extremidad central es dos veces la de las ex- 1 L cjm )
tremidades laterales, la densidad de flujo es

la misma en todo el nicleo, es dccir:' Hy (Afm)

0.173 x 1072 ] Fig. 11-29
BI=BZ=BJ=W-1JST .

La ﬁgk;ra 11-14da H = 1030 A/ m, correspondientea B = 1.15T. La calda NJ entre los puntos a y b se utiliza
ahora para escribir la siguiente ecuacion [ver figura 11-30(b)]:

F—Ht, = H?;, = Hes s F = H(¢, + ¢;) = 1030(0.14) = 1442 A

7 44.2
Entonees http://libfosysotgeiorios.net
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11.20.

11.21.

. B o
- [NDUCTANC!AYCIR?UI‘]‘E{&%&B?Cﬁvj L U):«- VS L =
. =7
i 1.5¢cm d
L T B ST ST oK LS

EIH 4 \

;mE

AARA

-

]
===
AAAA

(a) : (b)
Fig. 11-30

El mismo nicleo de acero colado del problema 11.19, bobinas idénticas de 500 vueltas en las
extremidadeg exteriores con el sentido del bobinado que se muestra en la figura 11-31(a). De nuevo
®, = 0.173 mWb. Halle las corrientes en las bobinas.

Las densidades de flujo son las mismas en todo el niicleo y, por lo tanto, H es el mismo, El circuito equiva-
lente en la figura 11-31(5) sugiere que ¢l problema puede ser resuelto sobre la base por polo.
L]

5-%-1_151‘ y H =1030 A/m (De la figura 11-14)
3

F3 = H{l; + ¢3) = 1030(0.14) = 144.2 A 1=029A

Cada bobina debe tener una corriente de 0.29 A.

H(] L
'1- 2 |-‘_| (_| s t{ -
X Hr._ié } 7,
(a) (&)

Fig. 11-31

El circuito magnético paralelo de la figura 11-32(a) es de silicio-acero con la misma drea de seccion
transversal en toda su extension, § = 1.30 cm?2. Las longitudes medias son fi=F3=25cm,/;=
5 cm. Las bobinas tienen 50 vueltas cada una. Dado que @, = 90 uWb y @, = 120 uWhb, halle las

corrientes de las bobinas.
©,=0, -, =030 x 10-* Wb
904 10°°

De Ia curya B-# para silicio-acero. H; =87 A/m. Entonces, Hy/, = 21.8 A. Similarmente, B, = 0,23 T, H, =

49 A/m, Hyf,=25Ay B,=092T, H, =140 A/m, H) /5 = 350 A. El circuito equivalente de la figu-
ra 11-32(b) sugiere las siguientes ecuaciones para la caida N/ entre los puntos a y b

}’1{1 —'Fu -l}iafz = F; == }i,f,
218 = Fj =25 = F; = 350

dedonde F, =193 A y F, m‘&gmiQEQ&MﬁQLHQQ.”—%@ﬁr}?L 0.75 A.
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Fig. 11-32

11.22. Obtenga el circuito magnético equivalente para el problema 11.21 utilizando la reluctancia para las
tres extremidades, y calcule el flujo en el niicleo sabiendo que F, =193 Ay F, =375 A.

£

h - —

Mo §

De los valores de B y H que se encontraron en ¢l problema 11.21,
L
o fes =793 x 1072 Hjm Mo Hyy =469 x 107* H/m o Myy =657 x 1072 H/m

Ahora se calculan las reluctancias:

R, = “t 243 % 10° H!
< oSy

R, =820 x 10*H™", &, =293 x 10°H'. De la figura 11-33,

Fs"olga"'oza: ' 2 {”

Fi=0,2 -0, ' )
O, +0,=0, X R (3)

- -r—@,
a, e a,
3a,
F,= w..ul 2 fr,-n.s.q
Fig. 11-33

Sustituyendo @, de (3) en (/) y (2) se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones simultineasen @, y ®,:

Fi= O +a;)- 0,2, 193 = ®,(3.25 x 10°) — ®,(0.82 x 10°)
Fy=—0,%, + Oy(R; + Ry) 37.5= —0,(0.82 x 10°%) + ®4(3.75 x 10°)

Resolviendo, ®; = 89.7 uWb, @, = 303 uWb, &, = 120 uWh.
Aungque las anteriores ecuaciones simultineas y la similitud con el problema de un circuito de dos mallas
_ puede ser interesante, debe observarse que las densidades de flujo B, B, y B, debian conacerse antes de que las
permeabilidades relativas y las reluctancias pudieran calcularse. Pero si B es conocido, jpor qué no encontrar

el flujo directamente de ® ﬁ&f)‘{milblmgvg Bmgmta??dglwh ayuda para resolver problemas de

este tipo.
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/ Problemas suplementarios
Halle la inductancia por unidad de longitud de un conductor coaxial con un radio interno @ =2 mm ¥ un con-
ductor externo en b= 9 mm, Suponga y, = |. Resp.  0.301 yH/m
Halle la inductancia por unidad de longitud de dos conductores cilindricos paralelos, donde el radio de los con-
ductores es | mm y la separacién de un centro a otro es de 12 mm. Resp. 0.992 yH/m
Dos conductores cilindricos paralelos sepuudoi por | mm tienen una inductancia por unidad de longitud de
2.12. pH/m. ;Cual es el radio del conductor? Resp. 5 mm
Un solenoide con niicleo de aire con 2500 vueltas unifonneu'mnte espaciadas tiene una longitud de 1.5 m yradio
2 x 10°*m. Halle la inductancia L.  Resp. 6.58 mH
Halle la inducun& de la bobina de la figura 119 si rp=lem r;=2cm, /=3cmy N =_800,
Resp. 470 mH
Un toroide de niicleo de aire con seccién transversal cuadrada como el de la figura 11-3 tiere radio interno de
5 em, externo de 7 cm y altura de 1.5 cm. Si la inductancia es 495 uH, jcuintas vueltas hay en el toroide?
Examine la férmula aproximada y compare el resultado, Resp. 700, 704
Un toroide de nicleo de aire con seccién cuadrada como el de la figura 11-3 tiene r; =80 cm, r;=82cm,a=
1.5 em y 700 vueltas. Halle L utilizando ambas férmulas y compare los resultados. (Ver problema 11.7))
Resp.. 36.3 yuH (mediante ambas férmulas).
Determine las permeabilidades relativas del hierro colado, del acero colado, del silicio-acero y de la aleacién
niquel-hierro a una densidad de flujo de 0.4 T. Utilice las figuras I1-13 yil-14,
Resp. 318, 1384, 5305, 42440 '
Un espacio de aire de longitud ¢, =2 mm tiene una densidad de flujo de 0.4 T. Determine la longitud de un
niicleo magnético con la misma caida N7 si el miicleo es de (a) hierro colado, (b) acero colado, (¢) silicio-acero.
Resp. (a)0.64 m (b)2.77 m; (c) 10.6 m
Un circuito magnético consta de dos partes del mismo material ferromagnético (i, = 4000). La parte / tiene
¢1=50 mm, §, = 104 mm?; la parte 2 tiene £3=30 mm, §, =120 mm?. El material est4 en una partede la curva
donde la permeabilidad relativa es proporcional a la densidad de flujo. Halle el flujo @ si la fmm es 4.0 A.
Resp. 26.3 uWb
Un toroide con seccién transversal circular de radio 20 mm tiene una longitud media de 280 mm ¥ un flujo
® = 1.50 mWb. Halle la fmm requerida si el nicleo es de silico-acero. Resp. B3.2 A
Lados partes del circuito magnético de la figura 11-34 son de acero colado. La pE——
parte [ tiene £, -Mcmysl-ﬂcm’;hplrtaztiene!,-=I6cmys,=4m1. L :
Determine la corriente e bobina . si ;= 0.5 A, Ny = 200 vucltas, N, = it ;
100 vueltas y @ = 120 uWb. Halle la fmm. Resp. 065 A . : }
4 2
N *‘":4 |
‘El niicleo de silicio-acero que aparece en la figura 11-35 tiene una seccién trans- s J
versal rectangular de 10 mm por 8 y una longitud media de 150 mm. La !
longitud del espacio de aire es 0.8 mm 1flujo en el espacioes 80 uWb. Halle la Fig. 11-34
fmm. Resp. 5612 A —\
s’ gL
Resuelva el problema 11.35 a la inversa: se sabe que la fmm de la bobina es % .‘
' e b

561.2 A y el flujo en el espacio debe de inarse. Utilice el mét
error, comenzando con la supoditiitp MWSM@%W
el espacio.




11.37.

11.38,

11.39.

11.40.

11.41.

11.42.

11.43.

1144

11.45.

11.46.

11.47.

11.48,

INDUCTANCIA Y CIRCUITOS MAGNETICOS

El circuito magnético de silicio-acero del probl:ma I 1 35 tiene una fl'l'lll'l de 600 A. Determine el flujo en el

espacio. Resp. 85.2

Para el circuito magnético de silicio-acero del problema 11.35, calcule la reluctancia del hierro, &), y la reluc-

[CAP. 1I

tancia del espacio, &,. Suponga el flujo ® = 80 uWb y resuelva para F. Ver figura 11-36.

Resp. @, =0313puH™", R, =6T0uH™', F=561A

Un niicleo de silicio-acero como el que aparece en la figu-
ra 11-35 tiene una seccién transversal rectangular de drea
S, =80 mm? y un espacio de aire de longitud 7, = 0.8 mm
con drea So = 95 mm2. La longitud media del nicleo es
150 mm y la fmm es 600 A. Halle grificamente el flujo tra-
zando @ contra F a la manera del problema 11.15.

Resp. 85 uyWb

Iresuclva el problema 11.39 gréaficamente utilizando la linea
negativa del espacio de aire para una fmm de 600 A,
Resp. 85 uyWb

Resuelva el problema [1.39 grificamente, a la manera del problema 11.17, hallando la densidad de flujo enel

niicleo. Resp. 106T

Un niicleo ferromagnético rectangular de 40 x 60 mm tiene un flujo ® = 1.44 mWb:. En el micleo hay un

Fig. 11-36

espacio de aire de longitud #, = 2.5 mm. Halle la caida N/ en la brecha. Resp. 1079 A

Un toroide de seccién transversal de radio 2 cm tiene niicleo de silicio-acero de longitud media 28 cm con un
espacio de aire de | mm de longitud. Suponga que el drea del espacio es 10% mayor que el nicleo adyacente y

halle la fmm necesaria para establecer un flujo en el espacio de |.5 mWb. Resp. 952 A

El circuito magnético que aparece en la figura 11-37 tiene
una fmm de 500 A. La parte [ es de acero colado con /; =
340 mm y S, = 400 mm?; la parte 2 es hierro coladocon ¢; =
138 mm y S, = 360 mm?2. Determine el flujo @ .

Resp. 229 uWb

Resuelva el problema 11.44 grific&menle. a la manera del
problema 11-18. Resp. 229 uWb

Un toroide de seccién transversal cuadrada, con rj= 2 cm, r; = 3 cm y altura a= | cm, tiene un nicleo de dos

Fig. 11-37

partes. La parte / esdesilicio-acero de longitud media 7.9 cm; la parte 2 es de aleacién niquel-hierro de longitud

media 7.9 cm. Halle el flujo que resulta de una fmm de 17.38 A,

Resuelva el problema 11.46 por el método grafico del problema 11.17. ;Por qué el trazado de la segunda curva

Resp. 107* Wb

inversa de B-H sobre la primera no es tan dificil como podria esperarse?
Resp. 10-* Wb. Las longitudes medias y las dreas de las secciones transversales son las mismas.

El circuito magnético paralelo de acero colado de la figu-

ra-11-38 tiene una bobina de 500 vueltas en la parte central, -

donde la seccién transversal tiene un drea dos veces mayor
que en el resto del nucleo. Las dimensiones son: £, = | mm,
§; = §; =150 mm?, §; =300 mm’.(,-d-ﬂ_mm. f3=110mm
y¢3 =109 mm. Halle la corriente necesaria para producir un
flujo en el espacio de ai de 125 pWb. Su

cede a S, por un 17%. ttwf

orilmkogpe es«—--

1 .

-—_'{l

|brgsyso UCIOI’]arIOS net

Fig. 11-38

J
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El niicleo del circuito paralelo de hierro colado de'la figura 11-39 tiene una bobina de 500 vueltas ¥ una seccién
transversal uniforme de 1.5 em? a todo lo largo. Las longitudes medias son. ¢, = ¢y =10 cmy5=4.cm
Determine la corriente necesaria en la bobina para dar como resultado una densidad de flujo de 0:25 T en la
extremidad 3. Resp- 105A 4 ! F il sng Vi ;

Dos -b_qbiiqg&_;}dé_ngiés de 500 Vueltas tienen corrientes iguales y estén bobinadas como se indica ¢én la figu-
ra 11-40. El ncleo de acero colado tiene un flujo en la extreniidad 3 de 120 4 Wb. Determine las corrientes de
bobina y el flujo en la extremidad /. ' Resp. 041 A, 0 Wb 11 'z o e R

"Fig.11:40 " L Gk fd Fig: 11-41 200k

Dos bobinas idénticas estdn enrolladas como se indica enjla figura J§-41El niicleo. de silicio-acero tiene una
seccin de'6 cm? en toda su extension. Laslongitudes mgdiasson 7, = ¢, = l4¢m y &3 =4 cm; Halle las fmms de

las bobinas si el flujoen la ﬁl‘?ﬁ"fmﬂrﬂgﬁﬁffﬂm 0ﬁﬁﬁ0§aﬁét :



" Capitulo 12

Corriente de desplazamiento
| FEM inducida

Aty
12.1 CORRIENTE DE DESPLAZAMIENTO
Para campos estiticos, el rotacional de H es igual a J, densidad de corriente en el punto(ver seccién9.5). Esta
densidad de corriente, producida por movimiento de cargas reales tales como electrones, protones ¢ iones,
serd llamada ahora densidad de corriente de conduccidn y se denotard por J.. Es claroquesi Vx H=1J,

. también se cumpliera_para campos variables con, el tiempo, entonces V *J, = V - (V x H) = 0- (ver sec-
cién 9.4.) Pero esto seria incampatible con la ecuacién de continuidad, ; Leat

" : _V'J‘It -%‘g
que se obtuyo en la seccién 6.9. Por eso, James Clerk Maxwell postulé que

VxH=J.+Jp 4
donde Ia 'densidad de corriente de desplazamiento, J ,,, se déefine por
‘D

a‘ -
Agregindose la corriente de duphumie;nto a la corriente de conduccién, la ecuacién de continuidad se
“salva”. En efecto, ;

Jp=

‘. ‘H - A2 .aD-__E - -_Q
Ved =V (VX H) -V 3,20V Fhe s 2 (VD)= =5 .

donde V- = p (seccién 4.3) fue utilizada.
La corriente de desplazamiento (en amperios) a través de una superficie abierta especifica, se obtiene por
integracién exactamente ¢n la misma forma como la corriente de conduccién. De esta manera

A R S PR ST R

La expresion para i , puede interpretarse en términos de movimiento de cargas. Si la carga Q se mueve con
una velocidad U, el campo eléctrico que rodea a Q también avanza con velocidad U. Por consiguiente,
aunque Q puede cruzar fisicamente una superficie S (lo que constituiria una corriente de conduccién), las
lineas de D cambiando a través de S, producen una corriente de desplazamiento.

EJEMPLO 1: Un voltaje variable con el tiempo aplica-
do a un condensador de placas paralelas (figura 12-1) pro-
duce una corriente i, (variable con el tiempo) en los
alambres conectores. Aparecen dos superficies abiertas
con un contorno comtiin Cen la figura. Como V (V x H)=
0, ¢l teorema de la divergencia (seccidén 4.5) da v

L.W' H)-B-L'(Vx H)-ds

6 I'I(J,+%)-¢B—Isl(l,+%)-8

http://Iibrosys%ucionarios.net
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En ausencia de efecto de borde, D sélo cambiaria dentro del condensador. Més atin, no puede haber movimiento de
‘cargas (J. = 0) en el dieléctrico. Asi pues 4
- &

-, . @' . 3 I! .;
_ ‘L-Jf ‘s La w 3

donde S, es la parte de S, que yace dentro del dieléetrico. La integral de la izquierda es i, , simplemente corriente de
conduccién formada por el movimiento de cargas en los conductores, La integral de la derecha es la corriente de despla-
zamiento i, en el dieléctrico.

La igualdad entre /¢ i, para este caso se verifica en el problema. 12,1

122 RAZON ENTRE J, Y J, ;
Algunos materiales no son ni buenos conductores ni diéléctricos perfectos, asi que se da tanto la

corriente de conduccién como la de desplazamiento. Un modelo de un conductor pobre o de un dieléctrico

deficiente apareceen la figura 12-2. Supdngase que hay dependencia de E respecto del tiempo ¢*, entonces la

densida dt’d’tsldh'cﬁrﬁaﬂtee;:l’ gty ' Rpf g o )
3

£ gt g a% (€E) = aE + joxc

de lo que se duhne
. 3 L
J D e
Como se esperaba, la corriente de desplazamiento se Fig. lz-z'

vuelve mis importante cuando la frecuencia aumenta.

i BAN i tANAAY

123 LEY DE FARADAY b

Cuando n conductor s¢ mueve a través de'un campo magnético, cortando el flijo, se induce un voltaje
en el conductor. En forma similar, cuando el flujo cruza un conductor estacionario, también se inducé un
voltaje. En cualquier caso, el voltaje y la de tasa de corte dg flujo estin relacionados por la ley de Faraday:

= —

dt

La polaridad del voltaje inducido es algunas veces ilus-
trada por un.campo de flujo distorsionado comorel que
s¢ mucstra en la figura 12-3. Las lineas parecenempu-
jadas hacia adelante del conductoren movimiento. Un
flujo en conira de las manecillas del reloj aparece alre-
dedor del conductor qlie crearfa el mismo flujo de
campo distorsionado. Por la regla de la mano derecha,
8i se proporcionara una trayectoria cerrada, la corrien-
te dejaria el conductor tal como se muestra en la figura.
La figura 12-14(a) muestra la direccién de la corriente
a través de un circuito externo.

El signo negativo en la ley de Faraday puede ex-
plicarse reescribiendo la ecuacién en forma integral.

i A et
dt -
B ofit + I /!

: _ij'n_._ b L ol
€ d /s 'ﬁttp://librosysolumon@rlos.netml. e,
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(a)

Filamento

W) ()

Fig. 12-5

El contorno € alrededor del cual se toma la integral de la izquierda encierra el drea plana § de la superficies
integral a la derecha, Una direccién positiva se asigna a CV la direccién de Ia normal, dS, se determina

entonces por la regla familiar de la mano derecha, Ver figura 12-5(a). Una densidad de flujo magnético

3 '

variable. B(1), se presenta dentro del contorno. Si B-aumenta con ol tiempo, la derivada en.el tiempo seré
positiva y, de gsta manera. el ladoderecho de la ecuacion serd negativo. Para que la integral de la izquierda sea
negativa, la direccién de E debe ser opuesta a la del contorgo. Ver figura 12-5(b). Un filamento conductor, en

lugar del contorno, conduciria una corriente

i, también' en direccién de E. Como se muestra en la figu-

ra 12-5(c), tal lazo de corriente genera un flujo ¢’ que se apone al.aumentar B. La ley de Lenz resume esta

discusign algo compleja: el voltaje inducido
establecida en una travectoria cerrada da lug
sspecial de un conductor que se

oponen a si* movimiento,

por un flujo variable tiene una pglaridad tal que la-corriente
ar a un flujo que se opone a la variacion en el Sujo.
mueve a través de un campo magnético estacionario, la polari-

ley de Lenz siempre serd tal que el condiictor experimenta fuerzas magnéticas que se

12.4 CONDUCTORES EN MOVIMIENTO A TRAVES
DE CAMPOS INDEPENDIENTES DEL TIEMPO

En el capitulo 10, se examin la fuerza F sobre unacarga Qenuncampo magnético B, donde la carga se

mueve con velocidad U:

La intensidad de campo eléctrico mdvil, E,, .

F=0(UxB)

puede definirse como la fuerza por unidad de carga:

F
E_S-Q—BU x B

Cuando un conductor con gran nimero de cargas libres se mueve a travésde un campo B, el E,, crea una dife-

rencia de valtaje entre-los dos extremos del

¥

conductor, ¢uya magnitud depénde de como se oriente E,,

respecto del conductor. Denominando los extremos del conductor a'y b, el voltaje de a respecto de b es

-

o [E, 4= [ B

Sila velocidad Uy el campo B estdn en 4ngulo recto y elconductor es normala ambos, entonces un conductor

de longitud £ tendrd un yoltaje

Para una trayectoria cerrada la ‘integral

v-B{H

lineal debe tomarse alrededor dejtoda la espira:

o=§(UxB)-d
Por supuesto, si sélo una parte dhﬂ?mngWHﬁWm que la integral sélo cubra
ialquier ©!

esta parte, ya que E, serd cero en dui

sitio.
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EJEMPLO 2: Enla figura 12-6:doébartas conduc- ;
toras s¢ mueven hacia afuera con velocidades Vi o= .
125(~a,) m/s y U; = 8.0a, m/s en ¢l campo B =
0.35a. T. Halle ¢l voltaje de b respecto de c.

En los dos conductores,

Euy = U, x s-.aaa,;%m'vm,._ ey
E.Q-U; x .HZ.BOa,V!m 3 :
y asi f | o e Fig. 12-6

0.50 0.50

vw= [ 438(<a,) dxa, = ~219V o= | 2808, *dxa, = 140V

(1] s
Vs = Ul + Vo + 0gc = 219 40 4+ 1.40 = 359V

Como b es positiva con respecto a v, la corriente en ¢l medidor tendri la direccion a, . En ¢l circuito esta corriente
del mismo sentido de las manecillas del reloj aumenta el flujo en direccidn —a_, 16 que de acuerdo con Ia ley de Lenz, se
opone ¢l aumento en el flujo en la direccidén 4+ a. debido a la expansidn del circuito. Mds atin; las fuerzas que B cjerce
sobre los conductores en movimiento tienen direccién opuesta a sus velocidades. b
: . R L L ’ ; ‘_;._.-- & orse i oif ‘\..'

12:5. CONDUCTORES EN MOVIMIENTO A‘TRAVES -
DE CAMPOS DEPENDIENTES DEL TIEMPO

Cuando unaespira conductora-cerrada estd en movimiento(estoincluye cambio defornma)y el campo B
es funcién del tiempo (como también de la posicion), entonces el voltaje total inducido se formade la contri-
bucién de cada una de las dos fuentes de cambio de flujo. La ley de Faraday se convierte en

v= —%LBJS-—LZ—': ﬁ+§(l} x B)-dl

El primer término de la derecha es el voltaje producido por el cambio en B, manteniendo fija la espira. El
segundo término es el voltaje que se produce con el movimiento de la espira manteniendo fijo a B. La polari-
dad de cada término se halla a partir de la forma apropiada de la ley de Lenz y los dos términos se agregan
entonces en relacidn con esas polaridades. Ver probléma 12.17.

Problemas resueltos
12.1.  Demuestre que la corriente de desplazamiento en el dieléctrico de un condensador de placas parale-
las es igual a la corriente de conduccidn ¢n 1os conectores. I o TE

Ver figura 12-1. La capacitancia del condensador:-es:

€A
C - ? .
donde A es el drea de la placa y d es la separacion. La corriente de conduccién es entonces
dv eAdv 3
TR
Por otro lado, el campo eléctrico es, despreciando el efecto de los bofdes, £ = p/d. Por tanto,
¥ ) | s Ui oty hggtifovinihnnsy s o 1as ! i
I i€ éD edv
|' \ PR N
¥

¥y la corriente de desplazamiento es (ID'es normal a las placas) » e ey

dde *

. gy sysoluciopaisenct



12.2.

12.3.

12.4.

™

‘\\
En un material para elcualo =508/mye, = | laintensidad decampo eléctricoes £ =250s¢h 10107
(V/m). Halle las densidades de las corrientes de mimih ydﬁp&mﬁamﬂufm plnll

cualésmmmwm i

..»

Jy=gE= usomam“: {A/m’}

Sobnhsupmmdndcquhdmwﬂndalumwmurhceh‘olﬁuupb. s et
) 3 aD 0 10 2 :
J'-E-—{tot'mmloj l]-ZZlcoliD 13 (Nm ) e
Para J .= J,, o
e o m-_1. R
- e X 8.854 x 107 '* Ry

10.qu8 ax.equivalente.de uax {roseenitcnr. - /. = i&s& ﬁ‘-lﬁammﬁllif. B AT S

Un coldensador coaxial con radio interno de § mm. externo de 6 mm y longitud 500 mm tiene un
dieléctrico para el que ¢, = 6.7 y un voltaje aplicado 250 sen 377t (V). Demminelaeorrientede
desplazamiento i, y compérela con la corriénte'de conduccion TE

quuelemdminmunﬁm ve=(, Bnmmdaimbkml inmmlenom =rs
0.006 m es '

.."'l%ﬂ'*””'](‘"ﬁ) »
De aqui, : : _ :

E=Vom —-—_'37“"}’“;3?7:., (vm)

i Y
D= E= ﬂ:h:—loun:i?‘a‘u, {czm=)

Jp = —a;—: - mmﬂ??u, (A/m?)

ip= JD{ZurL] = 963 X 10-’:»;377: (A)
El método de andlisis de circuitos pum i raqmeu ll r-lplﬂ-tlnqu.

2meq e, L

C "‘_—m(&S) =102x10°°F

Entonces = C 2 = (102 x 10-2)(250)377)eo8 3771) = 963 x 10~ cos 377 ()
Se ve que I =ip.
El suelo hémedo tiene una conducuwdad de 102 é}m y & = 2.5. Halle J. y J, donde

E=6,0x10""sen9.0x 10°¢ (V/m)
Primero, J, =g =60 x 10-*sen9.0 x10% (A/m?). Entonces, como D= ¢q ¢, E,

9 -'%Hpiﬂ#msysmmim;mﬁmu
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12.5. En la figura 12-7 un conductor de trés metros de,
largo se mueve paralelamente al eje x con velocidad
U = 2.50a, m/s en un campo uniforme l=-;
0.50a, T, l'lill; el voltaje inducido.

«Como el campo uniforme estd en dngulo recto res- ;
pecto de la velocidad y el conductor es normal a ambos, ine
entonces

v=B/U =375V

Las lineas dt muc lhededor del conductor en movimien-
to, o ley de Lenz, muestran que el extremo a es positivo.

12.6. Con elmismo campo yvelocidad del problema 12.5, halle el voltaje inducido en un conductor de 3 m
que yace a lo largo del eje y.

El campo mévil E es U x l-: 1255, V}m,oomomtu Eﬁiunm si lol axmmulhen(n,n 0)yen
(0, 3, 0) m. .

n-! 1.251, dyn.,-o

Més generalmente, un conductor que se mueve a lo largo de su propil Innjitud Ilocorin nilm‘inﬂvjnnur
nético.

12.7. Halle el voltaje inducido en el conductor dela ﬁsl.l-

ra 12-8 donde B=0.04a, T y ! 2
U-2Smlﬂ’ll‘. (m/s) ; P { Ut ]
g 2 I
= - p{— . —_—y
E. Unl 0.10-::10:( 8). (Wm) / #
o= j‘ o.nounm’:(-.,} dxa, 4o ‘
= —0.02sen10% (V) ; ki
El conductor se mueve primero en la direcciéna, . Elex- ! Byl
lremox-Dmuneptmmpectodele:mmowelepz hab B : ﬂ;l-‘l.l-l

plnu&medinehlo

1

12.8. Unérea de0.65 m? en el plano z =0 esté encerrada
por un filamento conductor. Halle ¢l voltaje . i 4%
inducido, sabiendo que " . ;

B = 0.05 cos10°t (s, + -,yf ('r)

Ver figura 12-9.
V= —L%; .d.s*g-',
= I 50sen 10°t (’7-":1) - ‘sl.

=230 10° (V) “"
El campo decrece en ¢l primer medio ciclo de la funcién coseno. La direccién de / en un circuito cerrado debe ser

Nmawcuﬂ% mm Wauwmhdmmw
aparece en la figura 12-9. RS e
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IO b Farwey o

12.9. La espira conductora circular que apareceen’ " nani ol o
lafigura 12-10, yaceeénel plano z =0, tieneun %
radio dé 0.10°m y una resistencia de S0 . © e ou 4
Dado B=10.20 sen 10%ra, (T), detérmine la ArEIn:
corriente, - - il :
¢=B-8=2x 10 xwenl0 (Wb) ~ °
D -‘%’- ~2xc0s 10 (V)

te Fig. 12-10
im o= —0dncos 10 (A) LT 283 468 40 {s b dgio

En ¢ =0+ el flujo aumenta. Para oponerse a este aumento, la corriente deJa espira debe tener una direccién ins-
tantinea —a, donde la espira cruza el gje x positivo,
IR i L= T ¢ 1

: 12.10. La espira rectangular de la figura 12-11 se ’ i 4 ‘ 5\ : J’
mueve hagia el origen a una velocidad U = g ,;s\
B=080¢%a, (T) , . . o
Halle la corriente en el instante en que los
lados e la bobina se encuentranen y=0.50m  #~ s
“yoeom s R=25Q. cl
Sé1o los lados de 1.0 m tienen voltajes induci- Fig. 12-11
dos. Sea el lado / en y = 0,50 m. >

by = B,/U = 080~ %25(1)(250) = 1558V . 0 = ByoU = 1482V
Los voltajes tienen la polaridad que se muestra. La corriente:instantinea es g

: N
-_— ~
[ 1558 — 1482 3044 Y N

25 ' \ \

[ 12.11. Un conductor de longitud I cm es paralelo al
gje z y rota a un radio de 25 cm a 1200

\ . rev/min (ver figura 12-12). Halle el voltaje
inducido si el campo radial estd dado porB= "

| 05a,T.

La velocidad angular es
A 1 mi rad rad L 1
(1200 55) g5 2mar 2 ) = 0 2
\Pwmo { ' § ¢ e
.ug%&’ 023)(40) mis
E,=1 :M-.-S-M—-.)Wm._

d.01 X
»-f © SOx(~a;) dza, = 5010 2 V
A )15 P

el

El signo negativo indica que el extremo inferior del oondﬁctor e§ positivo respecto del extremo superior.

12.12. . Unicilindro conductor de cm de radio y 15 em de altura rota 8/600 e/ minen un camporadial B =
0:20 a, T. Hay unos contittpidilorosyscipeivnanos. nNetla inferior que seconectan a'un
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12.13.

&Idtnetro tal como se muestra en la figura 12-13. Halle ¢l voltaje inducido.

@ = (600)(gs}2x) = 20 rad/s 5
W_ = 20%)(0.07 )8, m/5> T el T 2
x.-uml-o.sa( BIVm e T 1~ k
j - e
&hehmmemmldehlupdﬂmcwoomglmmﬂq&y ; _L :
tiene ¢l mismo voltaje inducido. Estos elementos estdn efectivamente en ;
umarconexion paralela y el voltaje inducido dn cualquier chmamo esel .
Q_gmo que el total.

- oas " Fig. 12-13 -
v-I 0.88(—a,)* dzl,---lllSV “{+ en el fondo) 3

En la figura 12-14 una espirs conductora rectangular, con
resistencia R =".20 Q, gira a 500 rev/min. El conductor vertical
enr,-ﬂﬂ!muﬂmmumwll-nﬁa T, y el conductor _ _

en r, =0,05 m estd en un campo l, -W.Sﬁa;l" Halle la'corrien- G i }
te en la espira.

L]
r

0= fsooxﬁxzx)(omyi, =0.50na, m/s=
0.50 -
o= fa‘sou,-&-o.-zm-a.. = =020V
'
Similarmente, U; =083za,m/s y wj= —1.04 v, Enlomu

1.04 - 0.20
= Y, =420 A

en la direet:ién quc apgrw: enel lngramu. \

El disco circular de la figura !2-15 m ag (rld,-‘l) en mdm
dad uniforme de flujo B.= Ba,. Hay unos contactos deslizantes
que conectan un voltimetro al disco. ;Qué voltaje se indica en el
medidor de este generador hémopokr de Faraday? :

Seexamina un elemento radial. Un punto geuernlnlm umdemen

to radial tiene velocidad U-w ‘asi'que - % el
o B 4114- . By J
E _Unl-arh, . Fig, 12-18 / \
y : U-EJ Wu drl,--—.i-—

donde a es el radio del disco. El resultado Mvo indica que el punto
exterior es positivo con respecto al centro para las direcciones que
nplmen de B y @.

5T 1RO BT 1

by Mg g < T e

Una upm c‘uadradt de 0. 60 i de lado, rota alrbdﬁdordb] gexam= ws'ridfsen‘un campo B=
0.80a, T, tal como se muestra en la figura 12-16(a). Halle ¢l voltaje inducido.

Suponiendo gue la espira esta |ﬁgiqjm& en el plano xy,
: Gnm—ﬂ)ﬂ{l‘ld]
El érea proyectada sobre el plano xy viene a ser [ver figura 12-16(5));

http I Jbrmpluglona;‘os .net
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®)

754 _ Fig. 12-16
Entonces ¢ = BA=0288cosf0nt (Wh) y

d
_‘ v 1ol ua—%-?‘_’!mm V)
La ley de Lenz establece que éste es el voltaje de a con respecto a b.
Otro método 4 A

-I'Cadlhdoplnhlnﬂejextiemmcompomuyds;vehcidld-cmmuﬁhﬂu

: |U,} = lrwsen) = | 18.0msen60m] . ()
Lolvolmu &IUIplnlmdolhdunmdnndo _

lo] = 2(B¢|U, |} = |s43sen60me| (V)

La ley de Lenz, de nuevo, determina el signo apropiado.

12.16. Halle la potencia eléctrica generada en la espira del brobi;m; 12.13. Verifique el resultado calculan-
do la tasa a la que se realiza trabajo mecénico en la espira:

hmncﬂﬁrhuhm&mhnhmm
P, —«PRFWM}- 3.53 w
l..u fuerzas qncldn por el campo. sobre los dul cnnducmrel wﬂmlu son:

= ifly x By) = (420)(0.50)025)n, x 8,) = 05258, N, _
r, = ill; x B;) = (420}0.50)0.80)~, &) = ~ 1.68a, N

- Fanmrhupiu.hfmms—h y - F;debmapluam Bﬂ.lrnllnn trabajo a una tasa
P=(=F,)' U, +(=F,;): U; = (—0.525)0.50%) +' fl.ﬂmh}- issw
Teniendo en cuenta los errores de redondeo, P = P,.

v i)

12.17. Como se muestra en la figura 12-17{a), una espira conductora planar rota con velocidad angular @
alrededor del eje x. En ¢ = 0 esté en el plano xy. Estd presente un campo magnético variable con el
1 m B =B()a,. Kl.lleelwhqp lmuudomhmim{n) utiliundo v-—dﬁdr, (b) Uti~

V= —-I ——~ﬂ+§(vxl}~

(a) hﬁgmlz-l‘?(b)mmhmlnﬂmmput Sieutndohupmud entonces el drea proyectada,

bl e A'httﬁ‘//ﬁ)ros*,olwnarlos net
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4 "-. f I
B
- '-'---f_h. iyt AT 2
s T Fadladial ¢ ‘ 4
/ Y i y‘ ;g = “
(a) ;
: : o pg ,_
i .I I I T -
yl.“.-mmt. D-—!‘%-—%w}mm!‘*'nwm‘
(b)hm::m:hmwndeln :._._‘..,.'._‘. w7 22 o ab o
" aplige ) e
"--I 8! -—I,iz'""s"'—f»imm
yaque a, .a, = cos wt. e T '-;- ..' 4

Para calcular la segunda contn‘bucién né\nl av unmmh wiocnd.nd U de un pumxmm De
la figura 12-17 (b) se ve que

aél que | _ ‘
S U*‘_wm‘*‘_—w{“‘} o s
' yllquu l.ul,-lma»(-—n,) Porunlo,
b= f UxB)aim - 22
El teorema de Stokes (mén?&)pu&d:mmwﬂwl‘.ﬁ tima integral. Cano s e =
;? fm de=[(Vx ya) a8 = J‘(-—-.l*ist.——ﬂdum
Entonces ” .

(+ Acosent) = BAw#n«n

n,--T

Se ve que v ¥ v; son precisamente los dos términos encontrados en la parte (a).
i ifs ¥ 3 b ‘ " boa] & $vsitmase $EEL Pyt

Fer A =B

W

Problemas suplementanos

a8 mnmamammnmmdwemommmu-ouznnm'rmm‘) Halle

R 1« Tor e R mmsrB Sl SO M cTomarioset

" Resp 115 x 1078 cos 10
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12.19.

12.21.

12.22.

12,23,

12.24,

12.25.

12.26.

12.27.

12.28.

CORRIENTE DE DESPLAZAMIENTO FEM INDUCIDA [CAP. 12

Un conductor con seccidéncirculareuyo radio es 1.5 mm lieva una ie=55sen4 %109 (uA). J,Cu-ileﬂn
amplitud de la densidad de corriente de ,dosphumleuw. sic=35MS/my (=17
Resp. 7871 x 10" uA/m?

Halle la frecuencia a la que las'den de corriente de conduﬁnén y dﬂpthmiemo-um iguales en (a) agua
destilada, donde g = 2.0 x 1074 S}' 'y.,(, = B1; (b) agua de;mr. donde =40S/my ¢, =1,
Resp. (a)4.44 % 104 Hz; ﬁ_xf 19 % 1010 Hz > T

-

Dos conchas conductoras enféncnh uoméntnns enr, =0.5mmy r, = | mmestdn npludu por un dieléctrico
para ¢l cual¢, = 8.5. Halle la capacitancia y calcule i, dado un voltaje aplicado v'= 150 sen 5000 1 (V). Obtenga a
corriente de desplazamiento i, y compérela con i.. Resp. i, =i, =709 x 1077 cos 50007 (A)

.

Dos placas conductoras paralelas de érea 0.05 m? c;ﬁn separadas por 2 mm de un dieléctrico deficiente parael
cual (, =83y o= 80x107*§/m, Dldounvolmeaphcedov-lo sen 107¢(V), halle la corriente rms total.
Resp. 0.192 A

]

Un condensador de placas paralelas de 0.6 mm de separacién y con un dieléctrico de ¢, = 15.3 tiene un voltaje
rms aplicado de 25 V a una frecuencia de 15. GHz. Halle la.densidad rms de corriente-de desplazamiento,
Desprecie ¢l efecto de los bordes. Resp. 5.32 x 105 A/m? -
Un conductor en el eje xentre x =0y x = 0.2 m tiene una velocidad U= 6.0a, m/sen un campoB=0.04a, T.
Halle el voltaje inducido usando (a) la mm del campo eléetrico mévil, (b)d ¢/d1 ¥ (c)BfU. Déterminela
polaridad y discuta la ley de Lenz si ¢l conductor estuviera conecudo a un lazo umqn. .

Resp: 0,048 V. (el extreino x = 0'ek positivo) ’

Repita el problema 12.24 para B = 0.04 sen kza, (T). E{ummg la ley de Lenz cuando el conductor se mueve del
flujo de una direccion a la direccién inversa. 048 sen kz (V)

La barra conductora paralela al eje y que aparece en la figura 12-18 completa una espira mediante un contacto
deslizante con los conductores en'y.= 0 y 5= 0.05 m(a). Halle el voltaje inducido cuando la barra esté estacio-
naria en x = 0.05 my B= 0.30 sen 10¢ 1a,(T). (b) Repita el ejercicio para una velocidad de la barra U = 1508,
m/s. Examine la polaridad. Resp. (@) =7:5 cos 1041 (V);.(b) —7.5 cos 1047 —2.25 sen 1041 (V)

B
ek 4o
U 8,05 m
500 ‘
Fig. 12:18" o0 Fig, 12-19

La espira mnluhrdchﬁsuu l2-19umuevea héeubaumwloddld U=2. Smf&ﬁhdoiaqnluﬂo
corta el flujo en dngulos rectos, donde B, = 0.30 T, mientras el lado derecho corta ¢l flujo igual en la direccién
opuesta. Halle la corriente instantdnea en la espira y examine su direccién utilizando la ley de Lenz.

Resp. 15 mA (en contra de las manecillas del reloj)

obshsmsiqne zaalol

Una espira conductora rectangular en ¢l plano z= 0 con lados paralelos a los ejes tiene dimensién y= 1cmy
dimensién x.= 2 em, Su mmamn Endmommmm:hdwdchﬂpn estinenx=20cmyx=
22 cm se mueve hacia el ; H-lllcllwrwmlul =50e 1%,
(T). Repita el ejercicio pa i Resp.  0.613 mA,2.75 mA
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12.29,

12.30.

12.31,

* 12.14) ¢on Tas conexiones del medidor en r, = 1 mn,-m:m

| B=0450, 7 Resp. 1000 rev min

CORRIIENTE DE DESPLAZAMIEN}'O. FEM INDUCIDA: 171

g aeg Bl
%

El conducior de 20 ‘m que aparece en la figura 12-20 rota a 1200
rev/min-en el campo-adial8=0.10 sen ¢ a, T. Halle la corriente en la
espira cerrada con una resistencia de 10002, Examine la polaridad y la
direccién de la corriente, Resp. '5.03'% 1072 sen 407 1 (A)

2

En un campo rad B=050a, ,dmco.nductomenr-OZmer-
0.25 m son paralelo al eje'z y tienen una longitud de 001 m Silosidos =
conductores estén enel plaglo 4 xr. disp

para hacer circular una %ﬁuﬁ :

conectados por conductores mliaies?

Resp. 126 mV

A e e g

LY

Enla figura 12-21 unmdum;ndml.a S r<6em.a incrusta-
doen undisco giratoriode vidri resistenciasde /1.2 ) m comp y
los dos ¢ircuitos. !I’Ma Tl!réﬂmﬁ Sle!umpceﬂemhcoun— - : } %
0304, T, calcule'la’ potencia eléctrica genérada. ;Cudl'es el efecto de =
ésta’ sobre 1 'rotati6n? Examine &l efecto de la ley'de Lénz §i ésta se
aplica ll‘prabkmn Rﬂp 46 3 ,uw

g i

{Qué voltaje desattolla un ﬂwe& genersdor de Faraday '{yﬂ!hhma )

mﬂmmmmfmﬁmmmmaemw e« Figazgy o oend
Resp. 0209V

Una espira como la que se muemién Inﬂ;nrt li-léf'a} tiefie 75 mm de ancho (dimension 1)y 100 mm de fargo
(dimensién x), ;Cuéles Ia v DhIesromian wmﬁ ZSV(msseqdcammuplfom
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13.1 INTRODUCCION = T -

El comportamiento de la intensidad de’camipo eléctrico E y de 1a' dénsidad defijo eléctrico D a través de
la entrecara de dos materiales dl[eré;n&eﬁ?%exgmméen 'p_l_ca'p'jti.ifo'_'!..'d_‘!wé lo&mﬁnpﬁi:m estdticos. Un
tratamiento similar se dard ahora a la iptensidad del campo magnético H y a Ja densidad de flujo magnético B,
de nueyo con campos estdticos. Esto completa el estudio de las condiciones limite.en los cuatro principales
campd’_l 'Mﬂriaies. ; My L.04 i srosidom U :

Enelcapitulo12®donde se trataron campos variables con el tiempo, se introdujo ¢l concepto de densidad
de corriente de desplazamiento J, y se examind la ley de Faraday, Eneste capitulo, gsas mismascouaciones y
otras desarrolladas aptes se agrupan para formar un conjunto.conocido como las ecuaciones de Maxwell,
Estas ecuagiones son el fundamento de toda la teoria de los:icampos electromagnéticos. Dehenw%nori’um.

L ¢

13.2  RELACIONES LIMITES PARA CAMPOS MAGNETICOS. . . .. @ .'ii .0
“Cuando 'H y B se examinan en'la ‘eiitrecdra de dos'matériales diferentes, Pueden ésperarse cambios

abruptos, similares a los anotados en E y D en Ja entrecara entre dos dieléctricos diferentes (ver seccién 7.4).

En lafigura 13-1 se muestra una entrecara que separa el material

1, con propiedades g, y 4,5, de 2 cong, ¥ iy, Elcomportamiento de

B puede determinarse por ¢l uso de un pegquefio cilindro circularn :

recto colocado a través de la entrecara tal como se muestra en la o)k Y 03,8,

figura. Como las lineas de flujo magnético son continuas,

{Bas= L“?, -ds_,+jﬁln-ds-ﬁ[w”?, - dS; = 0

Ahora bien, si se permite a los planos acercarse el uno al otro,
conservando la entrecara entre ellos, el drea bajo la superficie curva
tenderd a cero, por lo que

'L-:.l.ds'.l-'l-mg"ds!ao'

~B, f___ 45, +B,y j.__ a5, =0

Por lo tanto,
Bat = Bm

En palabras, la componente normal de Bes continuaa travésde
una entrecara. Obsérvese que cualquiera de las normales a 'la’
entrecara puede usarse para calcular 8,y 8,5 -

La varidcion en H a través de una entrecara se obtiene aplicando
la ley de Ampere alrededor de una trayectoria rectangular cerrada,
tal como se muestra en la figura 13-2. Suponiendo que no haya

' httpi//librosyslc?)zluciOné?iOS.net'



CAR, 13] ECUACIONES DE MAXWELL Y CONDICIONES LIMITE 173

corriente en la entrecara y haciendo que el rectdngulo se comprima hasta cero en la forma usual,
Osfl'l'dl—-HﬂA(l ‘-H;;Mz

De lo Guie A

II_‘f- s }- '=ﬂf‘ : I:“Iln".‘I ..'.--‘-.I ;:.. 7 31

De esta manera, la componente tangencial de H tiene la misma proyeccién a lo largo de los dos lados del
rectingulo. Como el rectdngulo puede rotarse 90° y el arguménto puede repetirse, se dcduce que

Hsl. ‘12

1 IS0 MS G X5 ®1 6D &l
En palabras, la componente tangencial de H es contititia a-través de una: mm l:breda mnm;
. La relacion

tan 81 ﬂ,] - JaW
mﬂ, \“4; Y ug 4 E Yo ot

el li? i I S Udiler Lo !
entre1o§ ingulos formados por R. y H, cor& um nntrbam hln‘e &cmmn‘tc{m' ﬁgurs 132 noﬂm por
gfuﬂo}in con ¢l egemprol senéiﬁn /4. : :

S8VIG & SIS M RR P al ! Sranioos =!
& I shaie*t ab 2omsim G4y - oqen ot 1
13,3 ,CORRIENTE LAMINAR EN xgymm s SRR ST RAftG
"'Si un matérial de 1a’éntrecara tigne copductividad diférente de’
cero, puede existir una corriente. Sin embéigo, el caso'de la'corriente =1
laminar en la entrecara es de mds interés.

La figura 13-3 muestra una corriente laminar uniforme, Enel
sistema de coordenadas indicado la corriente laminar tlenc una
densidad K= K;,a,¥ ulmﬁmmhsn“mrax-ﬂomﬁhs regiones
1 y 2. El campo magnético H' pmdncadn por eﬁn cormnte laminar 4
estd dado aeglh el problema 9.3 por: 1 s 1o g

=K =$ -.. = }Kul ' =‘"'§K X8y = 1Ko(—a,)

Asi, H' presenta una discontinuidad’ ianstncml de magnitud | K l,|
en la entrecara; Si un segundo campo ma ético, H", producido po
alguna otra ﬁ#nte estd’ presente, su nent!“!lﬂgeﬁcial
continua en la entrecara. El campn rnagnéuco resuh&me

R

aky ! 1

HoW4H

tendrd entonces una discontinuidad de_magnitud | K ;| en su com-
puneme tangeminl Eﬂéuexpreu parhﬁrmuhumuml vinics {n
4% asomill asl 5 is
( “33 x .nll = t

1q 110)

% {6 i OF
donde a,,,; s la normal unitaria de la resu‘m l ala ma.»uawnma! Que e;mdgpeud&n;e del
‘sistema de coordenadas que se escoja, también se cumple para corriente laminar no Momdond; Kesel
'vnlur dehdenm&&ornenuwmomdehmm _
Aiizant ol _gognirishn

N § ' b 2iner=T . I <

13.4" RESUMEN DE LAS CONDICMNES LIMITES W
'“ . Conl¢l propésito de:referencj I‘H%o las relaciones para H y B. las
relaciones para E y D a través: de'ltt WW ﬁ@t
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Campos magnéticos” " =/ . BT 13 S Cmﬁ»ﬂam
B, =B, it {q H D, =b,  (libre decarga)
o (Dy — Dy) 8,; = —p, (con carga supefficial)

H, =H,; (ﬁbm de oomemc)

(H, —H,)xa,, =K (con corriente laminar) - Ey=E,

tan 6, .ﬂ w5 wnby 4o e
S e (libre de corriente) m i, (libre de carga)

Estas relaciones se obtuvieron para condiciones estaticas. Sin embargo, enel capitulo 14 se verd que se
cumplen también para campos variables con el tiempo. . | .

~

13.5 ECUMNCIONES DE MAXWELL : /

Un campo estatico E puede existir en ausencia de.un campo magnético H. Un condensador con carga
estdtica Q constituye un ejemplo. De la misma manera, un conductor con una corriente constante [ tiene un
campo magnético H sin que haya.un campo E. Sin embargo, cuando los campos son variables con ¢l tiempo,
H no puede existir sin E ni E puede existir sin H. En tanto que mucha valiosa informacién puede derivarse de
la teoria de campos estéticos, la teoria completa de los campos electromagnéticos sélo puede ser demostrada
con campos variables con ¢l tiempo. Los experimentos de Faraday y Hertz y los andlisis te6ricos de Maxwell
involucran todos los campos variables con el tiempo, . .. . . A i >

Las ecuaciones agrupadas abajo, llamadas ecuaciones de' Maxwell,se desarrollaron separadamente y se
examinaron en capitulos anteriores. En la tabla: 13-1 se presenta la forma mds general, donde tanto cargas
como corriente de conduccién pueden estar presentes en la-regidm. - - RIS i

Tabls 13-1. " Ecusciones de Maxwell, Sistera General

Forni’ Puntual y Forma lnwsrlﬂ

aD 1 D e
R Vx H-i,-_-i-i fH'dl-I-.J"(-l,-i--&-)-dS (IcydeA:mpen)
B B ; .
VxE= .= 3 }E'dl-L(-«aT]"_ﬁ (leydethull':s_aflay:Sfuo)
¥-D=p fsn-.ds'-_[,pda : (m;c.m), :
V'B=0 f B-dS8=0 . (;:0 existencia de monopolo)
A | [

f
f

Obsérvese que las formas puntual e integral de las primeras dos ecuaciones son equivalentes bajo el teorema
de Stokes, mientras que las formas puntual e integral de las {iltimas dos ecuaciones son equivalentes bajoel
teorema de divergencia. ; i i
Para espacio vacio, donde no hay cargas (P = 0) y no hay corrientes de conduccién (J, = 0), las

ecuaciones dé Maxwell toman la forma de la‘tabla 13-2: \ wboan f { iy

‘La primera y segunda ecuacién de forma puntualen espacio vagio pueden usarse para mostrar que los
campos E y H variables conel tiempo no pueden existir indepe ientemente. Porejemplo; si E es una funcién
del tiempo, entonces D =¢g E también serd una funcién del tiempo, de tal manera que JD/ot sera diferente de
cero, Por consiguiente V X H no es cero y entonces debe existir un H diferente de cero. Enforma similar, la
segunda ecuacién puede usarse para mostrar que si Hes una funcién del _tiempo.;%qg}ar presente, un
campo E. 4

‘La forma puntual ‘de ‘las poyacio) ‘Maxwell §e usa mas fmuentemem-cn-ldi problemias. Sin
embargo, la forma integral es m mmm'm bésicas.
h
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13.1.

13.2.

5 Tabla 13-2. Ecuaciones de Maxwell, conjunto
Forma' Puntual F‘f_'\'f_g l“ﬂ"‘sl e " 4
o a=f(R).
e | fran(@ls | N
B B
V!E.-_E fE-dl-J's —E «dS-
D=0 o - f DS w0 olis b iy o
iv B &f) 3 1 :
V-B=0 _.§kn-,.ﬁ,-—o
.. ¥
Problemas ;eguellos

En !?!'eyénlﬂe Ia figura 13-4, n, ='I.2l +efh,+w&-, T. Hl.ﬂll‘l;(e_] Henz=+0)ylos’
fngulos entre los campos vectoriales y una tangente de. Ia entrecara. :
Escriba H, directamente bajo de B,. Luego escriba aguellos componentes de H, y B, que se obtiencn

directamente de las dos reglas: B normales cmui'uuo y H langenciales cm:mvésde una entrecara libre
de corriente. il ;

B,= _12s,+ 08a, + 0.4:, T
Hy= i (8.0a, + 5.33m, +2672,)107% (A/m) . 0

H, = -:; (8.00, + 533@y+ 107, Hyy e 1073 (Afm) 41
B,= B,a.+ B,a,+04a, (T)

Ahora, los restantes términos se obtienen directamente:

Bu=pomaHyy =80 x 103T  By=S3x 10730 ' Hy=—2

¥

04
= (Afm)

El éngulo 6;690“- a;, donde a unlﬂn;ulcemul. yh,nnnul. l,

B,
cosa, = Il‘l"
por lo wanto, a, = 74.5% y 8, = 15.5°, Similarmente, 0, = 76.5°.
Verificacidn: (tan Ol)mlnﬂa}" iy
Ltreqénl paralaque p.,,- 3 uﬁgefm:daparqx < ﬂyhregudnz x>0, tune;x,,- 5.

H »ilgl } s 8l

H.l=4ﬂl,+30l1}—ﬁ.ﬂl, A}'m
demuutuqne 93-191“3#@:3;:7]1&#&. Higs
Proceda como en ¢l problema 13.1 '

Hy= 7408, + 30s,~ 60a, A/m
B; = j(1208,+ 90a;~ 180s,) (T)

Ay siods e
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Ahora 2 vt Hewiadd ob sznoi o d £ wlne) 5 A
:-Jﬂw)h»{sﬂ}’ e 142 A/m =
et parien 3

El dngulo a, entre H,yhnom}ﬂu;i dldapor g 3
| cosa, = =034 1 4 a; =703 .
| fE‘ s _

Entonces 8,-90"—::;-!9?“ = Fu- 37 < {

W 3 S . Aiga pupei i

13.3. La reg:én 1, dondl:,u,.l =4, esel ladodel plano y'+z =1 quecunm#lorisen (vcrﬁgu:a 13- S)/nl.l
regién 2, 4,3 = 6. Dado By, = 20a, + 10a, T, halle B,y H,.

Si se escoge la WI unitaria ..*(.,+'.y\/§' 0§
B, = {ZDL;i:fﬁi,)’: t., _p"yﬂ: ﬁﬁ SIS e |

B, = (1/y/2)a,= 058, + 058, = B,,
“B,,-B, l.,,-20:,+053, 0.5a,

Hyy = — (as., + &m., - &us.,;- ok
boby {Bokoin = ol .Bu'ﬁ'nl&a“&-@ﬂle._ﬂl-ﬂ‘fk, Qo 5@ he colyrpery irs
Ahora, se combinan las partes tange m&l’ymmrau,_*"- ik

l:hjﬂl“+’12ﬁ, —-"_M" T ¥ 2 | stasmaizonb |

M3 an F U ;,3{ scitrencan B _.“-_3'_, rah sl abyat

Hy=— {0.50., + D.Zla, 0.041.) (A{m)

£

13.4.  En la regién I, definida por z < 0, fhyy =37 . S NUB) = T

RO -"-ij (02a; + 0.58, + 108,) " (A/m): * + 0%

3 HE I PR T S
Halle H; si se.sabe que 8, = 45°,
kG cosa -0.88 (1] o, = 28.3°
S rﬂll 5 i 4 i L Sl L B VR ]
Entonces, 8; = 61.7° y
z g m Bl g la g “harag 1 H¥ B ol
tan 61.7° " i, . o -

tands® 3
De la continuidad de B normal, pu,, H.; -4, H.:‘ y asi

{elimis Gl vou

= (oz., + asn, + By on,) =— (Mg. - &md-xq.m.l wmj

13.5. Unacormnielammr. K= 6.51, A/m, eax-ﬁleparalauﬁbnf x'<0! ﬂonde H; = 10a, A/m
y la regién 2, x > 0. Halle Hyen x= +0.

Nmaudmmdehmfmum-d-ddi'mdmuﬁom Sin embargo, como H, es completamente
nns:’nml.;n cambio de permeabilidad no tendria MM Como’ Byy = 0, B,;= 0 y en consecuen-
o .}- e ¥ * - Vg -

(Hx““:)“.‘-u" 0 dne 3s ' ;
* (10w = Hyym) x &, =650, L
(10— Hp)(—n;) m 658, i
o0 U Hyy m165 AMm &
De esta manera, H, = 16. Jittpfﬂhbfosysolucmnarlos mnet
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13.6. Una corriente laminar K =9, On, A/m, estd localizada en z =0, la interfase entre lairegion ], z < 0,
con pyy =4y laregién 2, z > 0, u, = 3. Dado que H, = 14.5a, + 8.0a, A,frn. halle H,, |

%

La corriente laminar que aparece en la ﬂ;ura 13-6 ses(:l
examina primero, sola.

,lf-ﬁm-,s(w T T
m*" H’“)‘; %8, =45,
Dellrugién'l :hmmdn;' H, lumentnrhnOOMmauuu S

de la corriente laminar,
Mtdn uumumon los campos B y H completos.

B 35, 4000, Apiesbnsqiog sinatsium oy@y p wTE R0y,

B, = uo(43.58, + 2408,) (1) ' T C o T O :

“on o= ko(220n, +2400,) (1) TR R "‘““

H, = 550, + 6Ga, A/m
Om’g‘lﬂ‘ndﬂeﬂw?ﬂh!ﬂlmnulmifﬂuhiddh&hkmfsm ‘B, ,t;{;ﬁijj:’nécﬁniu
Ho i Hy : Ll

__U_{!'F,‘}'?‘d’q*"dmmw t_iqmlﬂ.e en aplicar {H‘ I-%x iz = K:
(H..I,+Hl-,+H,,|,]un.—l+tl4!a,+80:,]u-.
( ) -H.,l, +H, 8, = 55850

deloque H, | =55A/myH, = 0. método tiene que wg usi con H tangencial. Cualquier
componente :Immal debe dm;mmum ¢l método ante W V!B‘?\‘?ﬁ‘ oL

13.7. Laregién 1,z < 0, tiene p,, = l=5-'mientra.i‘-qﬁ; la regién 2, z > 0, tiene y,; = 5. Cercaa (0,0, 0),
'}-il.ilﬂt,-i-lﬁ:ﬂl, T B.llliir'&!ﬁh ﬂ'h,_;_mo.. T ib ol

Is mzaa

s‘hm“wmmllmimr.a.cuﬂesladunudadenelorisen'?
Cerca del origen, & i W iallwx M. ob sadrious

1
H, = WII -:Eﬂ .60n, + 6.67!.) {A,fm]

Ht b [5-15., - 3 54a, + 2i0a,) {A/m)

0 £ Wohra "

El valor local de K estd dado por

K=(H, - Hy) x -.....i (-3.55'., + 3.54., + 4.-51.,_) - __3"_’ (“—t!r) (A/m)
- o D)

] -
-----

13.8. DadoE =E, sen (ot — fz)a, ene!upaclovu:io.hnllcl) lyl-l Dibuje EyHen t =0,

D = ¢oE = . senf — = Pa)a,
La ecuacién de Maxwell V x E = —~dB/dt da T W ; Jasl of 199

R e
47 e gl
ox dy oz at & vt
0 E.sen{wt—fz) 0
http: //Iabro‘sgsolumona'rlos .net
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Integrando, PIeEN] « 11+ bt ol nies m El
H a L8 4 r.l.3:"<;H Hh {9 g3 6w i
B= — %un{m‘ — pz)ag: 2 it ! SPIMNN Nap el 3

donde la constante de integracidn, que ¢s un campa estitico,
ha sido despreciada. Entonces, y

™

H=-"—""T -
Obsérvese que E y H son mutuamente perpendiculares:

En =0, sen(wt — fz) = —sen fz. La figura 13-7 muestra
Iotdo;umpqlalohr;odclejex wponwudoqul.‘;'yﬂ : =" 118
son positivos. . 2 (5% F’. 137

A0 + B

13.9. Dea:mtre que los campos E y H del problema 3.8 constituyen una.onda que, \!u}l:ndlnoc)bn z.
" Verifique que la velocidad de la onda y E/ H dependen lblodelupropmhdudplumo vacio.

Eyllvarhnsmbosmmomfml #). Unm&odﬂoﬁtyﬂuumﬁ:nﬂmw

. |,

ot — ﬁ:-m-m TR 8-—(‘—%]

‘¢ g W ANp
1T SEESIGR O

Pefo o I i 0 i ut s v co oo

w
C=—

fi ;
en la direccidn de su normal, e, . (Se supone que tanto B, comp w, sonpositivos. Para. f jnegativo, la direccién
del movimiento seria -—l,jDeuumnmel patrénoumphtodellﬁml!—?semmporelej:xm
velocidad ¢. ;i 19 s lniuanad gl 5 1mgsEl i It SRS TN B o

La ecuacion de Maxwell V x H = 0D/dt da

. aromy. sce myfs
ai, ;f; ;,a_% %[‘og sen(wt — fz)a,]
Pevnan-py 0 0
‘Pa'm(u M-.-eaﬂ.wm(m! FS)':’

ru_n.'i’

Por lo tanto,

“'J— J mulo- 1“’\"‘"”'“""

htti:/\ olycionarios.
_ %-““'%?Sﬁ%%?‘-’l%m’et

Mis atin,
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13.10. Sea H = H_ et Pg  _en nlnmm vacio. Halle E.

D S
VKH -—a— "
aE " J‘+‘=).’ = ?\-E o '
jdi;eﬁ-'m.,..-éi_' BRIy 20 crinal
’Hﬂ +
; 'D'.’_—:—'.TG?""‘
y E= D/, i o 5o ";"
13.11. Sean ek iy = PERIE \d

E= Wl&'ﬂ-ﬂ}. w,m) H-H eﬁlﬂ!ﬂﬂ!" (Mm)
en ¢l espacio vacio. Halle B,y ' (ﬁ?q)_ (o 084 gl

Esta €s I:ll onda plana, esencialmente la misma de loa pmbhmn 13.8 (excepto qunlﬂ Eestabaenla
direccién yy H en ll direccién x). El resultado del problema Iwm wi.hmrouheomuhéne! espacio

v:do fue:
F—:m—lfx.'lp‘mfi ? rﬁ- \&w'lm.ﬂl' -

De esta manera, para una onda dada, =~ | 1 a
10t 1 30n 1
Lo R e
Para fijar el signo de H,_, apliquese V x E = —dB/ot:
jﬂ m,;u-m-. tm'., = _ﬂolh'ﬂr‘émn!c uﬂ.’

2} i) =

lo que demuestra que H,, debe ser uytwo

13.12. Enuna remén homogenet nocondtﬁtoﬂdond: =1, halle’ ¢ y @ si
E =30nef~ 1430y, (V/m) = H= L0l -4l _W‘P)_
Aqui, por-analogia con el problema 13.9, N b

o _ 1 _3xi0* E_Jg_ JE
it R N AN AL

Ml:.p_lll_t_i, como u, =1,

o 3Ix10* 1
—— 30m = 120m
LT R W

Io que da €, = 16, @ = 104 rad/s. En este medio la velocidad de la luz es c/4.

Problemss mp!mﬁdos

13.13.  Laregién I, donde p,, = 5, estd llhdo'd_ﬂgkmﬁx-&- 4y+ 3z =|2queincluyeelorigen. Enlaregién2, j; =3.
Dad ! 5 T ¢ AT B s ) A TP i

H, =1 (308, - 054,) (A/m)
http: //I|UfbsysoIUC|onar|os net
halleB,y 6.  Resp. 12.15a, +060m, +158s, T, 566°



13.14,

13.15.

13.16.

13.17.

13.18,

13.19.

13.20.

13.21,

ECUACIONES DE MAXWELL Y‘CONDICIONES LIMITE [CAP: 13

La entrecara entre dos regiones diferentes es/normala uno devlos tres-ejes edriésianog, iSi- 4 .- 017

B, = uol43.5a, + 24.08,) " _ By = 1o(22.08, + 24.0a,
jeudl serd la relacién (tan é,))‘(ﬁm #,)? 1 Resp. \0.506

= g Ay o

Dentro de un cilindro circular recto, jyy = IOM. El exterior es espacm vacio. Si By = 2.5a, T dentrodelcilin-
dro, determine B, justo afuera. Resp. 2:Smy"mT

En coordenadas esféricas; la regidn'les r < n. In regibn2esa <r < bylaregidniesr > b, Lnrepdnulyj
son upncw vacio, mientras que y,; = 500 Dado B, = 0.20 a, T, halle H en cada Ealdrm

4 8§ 3 v
Resp. —mm ":’ (A ---—Wm} TN e

.I:"-"".'-‘E. "‘--. d\' gt Lo i }? gt

Unl. hﬁjl de corriente, K = (8.0/1)a, (A/m), enx=0 ;epualn < pr. =3,de ln regién2, x > Oy
Dado H, = (100/u)(8, + 8) (A;m), h.] RO HEY ST

51

LBOE 5 20N S 4 Ml % ATl BB s dn
--ukm ERTT S, i Sy ot vty

El plano x = 0 contiene mewmmellmiﬁr ﬂedenidﬂl{qt-lemhmsiénd,x < 0y py=2,delaregién
2. x>0y py= "7 Dado Ll P

B, = ao-, +4.0a, + mo., T B, = au-. mm, 8. 96:, 7 e

i\ by - ’

I reg
1t

halle K. Resp, — {3 72-, = 918.,} (A}’m)

En el espacio vacio, D =D, sen (&': TR
Bz)a, . Utilizando las - ecuaciones de:
Maxwell, demuestre que

—Wilg Dy
B

JLALARE T TR
Dibuje los campos ent -t‘.'l lo largo del

eje z, suponiendo que D, > 0, f > 0.
Resp. Ver figura 13-8

B=——"sen(wt + fz)ay |

w0 =

En el espacio vacio,
B= B. enmu:l., I

Demuestre que
whB I'ef oi babizola
E= ----—-—!Ex“""ll_\. $
B

En una reglon hamogémn dondc =1y t,.,- 50, A
ongingamsigee ermeldord
E= 20::“" rog. ('Wm) l-p,H o [T)

" Halle w y H, i uionauh%om%QSyﬁoludm}an@Sﬂ&t rad/s, L8 A/m 0
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g 2 2RO patnse
o it Aty
14.1 INTRODUCCION {@-5) bty b
Algunas soluciones de onda de las ecuacionss de Maxwell han sido monsmdu yaen los pmhlunu
resueltos del capitulo 13. Elmnteapﬂnh&{jmimmt de las ondas electroma;

ticas. Como la mayorfa de las regiones de intefés son libres de carga, se supome quf. p =0.Por otrolado; hi}’
que suponer, materiales lineales mmm dkﬁl manera quu,!! =¢E,B=uHy ), = k.

14.2 ECUACIONES DE ONDA _

Con base en los principios anteriores y suponiendo que tanwtmo H son dependientes del tiempo
€', las ecuaciones de Maxwell (tabla/13+] ) se.transforman en ,g' <]

' VxH= (c+jm£)!'- |\ (i)
UxPechoull " . |\ (2)
VE=0" - | (3)
V'H-’G (4)

Ahora aplicamos la identidad vectorial
V x (V x A) £V(V- A) — VIA
donde, ran sdlo en: mamwumm RE 5511 TR TR Y T DL o 50 -‘_,_.-_._3_;_.*,._ sat o
25 v e (vu,).,um.),, o
Tomndo el rotacman tc ) x\(.?}, y unhunﬁ‘ﬁ)? [ s ELECER RS .ﬂ h : @\_ Qﬁw}’téﬂ
TR £ ~VH = ’(a +J(0£)(V x E) R g e
Fof N V= —jou(V x H) -
Ahora, sustnuyendo Vx E yVxH de (2) y (1), se obtienen las ecuaciones de onda vectoriales
T V’H=yH V2E = y’E YC = Ju) 4 (P

donde: 3% = jup(o:+ jeve):. umxﬁm:de;mmam%uhmma ;1muuwrmmle
imaginaria‘son:positivas: '« Lo sb bustigno! 8! .sdorol 8l & 2hmo

s .y, m, & b , 20! ome’

= et &l odad $taaa s M By
ﬁ-w\!’“‘\/ﬂr(&l -.+,1) v (5)
La constante a se llama facror de cteuuacadn ¥ ﬂ se llama comfame de.corrimienio de fase. La razén de

estos nombyres s¢ hard evidente en la seccidn 14.4. uyqqﬁ deonda seve que 3 tiene unidadesm - !, Sin
embargo, es Lostumbre dara y g en prmy rad}m gglpgi& , }'__ 9 eli(pgg (Np) es un?”tﬂudﬁd
adimensional mma el radidn.

http: //I|brosyseIUC|5nar|os net
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&

14.3 SOLUCIONES EN COORDENADAS CARTESIANAS

‘La familiar ecuaci6n escalar de onda en una dimensién,

PF_1PF
a2 Uror?

-tiene soluciones de la forma F=f(z ~Ut)y F= g (z + Ut) dondé fy g son funciones arbitrarias. Estas repre-
sentan ondas que viajan con velocidad U en las direcciones + z y — z, respectivamente. Ver figura 14-1. En
particular, si se supone una variacién arménica de tiempo ¢* , la ecuacién de onda se convierte en

‘ Foilt. 7]

con soluciones (incluyendo el factor temporal) de la forma
F = ‘C,lun-ll.! F = Dpitottpe) .

/f‘
L3¢ 3%s ey B
/ 16, ~U8)
5 f(zq) / Fa 1 1h

z

o Ut -

Fig. 14-1

o en las partes real o imaginaria de éstas. La figura 14-2
muestra una de estas soluciones, F =sen (wt — fz)ent=0y
en ! = n/2w; durante este intervalo de tiempo la onda se ha
movido una distancia d = U(n/2w) = n/2f ala derecha. Para
cualquier ¢ fijo, la forma de la onda se repite cuando zcambia
a 2n/P. La distancia Lt '

Fig. 14-2

se llama longitud de onda. De esta manera en la figura 14-2, la onda ha avanzado un cuarto de longitud de
onda a la derecha. La longitud de onda y la frecuencia, f = w/2n, guardan entre si la relacién conocida

¥=U

También, A= TU, donde T = 2nfw es el periodo. i
Las ecuaciones vectoriales de onda, de la seccién 14.2, tienen soluciones similares a las ya discutidas.
Como los vectores unidad a,,a,,y a, en coordenadas cartesianas tienen direcciones fijas, la ecuacién de onda
para H puede reescribirse bajo la forma
PH & atH % a*H - | P
x? W 0z : 2

De especial interés son las soluciones (ondas planas) que dependen sblo de una coordenada espacial, diga-
mos z. La ecuacibn se convierte entonces en :

http://li%:&ymcionarios.net



CAP. 14] ONDAS ELECTROMAGNETICAS 183

dando

H = Hoet"ay 6 . Hizt)=Hoe"e¥ay
Las soluciones correspondientes para el campo eléctrico son

E=E;e*"s; 6  Ezi)=Ege e ny

Aqui, a, y a, son vectores unidad fijos. La cantidad compleja y se defini6 en la seccién 14.2, En el
problema 14.2 se demuestra que
88, =ag'a,=0
es decir, que ningln campo tiene componente en la direccién de propsgacién.Siendo esto asi se pueden rotar
siempre los ejes para colocar.uno de los campos, digamos E, a lo largo del eje x. Entonces, a partirde(2) dela
seccion 14,2 se demuestra que H yace a lo largo del cje y.

La solucién de onda plana que se acaba de obtener depend: via 7 de las propiedades del medio (4, ¢, y
o). Esta dependencia se examinard en las siguientes tres secciones.
"

14.4 SOLUCIONES PARA MEDIOS PARCIALMENTE CONDUCTORES.

Para una regién de poca conductividad (¢j.: suelo himedo, agua de ml‘r), la solucién de la ecnmén de
onda en E es

E=EgeT""a,
Entonces, a partir de (2), de la lqoc_ibg 14.2,

-:‘m")snc—n‘,

La razén E/ H es caracteristica del medio (también depende de lafrecuencia). Més especificamente, para
ondas E=Ea, H= H /4, que se propaga en la direccion + z, la impedancia intrinseca, 0, del medio se
define por:

q::..__
r

De esta manera, n= %
\/a

donde la raiz cuadrada correcta puede escribirse en forma polar |y] /8, con

L4 .. i N He tan20 = — 0° <0 < 45°
o we y\
;e .
1+ (2)

(Si la onda se propaga en la direccién — z, E,/H, = —n. Enefecto, 7 se reemplaza por —y y se usa la otra
raiz cuadrada).

Al introducir el factor tiempo ¢/ y al eseribir y =u 4 jf se obtiene las siguientes ecuaciones para
campos en una reglén parcialmente conductora:

E(zt) = E e"'e"“' "’l
Hiz 1) = m e~ pllor=pz-tig

El factor e-@z atentia las magnitudes de E y de H cuando se propagan en direccién + z. La expresion
paraa, (5)de la seccién 14.2, deuhﬂadﬂibmaymlummmmh conductividad o sea cero, lo que
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sOlo es el caso de dieléctricos perfectos o/ de espacio vacio. De la misma manera, la diferencia de fase tem-
poral 8, entre E(z, 1) y H(z, Q desaparece s6lo cuando @ es cero.
La velocidad de propagacién y la longitud de onda estin dadés por:

g S
B Y R

o2 " '

) 4 w\/& i+ 13“)

Si se conoce la velocidad de proplgaezbn, Af = U puéde usarse para determi‘nlr la longitud de onda 4.
El término (o/we)? reduce tanto el valor de la velocidad'como €l de lalongitud de onda, de lo que sérianeén
espacio vacio o en dieléctricos perfectos, donde ¢ =0. Observése que el medm es dirpmfvo. es décir, ondas
con frccuenc:aad:ferentes o tienen diferentes velocidades U. .

1

14.5 SOLUCIONES PARA DIELECTRICOS rtmrscms
Para un dieléctrico perfecto, o =0, y asi : o

=0 B=ou - u=\/§£ﬁi

Como « = 0, no hay atenuacién de las ondas E y H. El dnguld cero sobre #f produce un H que esté en fase
temporal con E en cada localizacion fija. Suponiendo Eena, y ls propagac;én ena., las ecuaciones de campo
pueden obtenerse como limites de las de la seccign 14.4:

- LEn = Eo eﬂ“-.'-._’.'?l aar |55 &0
o G R R enggrona

La velocidad y longitud de onda son:
i 2 2n

= — ;{——:—-——

@
U=—-=— =

B S B wue
Soluciones en espacio vacio

El cspac1o vacio no es mis que un dieléctrico perfecto, para el cual

3

p=pu=4zx 10-7 H/m €= €y =8.854 %10

Para espacio vacio: p=n, = 120nQ 'y U=1c=3 x 10° m/s.

14.6 'SOLUCIONES PARA BUENOS CONDUCTORES

En los materiales ordinarios que se clasifican como conductores, ¢ > we en el rango de las frecuencias
précticas. Por ejemplo, en el cobre, para ¢l cual ¢ =5.80 X 107S/my € = ¢; = 8.854 x 10~'? F/m, seria
necesario que las frecuencias fuesen del orden de 10'6 Hz antes que we/o debiera retenerse en las expresiones
para la constante de propagacién y la impedancia intrinseca. Por lo tanto, haciendo we/a — 0,

@= ﬂﬂﬁm%@mcionﬁlﬁqg%eiﬁ
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Se ve que para todos los conductores las ondas E y H resultan atenuadas. Ejemplos numéricos mostra-
rén que ésta en una atenuacién répida: o siempre serd iguala 8. En cada localizacién fija, H esté desfasado
con E por 45° 0 71/4 rad. Una vez mas, suponiendo que E tiene direccion a; y propagacién a;, las ecuaciones
de campo son, a partir de la seccién 14.4:

E(z.f} G EO e-uejlual-'j_x"x - '»-H‘z;‘} = Eg e—lleﬂm-]:—ufd.].r

n|

P L e Seneoiee RO 4l
4 B \/E B nfuc

La velocidad y la longitud de bnda en un medio conductor se escriben aqui en términos de profundidad
de penetracidn,

Mas aiin,

'

1
nfue ! \

El significdo de este pardmetro se examina en la seccién 14.7.

=

14.7 PROFUNDIDAD DE PENETRACION 3
Las ondas E y H, cuando viajan en un medio conductor, son atenuadas por el factor e~ alavanzaralo
largo de z. Esta atenuacién es tan rdpida que a menudo las ondas pueden considerarse cero s6lo a unos pocos
milimetros de avance. .
Considérese que la regién z = 0 es unconductory,
justo adentro del conductor, en z = + 0, E tiene
magnitud 1.0 V/m. La profundidad de penetracion, & ,
se define como la distancia a partir de la cual |[E| ha
disminuido a ™' = 0.368 V/m. De esta manera

1 1
5=—=
o

(m)

S

Por conveniencia, z = 56 se toma a menudo como el 7
punto donde la funcién es cero, ya que ahi su valor es Fig. 14-3

0.0067 6 0.67% del valor inicial. A una frecuencia de 100

MHz, en el caso del cobre, la profundidad de penetracién es 6.61 um. Las ondas se atentian en 0.67%en 56, 6
33.0 um. Por consiguiente, el término propagacion, cuando se utiliza conjuntamente con el comportamiento
de la onda dentro de un conductor, es causa de mala interpretacion. Las ondas E y H dificilmente se
propagan. Como se verd en breve, la mayor parte de una onda incidente sobre la superficie de un conductor se
refleja. Sin.embargo, la porcién que continda dentro del conductor y se atenta rapidamente. no puede
ignqrarse completamente, porque da lugar a una densidad de corriente de conduecion J, y asus concomitan-
tes pérdidas de potencia de tipo éhmico. )

14.8 ONDAS REFLEJADAS . _ 0 e
Cuando una onda viajera llega a una eéntrecara .
entre dos regiones diferentes, es parcialmente reflejada Op iy €) Jer) 046

y parcialmente transmitida, y las magnitudes de estas i
dos partes estin determinadas por las constantes de las
dos regiones. En la figura 14-4, una onda viajera E se
aproxima a la entrecara z =0 desdela regién /, z < 0. E'
y E' estdn en z = —0, mientras E' est4 en z= +0 (en
regién 2). Aqui, i significa “incidente”, r “reflejado™ y 1 !
“{ransmitida”. .Se_sypone fie//Bresydetucionarios.net
ecuaciones para E y H pueden escribirse.

|

Fig, 14-4
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" Efz,t)= Eje" 1" ea,
E'(zlt} = Ej e’ ely
Ez1) = E{,e"”e}"'a \
Hi(z,t) = Hye 1%,
H'(z,1) = Hy "¢,
H'(z,t) = Hpe "el'a,

Con incidencia normal, E y H son completamente tangenciales a la entrecara y de esta manera son
continuos a través de ella. En z = 0, esto implica

£°+,E‘6¢E'g HB+H5"H‘0
Miés ain, la impedancia intrinseca en cualquier region es igual a +E/H, (ver seccibn 14.4).

g Hi =1 H -1y H, M2

Las cinco ecuaciones anteriores pueden combinarse para producir las siguientes relaciones dadas en térmi-
nos de las impedancias intrinsecas:

5‘6 Mz —M Hy S (el a

Ep " ’h“*"lz- H, . n, + 12

By 2y Ly g
E::_ N+ H, - M+ M

Las impedancias intrinsecas para varios materiales fueron examinadas antes. Aqui se repiten con ¢l
propésito de referencia:

medio. parcialmente conductor: g = ﬂj:?
medio conductor: n= \F L_
dieléctrico perfecto: n= \E ) §

espacio vacio: o = \Ezlm‘g

EJ!IH.O 1: Las ondnvn)ens E y H, en ¢l éspacio vacio (regién I)'inciden normalmente en la entrecara ¢on un
dieléétrico perfecto (regién 2), para el'que ¢, = 3.0. Compare las magnitudes ‘de las ondas E y H incidentes,
reflejadas y transmitidas en la entrecara.

1
My = o = 120m q,-ﬁ-ﬂﬂn?

&

B _m=m_ s Hy m=ta_o6

Es ny+my ;jo LI

Ey 20, o 2ny
= =732 - = 1.268
Ey nm+m OB, m+nm

14.9 ONDAS ESTACIONARIAS

Cuando ondas viajeras en un dieléctrico perfecto (o; = &; = 0) incideén normalmente en'la entrécara
con conductor perfecto (73 = o, hitp/AlDrosYceNBHId HaIOSIAEDN con la onda incidente produce
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una onda estacionariag. En tal onda, tal como se demuestra facilmente mediante una cuerda tensa y fija, las
oscilaciones en todos los puntos de un intervalo de media longitud de onda estén en fase. La combinacién de
las ondas incidente y reflejada puede escribirse

E(z,1) = [Ep el 99 4 Fy ehon+ol]q_ — gl o= e 4. fy bty

como n; =0, Ey/Ei=—1 y
E{Z.l') = eh‘(%'“m = E:)e#'hx Je —ZJE"‘,HD &E"‘l:

o, tomando la parte real,
E(z,t) = 2E| sen fzsenwt a,

_ La onda estacionaria aparece en la figura 14-5, a intervalos de 7/8, donde T'=2x/o esel periodo. En s =
0, E= 0 en todos los puntos. En1=1(7/8), los puntos extremos del vector E yacenenla curvaseno /. Enr=2
(T/8), yacen en la curva seno 2 y asi sucesivamente. Las curvas sinusoidales 2 y 6 forman una envolvente para
las oscilaciones. La amplitud de esta envolvente es dos veces la.amplitud de la onda incidente. Obsérvese que
los segmentos adyacentes de media longitud de onda estdn desfasados en 180° uno del otro.

14100 POTENCIA Y VECTOR DE POYNTING

Se escribe la primera ecuacién de Maxwell para una region de conductividad ¢ y luego se toma el
producto escalar de E con cada término:

VxHr—-o‘E+ca—E
at

E-(VxH)=0E + E- ¥

a
donde, como es usual, E? = E-E. Se utiliza la identidad vectorial V(A x B)=B-(V x A)— A+ (V x B)
para cambiar el lado izquierdo de la ecuacién.
: OE
H:(VxE)—V:(E x H)=0E +E.£E

Por la segunda ecuacion de Maxwell,

mupy/ﬂbfasy(sem%'fqﬁaﬁggg?et
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Similarmente, Eie oE ok GE? .
ot - 2 :9nd
Sustituyendo y reordenando términos,
1 _€OE' poH?
e 2:01- 2@ yeEx Y

Si esta igualdad es vdlida, entonces la integracion de sus términos sobre un volumen general v debe ser vilida
también. o

1. [ [€9E> | woH? g
LUE i I.(lf_ 5 )dv . f ®xH)-as .
donde el Gltimo término ha sido convertido a una integral sobre la superficie de v mediante el teorema de
divergencia. !

La integral de la izquierda tiene unidades watts y es el término 6hmico conocido para representar la
energia disipadan calor por unidad de tiempo. Esta energia disipada tiene su fuente en las integrales de la
derecha. Como € E?/2 y uH?/2 son las densidades de energia almacenadas en los campos eléctrico’y magné-
tico respectivamente, las derivadas negativas respecto del tiempo pueden considerarse como una disminucién
en esta energia almacenada. Por consiguiente, la integral final (incluyendo el signo menos) debe ser la tasa de
energfa que penetra el volumen desde fuera. Un cambio de'signo produce el valor ifstanidneo de energia que
abandona el volumen:

P{r)=fs(E x H)-ds=§sav-ds

donde 2 = E x H es el vector de P!oynn‘.ng; tasa instantdnea de flujo de energia por unidad de 4rea en un
punto. /

En el producto vectorial que define el vector de Poynting, los campos se suponen reales. Perosi, Ey H se
expresan en forman compleja y dependen en comiin del tiempo, /"', entonces el promedio de tiempo de &
estd dado por

#,.n=1Re (E x H*)

donde H* es la conjugada compleja de H. De esto se sigue la potencia compleja del andlisis de circuitos,
S = 4VI*, de la que la potencia es la parte real, P = § Re VI*.

Para ondas planas, la direccidn del flujo de energia es la direccién de propagacién. De esta manera, el
vector de Poynting ofrece una forma util y libre del sistema de coordenadas:de hallar la. direcciéon de propa-
gacion o de determinar las direcciones de los campos, si la direccién de propagacién es conocida. Esto puede
tener mucho valor cuando se examinan ondas incidentes, transmitidas 'y reflejadas. # *

Problemas rgsueltos

14.1.  Una onda viajera estd descrita por y =10 sen (fz— @¢). Dibujelaondaen!=0yen f=1,,cuandoha
avanzado 4/8, si la velocidad es 3 x 10° m/s y la frecuencia angular @ = 10°rad/s. Repita ¢l ejercicio
para w =2 X 10° rad/s y el mismo tiempo f,.

La onda avanzada A en un periodo, T'=2n/w. Por tanto,

T =n
L ™
http://ilrosygalygionarios; net
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14.2.

14.3.

14.4.
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y = y t=0 :

'UL" = "\\/f”' 10 - f\/;;;'
/ - i [} -mt:
J’ \\ / '., : l' ' .‘ ! 2

- M2\ N\ A/ ->| (W RY]

236 m \ ,,’ 236 m /

(a) (b)

Fig. 14-6

La onda se muestraen /=0y /=1 en lafigura 14-6(a). A una distancia de dos veces la frecuencia, la longitud de

onda 4 es la mitad y la constante de desfasaje f§ es dos veces el valor anterior. Ver figura 14-6(#). En 1, la onda

avanzo también 236 m, pero esta distancia es ahora 1/4.

Demuestre que para la onda plana (omitiéndose la dependencia con el tiempo)
H=Hje*"a,

donde a, es un vector unitario fijo, ag - a, = 0.

En términos de vectores cartesianos unidad,

ay = (0 a)a. + (ag ), + (ay o),

y asi

H=Hoe*(ay *a)a; + Hoe*"(ay a,)a, + Hoe*"(ay - a,)a,
La ecuacién de Maxwell V+ H=0 da entonces

8 2 v

3; [Hoe™ " (ay * 8,)] = 0 6 tyHoe "(ay - 2,) =0
lo que sélo se cumple si ay * 8, = 0.

En el espacio vacio, E(z,t) = 10? sen (wt — fz)a, (V/m). Obtenga H(z, 1).

Un examen de la fase, wt — Bz, revela que la direccién de la propagacién es +2. Como E x H debe estar
también dirigido segin + 2z, H debe tener direccién —a,. Por lo tanto,

E 3 ;
_;L =1, =120 Q 6 H,=- llism{mr — pz) (A/m)
y H(z,1) = — Esn:n(mr — fz)a, (A/m)
’ 120n ” :

Sea la onda del problema 14.3. Determine la constante de prapagaclén ¥, sabiendo que la frecuencia
es =955 MHz.

En general, ¥ = /joulo +j'r.;). En el espacio vaclo, ¢ =0, asi que

v =jon/ota = Jaf/e) =) ZES XD _ a0y o

- Obsérvese que este resultaliiRaHDEQEYS AMCIRRANQSNEL = 0 y la constante de desfasaje es

B=20rad/m.
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Examine el campo
E(z,t) = 10sen(wt + fz)a, + 10cos(wt + fz)a,
en el plano z =0, para wf'=_0. n/4.n/2,3n/4 v n.
Los calculos se\prcsems; en la tabla 14-1.

Tabla 14-1

wt E, = 10senewt E, = 10coswt E=E,a +E,a,

g . 0 10 10a,

/4 10/,/2 . m;ﬁ 3 m‘!x j:_) _'_»)

n2 | ® 000 0 108,

In/4 10/,/2 ~10//2 ' m(".'\”;.;.’}

n 0 - 10 I'D'{;—a,}'

Como se muestra en la figura 14-7, E(z, 1) tiene polarizacion circular. Ademds, la onda viaja endireccion -a_,

Un campo H viaja en direccion —-a .enelespacio vacio con una constante de desfasaje de 30.0 rad/ m
y una amplitud de (1/3n) A/m. Si el campo tiene direccién —a, cuando + =0 y z =0, escriba las
expresiones apropiadas para E y H. Determine la frecuencia y la longitud de onda.

En un medio de conductividad o, la impedancia intrinseca n, que relaciona E y H serfa Eompleja y por

tanto, la fase de E y H deberia éscribirse en forma compleja. En el espacio vacio esta restriccién es innecesaria,
Utilizando cosenos, entonces, !

H(z, 1) = — ilicos (wt + pz)a,

Para la propagacion en —z,

ﬁ—‘ = —flp = ~120n 0} o E,; = +40cos{wr + Bz) (V/m)

¥

De esta manera E(z,t) = 40 cos{wt + fzja, (V/m)

Como f = 30 rad/m,

207 ¢l axioh 4s
A= — = - = = — = lﬂa H
- n g 5

Determine la constante de ﬁropagaciény para un material que tiene g, = 1, ¢, =8 yo =0.25 pS/m,
si la frecuencia de la onda es 1.6 MHz.

En este caso,
a 025 x 10712

- = -9
wel 2x(16 x 109)@Y10-7736m) 0, >0

g http://librosysolucipparios.net
=0 P B=w m=2@(9—§@—9.48x10"mdfm
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14.8.

14.9,

14.10.
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y y=a + B = j9.48 x 107 * m~"'. El material se comporta como un dieléctrico perfecto a la frecuencia dada.
La conductividad del orden de | pS/m indica que el material es mds aislante que conductor.

Determine el factor de conversion entre el néper y el decibel.

Considérese una onda plana viajera en direccion 4 z, cuya amplitud decae de acuerdo con la expresidn
E=Eje™ ™
A partir de la seccidn 14.10. la potencia conducida por la onda es proporcional a £?, de tal manera que
P= P2
Entonces, segtin la definicion de dccil;c]. la caida de la potencia en una distancia z es 10 lo_g 10 (Py [ P)dB. Pero

Py V1M By 020 (s 3
10]log;o —F = 2_362_6 In F = 2—.3'@ {u} - 8.686(&2)

n
Asi pues, 2z népers es equivalente a 8.686(a z) decibeles, es decir
1 Np = 8.686 dB

oA qué frecuencia puede considerarse la tierra un'dieléctrico perfecto, si ¢ ='5'x 1073 §/m, y, = 1,
¥ € = 87 ;Puede suponerse a = 0 a estas frecuencias?

Suponga arbitrariamente que

—_— S —
we ~ 100
marca la frecuencia de corte. Entonces

g M R
27 e *

Para o/we pequefio, |

o5 RT3 e Ve =

Asi pues, no importa qué tan alta sea la frecuencia, a serd alrededor de 0.333 Np/m, o casi3 dB/ m (ver proble-
ma 14.8); x no puede suponerse cero.

Halle la profundidad de penetracion & a una frecuencia de 1.6 MHz en el aluminio, donde ¢ =
38.2 MS/m y u, = 1. También halle y y la velocidad de onda U.

6=—]—=6.44 x 107* m = 64.4 ym

T

Como a=f=6",
y= 155 x 10* + j1.55 x 10* =220 x 10* / 45° m!

" ¥ http://libros,ys(%juqipgeﬂ%.net
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14.11.

14.12.

14.13.

ONDAS ELECTROMAGNETICAS [CAP. 14

Calcule la impedancia intrinseca 7, la constante de propagacién y ¥ la velocidad de la onda U para
un medio conductor en el que ¢ = 58 MS/m, 4, = 1, a una frecuencia f =100 MHz.

y=J/wue /45° = 2.14 x 10° .4_’45' m"}
= % =3, ~8 o '
n J:{ds 369 x 1072 /45 '@

a=f=151x 10° 6=£-6.61pm U=wd=4.15x 10° m/s

Una onda plana que viaja en la direccién +z, en el espacio vacio, (z < 0) incide en forma normal en
z =0 sobre un conductor (z > 0) parael que g =61.7 MS/m, g, = 1. Laonda E enel espacio vacio,
tiene una frecuencia f = 1.5 MHz y una amplitud de 1.0 V/m. En la entrecara est4 dada por

E(0,t) = 1.0sen2nfta; (V/m)
Halle H(z,l‘) parax 2> 0.
Para z > 0, en forma compleja,
E(z,t) = 1.0e™e/2nft-2lg . (V/m)

donde se tomard finalmente la parte imaginaria. En el conductor,

a=f=/nfus = /2(1.5 x 10°)4n x 10~ ")(61.7 x 10°) = 1.91 x 10*

n= ﬁ 45° = 438 x 10™4¢i
o

Entonces, como EJ/(—H,) =n,
H(z.r) = —2.28 x 107 ¢ el 3x/t-ps=xidig_ (A/m)
o, tomando la parte imaginaria,
‘H(z,t) = -2.28 x 10° e~ "*sen (2nft — fz — n/4)a, (A/m)

donde f, «, y £ los que se dieron antes.

En el espacio vacio E(z, 1) = 50 cos (wt — fz)a, (V/m). Halle la potencia promedio que cruza un
drea circular de radio 2.5 m en el plano z = constante. .

En forma compleja,
E = 50e/“~fg_  (V/m) g

ycomo pn=120nQ) yla propagacion es en +2z,
H= o ety (A/m)
12x *

Entonces 2. ..=1Re(E x H*) = 5{50)(1—;;)1, W/m?

El flujo es normal al 4rea, y asf

httpyﬁg%gx%‘w_ign_agg%net
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14.14.

ONDAS ELECTROMAGNETICAS

Una fuente de voltaje v, se conecta a una
resistencia pura K mediante una extension
de cable coaxial, como se muestraen la figu-
ra l4-8(a). Demuestre que utilizando el
vector de Poynting # en el dieléctrico, se
obtiene la misma potencia instantdnea en la

" resistencia que con el método de andlisis de

4.15,

i.16.

circuitos.
Del problema 7.9 y la ley de Ampere,

E e _t‘ H i
rna)™ Y W=
donde a y b son los radios de los conductores

interno y externo, tal como se muestra en la figu-
ra 14-8(b}. Entonces

i
R T e

Esta es la densidad instantédnea de potencia. La
potencia instantdnea total sobre la seccién trans-
versal del dieléctrico es

P(t) = l.-rdrdtpn,s-uil

AR vi

-'lJ J. 2nr? In (bfa)
lo que se obtiene también a partir de la teoria de
circuitos para la pérdida instantédnea de potencia
en la resistencia. 3

(a)

b)
Fig. 14-8

193

Determine las amplitudes de E y H reflejadas y 1ra::mmi_tida's en la entrecara que apauc_é_ enlafigu-

ra 14-9, si E = 1.5 x 1072 V/m en la regién . en la cual ¢,y = 8.5, My = lya; =0.. La region 2

es espacio vacio. Suponga incidencia normal.

g

i - F"“"-:lzon s = 1200 Q = 377Q

fo &y

By =M 935 % 1074 V/m
M+

2
By = :2,, Eb =224 x 10~ V/m
2 1

i B
Hy=—"=116 x 10°* A/m.,,

M

Hy= ;}—‘-}Z’ Hy= =569 x 10~ Ajm
1 r -

2n,

H =
% M+ 12

Hp =591 x 107® A/m

Fig. 14-9

La amplitud de E' en el espacio libre (region /) en la entrecara ¢6n la regién 2 es 1.0 V/m. Si Hy =

—1.41 x 1073 A,"m. €y = 18.5 Yy o= 0, halle Hea

De
E—a= —120r 2 = -37702
Hy :

Ej 10 —377(377 + n,) /

S

Ey _n—377
377+ n,

H, ~ =141 x tep:/Bresysoluciohariogtet?* @



14.17.

14.18.

14.19.

ONDAS ELECTROMAGNETICAS [CAP. 14

Entonces

Ho Fe2 =19
1234 <o(18.5) 6 ez = 1984

Un campo normalmente incidente tiene amplitud E} = 1.0 V/m en el espacio vacio justo afuera del
agua de mar para la cual ¢, = 80, #, = 1y 0 = 2.5 S/m. Dada una frecuencia de 30 MHz, ja qué
profundidad tendri E una amplitud de 1.0 mV/m?

Sea el espacio vacio la regién / y el agua de mar la regién 2.
=370 N =973 {43.5’ 0

Entonces la amplitud de E justo dentro del agua de mar es Eg.

Ey  2q, -2

i e L8 6 =507 x 107*V/m

E; m+m B

]

De y=./j jae) = 2436 / 46.53° m™'.
o = 24.36 c0s 46.53° = 16.76 Np/m

Entonces, Gc g
1.0 x 1073 = (507 x 10~ )¢~ 16-76*

z=0.234 m.

Un campo E que viaja en el espacio libre, de amplitud 100 V/m,
golpea una hoja de plata de espesor 5 ym, como la que se mues-
tra en la figura 14-10. Suponiendo 'o = 61.7 MS/m y una fre-
cuencia f =200 MHz, halle las amplitudes E,, E; y E,.

Para la plata a 200 MHz, n =506 x 107> /45° Q
E; _ 2506 x 107%/ 45°)

E, 3774506 x 10-° / 45° . E;'=268 x 107* V/m

€91 Ko

E =Ey

Dentro del conductor,
« =B = /nfuo =221 x 10° —--| Sum |-—
De esta manera, ademds de la atenuacién hay un desfasaje cuando la
onda viaja por el conductor. Como E; y E, representan valores maxi- Fig. 14-10
mos de ondas que varian sinusoidalmente, este desfasaje no se invo-
lucra. ;

Ey= Eje ™ = m x_lo-!k-ll.tl 1095 = 107%) _ ggg 5 1074 V/m

y
E, 2(377) -
K- essexi00/6  ° - el
Problemas suplementarios
Dado http://librosysolucionarios.net

E(z,1) = 10°sen(§ x 10 fz)a, (V/m)
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en el espacio vacio, haga el trazo de la onda en =0 y en un tiempo ¢, cuando ha vu,]ldo A/dalolargodelejez.
Halle 1.8 y ). Resp. t;=262ns, B=2rad/m, A=nmm.Ver figura I4-11.

14.20.  En el espacio vacio,
H(z,1) = 1.0¢/!-3 7 10% 809 (A/m)
Obtenga una expresion para E(z, 1) y
determine la direccién de propagacién.
Resp. E, =37TV/m, —a,

14.21.  En el espacio vacio,

H(z.¢) = 1.33 x 10~
x cos(4 x 10”1 — fz)a, (A/m)

Obtenga una expresion para E(z, r). Halle

Byh P
R o =50 V/m, (4/30)rad/m, I5xm .
/z L g
4.22. Una onda viajera tiene una velocidad de ,’ \
10¢ m{s y esta descrita por * P
- L { gt gl | |
y=10cos(2.52 + wi) .5 7 G Na A2 »~

Dibuje la onda como funciénde zen =0 ;’ \ i
y 1= 1, = 0.838 us. (Qué fraccién de la = =0 N_
longitud de onda es recorrida entre estos ) i f
dea Hiempos1 Gl A=25Im = !
Resp. 1/3. Ver figura 14-12. .

: Fig. 14-12

14.23.  Halle la magnitud y direccion de
E{z,1) = 10sen{wr — Bz)a, — 15sen(wt — Bz)a, (V/m)
eng =0, z=34/4.  Resp. 1803 V/m, 05552, — 9832, -

14.24. Determine 7 a 500 kHz para un medio en el cual jt, = 1, ¢, = 15, & =0. ;A qué velocidad viajard un campo
clectromagnético en este medio?  Resp. j4.06 x 10-2m™", 7.74 x 10" m/s

14.25. Una onda electromagnética en el espacio vacio tienc una longitud de onda de0.20 m. Cuando esta onda penetra
un dieléctrico perfecto, la longitud de onda cambia a 0.09 m. Suponiendo que g, = 1, determine ¢, y la veloci-
dad de propagacién.  Resp. 4.94, 1.35 x 10°m/s

14.26. Unaonda electromagnética en el espacio vacio tiene una constante de desfasaje de 0.524 rad/ m. La misma onda
tiene una constante de desfasaje de 1.81 rad/m después de entrar en un dieléctrico perfecto. Suponiendo que
#s = 1, determine €, ylavelocldlddepropamén. Re.lp 11.9, 8.69 % 10" m/s

14.27.  Halle la constante de propagaci6n a una frecuencia de 400 MHz para un medioenel cual ¢, =16, y, =4.5y g =
0.6 S/m. Halle la razén entre la velocidad U y la velocidad en el espacio vacio.
Resp. 9958 /6034° m™"', 0097

14.28.  En un medio parcialmente conductor, ¢, = 18.5, g, =800 yo = | S/m. Halle a, §,5 y la velocidad U, para una
frecuencia de 10° Hz. Determine H(z, 1), dado

E{z.1) = 50.0¢™*" cos (wt — fiz)a, (V/m)

Resp. g?ﬁf;}‘zgm 4]&6%0&&%1?0@ het
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14.29. Para la plata, ¢ = 3. 0 MS;‘m ‘,A qué frccucncm la profundldﬂd de penetracién § serd | mm?

Resp. ' '84.4 kHz :

14.30. A cierta frecuencia, la constante de desfasaje 3.71 x 10% rad/m en el cobre (o = 58. 0 MS/m), Determine la
frecuencia. Resp. 601 MHz

14.31.  La amplitud de E justo dentro de un liquido es 10.0 V/m y las constantesson: g, =1,€ =20yg=0.505/m.
Determine la_amplitud de E a una distancia de 10 em dentro del medio para frecuencias de (a) 5 MHz,
(b) 50 MHz,y (¢c) 500 MHz.  Resp. (a)7.32V/m; (b)3.91 V/m; (6)142 V/m

14.32. En el espacio vacio, E(z,1) = 1.0sen(wr — z)a, (V/m). Demuestre que la potencia promedm quc cruza un
disco circular de radio 15.5 m-en un plano z = constante es | W,

14.33.  En coordenadas esféricas, la onda esférica ' \
100 5
E= Tscnﬂcm (ewor — pr)ag (V/m) H= [—)lzr-g-s—'sunﬂcm{wl =~ fria, - (A/m)

resenta el campo a grandes distancias r de una cierta antena dipolo en el espacio vacio. Halle la potencia
promedio que pasa a través del cascarén hemisférico r =1 km, 0 <8 < n/2. Resp. 555 W

14.34.  En el espacio vacio, E(z, 1) =150 sen (wt — fz)a, (V/m). Halle la potencia totat que pasa a través de un drea
rectangular de lados 30 mm y 15 mm, en el plano z = 0. Resp. 13.4 mW

14.35. Unaentrecara de espacio vacioy plata tiene E., =100V ,fmen el lado del espacio vaciu La frecuenciaes |15 MHz
y las constantes de la plata son: ¢ =g, =1, ¢ =61.7 MS/m. Determine E, y E! ‘en Ia entrecara.

Resp. —100V/m, 735 x 107* f 45° V/m

14.36.  Una entrecara de espacio vacio y conductor tiene H ! =1.0 A/men el lado del espacio vacio. La frecuencia es
31.8 MHz y las.constantes del conductor son: ¢, = ,u, =1, ¢ =1.26 MS/m. Determine H{ y H; ylaprofun-
didad de penetracién de H ,. Resp. 1.0A/m, 20 Mm, 80 um

£

14.37. Uncampo H que viaja en el espacio vacio, de amplitud 1.0 A/m y frecuencia de 200 MHz gulpﬁa una hoja de

plata de 54 m de espesor con ¢ =61.7 MS/m, tal como se muestraen la figura 14-13, Halle H; Jum despues de
pasar la hoja.  Resp. 1.78 x 107% A/m

14.38. Uncampo E que viaja en el espacio vacio, de amplitud 100 V/m, golpea un dieléctrico perfecto, como el que se
muestra en la figura 14-14. Determine E!.  Resp. 59.7V/m

14.39. Un campo E que viaja en el espacio vacio golpea un medio parcialmente conductor, tal como se muestra en la
figura 14-15. Dada una frecuencia de 500 MHz y ,E, =100 V/m, determine y H,.
Resp. 19.0 V/m, 0.0504 A/m

€g+Hp 3 €. Mg

Hi

Sl http://librosysolucionarios.net

Fig. 14-13 Fig. 14-14 Fig. 14-15



Apéndice

\ Prefijos de unidades S

Factor Prefijo Simbolo Factor Prefijo Simbolo
/ 10'® exa E (107! deci d)
10'3 peta © P (10-2 centi ¢)
10'? tera b 10-? milli m
10° giga G 10°% micro U
108 mega M 10-° nano n
10° kilo k 1012 pico P
(s0? hecto h) 1g=ts femto f
(10 deka da) 10718 atto a

Divergencia, Rotacional, Gradiente y Laplaciano

Coordenadas cartesianas

04, oA, 84, o
el e e
04, 04, oA, A, 0A, 0A,
kient az)' (‘a?‘?a? (ax ay)
v v av
\?V=a—n,+5a,+5;l,
2 v & 2
sz_aV v v

wraita

Coordenas cilindricas

18 104, 04,
rar( )+r ag r 8z

Vi (191_‘1*&)., (

V-A=

R ]

laV aV
V= 4ra¢"}"
13*%v &%
2 —— —_—
L rar( )+r"6¢2+623

http://Iibrosysollgcionarios.net
19

i



198 ’ APENDICE

Coordena esféricas

1 1 1 24,
v A=76 eae(“"““ B+ ent
1 1 aA, d A,
L & rsen 9[60“‘““8) 6¢] r[senB 5¢ T ar {A*)]."-" l (e4,) - ]a"
Ve av 18V 1. .6V
Mt re™t renoop™
l é [ ,aVv I
= o) e flnefoluchongibs et
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