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Proélogo

Este libro estd disenado para un curso trimestral de ecuaciones diferenciales or-
dinarias. Presentamos los teoremas y técnicas de solucién que consideramos bdsicos en
un estudio introductorio de ésta importante disciplina de las Matemdticas. Aunque no
hemos puesto énfasis en las demostraciones, proporcionamos una buena cantidad de ejer-
cicios resueltos, de modo que un estudiante de Ingenieria podria obtener, mediante su
andlisis, un nivel satisfactorio en los diferentes métodos de solucién de ecuaciones dife-
renciales y sus aplicaciones elementales mas comunes. Para el curso sugerimos seguir
el orden previsto, no obstante, si algin lector considera que es demasiado material se
pueden omitir las secciones 2.8, 2.9 y 2.10.

Los diferentes temas se exponen en forma clara y sencilla para su inmediata com-
prensién. En las primeras secciones los desarrollos se hacen de manera exhaustiva. Més
adelante, lo que ya es eonocido no se desarrolla completamente, sino que se dejan al lector
los detalles que en ese momento ya estd en capacidad de realizar. En consecuencia, el
texto se puede utilizar para un curso tradicional o bien, para un curso en el Sistema de
Aprendizaje Individualizado, en el que el alumno estudia por su propia cuenta.

En el capitulo uno ilustramos la aplicacién de las ecuaciones diferenciales. Mas que la
solucién y el entendimiento de los problemas planteados, buscamos motivar el interés en
estudiar ecuaciones diferenciales, a través de problemas actuales como son el crecimiento
de poblaciones, el impacto de la publicidad y las curvas de persecucién, entre otros.

El capitulo 2 estd dedicado a la solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden. Se analizan, uno por uno, varios de los métodos mas usuales e incluimos
la seccidén 2.7 en la que se aborda el problema de resolver una ecuacién dada empleando
el método més conveniente. En esta seccién se proponen 80 ejercicios, debido a que
usualmente los libros de texto estudian la solucién de ecuaciones diferenciales por tema
y el alumno sabe que las ecuaciones que se le plantean son del tema estudiado; pero en
la préactica y en sus cursos posteriores las ecuaciones con que se encuentra las tiene que
resolver sin conocer de antemano de que tipo son.
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El capitulo 3 muestra la aplicacién de las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden, entre las cuales estan las mas accesibles para los estudiantes, ya que se espera que
ellos sean capaces de entenderlas y resolver problemas relacionados con éstas.

En el capitulo 4 nos concentramos en resolver ecuaciones diferenciales ordinarias linea-
les de orden dos. Pensamos que no nes dificil entender los resultados para orden mayor que
dos y aplicarlos a casos sencillos de ecuaciones homogéneas con coeficientes constantes,
razén por la cual aparece la seccién 4.5.

Finalmente, el capitulo cinco contiene diversas aplicaciones de las ecuaciones diferen-
ciales ordinarias lineales de segundo orden con coeficientes constantes. Proponemos sélo
como ejercicios los correspondientes al movimiento vibratorio de una masa sujeta a un
resorte y de circuitos eléctricos, para no caer en un exceso de material, aunque en el
capitulo aparecen otras aplicaciones.

Queremos destacar que en las paginas 220 a la 243 se encuentran las respuestas
de todos los ejercicios propuestos, lo cual serd de gran ayuda para que el estudiante
compruebe sus conocimientos.

El libro incorpora el producto del trabajo realizado por los autores al impartir en
varias ocasiones el curso de ecuaciones diferenciales ordinarias en la UAM-A. También
agradecemos a la M. en M. Marina Salazar Antunez y al M. en C. José Luis Huerta
Flores por sus valiosos comentarios y problemas aportados.

Al final, presentamos algunas referencias bibliograficas que esperamos sean utiles para
los lectores interesados en profundizar en el estudio de algin tema o de conocer otras
aplicaciones.
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Capitulo 1

Introduccion

“FEl lenguaje para entender a la naturaleza es la matematica.”
Galileo Galilei.

1.1 Ecuaciones Diferenciales y Modelos Matematicos

Una gran cantidad de leyes en la Fisica, Quimica y Biologia tienen su expresion natural
en ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales. También, es enorme el mundo de las
aplicaciones de las ecuaciones diferenciales en Ingenieria, Economia, Ciencias Sociales,
Astronomia y en las mismas Matemadticas. La causa es simple, si un fenémeno se puede
expresar mediante una o varias razones de cambio entre las variables implicadas entonces
correspondientemente tenemos una o varias ecuaciones ecuaciones diferenciales.

El ejemplo mds simple de una ecuacién diferencial proviene de la segunda ley de
Newton F' = ma, ya que si un cuerpo cae bajo la influencia de la fuerza de gravedad

entonces
ma = mg,
d%y L :
y como a = —5, donde y(t) denota la posicién del cuerpo al tiempo ¢, tenemos
d*y
dt2 - g)

que es una ecuacién diferencial ordinaria, cuya solucién es la funcién de posicién y(t).
Si ademéds suponemos que sobre el cuerpo actia una fuerza de fricciéon con el medio
que lo rodea, cuya magnitud es proporcional a la velocidad instantdnea dy/dt, se sigue

que ,
dy dy
de donde P L d
y_ Kay _
dt? + m dt g

9
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10 Capitulo 1. Introduccion

Otros ejemplos son las famosas ecuaciones en derivadas parciales del calor, de onda
y de Laplace, que tienen la forma

du Fu P 1o
ox?  Oy? 922 a2 dt’
Pu Pu u 1 0%u

+ =+ = S,
ox?  oy* 022 a? Jt?
u  O%u O _ 0

ox? + oy? + 022

respectivamente, que han sido fuente inagotable de diversos trabajos de investigacion.

En nuestro caso nos restringiremos al estudio de las ecuaciones diferenciales ordinarias.
A continuacién presentaremos algunos problemas que motivan el interés en el estudio de
estas ecuaciones.

EJEMPLO 1. ; Se puede predecir la poblacién de un pais?
La siguiente tabla muestra el nimero de millones de habitantes que habia en toda la
Republica Mexicana, de acuerdo al censo del afio que se indica.

Ano 1900 | 1910 | 1920 | 1930 | 1940 | 1950 | 1960
Poblacién (millones de hab.) | 13.61 | 15.16 | 14.33 | 16.53 | 19.65 | 25.78 | 34.92

Con base en los datos de la tabla y ubicdndonos en el afio de 1960, ;se podria haber
hecho una estimacién para la poblacién de los anos 1970 y 1980 ?

Solucion. Una suposicién razonable es que la rapidez de variacién de la poblacién con

respecto al tiempo es proporcional a la poblacidn, es decir si P(t) denota la poblacién al

tiempo t entonces ip
i aP,

donde a es una constante positiva.

Asi, para conocer la poblacién en cualquier tiempo hay que resolver la ecuacién
anterior. La solucién es P(t) = ce®, con ¢ una constante arbitraria. Para determinar c
tenemos la condicién inicial que en t = 0 (correspondiendo al afio de 1950) la poblacién
es 25.78, de donde P(t) = 25.78e*.

Para encontrar la constante de proporcionalidad podemos usar que P(10) = 34.92.
En consecuencia

P(t) — 25.7860‘030346“

Ahora para 1970 la poblacién aproximada seria P(20), que dé por resultado
P(20) = 47.30.

La poblacién para 1980 se estimard en P(30) = 64.07.
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1.2. Ecuaciones Diferenciales y Modelos Matematicos 11

Es interesante comparar los valores calculados con los que se reportaron en los censos
respectivos. Los censos realizados mostraron que la poblacién en 1970 y 1980 fue de 48.22
y 67.41 millones de habitantes, respectivamente.

Con base en los dos tltimos datos jqué poblacién se esperard para los anos 2000 y
20107

EJEMPLO 2. ;Es posible medir el impacto de la publicidad?

Cierta compania produce un articulo destinado a una poblacién en la que hay un
numero M de potenciales compradores. La compania decide establecer una campatia de
publicidad para promocionar su producto. Los propietarios de la compania han solicitado
a su departamento de publicidad una medida del impacto de la publicidad. ;Se puede
ayudar a los publicistas?

Solucién. Hay varias maneras de medir el impacto de la publicidad, una es la siguiente.
Sea y(t) el nimero de personas que conocen el producto al tiempo t. Supongamos que la
velocidad con que varia el numero de personas que conocen el producto es proporcional
tanto al nimero de personas que conocen el producto, como al de las que todavia no lo

conocen. Entonces

dy

—2 = ky(M —y), 1.1
7 = M=y (1.1)
donde k es una constante positiva. En la seccién 3.3.3, ejemplo 2, se muestra como

resolver (1.1). Su solucién es la funcién

y(t) (1.2)

T 1+ ce kM
con ¢ una constante.

En la literatura econémica a la ecuacién (1.2) se le conoce como ecuacion de la curva
logistica, la cual nos da una medida del numero de personas que conocen el producto al
tiempo t. La forma general de su gréfica se muestra en la figura 1.1.

i

Figura 1.1: Curva Logistica

—

0
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12 Capitulo 1. Introduccién

EJEMPLO 3. Espejos Parabdlicos.

Supéngase que senales luminosas (o de algin otro tipo) viajan en el plano zy y
paralelamente al eje y, chocando con la curva cuya ecuacién es y = f(z) y reflejandose
de tal manera que todas ellas concurren en el punto F'(0, p) con p una constante positiva.
Véase la figura 1.2. Comprobar que la curva y = f(x) es una pardbola y que ademas en
caso de que pase por (0,0) su ecuacién es 4py = z2.

y
y=f(x)

Y
N

T

Figura 1.2: Sefiales luminosas

Solucién. Escribiremos primeramente el problema en lenguaje matematico. Para un
punto cualquiera P(z,y) en la curva y = f(z), la derivada es igual a la pendiente de la
recta tangente a la grafica de f en dicho punto, es decir

dy
= ) 1.
tan 6 (1.3)

En la figura 1.3 se puede ver la configuracién de la curva y = f(z), la recta tangente l;
en el punto P(z,y), el punto F(0,p) y los dngulos a y 6. Esta configuracién se obtuvo de
los principios basicos de la Geometria Euclideana y del hecho fisico de que la magnitud del

angulo de incidencia es igual a la magnitud del angulo reflejado. Del tridngulo rectdangulo
APQS se obtiene la igualdad

PS 1 1
tanf = — = — = 1.4
an QS %% tan o (14)
y del tridngulo rectangulo APFV la igualdad
tan(d — @) = 2 ;p. (1.5)

Recordando la identidad
tand — tana

tan(f — o) = 1.6
an( @) 1+ tanftana (16)
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1.2. Ecuaciones Diferenciales y Modelos Matemé&ticos 13

Y A
=f(x)
Y%
o~
. P(x,y)
o
F(0,p)—10-¢ O v
()

Figura 1.3: Espejo parabdlico
y sustituyendo en ésta (1.3),(1.4) y (1.5) obtenemos finalmente la ecuacién
dy 2 dy
2l —2u—p)ZL —r=0. 1.7
() -2-pf-a 5

La ecuacién (1.7) se resuelve en el ejemplo 7 de la seccién 2.2. Su solueién es

_A’? +24Ap—1
B 24 ’

y (1.8)

donde A es una constante. Nétese que (1.8) es en efecto la ecuacién de una pardbola. Si
sabemos que la curva y = f(z) pasa por el punto (0,0) es decir y = 0 cuando z = 0, de
acuerdo con (1.8) se sigue que,

0=2Ap—1,
de donde

Al sustituir el valor de A en (1.8) nos lleva a

o bien

como se afirma en el enunciado.
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14 Capitulo 1. Introduccidén

EJEMPLO 4. Curvas de persecucion 1.

En medio de una gran bruma, un destructor y un submarino de dos naciones distintas,
se descubren estando a 4 km de distancia. Inmediatamente el submarino se sumerge y
avanza en una direccion fija a toda velocidad. ;Qué trayectoria debe seguir el destructor
para asegurarse de que estara exactamente encima del submarino si tiene una velocidad
igual a tres veces la del submarino?

Solucidén. Utilizaremos coordenadas polares para la trayectoria que debe seguir el sub-
marino. Para estas coordenadas se cumple que el diferencial de arco es

ds = @ 2+ 2 de
S = d0 T .

El destructor avanzara a toda velocidad 3 kilémetros en direccién al punto donde

localizé al submarino, a partir de ahi denotemos por r = f(f) la trayectoria que debe
seguir el destructor. Ver figura 1.4

D
@—

———= Submarino
Destructor

Figura 1.4: Trayectorias del submarino y del destructor

La distancia dg que recorre el submarino hasta el punto donde las trayectorias se
cortan es

ds=7‘—1,

y la distancia dp que recorre el destructor hasta la interseccién es
dD = 3(7‘ — 1),

por ser su velocidad el triple de la del destructor.
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1.2. Ecuaciones Diferenciales y Modelos Matematicos 15

Luego, tenemos que

dD:B(r—l):/Oeds:/Oo« (Z—g)z-Fr? e,
3(7‘—1):/09\ (%)2+T2 dh.

Derivando con respecto a 6 ambos lados de la igualdad anterior resulta

dr ar\?
- = —_ 2
3 (d@) r

dr® dr\® 9
(@) = (@) +
dr 2 9
8 ('@) = T,

0 sea que

de donde
dr
8— =r.
do
Asi, para conocer qué trayectoria debe seguir el destructor debemos resolver la ecuacién
diferencial
dr T

= = 1.9
es decir, hay que encontrar una funcién () cuya derivada sea %r(@).
Una funcién que satisface la ecuacién (1.9) es

r(f) = ef/V8

)

como puede comprobarse inmediatamente, por sustitucién directa de dicha funcién y su
derivada con respecto a 6 en (1.9).

De todo lo anterior podemos concluir que si el destructor sigue la trayectoria r = ¢/ Ve
después de haber avanzado 3 kilometros en linea recta en direcciéon a donde localizé al
submarino, puede estar seguro de que pasara por encima del submarino sin importar que
direccién elija este dltimo.

Finalmente, es claro que no es la tnica trayectoria que puede seguir el destructor y
a los que viajan en el submarino habria que recomendarles que no avancen en una sola
direccion.
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16 Capitulo 1. Introduccién

EJEMPLO 5. Curvas de persecuciéon 2.

Dos equipos de futbol americano se encuentran en juego. En un momento determinado
un jugador g recibe el balén y corre en linea recta a la porteria contraria con una velocidad
v,. En ese mismo instante otro jugador p (perseguidor) corre con velocidad v, en direccién
de g para tratar de interceptarlo, (ver figura 1.5). Nos interesa saber bajo que condiciones
p alcanza a g, es decir, si por ejemplo v, > v, (p alcanzard a ¢?

V.
V Iq

o

Figura 1.5: El jugador p persigue al q

Solucién. Como el corredor p va tras el corredor g, la direccién del vector velocidad de
p siempre apunta hacia ¢ (figura 1.6).

Y
Trayectoria del
comedor q
Trayectoria del
comedor p
0,0) @0 x

Figura 1.6: Trayectorias de los jugadores

En general, al tiempo ¢, p se encuentra en (z(t),y(t)) y como g corre en linea recta,
él se encontrara a un distancia s(t) = v,t del eje z, es decir, ¢ se encuentra en el punto
(a,v4t), (ver figura 1.7).

DERECHOS RESERVADOS © 2004, Universidad Autonoma Metropolitana (México). Prohibida la reproduccion de esta obra asi como la distribucién y venta fuera del ambito de la UAM®. E-libro Bibliomedia Bibliomedia@mail.com



1.2. Ecuaciones Diferenciales y Modelos Matematicos 17

y A J
A (a,y,t)

(x(t),u(t))/ 9

X

Figura 1.7: Posicién de los jugadores al tiempo t

Usemos la figura 1.7 para obtener la ecuacién diferencial que decribe esta situacién.
Se tiene que

— =tanf = vqt—y’ (1.10)

donde a, es una constante.
Esta ecuacién tiene tres variables z, y y t, pero puede reducirse a una que contenga
solamente dos de ellas. Si observamos un tramo infinitesimal de la trayectoria de p

tenemos
ds* = dz*+ dy?
ds\®>  (dz 2+ dy\’
) — \dt dt
- d_:c2+ dy 2 g\ 2
— \dt dz dt
dz\? dy 2
2 _ (&2 -
- (%) (9]
de donde
1+ (%)2
ﬁifz___+.(‘1“_)__ (1.11)
dx Up

dt
Al derivar ambos lados de (1.10) con respecto a x, aparecerd —. En efecto resulta

dz
12_1‘_/_ _ (a - 5'7)('011%;E - %) — (vt —y)(=1)
dx? (@ —z)?
 (a—o)ud - (- D)% + (st —y)
(a —z)? '
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18 Capitulo 1. Introduccién
De acuerdo con (1.10), la ultima igualdad se reduce a

d*y ~ (a— JC)Uq% — (Ut —y) + (vgt — y) Uq%

dz? (a —x)? (a—z)’

y usando (1.11)

dx? vp(a — )
Asi que
d%y 1+ (4)2
dz? b (a—z) ’ (1.12)

con k = vg/vp.
La ecuacién (1.12) se resolverd en la seccién 2.1 de ecuaciones de variables separables
en el ejemplo 11. Su solucién es

Ala—z)™*1 1 (a—z)kt!
2 (“k+1) 24 @+1)

+ B, (1.13)

donde A y B son constantes arbitrarias. Ahora bien, como al tiempo ¢ = 0 el corredor p
estd en el origen, esto es y(0) = 0, la ecuacién (1.13) nos da

Aa—k-H ak+1

kA D) 24+ D)

0= + B. (1.14)

Hay otra condicién inicial al tiempo ¢ = 0, a saber y'(0) = 0 pues el vector velocidad
de p es horizontal. Derivando (1.13)

dy A —k 1 k
T 2(a ) —ﬁ(a z)~,
: dy :
y sustituyendo z =0y dr = 0, se sigue que
dy A k 1 k
iz = 2@ gl
_ A 1y
0 = 5% T 5%
A _ 1y
2% T 24"
A2 — a2k
A = d~.
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1.2. Ecuaciones Diferenciales y Modelos Matematicos 19

Sustituimos este valor de A en (1.14), para obtener el valor de B

aka—k+1
0 - -2% .3
3 k+1)
a a
0 = — B
A—k+1)  2hED)

—a(k+1)+a(l -k)

2(1 — k2)
_ 2ak n
0 2(1 - k?)
ak
B = .
1—k?
Finalmente obtenemos
a*(a — )"t (a — )kt ak
y=— ( ) ( - ) + 5 (1.15)
2(1— k) 20F(1+ k)  1—k
Siv, > vy, k= % < 1y por tanto —k + 1 > 0. Evaluando (1.15) en z = a resulta
p
_ak
y - 1 _ kQa
. ak
es decir, el corredor p alcanza al corredor ¢ en el punto | a, T2 )

Por supuesto, dependiendo de los valores de a y k se puede saber si p alcanza a ¢
dentro de la cancha.

EJEMPLO 6. ; Por qué un reloj de péndulo es impreciso?

Consideremos un modelo idealizado de reloj de péndulo, formado por una cuerda de
longitud ! y un peso de masa m en su extremo, como se muestra en la figura 1.8.(a).
Inicialmente el peso se desvia un dngulo a y luego se deja libre (ver figura 1.8.(b)).

Sea 6(t) el angulo en radianes al tiempo ¢ entre la cuerda y la posicién vertical, de la
figura 1.8.(a). Adoptamos la convencién de que 8 > 0 cuando la masa estd a la derecha de
la posicién de equilibrio y § < 0 cuando estd a la izquierda, lo cual esencialmente significa
que escogemos direcciones a lo largo del arco apuntando a la derecha como positivas y a
la izquierda como negativas.

La relacién entre la longitud del arco s y el dngulo 8 es s = 0, de donde

2 2
ds = ld—g. (1.16)
dt? dt?

Por otra parte la fuerza causante del movimiento es el peso w = mg. Esta fuerza se
descompone en sus componentes F} y Fy en la direccién de la tangente a la trayectoria y
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20 Capitulo 1. Introduccién

(@) (b)

Figura 1.8: Reloj de péndulo

en la direccién de la cuerda, respectivamente. Ver figura 1.9. Es claro que F, = mgcos
se compensa con la tension de la cuerda y

F) = —mgsen®, (1.17)

donde el signo menos se debe a que cuando # > 0 Fy apunta a la izquierda y cuando
6 < 0 apunta a la derecha.

Figura 1.9: Movimiento del péndulo

La segunda ley de Newton dice que

ma =Y _(fuerzas),
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1.2. Ecuaciones Diferenciales y Modelos Matematicos 21

y aplicada al péndulo, usando (1.16) y (1.17), conduce a

d*s mldQ(9 mg sen 6
m— =ml— = — n
ar? dt? J
o equivalentemente
2
l@+gsen9:0. (1.18)

Para resolver (1.18) sea w = Z—f De la regla de la cadena

P0_dv_dwd) dw
dt2  dt  dodt df

con lo cual (1.18) toma la forma

d
ld—lgw +gsenf =0,
cuya solucion es
g
—2— = —l— cosf + A,

con A una constante, asi que

o\’ 29
(E‘E) —TCOSQ+A.

-2
Usando que 6(0) = a y ili_f = 0, el valor de A resulta ser A = (Tg> cosa, de
modo que =
do\> 2g

(E) = T(cos& — cos ),
de donde

d 2

d_f =— Tg\/cos9 — cos Q. (1.19)

El signo menos en (1.19) toma en cuenta el hecho de que 6 decrece con el crecimiento de
t. Ademas (1.19) implica que

it [ 1
a0 2g \/cosf — cosa’

y una segunda integracioén nos lleva a

[1 ¢ d¢
t=—/— B,
2g/o \/C0os ¢ — cos & +
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22 Capitulo 1. Introduccién

donde B es una constante. Pero, inicialmente t = 0, 6 = «, asi que

[ 1 e do
= — ] — B.
0 29/0 \/COS ¢ — cos +

En consecuencia

[ [ d L 9 d
t= —/ ¢ 44— —/ ¢ (1.20)
29 Jo +/cos@ — cos 29 Jo y/cos¢ — cos
Calculemos el periodo a partir de (1.20). Ya que el periodo T es el tiempo que tarda el
péndulo en dar una oscilacién completa, al tiempo ¢ = T'/4 la cuerda estard por primera
vez en posicién vertical, es decir haciendo t =T/4 y § = 0 en (1.20) resulta

Y Ay g YN Ly R
4 \29Jo \/cos¢p —cosa 2g Jo +/cosd —cosa’

o bien

T:4\/I/a @9 ___ (1.21)
2g Jo +/cos¢ — cosa

Como se observa en (1.21) el periodo de las oscilaciones del péndulo depende del
angulo inicial . Precisamente este hecho es la causa principal por la que el reloj de
péndulo es impreciso, ya que en la practica el peso cada vez se desvia hacia su posicién
extrema en un dngulo distinto de a.

1.2 Conceptos Basicos de Ecuaciones Diferenciales

Una igualdad que contenga una o méas derivadas de una funcién desconocida se llama
ecuacion diferencial.
Las siguientes igualdades son ejemplos de ecuaciones diferenciales.

% = aP —bP? con a,b constantes (1.22)

%Mx = 0, (1.23)
%Zt—f+22—i+x = cost, (1.24)
/{% = %%, k>0 (1.25)

azg_iiz‘ _ %%’ a>0 (1.26)

*u  0*u _ o (1.27)

oz By
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1.2. Conceptos Bdsicos de Ecuaciones Diferenciales 23

Las ecuaciones anteriores modelan cierto fenémeno. La ecuacién (1.22) es llamada
ecuacion logistica y describe el crecimiento de una poblacién. Las ecuaciones (1.23) y
(1.24) corresponden al movimiento arménico simple y forzado amortiguado, respectiva-
mente, que estudiaremos en el capitulo 5. Las ecuaciones (1.25), (1.26) son las ecuaciones
del calor y de onda en una dimensién y finalmente, la ecuacién (1.27) es la ecuacién de
Laplace en dos dimensiones.

Se dice que una ecuacién diferencial es ordinaria, si la funcién incégnita depende de
una sola variable. Si la funcién incégnita depende de mds de una variable, entonces la
ecuacion se llama una ecuacién diferencial parcial.

Las ecuaciones (1.22), (1.23) y (1.24) son ordinarias, mientras que las ecuaciones
(1.25), (1.26) y (1.27) son parciales.

En todo lo que sigue consideraremos tnicamente ecuaciones diferenciales ordinarias,
por lo que en ocasiones omitiremos mencionar explicitamente que se trata de ecuaciones
de esta clase.

El orden de una ecuacion diferencial es el de la derivada de mayor orden que aparece
en la ecuacion.

Asi, la ecuacién (1.22) es de primer orden, las ecuaciones (1.23) y (1.24) son de
segundo orden. Veamos otro ejemplo.

EJEMPLO 1. Determine el orden de la ecuacién diferencial dada.
dP o
a) i KP=.

2

d*q dq
b) 10@ + 100a + 500¢ = 127 sen 60¢.

4
c) (6 x 109)% = z.

Py (dy)’
d)—-[=] =2°-=z.
) 322 (d:v v
Solucién. La ecuacién (a) es de primer orden, las ecuaciones (b) y (d) de segundo orden
y la ecuacién (c) es de cuarto orden.

Simbdlicamente, una ecuacién diferencial ordinaria de orden n, puede expresarse en
la forma
F(z,y,9,...,y™) =0, (1.28)

donde F' es una funcién de n + 2 variables. Para nuestros propésitos supondremos que
(1.28) también admite la representacién

y™ = f(z,9,9,..., "), (1.29)

para alguna funcién f de n + 1 variables.
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24 Capitulo 1. Introduccién

Una soluciéon de una ecuacién diferencial en un intervalo I es cualquier funcién

definida en I que satisface a la ecuacidn, es decir, que al sustituirla la reduce a una
identidad.

EJEMPLO 2. Comprobar que la funcién f(z) = e73® + 5 es solucién de la ecuacién
diferencial dada en el intervalo (—oo, 00).

y' + 3y = 15.
Solucién. Esclaro f(z)y f'(z) se definen para todo z en R. Sustituyendo sus expresiones
en la ecuacién diferencial resulta
—3e¥ 4+ 3(e3*+5) = 15
-3¢ ¥ +373+15 = 15
15 = 15.

La ultima identidad establece que efectivamente la funcién f es una solucién de la
ecuacion diferencial en R.

1
EJEMPLO 3. Verificar que la funcién g(z) = o + es solucién de la ecuacién diferencial

dada en el intervalo (0, 00).
, 2 2
Yy —=y+-=0.
x T
Solucién. Sea z > 0. Derivando g(x) obtenemos

1 2
/ _ " —
d@)=-5+1  ¢'@=

Sustituyendo g(z) y ¢”(z) en la ecuacién diferencial se sigue que

VORISR
3 12 \z o
2 2 2 2
- — =0
3 3 T =z

0 =0

Lo cual comprueba que g es una solucién en (0, c0).
EJEMPLO 4. Sea c una constante arbitraria. Probar que la funcién definida por la
ecuacién zy? — y® = c, es solucién de la ecuacién diferencial

(2z — 3y)y' +y = 0.

Solucién. Derivando implicitamente la igualdad zy? — y® = ¢, con respecto a z, se tiene
que

Il
o

y? + 2zyy’ — 3y%y
y(y +2zy - 3yy’) = 0.
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1.2. Conceptos Basicos de Ecuaciones Diferenciales 25

En particular

y+2zy —3yy = 0
y+ @2z -3yy = 0,
de donde se observa que la ecuacién zy? — y® = c define una solucién de la ecuacién

diferencial para todo valor de c. En este caso se dice que la solucién estd en forma
implicita.

EJEMPLO 5. Determine si la funcién h(z) = e™® es una solucién en R de la ecuacién
diferencial: y” + 6y’ + 9y = 0.

Solucién. Derivando dos veces la funcién h, tenemos que para x en R
R (z) = —3e7%7, R (x) = 9e™%.
Sustituyendo en la euacién diferencial encontramos que

9e7% +6(—3e7%) + 9 = 0
0 = 0.

Asi, la funcién dada es una solucién de la ecuacion diferencial.

Un problema de valores iniciales es aquél en el que se busca determinar una
solucién a una ecuacion diferencial, sujeta a condiciones sobre la funcién desconocida y
sus derivadas, dadas para un valor de la variable independiente. Tales condiciones se
llaman condiciones iniciales. En simbolos, un problema de valores iniciales de orden n,
puede representarse por la ecuacién (1.29) sujeta a las n condiciones

y(zo) = v0, Y'(x0) =v,.. .,y (20) = Ynos. (1.30)

En los capitulos 2 y 3 resolveremos algunos problemas de valor inicial, de primer
orden, que en forma general pueden expresarse como

y = flz,9), (1.31)
y(To) = Yo (1.32)

Al encontrar un problema de este tipo, es natural preguntarse si tiene solucién y en
tal caso, si dicha solucién es tnica. La respuesta a estas cuestiones viene dada por el
siguiente teorema.

Teorema 1.2.1 (Teorema de existencia y unicidad.) Sea R = [a,b] X [c,d] un
rectdngulo en el plano que contiene al punto (zg,yo) en su interior. Si las funciones f y
0f /0y son continuas en R, entonces existe un intervalo I con centro en xy y una funcion
unica y(z) = p(z) definida en I que satisface el problema de valor inicial definido por
(1.81) y (1.52).
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26 Capitulo 1. Introduccién

Trataremos de explicar el significado .del teorema anterior mediante los siguientes dos
ejemplos.

EJEMPLO 6. Demuestre que el problema de valor inicial

dy _ .3 3
iz tY

tiene solucidén tunica.

Solucién. Aplicamos el teorema 1.2.1. En primer lugar comprobaremos que se cumple
0
la hip6tesis. En este caso f(z,y) = 23 + 9%y a—f(x,y) = 3y?. Ambas funciones f y
Y

0f/dy son continuas en todo rectdngulo R del plano zy. La condicién inicial y(2) = —1
significa que zop = 2 y yo = —1, ademds es claro que el punto (2, —1) estd contenido en el
interior de algun rectangulo R. Asi que todas las hipdtesis del teorema, 1.2.1 se satisfacen
y por lo tanto la conclusién se cumple; es decir, existe una solucién tnica ¢ de la ecuacién

d
diferencial d—y = 2 + 9%, definida en algiin intervalo I con centro en z, = 2, que satisface
x

la condicién inicial, esto es, que es tal que p(2) = —1.

EJEMPLO 7. Considere los dos problemas de valor inicial

a)j—z:m—z, y(2) = 0.
b)%:,h—{ y(g>:1.

Aqui
of

flzy)=y1l-y> vy YRRy

Estas funciones son continuas en el conjunto A de puntos del plano zy definido por
A={(z,y)lr eR, -1 <y <1}

En el problema (a), o = 2,yo = 0. El cuadrado R; de lado 1 con centro en el punto
(2,0) estd contenido en el conjunto A, de modo que las funciones f y 0f/0y satisfacen
las hipétesis del teorema 1.2.1 en R;. Dado que ademés el punto (2, 0) estd en el interior
de Ry, la conclusién del teorema 1.2.1 se aplica al problema (a) y sabemos que tiene una
solucién unica definida en algin intervalo alrededor de zy = 2.

Veamos el problema (b). Ahora g = 7/2,yo = 1. En este punto df/dy no es continua.
Luego, el punto (7/2,1) no puede estar incluido en un rectdngulo R donde las hipétesis
del teorema 1.2.1 se satisfagan. Entonces no podemos concluir, del teorema 1.2.1, que el
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1.2. Conceptos Basicos de Ecuaciones Diferenciales 27

problema (b) tenga una solucién dnica. Con esto no afirmamos que no tenga solucién o
tenga varias; el teorema 1.2.1 simplemente no da informacién en un sentido u otro. De
hecho puede verificarse con un calculo sencillo que las funciones

yi(z) = senz y  ya(z)=1,

con z en [—m/2,7/2], son soluciones del problema (b), asi que éste tiene al menos dos
soluciones definidas en el intervalo indicado.

Se llama solucién general de una ecuacién diferencial de primer orden y' = f(z,y) a
la funcién y = ¢p(z, ¢) que depende de una constante arbitraria c y satisface las siguientes
condiciones:

1. Es solucién de la ecuacién diferencial para cualquier valor de c.

2. Dada una condicién inicial arbitraria y(zo) = yo, siempre es posible determinar un
valor de ¢ = ¢y tal que la funcién y = ¢(z, ¢y) satisface la ecuacién diferencial y la
condicién inicial. La funcién y = ¢(z, ¢p) se llama una solucién particular.

Geométricamente la solucién general y = ¢(z, c) representa una familia de curvas en
el plano zy. Estas curvas se llaman curvas integrales. Si las condiciones del teorema
de existencia y unicidad se satisfacen, estas curvas integrales no se intersectan.

EJEMPLO 8. Muestre que la funcién

C z>0 (1.33)

y==
x

donde c es una constante, es la solucién general de la ecuacién diferencial

y=-2. (1.34)

Solucién. En primer lugar, podemos ver que (1.33) es solucién de (1.34) para todo c.
En efecto, derivando (1.33) con respecto a x se obtiene

y sustituyendo en (1.34) resulta

lo cual es una identidad.
Ademés, haciendo x = 2o > 0y y = yo en (1.33), se sigue que
c

Yo = )
Zo
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28 Capitulo 1. Introduccién

de donde
C = ZoYo,
por lo cual. la funcién
LoYo
==

es solucidn de (1.33) y satisface la condicién inicial y(zg) = yo, con zg > 0y yo arbitrario.
La figura 1.10 muestra algunas de las curvas integrales con ¢ > 0.

Figura 1.10: Curvas integrales

1.2.1 Método de Isoclinas
La ecuacién diferencial

W _ o,
% *“f('l‘vy)v (135)

donde la funcién f(x,y) esta definida en algin conjunto D del plano zy, determina en
cada punto (z,y) de D, el valor de ¢/, o sea, la pendiente de la recta tangente a la curva
integral en este punto. Luego, podemos interpretar la ecuacion diferencial (1.35) como
un conjunto de pendientes llamado campo de direcciones. La terna de nimeros (z,y,y")
determina la direccién de una recta que pasa por el punto (z,y). El conjunto de los
segmentos de estas rectas es la representacién geométrica del campo de direcciones.

El problema de resolver la ecuacién diferencial (1.35) puede entonces interpretarse
como sigue: encontrar una curva cuya tangente en cada punto tenga la misma direcciéon
que el campo en este punto. Para construir las curvas integrales introducimos las isocli-
nas. Se llama 1soclina al lugar geométrico de los puntos en los que las rectas tangentes a
las curvas integrales consideradas tienen una misma direccion. La familia de las isoclinas
de la ecuacién diferencial (1.35) viene dada por la condicién

flz,y) =c, (1.36)

DERECHOS RESERVADOS © 2004, Universidad Autonoma Metropolitana (México). Prohibida la reproduccion de esta obra asi como la distribucién y venta fuera del ambito de la UAM®. E-libro Bibliomedia Bibliomedia@mail.com



1.2.1. Método de Isoclinas 29

donde ¢ es una constante. Usando valores de ¢ cercanos podemos dibujar una red bastante
compacta de isoclinas, a partir de las cuales es posible trazar aproximadamente las curvas
integrales de la ecuacién (1.35).

EJEMPLO 1. Mediante las isoclinas, trace aproximadamente las curvas integrales de
la ecuacion diferencial
&y = z. (1.37)
dx
Solucién. En este caso f(x,y) = x y las isoclinas estdn dadas por la ecuacién z = c,
donde ¢ es una constante. En consecuencia las isoclinas son rectas verticales. Para ¢ = 0
se obtiene la isoclina z = 0, el eje y. Este eje divide al plano en dos partes iguales, en
cada una de las cuales la derivada 3’ tiene un mismo signo. Las curvas integrales son
decrecientes si z < 0 y crecientes si > 0, de modo que sobre esta recta se encuentran
sus puntos minimos.
Las tangentes trazadas a las curvas integrales en los puntos de interseccién con las
isoclinas z = —1 y z = 1, forman con el eje OX, angulos de 45° y 135°, respectivamente.
El campo de direcciones se muestra en la figura 1.11.

Figura 1.11: Campo de direcciones

Ademds, derivando en (1.37) con respecto a z, se sigue que 4’ = 1. Por consiguiente
y” > 0 para todo z y las curvas integrales son céncavas hacia arriba. Tomando en cuenta
todo lo anterior un esbozo de la familia de curvas integrales de la ecuacién (1.37) se
muestra en la figura 1.12.
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WA T L/
\ \\‘1// /
NN
\ N / .
» \.z 0 z/ o x
\\\4//
\\‘4//

Figura 1.12: Curvas Integrales del Ejemplo 1

EJEMPLO 2. Represente el campo de direcciones e indique algunas curvas integrales
de la ecuacién diferencial

d
- (1.38)
dx Y
Solucién. Ahora f(z,y) = z y las isoclinas son rectas de la forma % — ¢ o bien
Y Y
x
y=-—-.
c
Sic = 1 tenemos la isoclina y = —z a lo largo de la cual la inclinacién de las tangentes
a las curvas integrales es de 45°. Con ¢ = —1 resulta la isoclina y = z sobre la cual las

tangentes forman un angulo de 135° con respecto al eje OX.

Ademds, a partir de la ecuacién diferencial misma podemos concluir lo siguiente. Las
tangentes trazadas a las curvas integrales en los puntos de interseccién con el eje z (y = 0)
y con el eje y (x = Q) son verticales y horizontales, respectivamente, con excepcién del
punto (0, 0).

El campo de direcciones y algunas curvas integrales se muestran en la figura 1.13.
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Figura 1.13: Campo de direcciones y Curvas Integrales

EJEMPLO 3. Utilizando el campo de direcciones y las isoclinas determine aproximada-
mente la curva integral de la solucién del problema de valor inicial
dy

ay _ 2 2 _
Z=athyh 0 =1 (1.39)

Solucién. Tenemos que f(z,y) = z*>+y? y las isoclinas f(z,y) = c son las circunferencias
con centro en el origen definidas por

% + y2 =c, c>0.

Con los valores de ¢ = 1/4, ¢ = 1, ¢ = 9/4 y ¢ = 4 resultan las circunferencias de
radios 1/2,1,3/2 y 2, respectivamente, que se muestran en la figura 1.14. A lo largo de
cada una de ellas las pendientes de las tangentes a las curvas integrales es igual al valor
particular de c.

Examinando la figura 1.14 parece razonable que la grafica de la solucién del problema
(1.39) tenga la forma que se indica en la figura 1.15. Cabe destacar el valor de este andlisis,
en vista de que el problema (1.39) no puede resolverse empleando técnicas elementales.
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32 Capitulo 1. Introduccién

Figura 1.14: Campo de direcciones e Isoclinas

y
A
10
5
'15 / .
-2 -1 0.5 0.5 4
-5

Figura 1.15: Solucién del problema de valor inicial
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EJERCICIOS 1.2

En cada ejercicio indique el orden de la ecuacién diferencial y determine si la funcién
dada es una solucién de la ecuacién.
dy

1. z=2 —y = 22%, Y= Aze® .
dx

2. y +ycosx =coszsent, y=ce *"* + senzx + 1.
3. ¥y +ytanx =0, y = Acosz.

r_ Ytz

4.y ,
Yy—x

-yt + 2y =c

5. y'-—-;y—l—l, y==zlnz.

6. (2% +yHdr + (2% — zy)dy = 0, Az +y)? = ze=.

7. —f;—g-l-y:O, Y =cosx + senz.

8 y" -y =z, y:—éx3—%x2+x+1+kek, k € R.
9. %—-I—Z—z:cosx, Y = COSZT — Senx.

10. v" + 2y — 3y =1, y:ex—%.
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Capitulo 2

Ecuaciones Diferenciales de Primer

Orden

2.1 Ecuaciones Diferenciales de Variables Separables

Definicién 2.1.1 Se dice que una ecuacion diferencial ordinaria es de variables sepa-
rables si se puede escribir en la forma

dy _ fz) (2.1)
dz  g(y)
La ecuacion (2.1) se expresa en forma diferencial como
9(y)dy = f(z)dz, (2:2)
y se resuelve integrando ambos miembros de (2.2).
EJEMPLO 1. Resolver p
%Y~ 9. (2.3)
dz

Solucion. Separando las variables resulta

dy = 2zdz,

/dy = /Zxdx.

y+a = 2 +o

2
y = 0+c—cr.

e integrando

Resolviendo las integrales

35
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36 Capitulo 2. Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

Ya que la diferencia de constantes es una constante, podemos escribir ¢ = ¢ — ¢;, obte-
niendo
Yy = 2 +ec

Asi, al momento de integrar sélo consideraremos una constante de integracion.

EJEMPLO 2. Resolver

dy =«
= = -, 24
dr y (24)
Solucién. Separando variables la ecuacién se escribe como
ydy = xdzx,
integrando
/ ydy = / xdx
y calculando las integrales, se sigue que
2 2
vy _
9 = 9 +
P = 2%+ 2
Como el producto de constantes es una constante tenemos
2 = 22 +c¢
y = Vzi+e
EJEMPLO 3. Resolver J
& +4zy = 0. (2.5)
dx
Solucién. Tenemos que
dy
— 44y = 0
dx +ary
dy
— = -4z
dz Y
dy = —4xydx
d
e
Yy
d
/ L —4zdx
Yy
lny = —222 + ¢
elny — e—2m2+c1
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2.1. Ecuaciones Diferenciales de Variables Separables 37

Ya que €* y Inu son funciones inversas,
—2x2
y=e e,

Como c; es una constante, e! también es una constante, la cual podemos escribir sim-
plemente como c; de modo que

y = e ¢
y = ce ¥
EJEMPLO 4. Resolver p
Yy ycoszx
— = . 2.6
dr 1-2y (2:6)
Solucién. Procediendo como en los ejemplos anteriores, resulta
dy  ycosx
de ~ 1-2y
(1-2y)dy = ycoszdx
1-2
—ydy = coszdx
Y
1
/(——2) dy = /cosa:da:
)
Iny—-2y = senz+c
En este caso la solucién queda en forma implicita.
EJEMPLO 5. Resolver p
) (2.7)
dx
Solucion. Tenemos
dy
2L LY =
Iz +e
dy o=y
E = —€e
dy
—_— = .__ez -y
dx ¢
d
YW _etdy
e~y
eVdy = —e%dz
/ evdy = -— / e*dx
eY —e*+c
Ine? = In(—e®+c¢)
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38 Capitulo 2. Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

EJEMPLO 6. Resolver
(yx —y)dy — (y + 1)dz = 0. (2.8)

Solucidon. Separando variables se sigue que

(yz—y)dy — (y+1)dz = 0
(yzr—y)dy = (y+1)dz
ylzx—1)dy = (y+1)dz

Y dx

I du =
y+1y z—1

e integrando

/(1-#)@ - /zd—xr

y—In(y+1)=In(z—-1)+c

Por lo tanto

es la soluciéon dada en forma implicita.
EJEMPLO 7. Resolver
(1+2® +y* + 2%y%)dy = (1 + ¢y*)dz. (2.9)

Solucidn. Para separar variables es de gran ayuda factorizar donde sea posible, en este
caso tenemos

1+22+y*(1+2¥))dy = (1+y%)de
1+2)1+yd)dy = (1+y*dx

1+y2 1
1+ y? 1+ 22
dzx
dy = :
Y 1+ 22

Finalmente, al integrar encontramos que

dz
dy =
/ v 1422
y = arctanx +c.
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2.1. Ecuaciones Diferenciales de Variables Separables 39

EJEMPLO 8. Resolver el problema de valor inicial
1+e3"y =0 sujetoa y(0)=1. (2.10)
Solucién. Separando variables e integrando obtenemos

1 + e—BZyl — 0

_3:dY
e I = -1
e dy = —dzx
dy = —e*dx
/dy = —/e3zdw
032
y = Y +c.

Haciendo z = 0y y = 1 en la ultima igualdad, concluimos que

0
€
1 = ——+c¢
3+
*—1+c
-3

Wik =

Por lo tanto la solucién de la ecuacién diferencial que cumple la condicién dada es

EJEMPLO 9. Resolver el problema de valor inicial
v+ -y=0, y2) =4 (2.11)

Solucién. Primero separamos variables

v+yi-y = 0
y = y—y°
% = y—y
dy = (y—y°)dz
dyz = dz
Y-y
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40 Capitulo 2. Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

En segundo lugar integramos, usando fracciones parciales para la integral respecto de y.

Obtenemos
dy /
—_ = dzx
/ y(1—vy)

hhy—In(l—-y) = z+¢
lnL = r+¢
-y

Yy
— =¥t = %t = (e®,

Ahora, despejamos ¥y en la ultima igualdad

y = c(l—y)e”

= ce’ —cye”
Y+ cye® = ce”
y(1+ce®) = ce®,
obtenemos asi la solucién explicita
ce*
= ) 2.12
Y 1+ ce* ( )
Si hacemos z =2y y = 4 en (2.12), tenemos
. ce?
T 14 ce?
41+ ce?) = ce?
4+ 4ce* = ce?
3ce? = —4
4
c = —=e
3

——§€ €
y = —
1+ (—3e?)e
4 -2
—z€
v = T
3
_4ez—2
v = 3 — 4ex—2’
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2.1. Ecuaciones Diferenciales de Variables Separables 41
EJEMPLO 10. Resolver el problema de valor inicial

e¥cosz + cosx + (e¥senz + e¥)y’ = 0, y(m) = 0. (2.13)

Solucién. Separando variables e integrando se sigue que

e cosxz +cosx + (e¥senz +e¥)y = 0
d
cosx(ey+1)+ey(senx+1)d—y =0
T
d
e¥(senx + 1)% = —cosxz(e’ +1)
T
e’(senz + 1)dy = —cosz(e + 1)dx
e¥ COS T
dy = -2 4
e¥+1 v senz + 1 .
In(e+1) = —In(senz+1)+Ilng
€1
Ine*+1) = mn——.
n(e’ +1) " senzx + 1

Ahora despejamos y para expresar la solucién en forma explicita

cp—senzx — 1
ey = _
senz + 1

es decir
c— senzx

y=1In (2.14)

senz + 1
con c=c; — 1.
Se quiere una solucién que cumpla con y(7) = 0, entonces

0=1In (ﬂ) =Inc,

senmw + 1
de donde
c=1.

Sustituyendo en (2.14) obtenemos la solucién del problema de valor inicial

1—senz
y=In—mr.
1+ senz
La siguiente ecuacién diferencial es de segundo orden, sin embargo, mediante un
cambio de variable se reduce a una de primer orden. Corresponde a la ecuacién diferencial
(1.12) del ejemplo 5 del capitulo 1.
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42 Capitulo 2. Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

EJEMPLO 11. Resolver
%y
dz?

1+ (35)2

~ e

(2.15)

donde a, k son constantes tales que a € R,k # 0,1y z < a.

Solucion. Si hacemos

dy
dz’

la ecuacién (2.15) se reduce a
dz

==

Separando variables e integrando resulta

dz

k

dz d%y
dz

V1+ 22

a—x

dx?’

kdz

V1+22
dz

i
In(z + V14 22)
In(z + V1 + 22)

z+V1+22 =

donde A es una constante. Asi que

dy

e

dy
dz

)2 — Ala—z)7™~.

a—x
/ kdx

a—zx
—kln(a—z)+InA

InA(a —2)7*
Ala—=2)™",

(2.16)

Para obtener y necesitamos hacer una segunda integracién, pero antes escribimos (2.16)

en la forma

dy 2
“(%) -

Ala —z)7*

dy
dz

dy ’ A2 —2k kY dy ?
1+(8—£> = A*(a—2z)"" —2A(a— 1) a%— iz
- kY
1 = A2 _ 2k 24 _ k29
(a—1z) (a — x) I
d
2A(a x)_k(—i% = Aa—-1z)"%* -1
dy _ Aa-z)* -1
dc ~  2A(a—z)7*
dy A e 1 k
iz = 207 T
_[A k1 k
dy = 2((1—:17) —2A(a—a:) dz.
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2.1. Ecuaciones Diferenciales de Variables Separables 43

Ahora podemos integrar facilmente, encontrando la solucién explicita siguiente

[av = /[—g(a—x)_k—i(a—x)k do

Ala — )7k (a — z)FH!
S B.
y 2—k+1) 2441 T

EJERCICIOS 2.1

Mediante separaciéon de variables resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales.

df
3. 27 = cos t(cos 20 — cos® )

dy

4' el A —2t+3y
at ¢
dy

5. -2 4+ y = yxe®?
dr

6. e“ydy — (e7¥ +e** ¥)dz =0

d_y_xy—3y+a:—3
dr  zy+2y—z—2

8. 2tx* +2t+ (t* +1)2' =0, z(0)=1

2r —1 r — 2r2

9. : dr -+ t—zjdt = 0, T‘(2) =4
1 1
10. dx + dy=20
(y—1)? 714
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44 Capitulo 2. Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

2.2 Ecuaciones Diferenciales Homogéneas

Definicion 2.2.1 La funcidn f(x,y) se llama homogénea de grado n con respecto a las
varwables x.y si para todo t se verifica que

[tz ty) =" f(z,y).
EJEMPLO 1. Diga si la funcién dada es homogénea y determine su grado.
a) flx,y) = 223 — 5ay? + 49°.
b) fley) = {2+ v,

2 2

@ﬂamzxéy

2+ 2y +a
y3 '
e) flz.y) =y +z(lnz —lny —1).

d) f(z,y) =

y yQ

Solucién.
a) En este caso
flte,ty) = 2(tx)’ - 5(tz)(ty)” + 4(ty)’
= 26323 — 532y% + 4t3°
= t*(22® — 5y + 4y°)
= t*f(z,y),

lo cual muestra que la funcién f(z,y) = 223 — 5zy® + 4y es una funcién homogénea de
grado tres.

b) Se tiene que

fltx,ty) = y/(tz)® + (ty)®
— 5/t5$5 + t5y5
— 5 t5(a:5 4+ ys)

= tyjzd +yd

f(@,y).

ad
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2.2. Ecuaciones Diferenciales Homogéneas 45

Luego, f(x.y) = ¥/z° + y° si es una funcién homogénea y de grado uno.
c¢) Tenemos ahora que
t2x2 _ t2y2
(tz)(ty)
£2(22 — y?)
t2xy
0 22— 2
zy
- tof(xv y)

fltz, ty) =

2 _ .2

Asi, f(z,y) = z

es homogénea de grado cero.

d) Como
$32° +t32%y + tx
f(tx’ ty) = t3y3 3
, B +2%y+z .
concluimos que f(z,y) = —————— 1o es homogénea.
Y

e) Se tiene que
flz,y)=y+x <ln£— 1) ,
Y

por lo cual

t
fltz, ty) = ty+tz (ln t—x - 1)
Y

= t{y+x<ln£— 1)}
Y
= tf(z,y).
Lo cual muestra que f(z,y) si es una funcién homogénea y de grado uno.

f) Ahora tenemos

ty (ty)2 ~2ty/t
tr,ty) = sen-= + - e MW/t g
flte ty) tr | (t2)? "
N
- 2L T 16
sen . + 2.2 +e +
2
= sen g + 22—
T
= *f(z,y),

asi que f(z,y) es homogénea de grado cero.

+e W 16
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46 Capitulo 2. Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

Definicion 2.2.2 Se dice que la ecuacion diferencial

M(z,y)dz + N(z,y)dy =0,
es homogénea si las funciones M y N son homogéneas y del mismo grado.
Note que la ecuacién diferencial

/
y' = f(z,y),
serd homogénea si f es una funciéon homogénea de grado cero.

Método de Solucién. Una ecuacién diferencial homogénea M (z,y)dz+ N(z,y)dy = 0,
se resuelve reduciéndola a una ecuacién de variables separables, usando cualquiera de las
sustituciones v = y/z o bien v = x/y, donde v es una nueva variable.

Nota: Aunque en teoria cualquiera de las dos sustituciones anteriores reduce una ecuaciéon
homogénea a una separable, en la practica sugerimos utilizar

e y=zvsi N es de estructura “mas simple” que M. y

e x = yv si M es de estructura “maés simple” que V.

El tomar en cuenta esta observacion, conduce a integrales mas féciles de calcular al
resolver la ecuacién diferencial separable que se obtiene.

EJEMPLO 1. Resolver
(z® + y*)dx — zy*dy = 0. (2.17)
Solucién. Como
M(z,y)=2*+y° y N(z,y) = -y’
son funciones homogéneas ambas de grado tres, la ecuaciéon dada es homogénea. Ademés
N es de estructura algebraica mds simple que M, por lo cual, la sustitucién més conve-

niente es y = zv para reducir (2.17) a una ecuacién de variables separables.
Hacemos

Yy = xzv
dy = zdv+ vdz.

Sustituyendo en (2.17) obtenemos

[a:S + (xv) ] dz — z(zv)?*(zdv + vdz) = 0
(z* + z%0v%)dz — 2*v*(zdv + vdz) = 0
(1 +v¥)dx — :r31)2(a:dv +ovdz) = 0
(1+v¥)dr — v*(zdv +vdz) = 0
dz + vi¥dx — 2v*dv —v*dz = 0
dr = zvidv
dzx 2
— = vdv

X
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2.2. Ecuaciones Diferenciales Homogéneas 47

Integrando
V3
In|lz|+In|c|=—,
@l +Inlcl=3
de donde
v*=3In|cz|.
Reemplazando v = y y simplificando encontramos que
x
y?

i 3ln | cx |

y = zy3ln|czx|.

EJEMPLO 2. Resolver

(y + /2% + y?)dz — zdy = 0. (2.18)

Solucién. Ya que

M(z,y) =y ++/22+y* y N(z,y)=-zx

son funciones homogéneas ambas de grado uno, nuestra ecuacién a resolver es homogénea.
Como en el ejemplo anterior N es de estructura algebraica mas simple que M. Por lo
cual hacemos

y = xv
dy = zdv+vdzx.

Sustituyendo en (2.18) obtenemos
(zv + V2 + x2v2) dr —z(zdv+wvdz) = 0

(:w + 4/22(1 + v2)> dz — z’dv — zvdz = 0

zV1+v3de —z%dv = 0
d_a:_ dv
x V14 0?

Integrando

Injz|-In|lv+V1i+v?2|=ln|cq|,

reemplazando v = £ y simplificando, encontramos que

Y y?

Injz| —In|=+4/1+=| = In|g|
x T

2
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48 Capitulo 2. Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

y+vei+y?|
In|z| —In|=—————| = In|c]
T
1'2
In|———=——=| = Injc
y+\/x2+y§| e
2
T
= Cl

R
2 = c(y+ 22+ 12)
y+yat+y? = e’
donde ¢ = 1/¢;.
EJEMPLO 3. Resolver
2zydz + (y* — 3z%)dy = 0. (2.19)

Solucién. En este caso la estructura algebraica de M(x,y) es mds simple que la de
N(z,y), por lo cual proponemos

r = yv,
dr = ydv+ vdy.

Entonces
20y (ydv + vdy) + (y* — 3y*v?)dy = 0,
o bien
uydv+ (1 —v¥)dy = 0
2v dy
d — = 0.
T v+ ” 0
Integrando

In|y|—In|l - v2| = Iln|q]|,

y usando v = —, obtenemos como solucién implicita
Y
c(y® —2%) =y’
EJEMPLO 4. Resolver
y(lnz —Iny)dz = (zlnz — zlny — y)dy. (2.20)

Solucién. Escribimos primero la ecuaciéon diferencial como

ylnzdx = (mlnE —y) dy.
) Y
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2.2. Ecuaciones Diferenciales Homogéneas 49

Ponemos =z = vy en la ecuaciéon diferencial, de lo cual se obtiene
ylnv(vdy + ydv) = (vylnv — y)dy,

o equivalentemente

d
Inwvdy = —
Y
Integramos
vlnv—v=-lny+ec

En términos de la variable original, la solucion es

z(lnz - 1)+ (y—2z)Iny = cy.

EJEMPLO 5. Resolver
dy e +y?

2.21
dx Ty ( )

Solucion. Escribimos la ecuacién diferencial como

dy ez + (1)

dx 4
Hacemos v
V=== y=1a0
x
Entonces
dy dv +
—~ =x— 40
dx dx
Sustituyendo
dv eV +v?
r— +v=
dx v
Separando variables
v dz
ve'dv = —
x

e integrando
ve’ — e’ =In|z| +c.

La solucién, en forma implicita es

¥ ¥
yez —zex —zln|z| = cx.

Proposicién. Las ecuaciones diferenciales de la forma

d_y _ a1z + b1y +
dz asx + by + co

)
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50 Capitulo 2. Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

donde a;,b;,¢; € R (i = 1,2), se denominan cuasi-homogéneas y se reducen a ho-
mogéneas, haciendo el cambio de variables

r=X+h, y=Y+k,
siendo A y k las soluciones del sistema

a1h+b1k+01 = 0
ash + bk +cp = 0.

Si el sistema no tiene solucién, es decir

o _b_
a; b1
la ecuacién diferencial puede escribirse como
dy a1r + by + ¢
dz Xarz + bry) + ¢
= F(aiz + hy),
la cual se reduce a separable con la sustitucién
z=a1z + by.

EJEMPLO 6. Resuelve la ecuacién diferencial cuasi-homogénea

dy 3y—-Tz+7

ay _ oyl (2.22)
dr 3x—Ty—3

Solucién. Hacemos
Entonces

4y _dy

dX dx
y sustituyendo en la ecuacién, se tiene

dY 3Y -7X-Th+3k
. +3k+7 (2.23)

dX  3X—-T7Y +3h—Tk -3

Para que esta ecuacién diferencial sea homogénea es necesario que

~Th+3k+7 = 0
3h—-7%k -3 = 0.
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2.2. Ecuaciones Diferenciales Homogéneas 51

La solucién de este sistema de ecuaciones lineales es
h=1, k=0.

Con estos valores de h y k la ecuacién diferencial se reduce a
ay _ Y —7X
dX 3X -7

que es homogénea.
Hacemos ahora

Y
V=— Y =XV.
X{:}

Sustituyendo, se obtiene

Xd_V LY - 3V -7
dX 3=V
o bien, separando variables
3—-7V dX
oV T =

e integrando resulta
2In|V —1|+5In|V + 1|+ 7In|X| =In|c|.
Regresando a las variables originales

Y
V=g Y=y X=z-1,

obtenemos como solucién general de la ecuacién diferencial
y—z+1)’y+z-1°=c

El siguiente ejemplo es una ecuacion diferencial de segundo orden, pero una vez ma4s,
utilizando un cambio de variable se transforma en una ecuacién diferencial de primer
orden que ademds es cuasi-homogénea. Corresponde a la ecuacién (1.7) que aparecié en
el ejemplo 3 del capitulo 1.

EJEMPLO 7. Resolver

dy 2 dy
— —p)-Z — = 2.24

donde p es una constante.

d
Solucién. Poniendo w = a—y-, (2.24) se escribe como
T

gw? — 2(y — p)w—z = 0.
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92 Capitulo 2. Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

Esto nos hace recordar el trinomio cuadratico, por lo que despejando w, obtenemos

2y — p) + \/4(y — p)? + 4a?

2z ’
o bien,
d _ — N2
W_¥"Py (y p) +1, (2.25)
dz z z
la cual como sabemos es una ecuacién cuasi-homogénea. Si ponemos v = v= p’ VT =
x
Yy — p y naturalmente,
dv dy
T—+v=—. 2.26
dz dz (226)
Ahora bien, si usamos (2.25) y seleccionamos el signo més, la ecuacién (2.26) se reduce

x% = vVv2+1.

Separamos variables e integramos.

dv _ d_x
w+1l oz
dv dz

Vv +1 z
In(v++vv2+1) = lnzx+c
v+Vuvi4+1l = €z
_ NP
(y p)+ (y p) +1 = Az, A=

T T

La gréfica de la solucién obtenida es una pardbola. Para verlo, despejemos la raiz

— 2 —
<y p) +1=Ax—<y p),
T T

elevamos al cuadrado y simplificamos para obtener

N 2 _ N2
(y p) +1 = A2x2—2Az<yxp>+<y p)

z T
1 = A%22 —2A(y—p)

1—A%22 = —2A(y—p)
1— A?z?
4~ VTP
/425132—1+ B
A%z? + 2Ap— 1

vy = 2A
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EJERCICIOS 2.2
Resolver:
l. (z—y)dz+zdy=0
2. y3dr + 2(x3 — 29%)dy =0

3. (xtan% +y)dz —zdy =0

4. (23 + /22 + y?)dz — zy\ /22 +y2dy = 0

dy _ y(22® —9°)
dr  z(2y3 — 23)

6. (2zy + 3y*)dz = (2zy + z%)dy con y(1) =1
dy
7. B3z—-—y—9)—=10—-2z+2
Bz —y g)dx z+ 2y

8. (2z + 3y + 4)dz = (4z + 6y + 1)dy

d + xcos? ¥
Yy _YTrTT8 con y(1) =

N

dr T

x x x x x
10. |ycos = + ysec® =]dx + [2ysen = + 2ytan — —zcos L — zsec? L dy=20
) Y ) ) ) )

2.3 Ecuaciones Diferenciales Exactas

Definicién 2.3.1 Si z = f(z,y) es una funcion con derivadas parciales de primer or-
den continuds en una regién rectangular R del plano xy, entonces su diferencial total,
denotada por dz o df, se define como

O 4ot ¥ 4

af = Oox Oy

Ahora bien si f(z,y) = ¢, donde ¢ es una constante, entonces

0f f

de modo que la solucién de la ecuacién diferencial df = 0 estd dada implicitamente por

f(z,y)=c

DERECHOS RESERVADOS © 2004, Universidad Autonoma Metropolitana (México). Prohibida la reproduccion de esta obra asi como la distribucién y venta fuera del ambito de la UAM®. E-libro Bibliomedia Bibliomedia@mail.com



o4 Capitulo 2. Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

EJEMPLO. Si f(z,y) = z* + 32%y? + y® = ¢, entonces df = 0, es decir
(423 + 6zy°) dx + (62°y + 3y°) dy = 0, (2.27)

o bien
dy  4x° 4 6xy®
dr 622y + 3y?’

Note que la ecuacién diferencial (2.27) no es separable ni tampoco homogénea, decimos
que es exacta y su solucién es z# + 3z%y? + 2 = c.

De manera general hacemos la siguiente definicién.

Definicion 2.3.2 Se dice que una ecuacion diferencial

M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0, (2.28)
es exacta st puede escribirse en la forma df = 0, es decir
of of
hit Ldy =
5 dz + By Y
Equivalentemente, la ecuacion diferencial (2.28) es exacta si eziste una funcion f tal que
of af
— =M — =N . 2.29
P (zy) v 9 (z,9) (2.29)

Note que, la solucién de una ecuacion diferencial exacta estd dada implicitamente por
la ecuacién f(z,y) = ¢, donde c es una constante arbitraria.

A la funcién f que cumple las ecuaciones (2.29) se le denomina funcién potencial,
mientras que a la funcién vectorial

F(z,y) = M(z,y) i+ N(z,v)J, (2.30)

se le llama campo vectorial conservativo. En este contexto, resolver la ecuacién diferencial
exacta (2.28) es equivalente a encontrar la funcién potencial del campo (2.30). Puede
consultarse [8], para estudiar esta clase de campos vectoriales.

El siguiente teorema proporciona un criterio simple para determinar si una ecuacion
diferencial es exacta. Su aplicacién queda clara en los ejemplos posteriores.

Teorema 2.3.1 Sean las funciones M, N, M, y N, continuas en la region rectangular
R. Entonces la ecuacion

M(z,y)dx + N(z,y)dy = 0,
es exacta en R si y sélo si

oM ON

para todo punto (z,y) en R.
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2.3. Ecuaciones Diferenciales Exactas b}

EJEMPLO 1. Resolver
2
ydx + (:U + ;) dy = 0. (2.32)
Solucién. Verifiquemos, primero, que (2.32) es una ecuacién diferencial exacta. Aqui
tenemos que
2

y como

oM ON

oy =~ Oz’
afirmamos que (2.32) es una ecuacién diferencial exacta. Luego, existe una funcién f(z,y)
tal que la ecuacién (2.32) se puede escribir en la forma df(z,y) = 0. Es decir, que

of

1

%(x, y) = M(z,y)=y (2.33)
of _ _ 2
_8—3;($’ y) = N(z,y)=x+ v (2.34)

Para determinar f integramos (2.33) con respecto de z, resulta

f(@,y) = [ yds,
o bien

flz,y) =2y + o(v), (2.35)

donde ¢(y) es una funcién de y, ya que integramos con respecto de z.
Derivando (2.35) parcialmente con respecto a y se obtiene

0
5 =a+ ), (236)

pero como deseamos que también se satisfaga (2.34), igualando (2.36) con (2.34), se sigue

que
2
z+d(y)=z+—.
Y
Luego
¢'() -2
"

Integrando ahora ambos lados respecto a y obtenemos

o(y) =2lny + ¢,

con ¢; una constante arbitraria.
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o6 Capitulo 2. Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

Sustituimos ¢(y) en (2.35) y se tiene que
flzy) =zy+2Iny+c.

Finalmente, igualamos f(z,y) con una constante k para obtener la siguiente solucién de
(2.32), definida implicitamente

zy+2lny+c = k
zy+2lny = k—oqc.

Renombrando ¢ = k& — ¢;, resulta la solucién

zy +2lny =c.
EJEMPLO 2. Resolver p o
Y ye
= =" 2.37
dr 2y — xe™y ( )
Solucién. Escribamos la ecuacion en su forma diferencial,
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0
2y —ze™)dy = (2+ye™)dz
(2+ye™)dx — 2y —ze™)dy = 0
(2 4 ye™)dz + (ze™¥ — 2y)dy = O.
Esta ecuacion diferencial es exacta ya que
OM o o O
oy Y - Oz’
luego, existe una funcién f tal que
Integrando respecto a x
flay) = [(@+ye)dz,
es decir
flz,y) =2z + €™ + ¢(y), (2.38)

donde ¢(y) es una funcién que depende tGnicamente de y.
Derivamos parcialmente a (2.38) respecto a y

gg— = ze™ + ¢'(y),
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of

pero sabemos que oy = N(z,y), por lo que

ze™ + ¢'(y) = ze™ — 2y.
De esta ecuacion resulta

#ly) = -2y
oy) = -y’ +a,

con ¢; una constante.
Luego, sustituimos ¢(y) en (2.38) y se tiene que

flz,y) =2z +e% —y* + .
Finalmente, tomando en cuenta que f(z,y) = k da la solucién implicita, obtenemos

20+e” —y* 4+ = k

2r+e” -y = k—q
2t +e” —y? = c
EJEMPLO 3. Resolver
y\ dz
1+1 Z]—=1—-Inzx. 2.39
( + nx+$> 7 nz (2.39)

Solucidén. Esta ecuacién en su forma diferencial nos queda de la siguiente forma

(I+Inz+ %)dz + (Inz — 1)dy = 0,

en donde
M(x,y):1+lnx+%, N(z,y) =lhz -1
y como
oM _1_oN
oy = Oz’

Se tiene que nuestra ecuacién a resolver es una ecuacién diferencial exacta, por lo que
existe una funcién f tal que

of y of

%:1+lnx+5 y @:lnx—-l.
Luego
flz,y) = /(1+lnm+%)dw
flz,y) = z+zlnz—z+ylnz + ¢(y)
fzy) = (z+y)lnz+é(y)
0
3—3}; = Inz + ¢(y).
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58 Capitulo 2. Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

0
Pero —i =Inz — 1, entonces
Oy

|
[
[

¢’ (v)
¢y) = —-y+a.

Sustituyendo ¢(y) se tiene que
flz,y) = (z+y)lnz—y+a.

La solucién estd dada por
(z+y)lnz—y+ea =k,
de donde

(z+y)lnz—y = ¢
y(lnz —1) = c—zlnzx

c—zlnzx

vy = lnz—-1" e

Nota: Para resolver las ecuaciones exactas anteriores primero integramos con respecto

0
a z en la igualdad (T)i = M(z,y), pero se puede proceder en forma andloga si en lugar
x

. 0 : .
de esto integramos con respecto a y en —i = N(z,y). Ilustraremos dicho procedimiento

Oy

en los tres ejemplos siguientes.
EJEMPLO 4. Resuelva
(3y* + z cos xy)% + (322 + ycoszy) = 0. (2.40)
Solucién. Escribamos (2.40) en su forma diferencial
(3z* + ycos zy)dz + (3y* + z cos zy)dy = 0.
En este caso

M(z,y) = 3z* + y cos zy, N(z,y) = 3y* + Tcosy

y dado que
oM . N ON
— = —zysenzy + CoSTY = —,
3y ysen zy y=5-
tenemos que (2.40) es una ecuacién diferencial exacta, por lo que existe f tal que

of

-~ =3y + zcoszy.
Ay
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Integrando esta ecuacién respecto a y obtenemos
flz,y) = /(?)y2 + 2 cos zy)dy
= 33+ senzy + ¢(x).

Derivando parcialmente con respecto a x resulta

of /
5g = Y CosTY + ¢'(z).

0
Recordando que —Jj = 322 + ycoszy e igualando con la expresién anterior, tenemos que

Oz
yeoszy + ¢'(z) = 3z24ycoszy
$(z) = 32*
d(z) = z¥+cp.
Sustituyendo ¢(z) tenemos
f(z,y) =y® + senzy + 2* + ¢.
La solucién esta dada por
y® + senzy + 23 + ¢; = k,
o bien
y3 + senzxy + B =c
EJEMPLO 5. Resolver
(ye” + 2¢* + y*)dz + (€ + 2zy)dy = 0, y(0) = 6. (2.41)
Solucién. Tenemos que

M(z,y) = ye* + 2¢° + 2, N(z,y) = €® + 2zy

y como
oM o 4 9y — ON
ay ° TV T e
se trata de una ecuacién diferencial exacta. Buscamos una funcién f tal que
of -
— = €'+ 2z
Oy Y

flay) = [(e+2ay)dy

f(z,y) = €ey+zy’+ ¢(z)
of

5 T 2 /
e e’y +y° +¢'(z).
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Por otro lado, se requiere que

0
of = ye” + 2e° + 1%
O0x

Igualando las dos expresiones anteriores se tiene que

= 2e°
d(z) = / 2e"dx
o) = 2"+ .
Sustituyendo ¢(z) obtenemos
f(z,y) = €y + zy* + 2€" + ;.
Luego, la solucién viene dada por

Ey+ayt+24+¢; = k
ey + zy’ + 2% =

Aplicando la condicién y(0) = 6 en la tltima ecuacién tenemos que

e%(6) + (0)(6)* +2e° = ¢
8 = c

Asi, concluimos que nuestra solucién particular estd definida implicitamente mediante la
ecuacion

e“y + zy? + 2 = 8.

EJEMPLO 6. Resolver

(v cosz — 3zy — 2z)dz + (2ysenz — 23 + Iny)dy = 0, y(0) =e. (2.42)
Solucion. Como
oM _ 2ucosz — 3z? = ON
oy y ~ Oz’
tenemos que (2.42) es una ecuacién diferencial exacta y por lo tanto existe una funcién
f tal que
5_f = 2ysenz —z° +Iny
Oy

fl@y) = [(@ysenz—3®+Iy)dy,
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de donde
f(z,y) = y*senz — 2’y + yIny — y + ¢(z).
Entonces
8f .2 2 1
By — Y COST — 3z°y + ¢'(z).
of
Pero e M(z,y), de donde
y*cosz — 3z*y + ¢'(2) = y’cosz — 3z’y — 2z
¢(z) = —2
p(z) = —-zl+e.
Luego

f(z,y) =vy*senz — 2’y + ylny —y — 22 + ¢

o bien, la solucién y estd definida implicitamente en la ecuacién
y'senz — 23y +ylny —y— 22 =c.
Como y estd sujeta a la condicién y(0) = e, se tiene que

e’sen0 — (0)(e) +elne—e—0 = ¢
c

Asi, y estd definida implicitamente en la ecuacién

yisenz — 2’y +ylny —y — 2?2 =0.

EJEMPLO 7. Resolver
(2y® — 4z + 5)dz + (2y — 4zy — 4)dy = 0. (2.43)
Solucidén. Se tiene que
M(z,y) = 2y — 4z + 5, N(z,y) =2y —4zy — 4

N
- = 4y) a—.’E - _4y7

por lo cual (2.43) no es una ecuacién diferencial exacta.
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EJERCICIOS 2.3

De las siguientes ecuaciones resuelva aquéllas que sean exactas.

dy 4z3y? — 3z%y
dr 3 —2zdy

2. (e*y? — 2z)dz + e*ydy =0
3. (y—3z¥)dz + (z — 1)dy =0

4. (z + 3z3seny)dr + z* cosy dy = 0

1 1
d. (seny+ysenx+ 5) dz + (:ccosy—cos:v-l— —) dy =0
Y

d
6. ycost + 2te¥ + (sent + t?e¥ + 2)—= =0

ay

dt
1 1 1

(G e (3ae ay =0 con u(3) =2
T Yy 2

8. (\/%—Fh)dz—%\/l—kx?dy:o con y(0)=6

1
9. (y— ;yae%> dz + (z—l— ;e}z‘> dy=0

10. e*cosydr — ze®senydy =0 con y(0) =

2.4 Factores Integrantes
Definicién 2.4.1 Si la ecuacion diferencial
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0 (2.44)

no es ezacta, pero existe una funcion p(x,y), tal que al multiplicar (2.44) por pu(z,y), la
ecuacton resultante

pu(z, y)M(z,y)dz + u(z,y)N(z,y)dy =0, (2.45)

es exacta, entonces se dice que p(z,y) es un factor integrante de la ecuacion diferencial

(2.44)-
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Debemos observar que la solucién de (2.45) es la solucién de (2.44) y que en general no
es facil encontrar un factor integrante para una ecuacién no exacta de la forma (2.44).
Sin embargo, si M(z,y) y N(z,y) cumplen ciertas condiciones entonces los factores in-
tegrantes son conocidos. Veamos algunos casos.

CASO I. Factor integrante dependiente de x. Suponga que

oM ON

oy oz
N

es una funcién que depende unicamente de z, la cual denotaremos por g(z). Entonces,
un factor integrante para la ecuacién dada es

u(a) = ef 8.

CASQO II. Factor integrante dependiente de y. Si se tiene que

ON oM

oz dy
M

es una funcién de y tnicamente, denotada por h(y), entonces

uly) = el M)y

es un factor integrante para la ecuacién diferencial (2.44).

CASQ II1.Factores de integracion de la forma z™y™. Si existen m y n tales que

OM ON N M

———— — _._n_,

Oy or x Y
entonces
wz,y) = z™y"
es un factor integrante para (2.44).
CASO 1V. Si existen funciones P(z) y Q(y) que satisfacen

aa_A; — 66—1;[ = N(z,y)P(z) — M(z,y)Q(v)

entonces un factor integrante para (2.44) es

w(z,y) = oJ P@dz, [ Qu)dy

Obsérvese que el Caso IV incluye a los Casos I, I y III si tomamos Q(y) = 0, P(z) =0
y P(z) = %, Qy) = Z—; respectivamente.
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También queremos advertir que al aplicar las férmulas anteriores estamos interesados
en obtener solamente un factor integrante, por lo cual después de calcular las integrales
indefinidas implicadas en dichas expresiones basta considerar un valor fijo de la constante
de integracién; cero por simplicidad. Continuaremos con esta practica mas adelante, al
emplear las férmulas (2.60), (4.15) y (4.85).

EJEMPLO 1. Resolver
(2zy + y*)dz + (322 + 6zy°)dy = 0. (2.46)
Solucion. En este caso

M(z,y)=2zy+y*,  N(z,y) = 3z*+ 623,

oM ON
— =22+ 417, — =6z + 6°.
oy Oz

oM , ON
Como By 7 o tenemos que (2.46) no es una ecuacién diferencial exacta. Buscaremos

x

un factor integrante para (2.46) investigando si M y N cumplen con las condiciones
mencionadas en el Caso I.

%%4—%—1: 2z + 4y — 6z — 6y°

N N 3z2 4 62y3
—(2y® + 4z)
3z2 4 6zy3

(2.47)

La expresién en (2.47) no es una funcién exclusivamente de z. Por lo que investigaremos
si M y N son funciones que cumplen con la condicién mencionada en el Caso II.

aN oM
o oy _ 6z + 6y — 2z — 49° (2.48)
M 2zy + y* ‘
20y +2x)
y(y® + 2z)
B 2
"

La expresion en (2.48) si es una funcién exclusivamente de y, luego un factor integrante

es de la forma )
24 2
efy Y teny elny y2.

Asi

wy) =97~
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2.4. Factores Integrantes 65

Ya que se conoce un factor integrante de (2.46), multiplicamos dicha ecuacién por y* y

procedemos a resolver la ecuacién diferencial resultante, cuya solucién es igual a la de
(2.46). Tenemos

l
o

v?(2zy + y*)dz + y*(3z% + 62y%)dy
(2zy® + y°)dz + (3% + 629°)dy = 0. (2.49)

Ahora se tiene en (2.49) que
M(z,y) = 2zy° +4°, N(z,y) = 3z*y* + 6zy°

oM ON
—— = 6zy® + 6y°, — = 6zy? + 69°.
Oy Oz

Luego, (2.49) ya es una ecuacién diferencial exacta, cuya solucién estd definida implicitamente
en la ecuacién

a:2y3 + :zry6 =c.
EJEMPLO 2. Resolver
Y 1
(F + 2) dz + = (1+1Inzy)dy =0. (2.50)

Solucién. Tenemos que

Y

B _1+Inzy
== =

M(IL‘,y) +2’ N(‘T7y) -—I—’

oM 1 ON —Inzy

oy z%’ ox  z2
De modo que (2.50) no es una ecuacién diferencial exacta. Veamos si M y N cumplen
con la condicién del Caso I.

oM _ ON 1

oy 0z _ gt
N - l1+lnzy

81—

(2.51)

Como (2.51) es exclusivamente funcién de z, un factor integrante es

dz Inz __

ulz)=el = =e z.

Multiplicamos (2.50) por p(z) y obtenemos la ecuacién

(g + 2:1:) dz + (1 + Inzy)dy = 0,
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66 Capitulo 2. Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

la cual es una ecuacién diferencial exacta que tiene la misma solucién que (2.50), definida
implicitamente en la ecuacion
ylnzy + 22 = c.

EJEMPLO 3. Resolver
(y+z+2)dz+dy=0. (2.52)

Solucién. Ahora
M(z,y)=y+z+2, N(z,y) =1,
oM_ | oN_
Ay ’ Or
Entonces (2.52) no es una ecuacién exacta. Hallaremos un factor integrante. Primero,
veamos si M y N cumplen con las condiciones mencionadas en el Caso I.

0.

oM _ oN

8y Oz
1 2.53
N ! (2.53)

Vemos que (2.53) es una funcién constante y que se puede considerar como funcién de z
o bien de y. En este caso nos interesa considerarla como funcién inicamente de z. Luego
p(z) = €. Multiplicamos a (2.52) por u(z) y se obtiene

e"(y+z +2)dz + e*dy = 0. (2.54)
Se puede observar que (2.54) si es una ecuacién exacta, cuya solucién es

y=ce *—z—1

EJEMPLO 4. Resolver
(6y — 24xy°)dz + (97 — 562%y*)dy = 0. (2.55)
Solucidén. Ya que

M(:E, y) = 6y - 2437’!/5, N("Ev y) =9z — 56$2y4,

oM ON
— =6 — 120zy* — =9 — 112zy*
By 6 Ozy*®, 3 9 Ty,
es claro que (2.55) no es una ecuacién diferencial exacta. Determinemos un factor inte-
grante. El Caso I no puede aplicarse, puesto que
%4 - %’ =38zt
N  z(9-56zyt)’
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no es funcién exclusivamente de . Por otra parte

ON oM
9z oy 3 + 8zyt

M 6y(l1 — 4zy?)

no es una funcién exclusivamente de y, por lo que tampoco podemos aplicar el Caso II.
Busquemos un factor integrante de la forma

wz,y) =z"y",
el cual se puede construir sélo si existen constantes m y n, tales que
OM ON N M
By oz 'z 'y
6 1200yt — 04+ 1120y = m Z 00 6y— 2oy
T y

—3—8zy* = 9m — 56mzy* — 6n + 24nzy*.
Esto nos lleva al sistema

9n —6n = -3
—56m + 24n = -8,

cuya solucién es m = 1y n = 2. De modo que u(z,y) = zy? es un factor integrante para
(2.55). Por lo que al resolver la ecuacién

zy?(6y — 24zy°)dz + zy?*(9z — 562%y*)dy = 0,
obtenemos la solucién de (2.55). Su solucién y estd definida implicitamente en la ecuacién

3z%y® — 823" =¢.

EJEMPLO 5. Resolver

(zy + yIny)dz + (zy + zlnz)dy = 0. (2.56)

Soluciéon. Como

M(z,y) =zy+ylny, N(z,y)=zy+zlhz,

oM ON
— =x+lny+1, — =y+1+Inz,
Oy Oz
oM ON
observamos que rm # e Luego la ecuacién no es exacta. Busquemos un factor
y z

integrante. Se tiene que

oM _ 8N

5y "oz _ (z+Iny)—(y+Inx)
N z(y + Inz) ’
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68 Capitulo 2. Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

no es funcién exclusivamente de z, por lo que no podemos calcular un factor integrante
dependiente solamente de z. En forma similar vemos que

%—Z—%—Aj ~y—z+Inz—Iny

M zy+ylny

no es funcién exclusivamente de y, por lo que el Caso II no puede aplicarse. Vamos ahora
a buscar un factor integrante de la forma pu(x,y) = 2™y". Para ello buscamos constantes
m y n tales que

eI\ N S
Oy or x Y
1 1
c+hny+l—-y—1—Ilnz = mxy+xnx_nmy+yny

T Y
(z+Iny) —(y+Inz) = m(y+Inz)—n(z+Iny).
De la ultima igualdad se sigue que m = n = —1. Asi que un factor integrante es
1
wz,y) = s

Si multiplicamos la ecuacién diferencial dada por u(z,y) , obtenemos la ecuacién exacta
1 1
—(zy +yIny)dz + —(zy + zInz)dy = 0,
Ty Ty

cuya solucién estd definida implicitamente por la ecuacién

y+z+Inylhz=c.

EJEMPLO 6. Resolver
(22° + e7¥)dz + (23 + zy)dy = 0. (2.57)
Solucién. La ecuacién no es exacta, ya que
M(z,y) =2z +e7Y, N(z,y) = 23 + zy,

oM ON

— =—e Y, — =322 +y.

Oy oz y

Procedemos a determinar un factor integrante. Primero vemos que la ecuacién no cae
dentro del Caso I, puesto que

%yM-%II' _ —e¥ — (322 + y)

N 3+ zy

b
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no es funcién solo de z. Ademas

%—IZ—%% 3 +y+e?

M 2224 eV
no es funcién solo de y, y el Caso II falla. Trataremos ahora de hallar un factor integrante
de la forma u(z,y) = z™y". Tenemos que

OM ON mN nM
Oy or x Y
3 2
CeV 3ty = mE +my_n2m +eY
T Y
2 -y
e
—e V-3t -y = mm2+my——2n%——n7.

Observamos en la tltima igualdad, que no existen m, n que la satisfagan. Por tltimo, de
acuerdo con el Caso IV, buscamos un factor integrante de la forma

u(z,y) =e [ P(z)dz+ [ Q)dy
Es necesario encontrar funciones P(z) y Q(y) tales que

% _ %_N = N(z,y)P(z) - M(z,3)Q().

Es decir
—eV = (@a’ +y) = (2° +2y)P(z) - (22° +e7)Qv)
—e™ 32—y = 2°P(z) +2yP(z) — 22°Q(y) — e7YQ(y)
—3¢? —y—e? = *P(z) - 2:’Q(y) + yzP(z) - Qy)e .
1
En consecuencia Q(y) = 1, P(z) = ——yun factor integrante es

uz,y) = ef FeelW

= e lnzey

ey

T

Asi que multiplicamos la ecuacién (2.57) por este u(z,y) y obtenemos
v y
E—(2:162 +e7Y)dz + e;(ms + zy)dy = 0,
T

la cual es una ecuacién diferencial exacta, cuya solucién es la misma que la de la ecuacién
original y estd definida implicitamente en la ecuacién

(z*’+y—-1)e +lnz=c
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70 Capitulo 2. Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

EJERCICIOS 2.4

Mediante un factor integrante adecuado resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales.
1. (222 + y)dz + (2*y — z)dy =0
2. (4% + 3cosy)dz — rsenydy =0

Y
3. (1 + %—) dz — (z+3e¥)dy =0

4. <2xy2 + %) dz + 4z’ydy =0
y
5. y(1 + Inzy + 2z)de + (z — 2y*)dy = 0
6. (62%y° — 4y*)dz + (22%y — day®)dy = 0
1
7. <% coszy + G senzy + 3y3) dz + (cos zy + 3zy*)dy = 0

1

y2(1 + Inzy)dz + (5% - 3) dy=20

9. (z + z%sen2y)dy — 2ydz =0

10. cosydz + (2zseny — cos® y)dy = 0

2.5 Ecuaciones Diferenciales Lineales

La ecuacién diferencial lineal de primer orden, tiene la forma general

d
ar(2) 5 + ao(z)y = () (2:58)
Dividiendo entre a;(z), resulta la forma mas til
L+ plely = ql2) (259
dz p\r)y = q\x). .
Es facil verificar que la ecuacién diferencial (2.59) tiene como factor integrante a la
funcién
p(z) = e p@)de (2.60)

Si multiplicamos la ecuacién (2.59) por u(z), se sigue que

£ u(@)y(a)) = @)az),
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2.5. Ecuaciones Diferenciales Lineales 71

e integrando ambos miembros de esta tltima igualdad, obtenemos la solucién general
de la ecuacidn.

EJEMPLO 1. Resolver

d
(z + 1)32 — 2y =(z+ 1)~ (2.61)
i
Solucidén. La ecuacion es lineal. Escribamos primero la ecuacién diferencial como
dy 2 3
= = 1)%.
dr x+ ly (z+1)

Un factor integrante es
u(z) = e Jza
eln(a:+1)‘2

(z+1)72

Multiplicando la ecuacién diferencial por (z + 1)~2, podemos escribir la ecuacién como

d
(z + 1)“2£ —2z+ 1Py =z+1,

o equivalentemente
%[(w +1) Y=z +1,
e integrando
1
(z+ 1)y = 5(:5 +1)?%+e.
Por lo tanto, la solucién general es

1
y= §(zc +1)* 4 c(z + 1)2.

EJEMPLO 2. Resolver
(22% — ye¥)dz — e*dy = 0, y(0) =1. (2.62)
Solucién. La ecuacién es lineal. La escribimos en la forma

&y +y=21%"",
dr

Un factor integrante es

T

p(z) = €.
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72 Capitulo 2. Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

De modo que

d
ez—y+ezy = 2z2
dz
d
e 2z
ey = g3B3+c
Y7 3

La solucién general, viene dada por
2
y= (§w3 +c)e”".

La condicién inicial y(0) = 1 da ¢ = 1. Por consiguiente la solucién del problema de
valor inicial es 5
Y= (—?;ac3 +1)e™7.
EJEMPLO 3. Resolver
(zlnz)y'+ (1 +Inz)y + %\/5(2 +1Inz) = 0. (2.63)

Solucién. Escribimos la ecuacién diferencial en la forma

, l4+Inz 1 2+Inz

Y+ y=-5vz :
2 zlnz

zlnz
Un factor integrante es
l4inz
p(z) = el nFdr = zlnz.

Multiplicamos por p(z) = zlnz

(zlnz)y' + (1 +Inz)y = ——;-\/5(2 + Inx)
d 1
E;[(x Inz)y] = —5\/5(2 + Inz).
Asi que
(zlnz)y = —-é—m%(4 +3lnz) +c.

La solucién general es

vz (4+3Inz)+

y:_glnx zlnz’

EJEMPLO 4. Resolver
dy 1

dx  zseny+ 2seny’

(2.64)
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2.5. Ecuaciones Diferenciales Lineales 73

Solucién. La ecuacién diferencial (2.64) no es separable, ni homogénea, ni exacta, ni
lineal en la variable y. Sin embargo considerando los reciprocos, tenemos

d
a _ Tseny + 2sen 2y,
dy

o bien J
é — (seny)z = 2sen2y.

La tltima ecuacidn es lineal en z. El factor de integracién correspondiente es

py) = e Jenva

ey
Luego
COs dm COS COSs
e y-d— —e“®Y(seny)r = 2sen2y e“Y
Y
d COos COs
d—[e Yr] = 4seny cosye™?

Y
eV = 4 / seny cos ye“*Ydy
e“¥r = 4(1 —cosy)eY +c.

La solucién general de (2.64) es

cosy

z=4(1 —cosy) + ce”

EJERCICIOS 2.5

Diga si la ecuacién diferencial dada es lineal en y o en . En caso de serlo determine su
solucién general.

dy y
1. —+==1
da:+:v
dy 2r+1
2. = =z-1
dz :c—l—ly T

3. (14 2¥)dy + (zy + 2° + z)dz = 0
4. zy = 3y + z*cosz, y(2m) =0
5. ydz + (zy + 22 — ye¥)dy =0
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r_ Y
2ylny — x

=2}

- Y
7. vy + 2y = senz

8. sen x% + (cosz)y =0, y(—m/2) =1

dy 1
dr e¥—z

d
10. cos%ﬁ +y—1=0, y(0) = =3

2.6 FEcuacion de Bernoulli

A una ecuacion diferencial de la forma

Y4 Py = fa)" (2.65)
x
con n un numero real, se le llama ecuacion de Bernoulli.

Sin =0o0n =1, (2.65) es una ecuacién diferencial lineal. Ademds si n = 1, la
ecuacién se puede resolver mediante separacién de variables. Asi que nos concentramos
en el caso en que n # 0, 1.

El método para resolver una ecuaciéon de Bernoulli consiste en transformarla en una
ecuacion diferencial lineal mediante un cambio de variable, veamos.

Dividiendo ambos lados de (2.65) por y", resulta

.y

— 1-n — . 2.
v+ Py = f() (2.66)
Sea
w =7y, (2.67)
entonces d i
w _ _n—y
dr (1=n) dx’
por lo cual
1 dw dy
— =y . 2.
1-ndz Y do (2.68)
Sustituyendo (2.67) y (2.68) en la ecuacién diferencial (2.66) obtenemos
1 dw
Py = ()

% + (1-n)P(z)w = (1-n)f(z),
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2.6. Ecuacion de Bernoulli 75

que es una ecuacion diferencial lineal.

EJEMPLO 1. Resolver .

Y x 2

2Ty = ey 2.69
I T Y=€y (2.69)

Solucién. Dividiendo la ecuacién (2.69) por y?, resulta

-2 dy -1 T

- _ = e%. 2.70
Ul (2.70)
Sea d d d d
gl w20y 4w 23y
YEY S @ dz’ dzx dz’
Sustituyendo en (2.70)
_dw w = €
dz B
dw +w = —€*
dzx B '

Resolviendo la ecuacion diferencial lineal tenemos

w= —lez +ce”®
- 2 1 )
y recordando que w = y~!
1 —e¥ + 2c1e7®
y - 2 )
de donde
2
y= - T
ce ™ —e
EJEMPLO 2. Resolver
y(6y* — = — 1)dz + 2zdy = 0. (2.711)

Solucién. Veamos si es una ecuacién de Bernoulli.

y(6y* —z — 1)dz +2zdy = 0
dy
3 — —_ —_— =
6y’ —zy—y+ 2xd$ 0
dy _ 3
QmE —(z+1)y = -6y
dy c+1 3,

dz 2z y T
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Asi, efectivamente se trata de una ecuacién de Bernoulli. Dividiendo por 33, se sigue que

_3@_CE+1 _2 3

dz 2z
Sea w = y~2. Entonces
dw dy
2= = _9y3Ze
dz 4 dx
ldw _zdy
2dr y dx
ldw z+1 3
——— w — —_—
2dz 2z T
dw z+1 6
-+ w o= —.
dz z z

Resolviendo la ecuacién diferencial lineal se obtiene

w = (6+ce )z}
y 2 = (6+ce )zt

B T
vy = 6+ ce

EJEMPLO 3. Resolver

dy Y
AN — 2.72
dr  x+y3z? (272)
Solucién. Nétese que
N
dz z + y3z?
dy Y

dz (1 +y3z)’

luego la ecuacién (2.72) no es de Bernoulli en la variable y, pero si la escribimos como

dz  z+yPa?
dy y
tenemos que

d_xzf+3_/j2

dy y oy
dr 1 2 2
R = yr,
ay y
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la cual es una ecuacién diferencial de Bernoulli en z. Dividiendo por z?, resulta

d 1
R 2. (2.73)
dy y
dw d
Sea w = 27!, entonces — = Iy Sustituyendo en (2.73) resulta
dy dy
dw 1 9
- T TwW=Y,
dy y
y resolviendo la ecuacién diferencial lineal en w obtenemos
. -y't+c
=~
Ya que w = 7!, se tiene
-1 _ —y4 +c
v
de donde
4y
T = :
c—yt

EJERCICIOS 2.6

Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales de Bernoulli.
1. 203y = y(y? + 3z?)
2. 22% + 2zyy’ = 2° + y?

2

dy 'y =z

dz 2z + 2y
7y’ + 6y = 3zys

y2y + 2xy3 = 6z

yidz + (2zy — 52%)dy = 0
(1-2%)y — 2y = Tzy?

vy + 4yt = 8z

© ° N o o o

(ylnz — 2)ydz = zdy

10. ¥ (2% +zy) =1
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2.7 Miscelanea de Ecuaciones Diferenciales

No existe un método general para resolver ecuaciones diferenciales. Por consiguiente,
para resolver una ecuacién diferencial recomendamos primero investigar si es de alguno
de los tipos estudiados en las secciones anteriores: separable, homogénea, exacta, con
un factor integrante, lineal, etcétera, y posteriormente aplicar el método de solucién
correspondiente.

Algunas ecuaciones diferenciales pueden resolverse por varios de los métodos vistos
en las secciones anteriores.

EJEMPLO. Resolver

(2z + zyg)da: + (4y + z%y)dy = 0. (2.74)
Solucién. Veamos primero si la ecuacién (2.74) es de variables separables.
(4y + 2%y)dy = —(2z+ zy*)dz
y(d+23)dy = —z(2+y%)dz
y -z
dy = ——=dz.
2+ 27 T ix a2

Asi, (2.74) result6 de variables separables. Integrando y reduciendo, obtenemos

In2+y?) = —-In@d+2*)+¢
In2+y3)(4+2%) = ¢
2+ )4 +1%) = c

84222 + 492 + z%? = .
Por otra parte, si en (2.74) denotamos

M(z,y) =2z +zy*  N(z,y) = 4y + 2%y,

entonces
oM _ 2z oN _ 2yx
ay Y g T YT
Por lo tanto, la ecuacién (2.74) también es exacta. Luego, existe una funcién f tal
0 0
que 5{ =My 6_f = N. A partir de estas relaciones encontramos que
z Y
22y
flz,y) = /(23: +zyt)dr = 2*+ — h(y)
0
0—; =2’y +h(y) = 4y+yz’
hy) = 4y

h(y) = 2y2+c1.
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De donde
552112 2
fley) =2+ == +2% +oa.

La solucién estd dada por f(z,y) = ¢z, con ¢y una constante, o equivalentemente

22% + 22yt + 4yt = c.

Finalmente investiguemos si la ecuacién (2.74) es lineal. Tenemos

(4y + 2%y)dy + 2z + zy®)dz = 0

d
(4y + xzy)—y +2z+zy> = 0
dx
d
(4y + x2y)£/; +zy? = -2z
d z -2z
—y_ + "'——‘—2—y2 ol —2
dr ~ (4y + z%) 4y + yz
d z —2z
_y + —2y2 — -
dr = y(4 + z?) y(4 + z?)
dy T —2r
v 2! T araY
De aqui, es claro que no es lineal, pero si es de Bernoulli. Resolviéndola como tal,
encontramos
dy T 2 -2z
dw dy
: 2
= : — = =
S1 w Yy, dm ydm
it w =
2dr 4+ 2 4 + 12
dw N 2z w — —4z
dr  4+4+22 4+ 22
ua) = o] e ghless _ g g2
d
4+III2 £+2mw = -4z
d
x
d(4 + z?
x
4+z*)w = -2r*+c¢
(4+2%)y = -2 +c

4 + 2%y + 222 = ¢

En conclusién, la ecuacién (2.74) se pudo resolver por tres métodos distintos y por
supuesto el lector desarrollard su propia estrategia al resolver una ecuacién diferencial.
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80 Capitulo 2. Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

EJERCICIOS 2.7
Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales.
@ _dz+y-—6

1. =
dr y—z+1

2. (67 +1)cos2zdz + (1 + sen2z)dy = 0

/ Yy 1
R RN
evcosz
4.y + ———— =0

evsenz + yb
5. (1+ 2%y = zy + 2%
6. (seny — 2ye " senz)dzr + (cosy + 2~ cosz)dy =0
7. (x —ycos= )dm+mcos =dy =0

d 1
8.:cd—y+wy—5—0 con y(l)=1

9. 2y +2y—€*+lnz =0
10. (4y+ 2z — 5)dz + (6y + 4z — 1)dy =0
11. <y + z cot = ) dr — zdy =0
12. senz(e™¥ + 1)dz = (1+cosz)dy con y(0)=0
13. (zcosy —yseny)dy + (zseny + ycosy)dz =0
14. 22%dy — (y* + 22y — 2%)dz = 0
15. (/&5 - vVE)do + (y/E + i)y = 0
16. (z%e"% + y?)dz = zydy

dy
17. (e +1)== =y — ye®
(e"+ 1) =y —ye

18. zdy — (2y + z*sen3z)dz = 0

1
2z — 3y

19. ¢/ =

20. %:eo—?)r con 7(0)=1
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21. (z 4 ye=)dz — zezdy =0

22. (2 +y* +2)dr +2ydy =0
dy

23. zi;+:c+y+1: (z +y)%e*
dy 3

24, — = -1
0 = Yy 1)

25. dr + (% — seny)dy =0
26. (y* + 3zy)dz = (4z* + zy)dy

dy
27. —=1-— + 3z —
7 = 1—/y+3xz—2

28. zdz + (1 — 23y)dy = 0

29. y+z(lnz —Iny — 1)% =0

30. (6z%y + 12zy + y*)dz + (62° + 2y)dy = 0
31. (2% + zy + 3y*)dz — (2% + 2xy)dy =0
32. (ylny +ye®)dz + (z + ycosy)dy =0
33. y*(zy +y)(1 +2Y)i =2

34. 22 =1 — 22 + % — 2%

35. 2% = % —zy 2

36. (2zy + 3y*)dz = (2zy + z%)dy

37. 6zydz + (4y + 97%)dy = 0

38. 2y’ —y —x*cosz =0, con y(m)=1
39. (27 + tany)dz + (z — 2°tany)dy =0
40. y*dz + (zy — 2°)dy = 0

d_y_2xy2+y
dr  z— 293

42. zydr — z?dy = y\/z2 + y2dy

41.
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82 Capitulo 2. Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden
dy
43. 1 2 —1
zy(1+2y°) -
44. (y+32%y + 2¥)dz + (z+23)dy =0

dy
45. 1=2 —y = /2% + 12
mdm Y ety
46. (2z + 2zy?)dz + (zy + 2y + 3y°)dy = 0
47. (coszcosy + senzx)dr — cosz tanydy = 0

ﬁi_?i_ z+y—3

48. T
dr 2r—y+1

dy zy+2y—xz—2

49. =
dr zy—-3y+z-3

50. (zy? —y? +x — )dz + (2%y — 22y + 22 + 2y — 22 4+ 2)dy =0

dv v+1

5l — = ———
ds s+ /sv

52. cosysent—y = senycost
dt
dy _ _t4+y+3
53. i e
54. zcoszdzr + (1 —63°)dy=0 con y(m)=0

ydz + xdy

49% — 222 8y? — 22
Yy n Y

6. dy =
| 4zry? — 23 4y3 — z2%y y=0
d
57__y:£.__'__3_/_-'__2
dr z+y-—4

58. (4y — z%)dz —xdy =0 con y(1)=0

59. ( +y)dz + (z — %)dy =0 con y(9) =1
y2

60. 3xy’ — 2y = 23y ?

61. 2 = —7
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62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71

72.

73.

74.

75.

76.

77.

DERECHOS RESERVADOS © 2004, Universidad Autonoma Metropolitana (México). Prohibida la reproduccion de esta obra asi como la distribucién y venta fuera del ambito de la UAM®. E-libro Bibliomedia Bibliomedia@mail.com

dy _ 2+ye™
dr 2y — ze®v
dy
3 2 _ 3__:33__ 2
(3zy” — %)~ =3y" — 2%y

3z%y’dz + (223y + 23y)dy =0
zy*y +y° =z cosz

dy 2a:ye(§)2

dx y2 +y26(§)2 + 2IE2€(§)2

(xy cos L + z?sen Q) v =4cos 2 con y(1) =
T T T

(z + 2zy®)dz + (1 + 3z%y* + y)dy = 0

y -y =ays
T

flﬂ B 322/16 + y2

dr Y
(y + 2°y*)dz + zdy = 0
ze®dr+ (y° —1)dy =0 con y(0) =0

Encuentre el valor de n para el cual ecuacién: (z + ye*™¥)dz + nze*¥dy = 0, es
exacta y resuélvala para ese valor de n.

Resuelva: (\/% + 2m) dr+vV1+z2dy=0 con y(0)=6.

3
Resuelva: 3z%(1 + logy)dz + (% - 2y) dy = 0.

Resolver la siguiente ecuacién diferencial
(=3y + 22%y®)dz + (42 — 3z*y?)dy = 0
(sugerencia: p = z™y™ es un factor integrante de la ecuacién.)

Una curva parte desde el origen por el primer cuadrante. El drea bajo la curva
desde (0,0) hasta (z,y) es un tercio del drea.del rectdngulo que tiene a esos puntos
como vértices opuestos. Hallar la ecuacion de esa curva.
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78. Sea t la tangente a una curva C en un punto P. Sea F' el punto sobre el eje z tal
que FP es perpendicular al eje x y sea T el punto de interseccién de t y el eje z.
Encontrar la ecuacién de la familia de curvas C las cuales tienen la propiedad de
que la longitud T'F es igual a la suma de la abscisa y de la ordenada de P.

79. Sea t la tangente a una curva C en un punto P. Encontrar la ecuacién de la familia
de curvas C las cuales tienen la propiedad de que la distancia del origen a ¢ es igual
a la abscisa de P.

80. Sea t la tangente a una curva C en el punto P y sea F' el punto del eje = tal que
PF es perpendicular a dicho eje. Encontrar la ecuacién de la familia de curvas C
las cuales tienen la propiedad de que la distancia de F' a t es constante.

2.8 Cambios de Variables Diversos

El cambio de variable es una idea genérica en Matematicas, la cual como se ha visto
en las seccidnes anteriores, también puede aplicarse al tratar de encontrar soluciones de
ecuaciones diferenciales. Sin embargo, deseamos enfatizar que no hay un método general
para proponer cambios de variable. Veamos algunos ejemplos adicionales.

EJEMPLO 1. Resolver

dy Inz
w2 W 2.75
ze dr +e - ( )
Solucién. Sea u = e?®. Entonces
@:e% @7 .1_.({2_‘:6%@_
dz dx 2dz dx
Sustituyendo en (2.75)
1 . du + Inz
—r— +u=—.
2 dx T
Asi, la ecuacién se ha transformado en la ecuacién diferencial lineal
du + 2 2lnac
—_— —-_U = 22—
dr =z z2’

cuya solucién es
2 c
u= E(xlnm —-z)+ ot
Usando que u = %, encontramos la solucién de la ecuacién original en la forma
2 c
% = Z(lnz—-1)+—
e x( nz—1)+ -
2 c
2y = ln[—lnx—l ——]
y o )+

1 2 c
y = éln[;(lnw—1)+;§].
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EJEMPLO 2. Resolver
Y +ylny = ye*. (2.76)

Solucidén. Sea u = Iny. Tenemos que

du ldy
dz  ydz’
y como y = e*
Jdu  dy
e =
Sustituyendo en (2.76) resulta
e ar +eu = ee
du z
dr +u = e

Luego, hemos obtenido una ecuacién diferencial lineal con solucién

1
u(z) = 562 +ce™”.

Por lo tanto

1
lny = 561 +ce™ 7,
de donde
y = e%ex+oe—x_

EJEMPLO 3. Resolver

dy
=24 Jy— . 2.77
dr ++\/y—2z+3 ( )

Solucion. Sea u = y — 2z + 3. Entonces

du  dy 5
dr  dz

d

du o, _

dz dx

du

Zt2 = 2+ Vu
du
rE

Note que la ecuacién diferencial que acabamos de obtener es separable. Resolviéndola

llegamos a que
T 2
U= ('é' + C)
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86 Capitulo 2. Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

En consecuencia

2
y—2z+3 = <§+c)

2
y = 2x—3+(g+c) .

EJERCICIOS 2.8

Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales

dy
1. ==
Tr sen (z + y)
dy
2. = =1+
dr +e
d
3. —y+m+y+1:(:1;+y)263“’
dz

4. Y +1=eCWsgenz
5. v = (z + y)?
6. ¥ =sen? (z—y+1)

7. Haciendo el cambio de variable z = y/z", esto es, y = zz™ y escogiendo un valor
adecuado de n, demuestre que las ecuaciones diferenciales siguientes pueden trans-
formarse en ecuaciones de variables separables y resuélvalas:

d _ 2
o) W _y—oy

dr =+ z2%y
dy 2y  2° y
by XY % st L
)dx x+y+z -
8. Resuelva

a) zy"+2y' =0
b) zy" +2y =z

(Sugerencia: haga v =1v')
9. Resolver las ecuaciones

a) w'+(y)-1=0
b) vy - () -y =0
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2.9. Ecuacién de Ricatti 87

2.9 Ecuacion de Ricatti

La ecuacion

Y p(a)y? + afay + (o) (278)

se llama ecuacién de Ricatti. El método de solucién que proponemos para resolver
(2.78) supone que se conoce, o bien puede calcularse, una solucién particular de la
ecuacién. Sea y; una solucién particular de (2.78), entonces es ficil mostrar que la
relacién

1

define una familia de soluciones de la ecuacién de Ricatti, donde v satisface cierta ecuacion
diferencial lineal, como veremos a continuacién.
Derivando (2.79) con respecto a z obtenemos

dy_ , _pdv
da:_yl Y dx’

Sustituyendo esta expresién junto con (2.79) en (2.78) tenemos
) 1\2 1
v =p@) (w+ ) +a@) (1 +3) +1(a),
o equivalentemente

q(z)

v

_ 2, oP(@)y | p(z)
g = P + 2= =+ =57 +alz)y +

dv
Yy — v

+ r(z). (2.80)
Ahora bien, ya que que y; es solucién de la ecuacién diferencial, se cumple que

vi(z) = p(z)yi(2) + q()yi(2) +r(2),

lo cual reduce (2.80) a

_2% @ p(f) L 4(@)
dz v v v
dv
oz = ~[2p(@)nv+p(z) +q(z)]
dv
o = 2@y + (@)l - ple).
T
Es decir, v satisface la ecuacién
dv
o T [2p(@)y1 + g(2)]v(z) = —p(z), (2.81)

que efectivamente es una ecuacién diferencial lineal.

DERECHOS RESERVADOS © 2004, Universidad Autonoma Metropolitana (México). Prohibida la reproduccion de esta obra asi como la distribucién y venta fuera del ambito de la UAM®. E-libro Bibliomedia Bibliomedia@mail.com



88 Capitulo 2. Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

EJEMPLO . Resolver

dy o Yy 1

— =y - - . 2.82

iz Y Tz 1 ( )
Solucién. Es claro que (2.82) es una Ecuacién de Ricatti con p(z) = 1, ¢(z) =
—1/z, r(z) = —1/z% Observando que y, = 1/ es una solucién particular de (2.82),

en este caso la ecuacién (2.81) para v toma la forma

2 1
dv+<___)v:_1’

dx r
esto es

— 4+ —v=-1. (2.83)
Un factor integrante de (2.83) es

Multiplicando (2.83) por u(z) y resolviendo igual que antes, encontramos que

dv "
rT—+v = -z
dx
d
ag(zv) = -z
v = —x—2+c
= 5 1
, - T, a_c- z?
2z 2’
donde ¢ = 2¢;. Por lo tanto, de acuerdo con (2.79)
1 2z
y(z) = T + c— x?

es una familia de soluciones de la ecuacién diferencial (2.82).

EJERCICIOS 2.9

Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales de Ricatti, utilizando la solucién particu-
lar y; indicada.

dy

L Z=—y'+ay+1, y=z
dx
d
2. o (1-2)y+9h, m=¢
dx
dy 4 1 9 2
3_———:————-—— p—
T S vty w=
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2.10. Ecuacién de Clairaut 89

2.10 Ecuacion de Clairaut

La ecuacién diferencial de la forma

y=zy' + f(y), (2.84)

con f una funcién arbitraria, se llama ecuacion de Clairaut.
Mostraremos que las rectas

y =cz+ f(c), (2.85)

con ¢ un numero real, constituyen una familia de soluciones de la ecuacién de Clairaut

y que ademas dicha ecuacién posee la siguiente solucién definida en forma paramétrica
por las ecuaciones

z=—f(t), y=f@t)—tf(®) (2.86)
En primer lugar, derivando (2.85) con respecto a x se sigue que

/

y=c
y sustituyendo en (2.84) vemos que ésta se reduce a la identidad
cz + f(c) = zc+ f(c),
lo cual muestra que (2.85) es una solucién de (2.84) para todo c. Obsérvese que la

expresion (2.85) de esta familia de soluciones se obtiene trivialmente poniendo 3’ = ¢ en
el lado derecho de (2.84).

Por otra parte, de las ecuaciones (2.86) tenemos que

dx "

a - 0

dy , ' 1" "
- = FO = £ -tf(t) = ~tf"()

dy dydt__ " 1 _
= oaw Y (t)(—f”(t))—t'

Sustituyendo y y —d—i en la ecuacion diferencial de Clairaut llegamos a la identidad

f(O) = tf'(t) = = f' ()t + £(t).
De modo que efectivamente (2.86) definen otra solucién de (2.84).

A la solucién paramétrica se le llama solucién singular y requiere que f”(t) # 0.
Note ademds que esta solucién no se puede obtener de la familia de rectas (2.85).
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90 Capitulo 2. Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

EJEMPLO. Resolver
y=zy +1—1Iny. (2.87)

Solucidon. La familia de soluciones es

y=cr+1l—Inc

Identificando f(y’') =1 — Iny/, la solucién singular estd dada por
- )
f@t) —tf'(2)
y COmo

fit)=1-Int;  f'(t)=—=

t’
(=)=
T = —_ —_ o —
t t

1
y = 1——lnt—t<——>=2—lnt=2—ln1
t T

resulta

de donde, y =2+ Inz es la solucién singular.

EJERCICIOS 2.10
Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales
Ly=xy - ()
2. y=uzy — tany’

3. y—zy =Iny

2
d
4. (ﬁ) + (z + a)y’ — y = 0; con a una constante.

DERECHOS RESERVADOS © 2004, Universidad Autonoma Metropolitana (México). Prohibida la reproduccion de esta obra asi como la distribucién y venta fuera del ambito de la UAM®. E-libro Bibliomedia Bibliomedia@mail.com



Capitulo 3

Aplicaciones de las Ecuaciones
Diferenciales de Primer Orden

3.1 Trayectorias Ortogonales

Se dice que dos curvas son ortogonales si se intersectan y en los puntos de corte sus
rectas tangentes son perpendiculares entre si.

Si todas las curvas de una familia de curvas F(z,y,c;) = 0 son ortogonales a todas
las curvas de otra familia G(z,y, c) = 0, entonces se dice que las familias son, cada una,
trayectorias ortogonales de la otra.

Una aplicacién elemental de las trayectorias ortogonales es la siguiente. Se tiene
un imén y se han esparcido limaduras de hierro alrededor de él. Ver figura 3.1. Las

Figura 3.1: Lineas equipotenciales.

lineas punteadas (las limaduras) son las lineas de fuerza. Las lineas continuas son las
trayectorias ortogonales y se llaman lineas equipotenciales (lineas de igual potencial).

91

DERECHOS RESERVADOS © 2004, Universidad Autonoma Metropolitana (México). Prohibida la reproduccion de esta obra asi como la distribucién y venta fuera del ambito de la UAM®. E-libro Bibliomedia Bibliomedia@mail.com
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EJEMPLO 1. Encontrar las trayectorias ortogonales de la familia de pardbolas y = cz?.

Solucién. De la ecuacién de la familia dada y = cz? se sigue que

Z—Z = 2cx
Sustituyendo
=2,
obtenemos
ay 2y
iz z

Luego, las trayectorias ortogonales deben cumplir

dy z
de 2y
Resolviendo la ecuacion diferencial encontramos
2= _:r_2 +c
y = ) 2.

Asi, las trayectorias ortogonales de las pardbolas con vértice en el origen y cuyo eje
es el eje y, son elipses con centro en el origen y eje mayor en el eje z.
EJEMPLO 2. Determine el miembro de la familia de trayectorias ortogonales de
3zy® = 2 + 3c4z,
que pasa por (0,4).
Solucién. Se tiene que
3c; = §I—?J2;2
Derivando esta expresion obtenemos

z[3z(2yy') + 3y*] — (3zy? — 2)

0 =

:E2
0 — 6z2yy’ + 3zy® — 3zy? + 2
- g :
de donde
6x2y@+2 =0
dz
dy
2
-~ = 1
3z yda:
gy 1
dr 3z%
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Luego, la familia de trayectorias ortogonales debe satisfacer la ecuacién diferencial
dy

ay a2
e 3ry.

La solucién general de dicha ecuacidn es
1:3
Yy =ce , c€R.

Finalmente, de la condicién inicial y(0) = 4 resulta ¢ = 4. Por lo tanto la curva buscada
es

y= 4e*’.

3.2 Mecanica

EJEMPLO 1. Al abrir su paracaidas un paracaidista estd cayendo con una velocidad
de 176 ft/s, si la fuerza de resistencia del aire es Wv?/256 b, donde W es el peso total
del hombre y del parcaidas y v la velocidad con que va cayendo, hallar la velocidad en
cualquier tiempo después de abierto el paracaidas.

Solucién. El diagrama de cuerpo libre es

AF

7 W
Figura 3.2: Diagrama de cuerpo libre

De la segunda ley de Newton, usando que W =mg y g = 32 ft/ 52, se sigue que

m((.ii_: -Ftotal
= W-F,
Wov?
256
(256 — v¥)mg
256
32m(256 — v?)
256
m(256 — v?)
— 5
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o equivalentemente
dv 256 — v
a8
La ecuacién diferencial (3.1) es separable, resolviéndola y usando la condicién inicial
v(0) = 176, obtenemos

(3.1)

6 + He 4

6 — Hbe—4t’

de donde se observa que para t muy grande v(t) tiende al valor de 16 ft/s. Esta es la
llamada velocidad terminal y es la velocidad con que el cuerpo llega al suelo.

v(t) =16

EJEMPLO 2. Pensar en un viaje interplanetario antes de mediados del siglo XX era
ubicarse en el terreno de la ficcién, pero hoy es una realidad. Consideremos un viaje a la
Luna. ;Con qué velocidad debe salir una nave de la Tierra para poder llegar a la Luna?

Solucién. La figura 7?7 ilustra la situacidn.

Figura 3.3: Viaje a la Luna.

Denotamos por M7, My, m,r y d a la masa de la Tierra, la masa de la Luna, la masa
de la nave, la distancia del centro de la Tierra a la nave, y la distancia de la Luna a la
nave, respectivamente. Véase la figura 3.3.

De la ley de la gravitacion universal de Newton tenemos que sobre la nave actuan dos
fuerzas
N GMT?’TL GMLIII
T2 dz
Si ignoramos la influencia de la Luna y demds planetas distintos a la Tierra, asi como
otras fuerzas de resistencia entonces

F y Fa=

o '—GMTTTL

ma
r2

b
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es decir

con K = GMr una constante positiva. El valor de K puede expresarse en términos de
Ry g como sigue. Cuandor = R, a = —g de donde —g = —K/R? y K = gR2.

Asi
R2
a=— 7‘_2
Por otra parte
dv dvdr dv

a=—=——==—y.
dt drdt dr
En consecuencia

R? dv
—g— = y— 2
2 Udr (32)
Resolviendo la ecuacién diferencial (3.2) mediante separacién de variables obtenemos
2 2
v? = 95 +c.
T

Ahora, si v = vy para 7 = R entonces
vg =29R +c,
de donde
c=vs—29R
R2
v? =29— + v?, — 29R.
T

Note que si v3 — 2gR < 0 entonces existe un valor de r tal que v ser4 igual a cero, lo
cual implicaria que la velocidad v cambiaria de positiva a negativa y la nave volveria a
la Tierra.

Por lo tanto, para que la nave escape de la Tierra debemos pedir que
vg —2gR > 0,
0 equivalentemente
Vg > 2gR

De aqui que la velocidad minima llamada velocidad de escape es
Ve = \/29R.

Tomando en cuenta que R = 3960 millas y g = 6.09 x 10~ millas/ s?, encontramos

millas km

Ve = 6.95 =111 —.
S
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96 Capitulo 3. Aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

3.3 Aplicaciones a problemas relacionados con cre-
cimiento y decrecimiento

3.3.1 Desintegracion Radiactiva.

Ley de desintegracién radiactiva. La velocidad de desintegracién de una sustancia
radiactiva en un instante dado es proporcional a la cantidad de sustancia presente en ese
instante.

La vida media de una sustancia radiactiva es el tiempo necesario para que se desin-
tegren la mitad de los atomos de una cantidad inicial de dicha sustancia.

EJEMPLO 1. La velocidad con que se desintegran nicleos radiactivos es proporcional
al nimero de nucleos que estdn presentes en una muestra dada. La mitad del nimero
original de nucleos radiactivos ha experimentado la desintegracion en un periodo de 1500
anos.

a){Qué porcentaje de nicleos radiactivos originales continuardn después de 4500 afios?
b);En cudntos afios quedara solamente un décimo del nimero original de nicleos radiac-
tivos?

Solucién. Sea z(t) la cantidad de nicleos radiactivos presente después de t anos y sea
_zp dx

o el nimero original de nicleos radiactivos. Entonces z(0) = zq, (1500) 5 ¥ g o

la velocidad con la que se desintegran los ntcleos al tiempo t.
Asi | este problema queda formulado por la siguiente ecuacién diferencial
dx
— = kzx, 3.3
o (3.3)

dénde k es la constante de proporcionalidad, junto con las condiciones

I(O) = Ty
2(1500) = 329

La solucién de la ecuacién (3.3) es ya conocida
z(t) = ce™.
Usando la condicién inicial 2(0) = zo encontramos que
z(t) = zoe®. (3.4)

a) Para calcular el porcentaje de nucleos ra.dia,ctivos originales después de 4500 anos,
determinamos z(4500). Considerando que z(1500) = zo/2 obtenemos

To
elsook 20

)] = 2
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3.3.1. Desintegracion Radiactiva 97

1
1500kt
© T2
Eo— In0.5
150
k = —0.00046209812.
Sustituyendo k en (3.4) resulta
2(t) = woe 000046200812t
Luego
$(4500) — xoe(—0.00046209812)(4500)

= 0125.’1)0,

lo cual nos dice que después de 4500 tenemos un 12.5% de zg.
b) Para determinar en cudntos anos quedard solamente un décimo del nimero original
de nicleos, es necesario hallar el valor de t tal que z(t) = x¢/10, es decir

T
xoekt == -1—8
1
ko oL
ST,
p In0.1
a k

t = 4982.89 =~ 4983 afos.

EJEMPLO 2. Se sabe que cierto material radiactivo se desintegra a una razén propor-
cional a la cantidad presente. Si inicialmente hay 50 miligramos de material y después
de dos horas se observa que el material ha perdido el 10% de su masa original, encuentre
a) Una expresién para la masa de material restante en un momento t.

b); Cudntos miligramos del material quedan después de cuatro horas?

c) {Cuadl es la vida media de este material?

Solucién. Sea z(t) la masa del material restante después de cierto tiempo t. Como al
cabo de dos horas el material se ha desintegrado el 10% de su masa original, es decir

d
el 10% de 50 mg que son 5 mg, tenemos que z(2) = 45 mg. Igual que antes, d—f es la

velocidad con que se desintegra el material radiactivo.
Asi este problema queda formulado con la siguiente ecuacién diferencial y sus condi-

ciones d
€T

—_— 3-5
= kz, (3.5)

con k una constante de proporcionalidad, y las condiciones

z(0) = 50, (3.6)
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98 Capitulo 3. Aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden
z(2) = 45. (3.7)
Sabemos que la solucién general de (3.5) es
z(t) = ce.

Empleando la condicién inicial (3.6), resulta

ce® = 50,
por lo cual
c=50
y
z(t) = 50e**.
Por otra parte, de (3.7) tenemos que
50e** = 45
45
2k = In—
50
1. 45
k = —In—
2" 50
k = -0.053.

a) Con esto podemos afirmar que una expresion para la masa del material restante después
de t horas es

I(t) — 506_0'053t.

b) El nimero de miligramos del material después de cuatro 4 horas es
2(4) = 50e(7093)®) = 40.5 mg.

c) Para calcular la vida media, determinamos el valor de t para el cual z(t) = 2 = 25.
Es decir,

506—0.053t = 925

1
—0053% = In-=
0.053 ng

t = 13 horas.

Por lo tanto la vida media de este material es de 13 horas.

Método del Carbono 14 Este método se debe al quimico Willard Libby cuyo
descubrimiento le valié el Premio Nobel de Quimica en 1960. La teoria se basa en lo
siguiente. La atmoésfera terrestre es continuamente bombardeada por rayos césmicos, los
cuales producen neutrones libres que se combinan con el nitrégeno de la atmésfera para
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3.3.1. Desintegracién Radiactiva 99

producir el isétopo C-14 (Carbono 14 o bien radiocarbono). Este C-14 se combina con el
biéxido de carbono presente en la atmosfera, el cual es absorbido por las plantas y éstas
a su vez son alimento para los animales. Asi es como se incorpora el radiocarbono a los
tejidos de seres vivos.

El cociente de la cantidad de C-14 y la cantidad de carbono ordinario presentes en
la atmésfera es constante, y en consecuencia la proporcién de isétopo presente en todos
los organismos vivos es la misma que en la atmdsfera. Cuando un organismo muere,
la velocidad de incorporacién de radiocarbono a él se hace nula y entonces comienza el
proceso de desintegracion radiactiva del C-14, que se encontraba presente en el momento
de su muerte. Asicomparando la proporcién de C-14 que hay en un fésil con la proporcién

constante encontrada en la atmdsfera es posible obtener una estimacién razonable de su
edad.

EJEMPLO 3. Se ha encontrado que un hueso antiguo contiene % de la cantidad original
de C-14 de un hueso al tiempo actual. ;Cudl es la antigiiedad del fésil?

Solucién. Sea z(t) la cantidad de C-14 presente en el hueso al tiempo t y sea z, la

cantidad de C-14 cuando se formé la muestra, es decir z(0) = zo. La vida media del C-14
d

es de 5,568 afos, por lo cual z(5568) = %. Ademés —

dt
radiactiva del C-14.
Determinaremos la edad del fésil al encontrar el valor de ¢ para el cual z(t) = zo/8.
Para eso, partimos de que

es la velocidad de desintegracion

dzx
= -k
dt !
z(0) = =z,
cuya solucién es
z(t) = zoet.
Considerando que z(5568) = z,/2, obtenemos
T
To 59568k _ 70
1
5568k = In 3
k = -0.00012448,

y asi
2(t) = woe~0-00012448¢

Buscamos el valor de t para el cual
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100 Capitulo 3. Aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

Tenemos que

pe 000012448t _ Zo
8
—0.00012448t = In %
;o —In8
~ —0.00012448
t = 16705.

Asi, el f6sil tiene una antigiiedad de 16705 afios.

EJEMPLO 4. En 1950 se hicieron excavaciones en Nipur (Babilonia), en las cuales se
encontraron muestras de carbén que reportaron 4.09 desintegraciones por minuto y por
gramo. Una muestra actual reporté 6.68 desintegraciénes por minuto y por gramo. Se
sabe que la primer muestra se formé en la época del reinado de Hammurabi. Con estos
datos, determine hace cuanto tiempo Hammurabi reiné en Babilonia.

d
Solucién. Sea z(t) la cantidad de C-14 presente en el tiempo t. Entonces d—j es la
velocidad de desintegracién del C-14 al tiempo t y

dz
— =4.09
dt ’
dz
— = 6.68. 3.8
% (3.8)
Sabemos por la ley de decaimiento radiactivo que el modelo a seguir es
dz
— =kz. 3.9
o = ke (3.9)

Ademss m
z(0) =xzo,  z(5568) = 70

Como se vi6 en el problema anterior
T (t) = poe 000012448 (3.10)
Sustituyendo (3.10) en (3.9), se tiene
dz _
dt
Considerando (3.8) en (3.11), resulta

k$06—0'00012448t (311)

d_l' =6 68e—0.00012448t
dt '
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3.3.2. Problemas de Enfriamiento 101

Ahora bien, para determinar hace cuanto tiempo Hammurabi reiné en Babilonia, ten-

x
dremos que calcular para que valor de t, se cumple que pri 4.09

409 — .68 0-00012448¢

4.09
In— = -0.00012448¢t
n 663 0.00012448
1 4.09
t = — n
0.00012448  6.68
t = 3940.9786.

Aproximadamente hace 3941 anos que Hammurabi reiné en Babilonia.

3.3.2 Problemas de Enfriamiento

Ley de enfriamiento de Newton. En un cuerpo que se estd enfriando la tasa de
cambio de la temperatura T'(t) con respecto al tiempo t es proporcional a la diferencia
entre la temperatura del cuerpo 7'(t) y la temperatura T4 del medio que lo rodea. Esto

€s

dT
= = k(T —Ta),

donde k es una constante de proporcionalidad.

EJEMPLO 1. Una barra metalica a una temperatura de 100°F" se pone en un cuarto
a una temperatura constante de 0°F'. Después de 20 minutos la temperatura de la barra
es 50°F'.

a) ;Cudnto tiempo tardard la barra para llegar a una temperatura de 25°F?

b) ;Cuadl serd la temperatura de la barra después de 10 minutos?

Solucién. Sea T'(t) la temperatura de la barra al tiempo t, luego T'(0) = 100°F y
T

T'(20) = 50°F. La temperatura del medio ambiente, T4, es T4 = 0°F. Nétese que T es

la velocidad a que se enfria la barra.
Por la ley de enfriamiento de Newton se tiene que

ar
Y KT-T
7 k( 4);

y como T4 = 0, este problema queda formulado con la siguiente ecuacién diferencial y
sus condiciones

dr
T(0) = 100

T(20) = 50.
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102 Capitulo 3. Aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

La solucién general de la ecuacion diferencial es ya conocida
T(t) = ce*.

Como T'(0) = 100 se tiene que
T(t) = 100e*. (3.12)

Usando ademés que T'(20) = 50 resulta

100e%%* = 50

1

206 _ T

€ T 3
k = —0.034657359.

Sustituyendo & en (3.12) tenemos que
T(t) — 1006_0'034657359t.

a) El tiempo necesario para que la temperatura de la barra sea de 25°F se obtiene
resolviendo la ecuacién T'(t) = 25, esto es

1006—0.034657359t = 25

’

de donde
In0.25

= Z0.034657359

Asi que la barra tardard 40 minutos en alcanzar una temperatura de 25°F'.
b) La temperatura de la barra después de 10 minutos es igual a

40.

10

T(10) = 100(%)20

= 70.71,

es decir, serd aproximadamente de 71°F.

EJEMPLO 2. Un cuerpo a una temperatura desconocida se pone en un refrigerador a
una temperatura constante de 1°F'. Si después de 20 minutos la temperatura del cuerpo
es de 40°F y después de 40 minutos la temperatura del cuerpo es de 20°F, hallar la
temperatura inicial de éste.

Solucién. Denotemos nuevamente con 7T'(t) a la temperatura del cuerpo en un instante

dado. Asi T'(20) = 40°F, T'(40) = 20°F, y % es la velocidad con que se enfria el cuerpo.

Ahora la temperatura constante del medio ambiente es T4y = 1°F.
Por la ley de enfriamiento de Newton, este problema se formula de la siguiente forma
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dT

& = kKT-1
T(20) = 40
T(40) = 20.

La solucién general de la ecuacién diferencial es
T(t) = ce™ + 1. (3.13)
Para obtener ¢ y k utilizamos las condiciones dadas, como siempre.
T(20) = ce®® +1=40,
T(40) = ce*® +1=20,

de donde
ce?® =39 (3.14)

y
ce'® =19 (3.15)

Aplicando logaritmo natural en (3.14) y (3.15) se obtiene

Inc+20k = 1n39
Inc+40k = In19.

De aqui que
20k =In19 — In 39,

o bien 1 19
= —In—. 1
k 20 In 39 (3.16)
Sustituyendo (3.16) en (3.14) resulta
. 392
19

Usando los valores de ¢ y & en (3.13), obtenemos que

2
T(t) = %e(ﬁ%h’%)t+l
392 /19\ %

= = (= 1.

() 19 (39) +
Luego

70) = 2% 1= 8105

19 e

La temperatura inicial del cuerpo era de 81°F..

DERECHOS RESERVADOS © 2004, Universidad Autonoma Metropolitana (México). Prohibida la reproduccion de esta obra asi como la distribucién y venta fuera del ambito de la UAM®. E-libro Bibliomedia Bibliomedia@mail.com



104 Capitulo 3. Aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

3.3.3 Modelos de Poblacion

Sea z(t) el numero de individuos en el tiempo t. La ley de Malthus de crecimiento de
poblaciones dice que la razén de cambio de la poblacién es proporcional al nimero de
individuos en ese tiempo, es decir

ij—:: = kx(t) k> 0.
Este modelo lineal para crecimiento de poblaciones, son satisfactorios siempre que la
poblacién no sea demasiado grande o bien que no se aplique a un futuro distante.
Cuando la poblacién es demasiado grande, este modelo no puede ser exacto, ya que
no refleja el hecho de que los individuos compiten entre si por el limitado espacio vital,
por recursos naturales, etc. Asi pues, hay que agregar un término de competicién para
que el crecimiento de la poblacién esté representado en forma mas realista. Una eleccién
adecuada del término competitivo es —bz?, llamada ley logistica (Verhulst, en 1837):

d—%:az—b.’lz2 a,b>0.

dt

Ahora bien, en general la constante b es muy pequena comparada con a, de tal modo que
si  no es demasiado grande, entonces el término —bz? es insignificante comparado con
az. Sin embargo, si z es grande entonces el término —bz? debe tomarse en cuenta ya que
disminuye la tasa de crecimiento.

EJEMPLO 1. En un cultivo de bacterias se tenian x nimero de familias. Después de
una hora se observaron en el cultivo 1000 familias de la bacteria y después de cuatro
horas, 3000 familias. Encontrar la expresién para el nimero de familias de la bacteria
presentes en el cultivo al tiempo t y el nimero de familias de la bacteria que habia
originalmente en el cultivo.

Solucién. Sea z(t) el numero de familias de la bacteria que hay en t horas. De ahi que

d
z(1) = 1000 y z(4) = 3000 y d_i es la velocidad a la que crece el cultivo de bacterias.
Por la ley malthusiana este problema se formula de la siguiente manera

dzx
&k
a r

(1) = 1000
z(4) = 3000,

cuya solucién es ya conocida

z(t) = ceM

y considerando las condiciones se tiene que

z(t) = 693.36¢%%%"

DERECHOS RESERVADOS © 2004, Universidad Autonoma Metropolitana (México). Prohibida la reproduccion de esta obra asi como la distribucién y venta fuera del ambito de la UAM®. E-libro Bibliomedia Bibliomedia@mail.com



3.3.3. Modelos de Poblacién 105

es la expresién que nos da el nimero de familias presentes en un momento t.
Observamos que el numero de familias que habia originalmente en el cultivo es

z(0) =~ 693 familias.
EJEMPLO 2. La poblacién z(t) de una cierta ciudad satisface la ley logistica

dz 1 I,

dat 1000 108
donde el tiempo ¢ se mide en anos. Suponiendo que la poblacién de esta ciudad es 100,000
en 1980, determine:
a) La poblacién como una funcién del tiempo t.
b) La poblacién en el afio 2000.
c¢) El ano en que se duplicara la poblacién de 1980.
d) El comportamiento de la poblacién cuando t — oo.

Solucién.
a) Debemos resolver el problema de valor inicial

dr 1 1

dat 100" 108"
z(1980) = 100000.

2

Separando variables, tenemos que

dx g
10-2z(1 — 10-%z)

y descomponiendo en fracciones parciales el miembro izquierdo de esta ecuacién, encon-
tramos que
dx 10~4dz

+
102z 1-10"%
Al integrar ambos lados, resulta

= dt.

1 1
mlnm—ﬁln(l—lo'ﬁx) = t+C O<'E<106
| z t+c
n—- —— = —— g
1- 105z 100"
T = em
1-10%¢ ~ >

al despejar r llegamos a que

Ly
CoeT00

z(t) = .

(3.17)
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Empleando la condicién inicial £(1980) = 10° en (3.17) obtenemos el valor de c;

108
= 0pl98°

C2

Sustituyendo el valor de c; en (3.17) y simplificando se tiene que

108

=— t > 1980.

z(t)

b) La poblacién en el ano 2000 es

10
——— ~ 119494.63,

6
2(2000) = 1o

es decir en el afio 2000 habra aproximadamente 119,500 habitantes.
c¢) Para encontrar el afo en que se duplicar4 la poblacién de 1980 buscamos el valor de ¢
tal que

(t) = 2x10°
10°
2(1 + 9e!%8-w8) = 10

= 2x10°

¢ 4
198-—= _ =
e 100 — 9
t 4
t = ——100(ln§ ~19.8)
t = 2061.

Para el ano del 2061 tendremos duplicada la poblacién de 1980.
d) Tenemos que

1i t) = li _10° =108
zg{olox()—zglgo1+9_elz_8— )

e

Luego, en el transcurso de los afios la poblacién de esta ciudad se estabilizard en un
millén de habitantes.

EJEMPLO 3. Este es un modelo para la propagacién de una infeccién o un rumor
en una poblacién fija. Supdéngase que un estudiante portador de un virus de gripe,
regresa a un campus universitario, aislado, que tiene 1000 estudiantes. Supongamos que
la rapidez con que el virus se propaga, es proporcional no sélo al nimero de estudiantes
contagiados, sino también, al nimero de estudiantes no contagiados. Determinar el
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numero de estudiantes contagiados después de 6 dias, si ademéas se observa que después
de 4 dias ya eran 50 los contagiados.

Solucién. Denotemos con z(t) al nimero de estudiantes contagiados en ¢ dias. Entonces

d
z(0) = 1, z(4) = 50, 100 — z(t) expresa el nimero de estudiantes no contagiados y :i%

es la velocidad con la que aumenta el nimero de estudiantes contagiados. Por hipétesis

d
d—: es proporcional a [z(¢)][1000 — z(¢t)].

Este problema queda formulado asi

%at—; = kz(1000 — z)
z(0) = 1
z(4) = 50.
Podemos observar que
%f- = 1000kz — kz?, (3.18)

es la ecuacién logistica con a = 1000k y b = k. Separamos variables en (3.18) y por
fracciones parciales se tiene que

1 1
1092 | ookt _ dt
kx 1000 — z '

Integrando en ambos lados, obtenemos

1 1
1000k * T 1000k

y simplificando, se tiene

In(1000 —z) =t +¢

T
ln——— = 1000kt
n 1000 == 000kt + c;
T _ 1000kt
1000—2z ¢ >
de donde 1000kt
1
2(t) = 000cze (3.19)

Como z(0) = 1 tenemos que c; = 1/999 y sustituyendo el valor de c; en (3.19), z(t)
queda de la forma

1000e!000k!
b.
O Dien 1000
z(t) =

~ 999e~1000kt 4 7
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Ademas z(4) = 50, por lo cual

1000
— = 50.
1 + 999¢—4000k
De esta expresion despejamos k y obtenemos que
1 950

k= ~2000 ™ 29950
k — 0.000990578.

Asi | sustituyendo el valor k en (3.20), tenemos que z(t) queda al fin de la forma

B 1000
"1 + 999e—0.990578¢ °

z(t)

El nimero de estudiantes contagiados después de 6 dias esta dado por

1000
z(6) = 1 990¢-0.990578(

&5~ 276.221,

es decir, 276 estudiantes han sido contagiados.

3.4 Mezclas

Vamos a considerar ahora los problemas relacionados con'mezclas, en los cuales se supone
que una sustancia S fluye hacia una mezcla en un recipiente, con una cierta rapidez, y la
mezcla se mantiene uniforme mediante agitacion. Ademads, la mezcla uniforme sale del
recipiente y pasa a otro. Nos interesa determinar la cantidad de la sustancia S presente
en la mezcla para el tiempo t.

dA
Si denotamos por A(t) la cantidad de S al tiempo ¢, entonces la derivada — es la

razén de cambio de A con respecto a t. Si R; indica la razén, rapidez o tasa con la que S
entra a la mezcla y R, representa la razén con la que sale, tenemos la ecuacién diferencial

lineal basica

dA
d—t_Rl - R27

de la cual determinaremos la cantidad A(t) de S en el tiempo ¢t. A continuacién pre-
sentaremos algunos ejemplos.

EJEMPLO 1. Un gran tanque estd parcialmente lleno con 200 gal de agua en las cuales
se disuelven 20 b de sal. Una salmuera que contiene 2 1b de sal por galén, se bombea al
tanque con una rapidez de 6 gal/min y la mezcla bien agitada sale a la misma tasa.

a) Halle el nimero de libras de sal en el tanque en cualquier tiempo.

b) {Cudnta sal estd presente después de 30 min?
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3.4. Mezclas 109

c¢) {Cudnta sal estard presente después de un tiempo largo?

Solucién. Denotemos con A(t) el nimero de libras de sal en el tanque después de t

minutos. Entonces o mide la tasa de cambio de A(t) con respecto al tiempo.

Por conservacion de masa, tenemos que

— =R, — R 3.21
dt 1 29 ( )

donde R; y R, son la rapidez con que entra y sale la sal del tanque, respectivamente.
Sean G y G4 el gasto volumétrico de las soluciones de entrada y salida al tanque y
C:, C, sus concentraciones de sal. Entonces

b l b
gal min min

B _[A(t) b gal\ 3 b
By = GZCZ—(—zoo ;a) (6m> = 100" W in

En consecuencia, la ecuacién (3.21) se reduce a

dA 3
—=12-—A
dt 100

0 equivalentemente
dA 3
—+—A=12
& 100 !

la cual resolvemos sujeta a la condicién inicial A(0) = 20.
a) La solucién a este problema de valor inicial es

A(t) = 400 — 380e™ 100"

que nos da la cantidad de sal al tiempo ¢ (en minutos).
b) Después de 30 minutos la cantidad de sal es

A(30) = 400 — 380e~10 = 245.50 lb.

c) Después de un tiempo largo, esto es, cuanto t tiende a infinito, vemos que A se aproxima
al valor de 400 lb.

EJEMPLO 2. Suponga ahora que en el ejemplo anterior la solucién adecuadamente
mezclada se bombea hacia afuera a una tasa de 4 gal/min. Determine A(t).

Solucién. El volumen V() de la solucién en el tanque varia a una razén de

al al
(Gr — Go) L& — 9 9%
min min
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110 Capitulo 3. Aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

luego
V(t) = 200 + 2t,

asi que

R = 1220

min

R, = (‘_4_@&) (421_) _, AW 2

V(t) gal min) ~ 200+2t 100 +¢

Por consiguiente tenemos ahora

dA 2
12— A
dt 100 + ¢
o bien A 5
- =12
i T !
junto con la condicién inicial A(0) = 20.
Resolviendo
3 800 000

A(t) = 40100 +1) - o

EJEMPLO 3. Un tanque contiene inicialmente 60 galones de agua pura. Entra al
tanque, a una tasa de 2 gal/min, salmuera que contiene 1 lb de sal por galén, y la
solucién (perfectamente mezclada) sale de él a razén de 3 gal/min. Obtenga el nimero
de libras A(t) de sal que hay en el tanque en un instante cualquiera. ;Cudnto demorard
el tanque en vaciarse? ;Cudl es la maxima cantidad de sal que llega a tener el tanque?

Solucién. Continuaremos usando la notacién introducida en los ejemplos anteriores. En
este caso tenemos

!
R, = G,C,= (29—“’) (12) _o B

min gal min
_ (o 94al A(t) b\ A b
By = Gl = (3mz’n) (V(t) gal ) 360 —tmin’
Por lo tanto, la ecuacién diferencial es
dA 3
2T e
es decir JA 3
a2 A=29. 3.22
& T e0—¢ (3:22)

La condicién inicial es

A(0) = 0. (3.23)
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3.4. Mezclas 111
La solucién del problema de valor inicial (3.22)-(3.23) viene dada por
! 3
= —t— —= —t <t <60.
A(t) =60 —t 2600 (60 —t) 0<t<60

El tanque se vacia después de 60 minutos. Por otro lado
! _ 1 2
A() = =1+ 1555(60 — )%,
de modo que A’(t) = 0 si y sélo si

t = 60 £ v'1200.

Como 60 + /1200 ¢ [0,60], A(0) =0, A(60) =0y A(60 —+/1200) = §\/1200 se
concluye que la cantidad méxima de sal que llega a tener el tanque es %\/ 1200 1b.

EJEMPLO 4. Una cierta presa, en su méxima capacidad, contiene 1,000 millones de m?
de agua. En un instante dado, estando llena la presa, tiene una masa de 2 toneladas de
contaminantes, distribuida en forma homogénea. Suponga que en temporada de lluvias
entra agua a la presa a razén de 10 millones de m? por dia, con una masa de contaminantes
de 0.09% toneladas por millén de m® de agua y sale con la misma rapidez. Determine
la cantidad de contaminantes en la presa en cualquier instante. ;En cudnto tiempo se
reduciré la contaminacién total de la presa a 1.2 toneladas?

Solucién. Denotemos con A(t) el nimero de toneladas de contaminantes después de ¢
dias.
En este caso, tenemos la ecuacién diferencial

dA A(t)
= = (10)(0.0000) - (10) 75 5,

junto con la condicién inicial A(0) = 2. La solucién estd dada por
A(t) =09+ 1.1e ™.
Buscamos ahora el valor de t para el cual A(t) = 1.2, es decir
0.9+ 1.1e”™ = 1.2,

de donde se obtiene el valor de t = 129.9 dias.

EJEMPLO 5. Un tanque contiene inicialmente 100 dl de agua, en el cual se disuelven
80 kg de sal. Se introduce en el tanque agua pura a velocidad de 4 dl/min y la mezcla,
conservada homogénea mediante agitacién, sale a la misma velocidad y va a parar a un
segundo tanque que contiene al principio 100 dl de agua pura. Agitando se mantiene
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112 Capitulo 3. Aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden
homogénea la mezcla que sale de este segundo tanque a la misma velocidad ya citada.
Hallar la cantidad de sal en el segundo tanque al cabo de 1 hora.

Solucién. Denotemos por A;(t) y Ay(t) la cantidad de sal en los tanques uno y dos,
respectivamente. Para el primer tanque, tenemos que

A, A
dt 100
A(0) = 80

v resolviendo este problema de valor inicial, obtenemos
Ay (t) = 80e 004,
Para el segundo tanque, la concentracién de la solucién de entrada estd dada por

_ Al(t)ﬁg _ §€~0.04¢Eg
100 dI 5 dl’

Ch

Luego
dAy 4 0.04t> —4 Ay

o = Hge 100

o0 equivalentemente

dAy 1 16 g4
o Tt

La solucién de esta ecuacién diferencial, junto con la condicién inicial A3(0) = 0 es

16
Ag(t) — _5_te~0.04t

Por lo tanto la cantidad de sal en el segundo tanque después de una hora es

Ay(60) =174 kg.

3.5 Circuitos Eléctricos LR y RC en Serie

En Mecénica se tiene como base fundamental las leyes de Newton, de manera anéloga,
en electricidad se cuenta con las leyes de Kirchhoff que describen el comportamiento de
los circuitos eléctricos. En particular estamos interesados en aplicar la Segunda Ley de
Kirchhoff, que enunciaremos mas adelante.

Para el estudio de los circuitos LR y RC en serie haremos uso de las Tablas 1 y 2.
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3.5. Circuitos Eléctricos 113

Tabla 1
Cantidad Simbolo Unidad
Voltaje, fem o potencial E Volt (V)
Resistencia R Ohm ()
Inductancia L Henry (H)
Capacitancia C Farad (F)
Corriente i Amper (A)
Carga Eléctrica q Coulomb (C)
Tabla 2
Elemento | Caida de Potencial
Resistencia E=R:
Inductor E = L%
Condensador E=1q

Se acostumbra indicar los diferentes elementos de un circuito como se ilustra en la
figura 3.4.

ELEMENTO SIMBOLO
Generador o bateria @
Resistencia —\N\N\NN—

Inductor o bobina —fm\—
Condensador —| I—
Llave o interruptor _,._

Figura 3.4: Elementos de un circuito

El siguiente es un enunciado de la Segunda Ley de Kirchhoff.

Segunda Ley de Kirchhoff. La suma algebraica de todas las caidas de potencial en
cualquier camino cerrado de un circuito eléctrico es igual a cero.
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114 Capitulo 3. Aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

Convencién. La corriente fluye del lado positivo (+) de la bateria o generador a través
del circuito hacia el lado negativo (-).

3.5.1 Circuito LR en Serie

Consideremos el circuito électrico que se muestra en la figura 3.5.

L
NV
R

0 O)

Figura 3.5: Circuito LR en serie

Aplicando la segunda Ley de Kirchhoff a este circuito, la suma de las caidas de poten-
cial a través del inductor Ldi/dt y de la resistencia Ri, es igual a la fuerza electromotriz
(fem) E(t) aplicada al circuito, es decir

di .
L— + Ri = E(t). (3.24)
dt

Como se observa la ecuacién diferencial que describe el comportamiento de la corriente
eléctrica a través del circuito es una ecuacién diferencial lineal y puede resolverse con el
método descrito anteriormente.

EJEMPLO 1. Resuelva la ecuacién (3.24) si E(t) = Ey, donde L, R y Eq son constantes.

Solucién. En este caso la ecuacién diferencial para el circuito LR en serie, toma la forma

di R _E
dt L L’
Resolviendo se obtiene
() = 22 4 ce Bt
(t) = —
R b

donde c es una constante arbitraria que depende de la condicién inicial (0) = 1.
Nétese que independientemente del valor de iy, cuando ¢ tiende a infinito el segundo

término de la solucidn se aproxima a cero. A un término como este se le llama usualmente

término transitorio o corriente transitoria. Al término (o términos) restante se le llama
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3.5.1. Circuito LR en Serie 115

parte estacionaria de la solucién. En este caso Eq/R es la corriente estacionaria; esto es,

cuando t tiende a infinito, la corriente se comporta como si estuviese gobernada por la
ley de Ohm (¢ = Ey/R).

EJEMPLO 2. Un generador con una fem de 50 V se conecta en serie con una resistencia
de 6 © y un inductor de 2 henrys. Si el interruptor K se cierra a t = 0, determine la
corriente para todo ¢t. Ver figura 3.6

Solucién. La ecuacion diferencial del circuito es

di
2— + 61 =
7 + 61 =50
o equivalentemente
di
bl =92
7 + 3 )

sujeta a la condicién inicial 2(0) = 0.

0

E(t) =50 V C:) K

Figura 3.6: Circuito del ejemplo 2

Resolviendo la ecuacidn diferencial se obtiene

i(t) = % + ce™

3
. 25
y empleando la condicién inicial, encontramos que ¢ = -3
Por lo tanto o5
i(t) = —3—(1 —e73),

EJEMPLO 3. Determine i(t) para el circuito eléctrico del problema anterior si el
generador de 50 V se reemplaza por otro con una fem de E(t) = 10sen 7t (figura 3.7).
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Solucion. Ahora la ecuacién diferencial se reduce a
di
— + 31t =5sen Tt
it

cuya solucién general esta dada por

)
i(t) = —(3sen Tt — 7cos 7t) + ce .

- 58
De la condicién inicial se sigue que ¢ = g asi que
5 35
(t) = — Tt — —e 3,
i(t) 58(3sen 7cosTt) + £¢
L=2H

E(t) = 10 sen7t V. Q_P C K

Figura 3.7: Circuito del ejemplo 3

3.5.2 Circuito RC en Serie

Iistudiaremos ahora el circuito eléctrico de la figura 3.8.
Procediendo en forma andloga a nuestra discucién anterior, aplicamos la segunda Ley
de Kirchhoff y los resultados de la Tabla 2, al circuito RC en serie. Obtenemos

1

Ri + cl= E(t). (3.25)
Pero la corriente 7 y la carga q estan relacionadas por
dq
| = — 3.26
por lo cual (3.25) se transforma en la ecuacién diferencial lineal
dg 1
R— + —q = E(t).
7 T al=EW)
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E(t) ()

| |
| |
C

Figura 3.8: Circuito RC en serie

EJEMPLO 4. Una baterfa cuya fem estd dada por E(t) = 200e~% se conecta en serie
con una resistencia de 20 Q y un condensador de 0.01 F. Suponiendo que ¢(0) = 0
encuentre la carga y la corriente en cualquier tiempo. Muestre que la carga alcanza un
maximo, calcule su valor y halle el valor de t para el cual se alcanza.

Solucidn. La ecuacién diferencial para la carga eléctrica es

d
zod—z +100g = 200e~5. (3.27)

Resolviendo (3.27) sujeta a la condicién inicial ¢(0) = 0, obtenemos
q(t) = 10te™

A partir de aqui y usando (3.26), se sigue que

d
i(t) = d—z = 10e7%(1 — 5t).

Finalmente, empleando el criterio de la segunda derivada encontramos que

1
Gmaz = q(g) =0.74 coulombs.

(Puede el lector interpretar fisicamente el comportamiento de g(t)?

EJEMPLO 5. Una resistencia de R ) varia con el tiempo ¢ (en segundos) de acuerdo
a R =1+ 0.01t. Se conecta en serie con un condensador de 0.1 F' y un generador con
una fem de 100 V. La carga inicial en el condensador es de 5 coulombs. Encuentre

a) La carga y la corriente como una funcién del tiempo.

b) La carga méxima tedrica.

Solucién. El circuito se muestra en la figura 3.9.
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AAA%

R=1+0.01t Q

E(t) =100 V ()

C=01F

Figura 3.9: Circuito del ejemplo 5

Aplicando la segunda ley de Kirchhoff al circuito obtenemos
(14 0.01¢)¢ + 10¢q = 100. (3.28)
Sustituyendo (3.26) en (3.28) se sigue que

dq N 10 100
dt 14001t 1+40.01¢t

(3.29)

a) La solucién general de la ecuacién diferencial (3.29) es
q(t) = 10 + ¢(1 + 0.01¢) 1%,

Empleando la condicién inicial ¢(0) = 5, encontremos que ¢ = —5, por lo cual
q(t) = 10 — 5(1 + 0.01¢)~10%

y consecuentemente

it) = % — 50(1+ 0.01£)"19",

d
b) Ya que :i—(tl > 0 para todo t > 0, ¢(¢) es una funcién creciente. De manera que la carga
maxima tedrica estd dada por

Gmaz = tlg& q(t) =10 coulombs.
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EJERCICIOS 3

1. Encuentre las trayectorias ortogonales para la familia de curvas dada. Trace la
grafica de algunas curvas de la familia y de las trayectorias ortogonales.

a) y=ce®

b) z? + y? = 2czx

2. Determine el miembro de la familia de trayectorias ortogonales a la familia de curvas
dada, que pase por el punto indicado

a) y = csent, (0,2).
b y=——  (23)

Incx’

3. El uranio se descompone a una velocidad proporcional a la cantidad presente. Si

inicialmente hay 10 g y después de 2 horas se ha perdido el 5% de su masa original,
hallar

a) La cantidad restante de uranio como funcién del tiempo.

b) La cantidad de uranio después de 5 horas.

4. Cierto material radiactivo se desintegra con una rapidez proporcional a la cantidad
existente en cada instante. En una prueba realizada con 60 mg de este material, se
observé que después de 3 horas, solamente permanecia el 80% de la masa original.
Hallar

a) La cantidad restante de masa en cualquier instante.
b) {Qué cantidad de material hay después de 5 horas?

c¢) {Cuanto tiempo debe transcurrir para que la cantidad de material sea un
cuarto de la cantidad inicial?

5. Se ha observado en el laboratorio que el radio se desintegra a una rapidez pro-
porcional a la cantidad de radio presente. Su vida media es de 1600 anos. ;Qué
porcentaje desaparecera en un afio?

6. En un cultivo de levadura la rapidez de cambio es proporcional a la cantidad exis-

tente. Si la cantidad de cultivo se duplica en 4 horas, ;qué cantidad puede esperarse
al cabo de 12 horas?

7. Un cultivo tiene inicialmente una cantidad Ny de bacterias. Para t = 1 hora, en
numero de bacterias medido es %No. Si la rapidez de multiplicacién es proporcional
al ndmero de bacterias presentes, determine el tiempo necesario para que el nimero
de bacterias se triplique.
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8. En cierto zooldgico se ha observado que la cantidad de animales aumenta propor-
cionalmente al nimero actual de dichos animales. Si después de 5 anos su nimero
se ha duplicado y después de siete anos el nimero de animales es 576, hallar el
numero de animales con que se contaba el dia de la inauguracion.

9. Supdngase que la poblacién P de bacterias en un cultivo al tiempo t, cambia a una
razén directamente proporcional a P? — P. Si inicialmente hay 1000 bacterias y
después de 5 horas la poblacion se redujo a 100 bacterias, determine:

a) La poblacién como funcién del tiempo.

b) La poblacién después de un tiempo grande.

10. Al apagar un motor su temperatura es de 98°C' y el medio en que se encuentra
se conserva a 21°C. Si después de 10 minutos el motor se ha enfriado a 88°C),
encuentre:

a) La temperatura del motor como funcién del tiempo.

b) El instante en el cual su temperatura es de 35°C.

11. Un cuerpo a una temperatura de 50°F' se coloca al aire libre donde la temperatura
es de 100°F'. Si después de 4 minutos la temperatura del cuerpo es de 60°F', jcuanto
tiempo transcurrird para que la temperatura del cuerpo sea de 75°F? ;Cual serd
su temperatura después de 20 minutos?

12. Un cuerpo a una temperatura desconocida se coloca en un cuarto que se mantiene
a una temperatura constante de 30°F'. Si después de 10 minutos la temperatura del
cuerpo es de 0°F' y después de 20 minutos la temperatura del cuerpo es de 15°F,
. Cuél es la temperatura inicial (desconocida) del cuerpo?

13. Un tanque contiene 100 litros (!) de una solucién que consta de 100 kg de sal
disueltos en agua. Se bombea agua pura hacia el tanque a razén de 5 [/s y la
mezcla, que se mantiene uniforme mediante agitacion, se extrae a la misma razon.
(Cuanto tiempo pasara antes de que queden solamente 10 kg de sal en el tanque?

14. Un tanque de 500 galones contiene inicialmente 300 galones de solucién salina en
la que se han disuelto 50 libras de sal. Se agrega solucién salina que contiene 3
libras de sal por galén con una rapidez de 4 gal/min. Determine cuanta sal hay en
el tanque en el momento que éste se desborda.

15. Un tanque tiene 60 galones de agua pura. Una solucién con 3 lb de sal por galén
entra a 2 gal/min y la mezcla bien agitada sale a 2.5 gal /min.

a) Halle el niimero de libras de sal que hay en el tanque en cualquier tiempo ¢.

b) Encuentre la concentracién de sal en el tanque cuando contenga 30 gal de agua
salada.
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16. El lago Ontario tiene un volumen de 1636 km® y una concentracién inicial de
contaminantes del 0.25%. Hay un ingreso anual de 209 km® de agua con una
concentraciéon de contaminentes del 0.05% y un derrame anual de igual cantidad,
bien mezclada en el lago. ;Cudnto tiempo pasara para que la concentracién de
contaminantes en el estanque se reduzca al 0.10% ?

17. Suponga que un cuarto contiene 32 m?® de aire, originalmente libres de monéxido de
carbono. En el instante ¢ = 0 se empieza a introducir al cuarto humo de cigarrillo,
con un contenido del 4% de mondéxido de carbono, con una rapidez de 0.002 m? /min
y se deja salir la mezcla bien circulada, con la misma rapidez.

a) Encuentre una expresién para la concentracién z(t) de monéxido de carbono
en el cuarto, en cualquier instante ¢t > 0.

b) Para un ser humano, quedar expuesto a una concentracién de mondxido de
carbono tan baja como 0.00012 puede ser nocivo. Encuentre el tiempo en el
cual se alcanza esta concentracion.

18. Un tanque de 500 gal contiene inicialmente 100 gal de agua, en la cual se han
disuelto 50 1b de sal. Comenzando en ¢ = 0, una salmuera cuya concentracién es
de 2 1b de sal por galén entra al tanque a razén de 5 gal/s. La mezla se mantiene
uniforme mediante agitacion, y estando bien agitada sale del tanque con una rapidez
de 3 gal/s. ;Qué cantidad de sal contendra el tanque cuando esté lleno de salmuera?

19. Un tanque A contiene 100 litros de salmuera, que se obtuvo al disolver 40 kg de sal
en agua. Se introduce en este tanque una salmuera, cuya concentracion es de 3 kg/1,
a una rapidez de 2 [/min. La mezcla se conserva homogénea, sale con la misma
rapidez y va a parar a un segundo tanque B que contiene al principio 100 litros
de salmuera a una concentracién de 0.1 kg/l. Agitando se mantiene homogénea la
mezcla en el tanque B y sale de éste con una rapidez de 1 [/min. Hallar la cantidad
de sal en cada uno de los tanques en cualquier instante.

20. A un circuito en serie, en el cual la inductancia es de 0.1 H y la resistencia es de
50 2, se le aplica una tension de 30 V. Determine la corriente i(t) si i(0) = 0. ;Cudl
sera el valor de la corriente después de un tiempo largo?

21. A un circuito en serie, en el cual la resistencia es de 200 €2 y la capacitancia es de
10~* F, se le aplica una tensién de 100 V. Si ¢(0) = 0, calcule la carga ¢(t) en el
capacitor y obtenga la corriente ().

22. Un inductor de L henrys varia con el tiempo t (en segundos) de acuerdo a L =
0.05 + 0.001t. Se conecta en serie con un generador cuya fem es de 40 V y una
resistencia de 10 €. Si la corriente 7 es cero inicialmente encuentre i(t) para todo
t > 0. ;Cudl es la corriente maxima teérica?
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122 Capitulo 3. Aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

23. Una resistencia de 20 2 y un inductor de 5 H se conectan en serie en un circuito
eléctrico en el cual hay un flujo de corriente de 20 A al tiempo t = 0. Encuentre la
corriente para t > 0 si la fem es cero para t > 0.

24. Un condensador de 5 x 1072 F est4 en serie con una resistencia de 25 € y una fem
de 50cos 6t volts, t > 0. El interruptor se cierra en ¢t = 0. Si la carga inicial en el
condensador es cero, determine la carga y la corriente en cualquier tiempo.

25. Una resistencia de 20 2 se conecta en serie con un condensador de 0.01 F' y una
fem en volts dada por 40e™3 + 20e7%. Si ¢(0) = 0, muestre que la carga mdxima
en el condensador es de 0.25 coulombs.

26. Un circuito consiste de una resistencia constante de R ohms en serie con una fem
constante de F volts y una inductancia constante de L henrys. Si la corriente inicial

es cero, muestre que la corriente crece a la mitad de su valor teérico maximo en
Lin?2

R

S.
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Capitulo 4

Ecuaciones Diferenciales Lineales de
Segundo Orden

4.1 Conceptos Basicos

Definicién 4.1.1 Se dice que las funciones f y g son linealmente dependientes (l.d.) en
el intervalo (a,b) si existen constantes ¢y, cy no ambas cero tales que

c1f(z) + cog(z) =0
para todo z € (a,b).

Definicién 4.1.2 Decimos que las funciones f y g son linealmente independientes (l.i.)
en el intervalo (a,b) si no son l.d. , es decir si las dnicas constantes para las cuales

c1f(z) +cag(z) =0
para todo x en el intervalo (a,b), son ¢; = c; = 0.

Es facil entender las definiciones anteriores, por ejemplo, si f y g son 1.d en un intervalo
I, entonces existen constantes c;, ¢, no ambas nulas tales que

c1f(z) + cog(z) =0
para todo z € I. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que c¢; # 0, de modo que

f(z) = —j—jgm

Esto es, si dos funciones son 1.d. en un intervalo I, entonces una es simplemente un
multiplo constante de la otra, para todo x en I. Reciprocamente si para alguna constante
cy se tiene que f(z) = cog(x), = € I, entonces

(=1) - f(2) + cag(z) = 0

123
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124 Capitulo 4. Ecuaciones Diferenciales Lineales de Segundo Orden

para todo z en I. Por lo tanto, las funciones f y g son 1.d. en I puesto que al menos una
de las constantes es diferente de cero (¢; = —1).

Concluimos entonces que dos funciones son Li. en un intervalo I cuando ninguna es
un multiplo constante de la otra en I.

EJEMPLO 1. Muestre que las siguientes parejas de funciones son 1.d. en R.

a) f(z) =z, g(z) = —2z.

b) f(z) = €%, g(z) = 3e* .

c) f(z) =22, g(z) = —v/222.

Solucién. En cada inciso, las parejas de funciones son claramente 1.d. en R ya que una
es un multiplo escalar de la otra. En efecto, tenemos que

a) g(z) = —2f(z), o equivalentemente 2f(z) + g(x) = 0 para todo = € R.

b) g(z) = 3f(z), 6 3f(z) + (—1)g(z) = 0 para todo = € R.

c) g(x) = —v2f(z), 6 V2f(z) + g(z) = 0 para todo z € R.

EJEMPLO 2. Compruebe que las funciones f(z) =z y g(z) = 2% son Li. en R.

Solucién. Supoéngase por contradiccién que f y g son L.d. en R, es decir que existen
constantes ¢; y ¢y no simultdneamente nulas tales que

o+ ezt =0, T € R. (4.1)
Si derivamos (4.1) con respecto a z obtenemos
c1 + 2coz =0, T €R. (4.2)

Luego, el sistema de ecuaciones lineales (4.1)-(4.2) tiene una solucién no nula (c¢; #.0
6 ¢y # 0). De édlgebra sabemos que para un sistema homogéneo, ésto es posible solamente
si el determinante del sistema es cero. Asi que

.’EI’Q

1 2z

para todo z en R.

Por consiguiente, la suposicién de que las funciones f(z) = z y g(z) = z° son lL.d. en
R nos llevé a concluir que z2 = 0 para todo z en R, lo cual claramente es falso. Esto nos
muestra que f y g son linealmente independientes en R.

2

Podemos generalizar las ideas expuestas en el ejemplo 2. Primero hacemos la definicién:

Definicién 4.1.3 Sean f y g funciones derivables en el intervalo I. A la funcion definida
por el determinante
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4.1. Conceptos Bdsicos 125

se le llama el wronskiano de f(z) y g(z) y se denota por W(f(z),g(z)) o W(f,g). El
valor de W(f, g) en el punto x se indicard por W(f, g)(z) o simplemente W(zx).

Para determinar si dos funciones son 1.i. podemos emplear el siguiente teorema.

Teorema 4.1.1 Sean f y g funciones derivables en un intervalo I. Si el wronskiano
W (f,g) es diferente de cero en por lo menos un punto xo del intervalo I, entonces f y g
son linealmente independientes en I.

Demostracion. Haremos la demostracién por contradiccién. Supéngase que W (f, g)(zo) #
0 para algin z fijo en el intervalo I y que f y g son linealmente dependientes en I. En-
tonces existen constantes ¢; y ¢, no ambas cero tales que

c1f(z) + cag(z) = 0, (4.3)
para todo z en I. Derivando (4.3) resulta
e1f'(2) + ea'(2) = 0. (4.4)

Luego, el sistema de ecuaciones (4.3)-(4.4) tiene una solucién diferente de la trivial para
cada z en I, por lo cual

wisae - 40 90 o

(z) ¢'(z)

para todo z en I. Esto contradice la hipétesis de que W (£, g)(zo) # 0. Por lo tanto se
concluye que f y g son linealmente independientes en I.

EJEMPLO 3. Demuestre que las funciones f(z) =e® y g(z) = e " son Li. en R.

Soluciéon. Ya que

-~
W(et, e )=, ez | T —e"e T —e"e T =-2#£0,

para todo = en R, del Teorema 4.1.1 se concluye que f y g son l.i. en R.

Finalizaremos estd seccién recordando algunas nociones muy elementales sobre los
numeros complejos.

Un nuimero complejo z puede representarse en la forma z = a + bi donde a,b € R
se denominan parte real y parte imaginaria de z, respectivamente y el simbolo ¢ denota
al nimero imaginario puro que tiene la propiedad de que i? = —1.

La igualdad > = —1 nos permitird obtener raices de niimeros negativos, puesto que
41 = +/—1. Por ejemplo

0

Va(=1) = VAv/—1 = +2i,
—25 = 4/25(—1) = v25v/—1 = £5i.
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126 Capitulo 4. Ecuaciones Diferenciales Lineales de Segundo Orden

Para sumar o restar dos ntimeros complejos, simplemente se suman o se restan las
partes reales o imaginarias correspondientes. Para multiplicar dos niimeros complejos, se
aplica la propiedad distributiva y el hecho de que 72 = —1.

La posibilidad de calcular raices cuadradas de nimeros negativos permite afirmar
ahora que toda ecuacién cuadratica, az? + bx + ¢ = 0 con a, b, ¢, nimeros reales, tiene
dos raices que pueden ser reales y distintas, reales e iguales o complejas.

También aplicaremos la identidad (Férmula de Euler)

e = cos @ + isen,

con # un nimero real.

EJERCICIOS 4.1

Pruebe que los pares de funciones dados son l.i. en R.

1. f(z) ==z, 9(z) = ze*

2. flz)=€"", g(z)=€"" mn#n
3. f(z) = senz, g(z) =cosz

4. f(z) = senz, g(z) =sen2z

5. f(z) = senz, g(z) ==z

6. f(z) = senz,  g(z)=e¢"

7. f(z) = e* cos 2z, g(z) = €e*sen2z
8. f(z) =e"cos2z,  g(z)=e*cos2z
9. flz)=1, glz)==
10. f(z) =2z™, glz)=2z"% m#n

4.2 Solucién de Ecuaciones Diferenciales Lineales de
Segundo Orden

Definicion 4.2.1 Una ecuacion diferencial de la forma

d*y dy
az(z) 75 + a(z) = + ao(2)y = f(2) (4.5)
donde ap(z),a,(x),as(z) y f(x) son funciones de x unicamente, se llama ecuacion dife-

rencial lineal de sequndo orden.
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4.2. Solucién de la Ecuacion Homogénea 127

Para este tipo de ecuaciones, el siguiente teorema garantiza la existencia de una solucién
Unica.

Teorema 4.2.1 Sean ag(z),a:(z),as(z), f(x), funciones continuas en un intervalo I y
supongase que ax(x) # 0 para toda x € I. Si zg es cualquier punto en I, entonces eriste
una y sola una solucion y(z) de la ecuacion diferencial

d? d

ax(@) 75 + a(@) 7 + aolly = £ (@),

que satisface las condiciones iniciales

y(Io) = Yo,
Y(zo) = w,

donde yo,y1 son constantes arbitrarias.

Definicion 4.2.2 La ecuacion diferencial

d*y d
ag(a:)@ + al(:z:)% +ap(z)y=0 (4.6)
que se obtiene de (4.5) haciendo f(xz) =0, se llama ecuacion homogénea, reducida
o complementaria.

Si la funcién f(z) no es idénticamente nula, entonces la ecuacién (4.5) recibe el nombre
de ecuacion no homogénea .

Para hallar la solucién de la ecuacién (4.5) es necesario resolver la ecuacién homogénea
asociada (4.6). Por esta razén veremos primero algunos resultados concernientes a la
solucién de esta ultima.

4.2.1 Solucién de la Ecuacién Homogénea

Teorema 4.2.2 Siy;(z) y y2(z) son soluciones de la ecuacidn diferencial (4.6) entonces
la combinacidn lineal y = c1y1(z) + coyz(z) también es solucidn de (4.6), donde ¢; y co
son numeros reales o complejos cualesquiera.

El teorema anterior nos dice que si y;, Yy son soluciones de (4.6), entonces es posible
elaborar un nimero infinito de soluciones de dicha ecuacién, de la forma c;y; () +coy2 (),
con ¢, co constantes. Una pregunta natural seria si esta infinidad de soluciones incluye
a todas las soluciones posibles de (4.6). La respuesta a esta pregunta es si, pero siempre
y cuando y; y ¥, sean l.i. . Hacemos la siguiente definicion.

Definicién 4.2.3 Si y; y y2 son dos soluciones de la ecuacion (4.6), que ademds son
linealmente independientes en un intervalo I, entonces decimos que y; y yo constituyen
un conjunto fundamental de soluciones de (4.6) en I.
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128 Capitulo 4. Ecuaciones Diferenciales Lineales de Segundo Orden

Por consiguiente nos interesa saber cuando dos soluciones de la ecuacién diferencial
homogénea (4.6) son Li. en algin intervalo. El siguiente teorema nos da una condicién

necesaria y suficiente para la independencia lineal de soluciones (compérese con el Teo-
rema 4.1.1).

Teorema 4.2.3 Supongamos que ag(x),a1(z),as(z) son funciones continuas en un in-
tervalo I y que as(x) # 0 para toda z € I. Sean yy,ys dos soluciones de la ecuacidn (4.6)
en I. Entonces, y1,y2 son Li. (forman un conjunto fundamental de soluciones) en I si
y solo st Wy, y2)(zg) # 0, para algin xo € I.

A continuacién enunciamos el resultado principal de esta seccion.

Teorema 4.2.4 Supongamos que ag(x),ai(x),as(xz) son funciones continuas en un in-
tervalo I y que as(x) # 0 para toda x € I. Entonces la ecuacion diferencial homogénea

(4.6)

2

d°y dy _
aﬁ + al(x)a + ao(a:)y =0,

tiene dos soluciones y;(x), ya(z), que son linealmente independientes en I. Ademds,
para cualquier otra solucion y = ¢(x) de ({.6) en I se pueden encontrar constantes c¢; y
¢y tales que

az(x)

¢(z) = api(z) + capa(z),  z €L (4.7)
En vista de (4.7), la solucién general de la ecuacién (4.6) se define como
y=an(@)+ap(z), el

donde y;, y2 son soluciones li. en I de (4.6) y ¢;, ¢y son constantes arbitrarias.

4.2.2 Solucién de la Ecuacién no Homogénea

Estamos ya en posicion de explicar c6mo determinar la solucién general de la ecuacién
diferencial lineal de segundo orden no homogénea (4.5). En primer lugar enunciamos la
siguiente propiedad del conjunto de sus soluciones.

Teorema 4.2.5 La diferencia de dos soluctones cualesquiera de la ecuacion diferencial
no homogénea ({.5) es una solucion de la correspondiente ecuacion homogénea (4.6).

Como una consecuencia inmediata de este teorema, a continuaciéon damos el resultado
principal, que nos dice cémo determinar la solucién general de (4.5).

Teorema 4.2.6 Dada una solucion yp(z) de la ecuacidon diferencial (4.5) en un intervalo
I, entonces para cualquier solucidn y = ¢(z) de esta ecuacidn, ezisten constantes cy,cy
tales que

(x) = ayi(z) + caya(x) +yp(z), T EI, (4.8)

donde y; y ya son soluciones L.i. en I de la ecuacién homogénea correspondiente (4.6).
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4.3. Método de Reduccion de Orden 129

De acuerdo con (4.8), la solucién general de la ecuacién diferencial lineal no ho-
mogénea (4.5) se define como

y(z) = ay(z) + caye(z) + yp(z), 2z €1, (4.9)

Llamaremos a y, una solucién particular de (4.5). A la solucién general de la ecuacién
homogénea (4.6) se le denomina solucién complementaria y la denotaremos por y.(z).
Es decir

Ye(z) = a1ta(z) + coya(z).

En consecuencia, podemos escribir la solucién general (4.9) de la ecuacién no homogénea
(4.5) en la forma

y(x) = ye(z) + yp(z). (4.10)
Posponemos hasta la seccién 4.6 la discucién de cémo determinar y,.

4.3 Meétodo de Reduccion de Orden

Dada una solucién y;(z) de la ecuacién diferencial de segundo orden
V' +p(@)y +q(z)y =0, (4.11)

puede determinarse una segunda solucién y,(z) que sea linealmente independiente con
y1(z), de la forma v(z)y;(z), para cierta funcién v(z) distinta de una constante.
Sea y(z) = y1(z)v(z), entonces
y = yiv +yhv
y' =y + 20 +yv.
Sustituyendo las expresiones anteriores para y,y’ y y” en (4.11) y simplificando resulta

(y1v" + 210" + y)) + p(z) (v’ +yyv) + g(z)v = 0,
v(yy + p(x)y; + q(x)) + ' 2y + p(x)y1) + 10" = 0.

Y como y; es una solucién de (4.11), el primer término en el lado izquierdo de la igualdad
anterior es igual a cero. Asi que

y1v" + (2y; + p(z)y)v' =0
o bien

2
V' 4+ [ p(z)+ = | =0. (4.12)
%
Luego, para que la funcién y; (x)v(z) sea una solucién de la ecuacién diferencial (4.11),
v(z) debe satisfacer la ecuacién diferencial de segundo orden (4.12). Nétese que haciendo
la sustitucién u(z) = v'(z) entonces u'(z) = v"(z) y (4.12) se reduce a la ecuacién

2 /
u' + (p(ac) + %) u=0, (4.13)
1
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130 Capitulo 4. Ecuaciones Diferenciales Lineales de Segundo Orden

la cual es ahora de primer orden para la funcién incégnita u. Es por esta razén que
al método que estamos desarrollando para calcular y, se le conoce como Método de
Reduccién de Orden.

La ecuacién (4.13) es lineal en u y también de variables separables. Separando varia-
bles tenemos

du 2y} )
—_— —_ — T + -
- (p( ) "

= —p(a) - 27-(lnp),

e integrando y simplificando, obtenemos
Inu = —/p(x)d:z;—2lny1+1nc
Inu = Incy;?— /p(cc)d:z,v

donde c¢ es una constante arbitraria. Aplicando exponencial a ambos lados de la tltima
igualdad encontramos que

c
u(z) = —Qe"f”(z)dz.
Y
Por consiguiente

v(z) = c/ —y—%—z;je_fp(z)dzdx.

Tomando ¢ = 1 tenemos el siguiente resultado.
Teorema 4.3.1 Si y;(x) es solucién de la ecuacion diferencial

y'(z) + p(z)y (z) + a(z)y(z) = 0, (4.14)
entonces una segunda solucion yo(x) de (4.14) linealmente independiente con y,(z) es
e fp(z)dz

@) dr. (4.15)

Y(z) = yl(z)/
EJEMPLO 1. Dado que y;(z) = 272 es solucién de la ecuacién diferencial
oy — Ty — 20y =0, (4.16)
encuentre su solucién general en el intervalo (0, co).

Solucién. Verifiquemos que y;(z) es solucién de la ecuacién diferencial (4.16). Tenemos
que
vi(z) = —207%,  yi(z) = 627"
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4.3. Método de Reduccion de Orden 131

Sustituyendo en (4.16) resulta

r%6z™* — T2(—2273) - 20272 =
672+ 14272 -20z72 = 0
0 = 0.

()

Asi, efectivamente y; es una solucién de (4.16).

Ahora utilizaremos el resultado (4.15) del teorema anterior para determinar una se-
gunda solucién de la ecuacién diferencial, 1.i. con y;.

Primero, reescribimos (4.16) en la forma

7 20
yll___y/__2y:0
T z
, . 7
de aqui que en este caso p(z) = —— y entonces
z
—fp(l‘)dfﬂ —f—%dz Tinz
/——62 de = [&— 22dx=/—e Tdz
yi(z) (z72) T~
27 . £12
Por lo tanto
(x) — x_z-ﬂf_li e ﬁg
E =T 1 T 1

Note que una segunda solucién 1.i. con y;(z) es simplemente Js(z) = z'°. De modo
que la solucién general en (0, 00) de la ecuacién diferencial (4.16) es

y(z) = c1z7% + cpz'°.
EJEMPLO 2. Encuentre la solucién general en (0,00) de la ecuacién diferencial

o2y +xy' +y =0, (4.17)

si y1(x) = coslnz, es una solucién de la ecuacion.

Solucién. Nuevamente emplearemos (4.15) para obtener una segunda solucién y, de

1
(4.17). En este caso p(z) = —» por lo cual

e—-fp(a:)dx e—f%da:
/ A &= / 0P nz®
yé(z) cos?lnz
1

= /——;——dx =tanlnz.
cos?lnz
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132 Capitulo 4. Ecuaciones Diferenciales Lineales de Segundo Orden

En consecuencia
y2(z) = (coslnz)(tanlnz) = sen Inz.

De donde la solucién general en (0,00) de (4.17) es
y(z) = c;coslnz + cysen Inz.
EJERCICIOS 4.3

Verifique si la funcién y; indicada es una solucién de la ecuacién diferencial dada. En
caso de serlo determine la solucién general de la ecuacién.

Ly =9 =0, y=e*

2. y"+9y =0, Y1 = cos 3z

3. 2%y — 2zy + 2y =0, YW=z
4. 2%y 4+ 2xy — 6y =0, Y1 =2
5 %"+ 2% +2y=0, y = sen(lnz)

6. z%y" — dxy + 6y = 0, Y, = T°

7. 2%y’ — dzy + 4y =0, Y=z

8 2z +1)y" —4(z+ 1)y +4y =0, yy=z+1

1 1
9. y”+;y'—;y=0, h=z

10. z%y" 4 3zy =0, =1
2

11. 2%y + 2y — 4y =0, h=z

12. (1 —x?)y" —2zy + 2y = 0, =2

1 .
13. 2% + 2/ + <:1:2 - Z) y=0, yr =z Y2 cosx
14. 2%y" + 2/ =0, yp =1

15. 2%y — 2y +y = 0, y1 =zlnx

16. (4cotz)y” + (4 — senz)y’ —y =0, Y1 = SCL L
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4.4 Ecuaciones Diferenciales Lineales de Segundo Or-
den Homogéneas con Coeficientes Constantes

En esta seccidén estudiaremos la ecuacion diferencial de la forma
ay” +by' + ey =0, (4.18)

donde a,b,c e Ry a # 0.
Para este tipo de ecuaciones proponemos una solucién de la forma

y(z)=e
Entonces
y'(z) =re™, y'(z) =1

y sustituyendo en la ecuacién (4.18) resulta

ar’e™ 4+ bre™ +ce™ = 0
e(ar*+br+c) = 0.

Luego, si r es una raiz de la ecuacion
ar’ +br +c=0, (4.19)

llamada ecuacién auxiliar o ecuacién caracteristica, la funcién y = €™ es una
solucién de (4.18). Debemos considerar tres casos, segin sean las raices caracteristicas:
reales y distintas, reales e iguales o complejas.

CASO 1. Sir y ry son raices reales y distintas entonces y;(z) = €™® y ya(z) = €"** son
dos soluciones linealmente independientes de la ecuacién diferencial (4.18), de donde su
solucion general es

y(x) = c1€™" + cpe™".

. ) : b ,
CASO 2. Si las raices son reales e iguales entonces r; = 7 = 55 = Asi que, una

solucién de (4.18) es yy(z) = e™.
Podemos encontrar una segunda solucién y, linealmente independiente con y; emple-

ando la formula (4.15), del método de reduccién de orden estudiado en la seccién anterior.
Tenemos

e~ [ p(z)dz

b
_bg e~ Jad=
= € 2a ————d:c

b 2
()
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134 Capitulo 4. Ecuaciones Diferenciales Lineales de Segundo Orden

= .’136_ 2a
= zy(x).
Luego, para obtener una segunda solucién linealmente independiente con y;(x), basta

con multiplicar y;(z) por z.
La solucién general de (4.18) en este caso es

y(z) = c1e™ + caze™.

o bien
y(z) = (¢1 + c2x)e™.

CASO 3. Supongamos finalmente que las raices son complejas y denotémoslas por
ri=a+i8; ry=a-—1if.

Entonces dos soluciones 1.i. de la ecuacién diferencial son

Sin embargo, estamos interesados en encontrar soluciones con valores reales. Tenemos
que y(z) = k el 4 koe(a=i8)2 eg solucién de la ecuacién diferencial, para cualesquier
constantes k; y ks. Pero, de la férmula de Euler se sigue que

ko= HiBE | o gom—ife

i 87 + kpe® e—iﬁ'z

= e"‘z(klew” + kQCViﬂI)

= e*[k1(cos Bz + isen fz) + ka(cos Bz — i sen Sz)]
e®*®[(k1 + ko) cos Bz + (k1 — ko)i sen Bz].

y(z)

. . : 1 .
Ahora bien, si en particular tomamos k; = kg = 2’ obtenemos que la funcién

y1(z) = e**(cos Bz + 0) = e** cos fz

es una solucién de la ecuacion de variable real con valores reales.

Anélogamente, si k; = —%; ky = % resulta la funcion
y2(z) = e** [0 + (—-§ - -2—) i senﬂm] = e**sen fz,
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que también es una solucién de la ecuacién que toma valores reales. Por lo tanto, dos
soluciones de la ecuacién diferencial linealmente independientes con valores reales son

yi(z) = e*cos fzr;  yo(z) = e** senfz.
La solucién general de (4.18) ahora es

y(z) = €**(cq cos Bz + cosen Bz).

EJEMPLO 1. Resolver
y”_yl_Gy:O.

Solucién. La ecuacién tiene soluciones de la forma y = €™ donde r es solucién de la
ecuacién auxiliar

rP—r—6 = 0
(r=3)(r+2) = 0,

de modo que las raices caracteristicas son r; = 3, 73 = —2. Por lo tanto, dos soluciones
linealmente independientes de la ecuacién diferencial son y;(z) = € ¥ yo(z) = e *. De

donde la solucién general es

y(z) = c1e® + e,

EJEMPLO 2. Resolver

/

Yy’ — 5y =0.
Solucion. La ecuacién auxiliar es
r?—5=0.

Las raices caracteristicas son r; = v/5, 72 = —/5. de donde, dos soluciones 1.i. de

la ecuacién son

V5z

yi(z) =e¥®, () = eV

Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién diferencial es

y(z) = c1e¥V® + cpe V5",

EJEMPLO 3. Resolver
y"' + 12y + 36y = 0.
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136 Capitulo 4. Ecuaciones Diferenciales Lineales de Segundo Orden

Solucidén. La ecuacién auxiliar es
rP4+12r+36 = 0
(r+6)? = 0
y las raices caracteristicas son
ry =19 = —6.
Por lo tanto, dos soluciones linealmente independientes son

yi(z) =€,  ya(z) = e

—6x
De donde la solucién general es

6x

y(z) = c1e7% + coze % = (c; + cpz)e .

EJEMPLO 4. Resolver
y" — 16y’ + 64y = 0.

Solucién. La ecuacién auxiliar es
r? — 16r + 64 = 0.
Sus raices son r; = 15 = 8. Por lo tanto, dos soluciones linealmente independientes son
yi(z) =¥,  yo(z) = 2
Asi | la solucién general de la ecuacién diferencial es

y(z) = (c1 + cox)e®.

EJEMPLO 5. Resolver
v '+ 2y + 17y =0.
Solucién. La ecuacidén auxiliar es
4+ 2r +17 = 0.

Las raices estan dadas por

—2+v4-68 —2++4-64 218
5 = =

=144
5 5 + 41

Ti2 =

o bien
ry = —1+ 4, rg = —1 — 41.
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Por lo tanto, dos soluciones linealmente independientes son
y1(z) = e" " cos 4z, y2(z) = e “sendzx.
de donde, la solucién general es

y(x) = e""(cq cosdx + cosen 4zx).

EJEMPLO 6. Resolver
y'+y' +y=0

Solucién. La ecuacién auxiliar es
2 _
r"+r+1=0,
cuyas raices son

1 V3 1 V3.

TN=—5+ 71 T =—= — ——1.

2 2 2 2
De donde, dos soluciones linealmente independientes son

1, V3 1, V3

y1(z) = e 2% cos Eha y2(z) = e 2"sen -5 %

Por lo tanto, la solucién general es

ia V3 V3
y(z) = e72% | ¢y cos 52 + cosen 57

EJEMPLO 7. Resuelva la ecuacién diferencial
y' +y=0,

sujeta a las condiciones iniciales

Solucién. .La ecuacién caracteristica es 72 +1 y sus raices son r = 4. Luego, la solucién
general de la ecuacién diferencial es

y(z) = c1 cosz + casen .
Ahora, la primera condicién inicial implica que

1 =y(0) = ¢y, c = 1.
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Por otra parte, tenemos que
/
y'(z) = —c1senz + cycosx
y usando la segunda condicién inicial
—1=14'(0) = ¢y, e = —1.
Por lo tanto, la solucién que satisface las condiciones iniciales es

y(x) = cosxz —senz.

EJEMPLO 8. Resolver el problema de valores iniciales

y'—y —2y=0; y(0)=1, y'(0)=4

Solucion. La ecuacion caracteristica es

r2—r—2=0
(r—2)(r +1) =0,

de modo que las raices caracteristicas son r; = 2 y ro = —1. La solucién general es

entonces

y(z) = c1e® + cpe™".

De las condiciones iniciales, se sigue que

1 = y(0)=cie® +ce’ =¢; + ¢
4 = y'(0) =2c1e° — ce’ = 2¢; — cy.

Resolviendo el sistema de ecuaciones

c1+c¢c = ].,
2C1 — Cy = 4,
obtenemos
5 2
Ci1 = < Cy = ——.
3’ 3
Por lo tanto, la solucién que satisface las condiciones iniciales es
— § 2z 2 T

y(z) 3¢ ~ 3¢ -
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EJERCICIOS 4.4

Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales.

1.y +5y=0

2.y 4+9% —10y=0

3.y -4y +12y =0

4. 4"+ Ty — 2y =0

5. ¢y +6y+9y =0

6. 2y — 14y +3y =0

7.y — 18y +8ly =0

8 4y +y' +2y=0

9. y'—6y +5y=0 con y(0)=3, %(0)=11
10. ¥ +4y' +5y=0 con y(0)=1, % (0)=0
11. " +4y =0 con y(0)=1, ¥(0)=-2

12. v =2y +y=0 con y(0)=-1, ¢ (0)=3

4.5 Ecuaciones Diferenciales Lineales de Orden n

Presentaremos ahora la generalizacién de los resultados enunciados en la secciones 4.1 y

4.2.
Definicién 4.5.1 Se dice que un conjunto de funciones fi(z), f2(x), ..., fa(z) es lineal-
mente dependiente (l.d.) en un intervalo I si existen constantes cy, ¢, . . ., cp N0 todas

cero tales que
c1fi(z) + cafa(z) + -+ - + eafu(z) =0,

para todo = en I. Mientras que fi(z), fo(z),. .., fa(z) son linealmente independien-
tes (1.i.) en I sino son l.d. en I, es decir, la igualdad

afi(z) + cafa(z) + -+ + cnfalz) =0,

para todo x € I implica que ¢y = 0,c3 =0,...,c, =0.
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140 Capitulo 4. Ecuaciones Diferenciales Lineales de Segundo Orden

Definicion 4.5.2 Sean fi, fo,. .., fa, funciones que tienen al menos n — 1 derivadas en
un intervalo abierto I. Para x en I, el wronskiano de dichas funciones se define como
el determinante

f}(x) fz;(:v) - f7(z)
W(f1, far -, fo) (@) = flfx) fz(;’ﬂ) f,,fx)
fl(n_l)(x) f2("—1)(x) . f1(1n-—1)(x)

Definicion 4.5.3 Se dice que una ecuacion diferencial de orden n es lineal si tiene la
forma

an(2)Y () + ano1(2)y™ V(@) + ... + a1(2)¥ (2) + ao(2)y(z) = 9(z), (4.20)
donde las funciones ap(z),ai(x),...,an(z) y g(z) dependen solamente de la variable .

Como antes, la ecuacién (4.20) es no homogénea si g(z) # 0 y haciendo g(z) = 0
obtenemos la ecuaciéon homogénea reducida o complementaria

an(2)y™(2) + an_1 (2)y™ V() + ... + a1(z)y (z) + ao(z)y(z) = 0. (4.21)

Teorema 4.5.1 Seanyy,vys, ..., yn un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion
homogénea (4.21) en un intervalo I, esto es, y1,Ya, . . .,Yn son li. en I o equivalentemente

W(y1,Y2, - - -, Yn)(To) # 0 para algiin xo € I. Entonces la solucion general de (4.21) estd
dada por

y(x) = Clyl(x) + c2y2(x) +...+ Cnyn(x)v TE I7

donde ¢y, ¢y, ...,c, son constantes arbitrarias.

Teorema 4.5.2 Sea y, una solucidn dada de la ecuacion diferencial no homogénea (4.20)
en el intervalo I y sea

yc(x) = Clyl(x) + ngz(x) +...+ Cn-yn(x)

la solucion general de la ecuacién homogénea asociada (4.21) en el intervalo I . Entonces
la solucidn general de (4.20) es

y(z) = ayi(z) + coya(z) + . . + cayn(2) + Yp(z) = ye(z) + Yp(2).

4.5.1 Ecuaciones Diferenciales Lineales de Orden n Homogéneas
con Coeficientes Constantes

En la seccién 4.4 estudiamos como resolver una ecuacién diferencial lineal homogénea de
segundo orden con coeficientes constantes. Ahora, de manera méas general, considerare-
mos la ecuacién diferencial de orden n

any(n) + an—ly(n_l) 4.4 azy” + aly’ + agy = 0, (422)
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donde ag, a4, . .., a, son nimeros reales.
Es facil ver que una funcién exponencial de la forma

y=e¢e-,
es solucion de (4.22) si y sélo si r es una raiz de la ecuacién
AT 4 Q1™ agr? +ar + ag = 0. (4.23)

A (4.23) se le llama ecuaciéon auxiliar o ecuacién caracteristica de la ecuacién
diferencial (4.22).

No podemos hacer un andlisis general de las raices de la ecuacién auxiliar (4.23)
semejante al que hicimos para las ecuacidnes de orden 2, ya que pueden aparecer muchas
combinaciones si n es mayor que dos. Por ejemplo una ecuacién de quinto grado puede
tener cinco raices reales diferentes, tres raices reales diferentes y dos raices complejas,
una raiz real y cuatro complejas, cinco raices reales e iguales, cinco raices reales con tres
de ellas iguales, y asi sucesivamente. En su lugar mencionaremos los siguientes tres casos.

CASO 1. Si todas las raices de (4.23), r1,79,...,Tn, son reales y distintas entonces la
solucién general de (4.22) es

y=c1e"* + coe™* + ...+ cpe™®.

CASO 2. Sir; es una raiz de multiplicidad k de (4.23), es decir k raices son iguales a
1, entonces correspondiendo a esta raiz se tienen las siguientes k soluciones Li. de (4.22)

erlz merla: x2er1z o xk—lerlz
y la solucién general de (4.22) debe contener la combinacién lineal

c1€™" + coxe™® 4 cgzleMT 4 - 4 2T,
CASO 3. Cuando m; = a + i0 es una raiz compleja de multiplicidad k de (4.23), su
conjugado ry = a—1[ es también raiz de multiplicidad k. En este caso, la solucién general
de la ecuacién diferencial (4.22) debe contener una combinacién lineal de las siguientes
2k soluciones 1.i.

e*® cos B, ze®® cos Pz, £2e*® cos Bz, . . ., ¥ 1e*® cos Bz,

€™ sen Bz, xe® sen Sz, z2e*® sen Bz, . . ., ¥ 1e* sen fz.

EJEMPLO 1. Resolver

y @ — " — " o + 6y =0. (4.24)
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Solucién. La ecuacién auxiliar de (4.24) es

- =T 4+r+6 = 0
(r=Dr+1)(r+2)(r-3) = 0,
cuyas raices son
=1 mro=-1, rg=-2, ry=3.
Luego, cuatro soluciones linealmente independientes de la ecuacién son

2z 3z

n(z)=¢€% ylz)=e" ys(z)=e w(z)=e
y la solucién general de (4.24) es

y(z) = c1€” + coe™" + cze 2" 4 4™

EJEMPLO 2. Resolver
y©® — 8y 4 17yW 4 6y — 44y’ + 8y + 32y = 0. (4.25)
Solucién. La ecuacién auxiliar de (4.25) es
r® =8 +17r* +6r° —44r’ +8r +32 = 0
(r—28%r—-4)(r+1>%=0.

De la 1ltima expresién es claro que las raices de la ecuacién auxiliar, con sus respectivas
multiplicidades son

r = 2, de multiplicidad tres;
ry = 4, de multiplidad uno (raiz simple);
rs = —1, de multiplicidad dos (raiz doble).

Tomando en cuenta cada raiz y sus multiplicidades respectivas, tenemos las siguientes
soluciones 1.i. de (4.25)

e?® ze®® 12e?® correspondientes a laraiz r, =2,

e correspondiente a la raiz ry = 4,

-z -z

e " xe correspondientes a la raiz 73 = —1.
Por consiguiente la solucién general de (4.25) es

y = (c1 4 cot + c32°)e®® + c4e* + (c5 + cox)e™ .

EJEMPLO 3. Resolver
y@ + 8y” + 16y = 0. (4.26)
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Solucion. La ecuacion auxiliar es

r+82+16 = 0
(r*+4)> = 0.

Entonces, las raices caracteristicas son en este caso r; = 2i y ro = —2¢ de multiplicidad
dos, cada una de ellas. Correspondientemente tenemos las cuatro soluciones 1.i.

yi(z) =cos2z, ys(x) = sen2z, ys(x)=1xcos2z, ys(z)= 1z sen2z.
Por lo tanto la solucién general de (4.25) es

y(x) = ¢1 cos 2z + cosen 2z + x(cg cos 2T + ¢48en 2x).

EJEMPLO 4. Resolver

yW -2+ 2% — 2% +y=0. (4.27)

Solucion. La ecuacion auxiliar es

rt—2r+2r'—2r+1 = 0
(r—1%r*+1) = 0,

cuyas raices son

ry =1, de multiplicidad dos;
ryg =1, de multiplicidad uno;

r3 = —t, de multiplicidad uno.

De donde, la solucién general de (4.27) es

y(z) = c1€” + coze” + cgsenx + ¢4 cos .

EJEMPLO 5. Resolver

y® — 10y + 46y© — 106y + 88y + 146y" — 350y” + 98y’ + 343y = 0.  (4.28)

Solucién. La ecuacién auxiliar es

r8 — 1077 + 4678 — 1067° + 88r* + 14673 — 35072 +98r +343 =0 = 0
(r+12(r—4r+73 = 0
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y sus raices son

ry = —1, de multiplicidad dos;
re =2+ /3i, de multiplicidad tres;
rs =2—/3i, de multiplicidad tres.

De modo que, la solucién general de (4.28) es
y(z) = (c; + cox)e™™ + €**(c3 cos V3z + cysen v/3z)+
ze* (cs cos V31 + cesen \/gx) + xge2”(c7 cos V/3z + cgsen \/§$)
EJEMPLO 6. ;Cual es la solucién general de una ecuacién diferencial cuya ecuacion
auxiliar tiene raices: 2,—1,0,0,3 £ 5¢,2,0,,3 & 57

Solucidén. La ecuacién auxiliar es de grado 10 y sus raices, con sus respectivas multipli-
cidades son

0, de multiplicidad tres;

—1, de multiplicidad uno;

2, de multiplicidad dos;

3+ 5i, de multiplicidad dos;
3 — 5i, de multiplicidad dos.

Por lo tanto la solucién general tiene la forma
Y = c1 + ot + c3x® + cue™% + (c5 + coz)e +

631(

c7sen 5z 4 cg cos 5z) + e (cgsen 5z + ¢19 cos 5).

EJERCICIOS 4.5
Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales
1.y —y=0
2.y —16y=0
3.y +3y)+3y+y=0

4. y® +13y" + 36y =0
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C W 32y + 256y =0

ot

6. y"' —3y" — 10y =0
7. y®) + 8y + 16y =0
8. v +y"+y —3y=0
9.y —y® 4 2" 4 229" — 35y 4 75y =0
10 " +3y" +2y =0 con y(0)=1, ¥(0)=2; y"(0)=-1
1L y" —6y" + 12y — 8y =0 con y(0)=-2; ¢ (0)=1; ¢"(0)=2

12. y® 45y + 4y =0 con y(0)=3; ¢ (0)=0; ¢"(0)=0;, ¢”(0)=-3

4.6 Método de Coeficientes Indeterminados: Enfoque
de Superposicion

Este método nos permite encontrar una solucién particular y,(z) para las ecuaciones
diferenciales lineales de segundo orden de la forma

d
— 72 1 pZ = 4.29
oz too 4y =g(a), (4.29)
donde a, b, ¢ son constantes y

bpx® 4+ br_1zF 1+ ... + bz + by funcién polinomial

(z) e funcién exponencial
) = .,
g sen bx funcién seno

cosbx funcién coseno

El método es aplicable también cuando la funcién g(z) en (4.29) consiste de una suma
y productos finitos de funciones polinomiales, exponenciales, seno y coseno. Asimismo,
pueden considerarse ecuaciones diferenciales no homogéneas con coeficientes constantes
de orden superior.

El enfoque del método de coeficientes indeterminados que presentamos en esta seccién
se basa esencialmente en tres principios u observaciones que la practica de derivacion de
funciones nos ha enseniado.

1. Cuando derivamos un polinomio, el grado de éste disminuye en uno.

Sig(z) = bpz®+bg_12¥ 1+ - -4-byz+bg entonces g'(x) = kbpzF 1+ (k—1)by_12F 2+
-++ + b;. Evidentemente si derivamos dos veces g, su grado disminuye en dos.
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2. Al derivar una funcién exponencial, la funcién “casi no cambia”. Si g(z) = e**
entonces ¢'(z) = ae®® = ag(z). La derivada es casi la funcién g (salvo por la
constante multiplicativa a).

3. Si derivamos g(z) = senmz pasamos al coseno: ¢'(z) = mcosmz.

Si derivamos g(z) = cos mz pasamos al seno: ¢'(z) = —msenmaz.
Si derivamos dos veces g(z) = senmz regresamos casi a g(z), ¢"(zr) = —m?senmz.
Si derivamos dos veces g(z) = cos mz regresamos casi a g(z), ¢"(z) = —m?cosmz.

Luego, es razonable pensar que una solucién particular de (4.29) tendrd la misma
forma que g(x), excepto cuando g es una solucién de la ecuacién homogénea.

En esencia, el método consiste en proponer una solucién particular de (4.29) que
contenga uno o mas coeficientes desconocidos. Entonces sustituimos esta solucién pro-
puesta en la ecuacién diferencial y escogemos los coeficientes de tal manera que la funcién
efectivamente satisfaga la ecuacién.

A continuacién discutiremos algunos casos para hallar una solucién particular de
(4.29), dependiendo de la forma de g(z).

CASO L g(z) = Po(z) = @nx™ + an_12" 1 + -+ + a12 + ao.
En este caso la ecuacién diferencial (4.29) toma la forma
dy

a% + bd_a: + ey =anz" + G114 4 arT + ap. (4.30)
Proponemios una solucién particular de la forma
Yp(T) = AnZ™ + Apo12™ T + -+ + Agz? + Aiz + Ao
Sustituyendo yp, 1, ¥ v, en (4.30) resulta
aln(n — 1)Az™ 2 + - + 245] + bnApz™ ' + - 4+ A+

c(Anz™ + An1z™ P+ + Ag) = anz™ 4 @po1z™ 7 + -+ +ay,

o equivalentemente
cAnz™+(cAn_14+nbA,)T" 4 - 4 (cAg+bA1+2aA3) = anz" +an_ 12" 4 - +ap, (4.31)
y comparando coeficientes obtenemos el sistema de ecuaciones
cA, = a,

nbAn + CAn_l == an——l

20,A2 + bAl + CA() = Qap-
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Si ¢ # 0 de la primera ecuacién determinamos A, y de las restantes los demés coefi-
cientes.

Si ¢ = 0 pero b # 0, el polinomio en el miembro izquierdo de (4.31) es de gradon — 1
y dicha ecuacién no puede satisfacerse. Asi que si ¢ = 0 proponemos

Yp(z) = T(Anz™ + Ap_12™ 1 + - 4+ Agz® 4+ A1z + Ay),

y procedemos como antes para determinar A,, A,_1,...,Ay. Nbtese ademds que si c =0
una constante es solucién de la ecuacién diferencial homogénea.
Si tanto b =0 como ¢ = 0 (1 y z son soluciones de la homogénea), se propone

Yp(z) = 22 (Anz™ + Ap_13™ 1 4 - + Ap2® + A1z + Ap),
aunque ahora la ecuacién diferencial puede integrarse directamente.
CASO II. g(z) = e**P,(z), donde P,(z) es un polinomio de grado n.
Tenemos ahora la euacién
aj—i% + bZ—Z + cy = e P, (x). (4.32)
Son posibles los siguientes subcasos.
a) a no es una raiz de la ecuacién auxiliar ar? + br + ¢ = 0.

En este caso, es preciso hallar una solucién particular de la forma
Yp(z) = (Anz™ + Ap 1™+ -+ + Ag)e™® = Qn(z)e™.
En efecto, introduciendo vy, y, v y, en (4.32) y dividiendo por e** se sigue que
aQn(z) + (2aa + b)Q,(z) + (ac® + ba + ¢)Qn(z) = Pu(z). (4.33)

Ya que grad (Qn(z)) = n, grad(Q,(z)) = n -1y grad(Q.(z)) = n — 2, los
polinomios en ambos miembros de (4.33) son de grado n. Igualando los coeficientes

de las mismas potencias de x se obtiene un sistema de n+1 ecuaciones que determina
los valores de A,, An_1, ..., Aq.

b) a es una raiz simple de la ecuacion auxiliar.

En este caso aa® + ba + ¢ = 0, de modo que en lado izquierdo de (4.33) se tiene un
polinomio de grado n—1 y dicha igualdad no puede satisfacerse sin importar cuales
sean los valores de A,, A,_1,...,Aq. Debido a esto, ahora buscamos una solucién
particular en la forma de un polinomio de grado n + 1 sin término independiente
(pués éste se anula durante la derivacién) por e**. Asi hacemos

Up(z) = zQn(x)e*".
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¢) a es una raiz doble de la ecuacion auxiliar.

Entonces aa® + ba+ ¢ =0,y 2aa + b =0 (a = —b/2a es la raiz doble), de manera
que el lado izquierdo de (4.33) se reduce a aQ),(z) y para satisfacer la igualdad
se requiere buscar una solucién particular de la forma de producto de e** por un
polinomio de grado n + 2. Los términos independiente y lineal se anulan al derivar
dos veces, por lo que pueden omitirse en la forma de y,. Por consiguiente en este
€aso proponemos

yp(z) = 22Qn(z)e.

CASO IIL. g(z) = P(z)e** cos Bz + Q(x)e** sen Sz, donde P(z)y Q(z) son polinomios.
Podemos examinar este caso en forma analoga al caso II, usando que

1Bz —ifz iBx _ ,—ifx
cosﬁx:i, senﬁx:e————,e————,
2 21
por lo cual
i8x —ifBx 18z —ifBz
ax (€7 te oz [EFT —€
o(a) = Ploe (55 1 Qe (5 )

: 1 1 :
el@tiP | p(g) — 2_1'@(3:)] ela—if)z.

= [3P@) + 50 :

Y considerando de manera independiente las partes real e imaginaria, podemos hallar
soluciones que no contengan nimeros complejos de la siguiente forma:

a) Si a+ 40 no es raiz de la ecuacién auxiliar, buscamos una solucién particular de
la forma

yp(z) = u(z)e*® cos Bz + v(z)e** sen fz, (4.34)

donde u(z) y v(z) son polinomios cuyo grado es igual al mayor de los grados de

P(z) y Q(z).
b) Si a + i es raiz de la ecuacién auxiliar, hacemos
yp(z) = z]u(z)e*® cos fz + v(z)e* sen fz], (4.35)
con u(z) y v(z) como antes.
Un caso particular es cuando g(z) tiene la forma
g(z) = acos Bz + bsen fz, a,b €R,

es decir P(z) y Q(x) son de grado cero y & = 0. Entonces los resultados anteriores se
reducen a los siguientes:
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a.1) Si Bi no es una raiz de la ecuacién auxiliar, buscamos una solucién de la forma
Yp(z) = Acos Bz + Bsenfz
b.1) Si Bi es una raiz de la ecuacién auxiliar, proponemos
Yp(z) = z(Acos Sz + Bsenfz).
Finalmente enfatizamos que las formas propuestas (4.34) y (4.35), para la solucién
) =

particular, también son vélidas cuando P(z) = 0 o Q(z
cuandoa =00 b = 0.

0 y en el caso particular

EJEMPLO 1. Resolver
Y +3y +2y =32 -z +1. (4.36)

Solucién. De acuerdo con (4.10), la solucién general de (4.36) tiene la forma y = y. +yp,
donde y. es la solucién general de la ecuacion homogénea

y"' + 3y’ + 2y =0, (4.37)

Y yp €s una solucién particular de (4.36). La ecuacién auxiliar de (4.37) es r®+3r+2 =0,
cuyas raices son r; = —1 y ro = —2. Luego

Yo(z) = 17 + cpe™ =,
Por otra parte, proponemos una solucién particular de la forma

yy(z) = Az* + Bz + C,

ya que el lado derecho de (4.36) es un polinomio de grado 2 y 0 no es raiz caracteristica.
Tenenemos que y, = B + 2Ax, y, = 2A y sustituyendo en (4.36), resulta

24+ 3(2Az + B) +2(Az* + Bz +C) = 3z°—z+1
2A+ (6A+2B)z +2A+3B+2C = 3z°—z+1.

Comparando coeficientes en la tltima igualdad obtenemos el sistema de ecuaciones linea-
les

2A = 3
6A+2B = -1
2A+3B+2C = 1,

del cual se sigue que
A= %, B = -5, C=—.
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Asf que
3 13
yp(z) = 522 -5z + 5
y la solucién general es
3 13
y(x) = e + coe % + §x2 — 5z + 5
EJEMPLO 2. Resolver
y' + 4y + 4y = €. (4.38)

Solucién. En este caso la ecuacién caracteristica es 72 +4r +4 = 0 y tiene las raices

1 =719 = —2, por lo que

-2z 2z

Ye(Z) = 167" + coxe™

es la solucién general de la ecuacién homogénea y" + 4y’ + 4y = 0.
Buscamos ahora una solucién particular de la forma
Yp(T) = Ae*.

Al derivar y sustituir en (4.38) tenemos

0A4e3® + 124e* + 4Ae>® =
254e* = €32

1

1 l1A=—
por 1o cua 25, .
_e3z

yp(x) = 25

y la solucién general de (4.38) es

1
y(z) = c1e” % + coze™ + %631.

EJEMPLO 3. Resolver
y" +y' = cos2zx. (4.39)

Solucién. La ecuacién caracteristica 72 4+ r = 0 tiene por raices r; = 0, r = —1, por lo
que
y(z) =c1 + coe™”.

En este caso se propone
yp = Acos2z + Bsen2z.
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Sustituyendo y,,y, ¥ y, en (4.39) encontramos que

(—4Acos2z —4Bsen2z) + (—2Asen2z + 2Bcos2z) = cos2z,
(—4A +2B)cos2z + (—2A — 4B)sen2x = cos2z,

por lo cual
—4A+2B = 1,
—2A—-4B = 0.
Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos
1 1
A=—- B =—.
5’ 10

En consecuencia

1 1
Yp(z) = — g cos 2z + 1o 5en 2z

y la solucién general de (4.39) es

1 1
y(x) =c1 +ce”" — £ o8 2z + 1o 5em 2z.

EJEMPLO 4. Resolver

' +y +y=ze. (4.40)
Solucién. La ecuacién diferencial homogénea tiene la ecuacién auxiliar 72 +r +1 =0,
cuyas raices son ryp = —3 £ 3§z Entonces
3 3
Yo(z) = e72/? (c1 cos %m + ¢y sen %x) .

Una solucién particular de (4.40) tiene que ser un producto de funciones, un polinomio
de grado uno por la funcién exponencial, es decir

yp = (Az + B)e”.

Se tiene que

Yp (Az + B)e® + Ae®
Yp = (Az+ B)e” + Ae” + Ae” = (Az + B)e” + 24¢".
Sustituyendo en (4.40) resulta
(Az + B)e® + 2Ae” + (Az + B)e® + Ae® + (Az + B)e® = ze®

3(Az + B)e® + 3Ae” ze”
3Aze” + (3A + 3B)e® = ze”.
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Por consiguiente

de donde

Asi

y la solucién general de (4.40) es

y(z) = e/ <c1 cos ?:E + ¢z sen ?33) + %(13 — 1)e”.

EJEMPLO 5. Resolver
y' —y=ce"senz. (4.41)
Solucién. La ecuacién auxiliar de la homogénea es r? — 1 = 0. Luego
ye(z) = c16” + e ",

Ahora proponemos
yp, = €°(Acosz + Bsent).

Se tiene que

y, = e’(—Asenz+ Bcosz)+ e"(Acosz + Bsenx),

Yy e®(—Acosz — Bsenz) + 2e"(—Asenz + Beosz) + e"(Acosz + Bsenz),
y, = 2e"(—Asenz + Bcosz).

Sustituyendo en (4.41) hallamos que

2¢*(—Asenz + Bceosz) —e"(Acosx + Bsenz) = e"senz
(-A+2B)cosz + (—2A — B)senz = senz,

de donde
—A+2B = 0,
—-2A—-B = 1.
: . 2 1
La solucién del sistema es A = 5 B= % Por lo tanto

@ =e (- sen)
1 = ——COST — —senc |,
yp(z) =€ 7 cos 5
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y la solucién general de (4.41) es

- 1
y(z) = cre” + coe™" — 561(2 cosx + senw).
EJEMPLO 6. Resolver
y' — 9y =8la® + 7. (4.42)
Solucidon. La solucién general de la ecuacién homogénea es

Ye(x) =1 + e’

Como se observa, una constante arbitraria es solucién de la ecuacién homogénea, o equi-
valentemente 0 es una raiz simple de la ecuacién auxiliar, y de acuerdo con la discusién
del caso I una funcién del tipo Az? + Bz + C no satisface la ecuacién no homogénea.
Maés bien, debemos proponer una solucién particular de la forma

yp = (Az* + Bz + O).
Tenemos que

Az® 4+ Bx? + Cx,
Y, = 3Az? 4+ 2Bz + C,
y, = 6Ar+2B.

$
Il

Sustituyendo en (4.42) resulta

6Az 4+ 2B — 9(3Az® + 2Bz 4+ C) = 8lz* 47
—27Az* + (6A—18B)z + 2B —9C = 8lz*+7.

Asi que
—27TA = 281,
6A—18B = 0,
2B—-9C = 7,

de donde A = -3, B = —1,C = —1 y entonces
Yp = —32 —2? — 2.
En consecuencia la solucion general de (4.42) es

y(z)=c + % — 323 — 2% — 1.

EJEMPLO 7. Resolver
ay" + a4y +y =e /2 (4.43)
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Solucién. Primeramente nétese que la écuacién auxiliar de la ecuacién homogénea es
2 __
(2r+1)°=0,
de modo que su solucién general es
~z/2
ye(z) = (1 + cox)e /2,

Como —1/2 es una raiz doble de la ecuacién auxiliar, y en consecuencia Ae~*/2, Aze=2/?
son soluciones de la ecuacién homogénea para cualquier constante A, proponemos una
solucién particular de la forma

Yp = AmQG——x/Q,

segln se vié en el caso II-(c). Luego

A
y; = -3 r2e ™% + 2Axe_"/2,
A
yz = 7 e %/ — Aze™/? — Aze~/? + 2Ae™*/?,

A
Yy = —4—:526‘“”/2 — 2Aze™*/? 4 2Ae7/2.
Sustituyendo en (4.43) resulta

A A
4(=z%e™™? — 2Aze % 4+ 24e7/%) + 4(—5.’1326_]:/2 +24ze7%?) 4 Az?e7®? = 72

4
(Az? — 8Az + 8A — 2Az% + 8Az + Az?)e /2 = /2
8Ae™™? = ¢7o/?

8A = L
1
Por lo tanto A = 3’
1
Yp = g‘T:Ze_Z/Z)
y la solucién general de (4.43) es
Y I Sy

y(z) = (c1 + cox)e™ " + gre

EJEMPLO 8. Resolver
y" + 25y = 10sen 5z. (4.44)

Solucidén. Las raices de la ecuacién auxiliar son £5i, asi que

yc(z) = ¢y cos 5z + ¢y sen 5z.
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y ahora proponemos una solucién particular de la forma
yp = (A cos 5z + Bsenb5z),
como se establecié en el caso III-(b.1). Se tiene que

y, = x(—5Asenbzr + 5B cosbz) + (Acosdz + Bsenbz),

"

Yy, = z(—25Acosbz —25Bsenbx)+ (—5Asen bz + 5B cosbz) +
(—5Asen bz + 5B cos 5z)
= z(—25Acosbz — 25Bsenbz) + 2(—5Asen bz + 5B cos 5z).

Sustituyendo en (4.44) resulta

z(—25A cos 5z — 25B sen 5z) + 2(—5Asen 5z + 5B cos 5z)+
25(Acosbz + Bsenbz) = 10senbz
—10Asenb5z + 10Bcos5z = 10senb5z.

Por consiguiente A = —1, B =0,
Yp = —T COS DT
y la solucién general de (4.44) es
y(x) = ¢1 cos 5T + ¢y sen bz — T cos Hz.
A continuacién enunciaremos una propiedad de las ecuaciones diferenciales lineales
que nos permitird resolver ecuaciones no homogéneas, cuyo lado derecho es més general.

Teorema 4.6.1 (Principio de Superposicién.) Siy,, es una solucion particular de
de la ecuacion diferencial

y' + o)y + a(z)y = g1(2),
Y Yp, €s una solucion particular de la ecuacion

Y +p(@)y +q(z)y = g92(x),

entonces Yp, + Yp, €5 una solucion particular de la ecuacion

Y +p(2)y + q(2)y = g1(z) + g2().

EJEMPLO 9. Resolver

y" + 6y + 8y = 3e> + 22 — 1. (4.45)
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Solucién. Claramente la solucién general de la ecuaciéon homogénea es

Ye(x) = cre™?® + coe™ .

Una solucion particular de
Y + 6y + 8y = 3™, (4.46)

tiene la forma
. Sz
Yp, = Ae’”.

Derivando y sustituyendo en (4.46) se obtiene

I

254" + 30Ae® + 8Ae™® 3e®
634> = 3e7,

1
de donde A = 91 Y entonces

1
Ypr = 2—1_65z'
Por otra parte, una solucién particular de
y' + 6y +8y=zx2—1, (4.47)

es de la forma
Ypy = Az*+ Bz + C,

que al derivar y sustituir en (4.47) nos conduce a

24 +6(2Az + B) + 8(Az* + Bz +C) = z°—1
8Ar* + (12A + 8B)x + (2A+ 6B +8C) = z* — 1.

Igualando los coeficientes de las respectivas potencias de x se sigue

8A = 1,
12A+8B = 0,
2A+6B+8C = -1,
por lo cual hallamos que
1 3 1
A = — B = —_ = ——
8’ 16’ 64
Y
1, 3 . 1
= -z - —x—- —.
R S TR
Por el principio de superposicién, una solucién particular de (4.45) s Yp = Yp, + Yp,, €S
decir ] ] 5 1
yp(z) = ﬁeh + §$2 167 T e
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Por lo tanto la solucién general de (4.45) es

_ 1
y(T) = cre™* 4 e + 21¢ 3 16 R

EJEMPLO 10. Resolver
y" — 2y — 3y = ze’* + senz. (4.48)

Solucién. La ecuacién auxiliar de la ecuacién diferencial homogénea es 72 — 2r — 3 = 0,
cuyas raices son r; = 3,79 = —1, por lo cual

Ye(2) = 1€ + coe™".

Una solucién particular de

y' — 2y — 3y = ze>® (4.49)
tiene la forma

Yp, = z(Az + B)e™,

puesto que 3 es una raiz caracteristica simple (ver Caso II-(b)). Luego

Yp, = (Az®+ Bx)e*,
vy, = 3(Az®+ Bz)e® + (2Ax + B)e™,
vy, = 9(Az®+ Bz)e’ + 6(24z + B)e™ + 24,

y sustituyendo en (4.49) se sigue que

9(Az? + Bz)e™ + 6(2Az + B)e*® + 24e*

—6(Az? + Br)e® — 2(2Az + B)e3® — 3(Az? + Bx)e®® = ze*®
4(2Az + B)e™ +24e* = ze*”

(8Az + 2A +4B)e* = ze**

8Az +2A+4B = =z

de donde
8A = 1,
2A+4B = 0.
1
Resolviendo el sistema hallamos que A = 3’ B = BT: y entonces

1 1\ 4,
= (5~ 167)
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Por otro lado, una solucién particular de.
y' — 2y — 3y = senz, (4.50)

es de la forma
Yp, = Acosz + Bsenz.

Derivando

y,, = —Asenz+ Bcostz,

y,, = —Acost — Bsenz,
y sustituyendo en (4.50) se obtiene

—Acosz — Bsenx —2(—Asenx + Bcosz) —3(Acosz + Bsenz) = senz
(-4A—2B)cosz + (2A—4B)senz = senz,

de donde
—4A—-2B = 0,
2A—-4B = 1,
1 1
A ,,A:—aB:_—7
T 57
Ypy, = ECOSCE - 586111]
Por el principio de superposicién, una solucién particular de (4.48) es
(z) = (1:52 —l—x) e + icos:r: — 1sen:::
P =ART T 16 10 oo

Por consiguiente la solucién general de (4.48) es

1 1 1 1
y(z) = c1€3® + cpe™ + (garQ - Em) e3® + 10 COST — 5 senz.

4.7 Meétodo de Coeficientes Indeterminados: Enfoque
del Operador Anulador

4.7.1 Operadores Diferenciales

n

La derivada de orden n d—z, también se denota por D"y. De modo que la ecuacién
T

dar - d
d2+an 17— n3f+ +a1d—y+aoy 9(z),

diferencial
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puede escribirse en la forma
anDny + an_lD"”ly + ...+ alDy + apy = g(,’]})

o bien
(@anD™ + apn_1D™ ' + ... + a1 D + ao)y = g(z). (4.51)

La expresién
P(D) = a, D" + an—an_l +...+a1D+aqg (452)

se llama Operador Diferencial de Orden n. Nétese que P(D) es un polinomio en el
simbolo D y que es posible expresar la ecuacién (4.51) en la forma compacta

P(D)y = g(x).

Si los coeficientes ag, ai, ..., an en (4.52) son nimeros reales, entonces P(D) tiene las
siguientes propiedades.

1. P(D) se puede factorizar como un producto de operadores diferenciales de orden 1
y operadores diferenciales de orden 2 que son irreducibles, con coeficientes reales.

2. Los factores de P(D) pueden conmutarse.

3. P(D)(f+g) = P(D)f+ P(D)g, para cualesquier funciones f y g que sean al menos
n veces derivables.

EJEMPLO 1. Factorice si es posible.
a) P(D)=D?+5D +6

b) P(D)=D?+ D +1

c) P(D) = D3 +4D? + 3D

d) P(D) = D3 + 4D

e) P(D) = D*—-8D* + 16

Solucién.

a) P(D) = (D +2)(D + 3).

b) Es un operador cuadratico irreducible.

c) P(D) = D(D*+ 4D + 3) = D(D + 1)(D + 3).

d) P(D) = D(D? + 4).

e) P(D) = (D?—-4)?=[(D+2)(D - 2)>= (D +2)*(D - 2)%

Definicién 4.7.1 Sea y = f(x) una funcidn que tiene al menos n derivadas. Si
(anD™ 4 an D™ ' + .01 D + ag) f(z) = 0

entonces decimos que el operador diferencial P(D) = apD™ + a,,_1 D™ ' + ... + a;D + ag
anula a f.
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160 Capitulo 4. Ecuaciones Diferenciales Lineales de Segundo Orden

Observe que la definicion 4.7.1 es equivalente a decir que la funcién f es solucion de
la ecuacién diferencial P(D)y = 0.

Al operador diferencial del tipo (4.52) con a,, = 1 (mdnico) y de menor orden posible
que anula a f le llamaremos el operador anulador de f.

Los siguientes resultados nos dicen como encontrar el operador anulador para algunas
funciones y estan basados en nuestros conocimientos sobre las soluciones de las ecuaciones
diferenciales con coeficientes constantes.

Proposicion 4.7.1 FEl operador diferencial D™ anula a cada una de las funciones

2 n—1
Lz, z° ..., 2" .

k—1

Mds generalmente, la funcién polinomial f(z) = apz® + ap_1x + ..+ ax+ag es

anulada por el operador D™ conn > k + 1.

EJEMPLO 2. Encuentre el operador anulador P,(D) de la funcién dada.
a) f(z) =23

b) f(z)=a° -2z +1

¢) f(z) = z*(1 + 2z — 3z?)

Solucién.

a) Pl(D) = D4.

b) P(D) = DS.

C) Pl(D) = D7.

Proposicion 4.7.2 El operador diferencial (D — a)* anula a cada una de las funciones
eaz’ xear, xQeam’ . .,L,lc—leam.

EJEMPLO 3. Hallar el operador anulador P;(D) de la funcién indicada.
a) f(z) =e™

Solucion.
a) Tomando a = 7, k = 1 en la proposicién 4.7.2, tenemos que P;(D) =D — 7.
b) Ahora, @ = —4 y k = 2 de modo que P;(D) = (D + 4)%
c) Se tiene que (D — 2)e** = 0y (D + 3)?5ze3* = 0. Entonces el producto Py(D) =
(D —2)(D + 3)?% es el anulador de h. En efecto
P (D)h(z) = (D —2)(D + 3)*(e* + 5ze™%)

= (D+3)%(D - 2)e** 4 5(D — 2)(D + 3)*ze™™"

= (D +3)*(0) + 5(D — 2)(D — 2)(0)

= 0.
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d) Para esta funcién aplicamos las proposiciones 4.7.1 y 4.7.2. En primer lugar D*z = 0
y por otra parte (D — 6)%7zef* = 0. Por lo tanto P;(D) = D*(D — 6).

e) La funcién f dada no es de los tipos mencionados en las proposiciones anteriores.
Sin embargo, f(z) = 4 — 4e® 4+ e** y ya que D4 = 0, (D — 1)4e® = 0, (D — 2)e* = 0
concluimos que P;(D) = D(D — 1)(D — 2).

Proposicién 4.7.3 El operador diferencial [D? — 2aD + (a? + (8?)]* anula a cada una
de las funciones

€® cos fz, e cos Bz, 2> cos Bz, ..., ¥ 1e*® cos Bz,

e*"sen Bz, ze*sen Bz, 2> sen Bz, ...,z e* sen fz.
En particular, si en la proposicién 4.7.3, consideramos a = 0 y k = 1, se sigue que

(D? 4 B*) cosBz = 0,
(D? + 8*)senfBz = O.

Ejemplo 4. Obtenga el operador anulador P;(D) de la funcién dada
a) f(z) = 2€® cos 3z — e*sen 3z

b) g(z) = 2¢® cos 3z + ze® cos 3z — e®sen 3z

¢) h(z) =4+ 3z — 5cos 2z

d) f(z) = 82° — senz + 10cos 5z

e) g(r) = z%e %senz — 6e* cos 3z

Solucién.

a) En la proposicién 4.7.3 usamos los valores de « = 1, # = 3 y k = 1 para encontrar
Py(D) = D? - 2D + 10.

b) Igual que en el inciso anterior, « = 1 y 3 = 3, pero ahora k = 2. Entonces P;(D) =
(D? - 2D + 10)2.

¢) Aplicando la proposicién 4.7.1 se tiene que D?(4 + 3z) = 0. Mientras que, de la
proposicién 4.7.3 con @ = 0y 8 = 2, se sigue que (D? + 4)(5cos 2z) = 0. Por lo tanto
Pi(D) = D*(D? + 4).

d) De las proposiciones 4.7.1 y 4.7.3 tenemos que

D*(8z%) =0, (D?+1)senz=0, (D*+25)10cos5z=0.

Por consiguiente P,(D) = D*(D? + 1)(D? + 25).
e) Aplicamos la proposicién 4.7.3 primero on @ = —1, 8 = 1y k = 3 y luego con
o=2, =3 yk =1, para obtener

(D? + 2D +2)3(z%¢ *senz) = 0
(D? — 4D 4 13)(6e* cos3z) = 0,

de mancra que el operador anulador en este caso viene dado por

Pi(D) = (D* 42D +2)}(D? — 4D +13).
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162 Capitulo 4. Ecuaciones Diferenciales Lineales de Segundo Orden

4.7.2 Meétodo de los Coeficientes Indeterminados
Consideremos la ecuacién diferencial no homogénea
P(D)y = g(z), (4.53)

donde P(D) = a,D™+a,_1 D™ ' +...+a; D+ag es un operador diferencial con coeficientes
constantes y g(x) es

a) un polinomio en z,

b) una funcién exponencial e**,

c) sen Bz, cosfBzr 6

d) sumas finitas y productos de las funciones mencionadas en (a), (b) y (¢).

En este caso siempre es posible encontrar el operador anulador P;(D) de g(z). Apli-
cando P;(D) a (4.53) resulta

P(D)P(D)y = A(D)g(z) = 0. (4.54)

Resolviendo la ecuacién diferencial homogénea (4.54) es posible descubrir la forma de
una solucién particular y, de la ecuacién diferencial no homogénea (4.53). Los siguientes
ejemplos esclareceran el procedimiento a seguir.

EJEMPLO 1. Resolver
y' =2 +y=1"+4z. (4.55)

Solucién. Primero resolvemos la ecuacién homogénea asociada
" !
y —2y +y=0.

De la ecuacién caracteristica r2 —2r +1 = (r —1)?

, se obtiene la solucién complementaria
Ye = (€1 + cox)e”.

Ahora bien, el operador anulador de la funcién g(z) = z? + 4z que figura en el lado
derecho de la ecuacién diferencial (4.55) es P;(D) = D?3; es decir

D3(z% + 4z) = 0.
Aplicando P;(D) = D? a (4.55), obtenemos la ecuacién homogénea
D3¥(D? - 2D + 1)y = D*(z* + 47) = 0. (4.56)
La ecuacion caracteristica de (4.56) es

2 =-2r+1)=0

DERECHOS RESERVADOS © 2004, Universidad Autonoma Metropolitana (México). Prohibida la reproduccion de esta obra asi como la distribucién y venta fuera del ambito de la UAM®. E-libro Bibliomedia Bibliomedia@mail.com



4.7. Método de Coeficientes Indeterminados: Operador Anulador 163

o bien
rr—-12=0
y por lo tanto su solucién general es
y = (ki + kox)e™ + ks + kgx + ksz?, (4.57)
donde k1, ko, . .., ks son constantes arbitrarias.

Es posible argumentar que toda solucién de (4.56) es también una solucién de (4.55).
Dado que la solucién complementaria y. = (c; + coz)e” aparece como parte de la solucién
de (4.56), los términos restantes en (4.57) deben ser la estructura bésica de y,

Y, = A+ Bz + Cx°. (4.58)

Para simplificar la notacién hemos reemplazado ks, k4 v ks por A, B y C respectiva-
mente. Finalmente, calcularemos los valores A, B y C de modo que (4.58) sea en efecto
una solucién de la ecuacién diferencial (4.55).

Tenemos que

Y, B+ 2Cz,
y, = 2C.

Sustituyendo estas expresiones en (4.55) resulta
2C — 2(B + 2Cx) + (A + Bz + Cx?) = 1% + 4z.
Equivalentemente
Cz*+(B—-4C)r+ A—2B +2C = 2% + 4z.

Igualando coeficientes en la ultima identidad, se obtiene el sistema de ecuaciones
lineales

A-2B+2C = 0,
B-4C = 4,
cC = 1

Resolviendo el sistema, resulta A = 14, B =8 y C' = 1. En consecuencia
yp = 14+ 8z + 1°.
La solucién general de (4.55) es y = y + yp, O sea

y = (c; + cz)e” + 14 + 8z + z°.
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EJEMPLO 2. Resolver
Y’ — 2y — 8y = 16e* — 217" (4.59)
Solucién. La ecuacién caracteristica de la ecuacién diferencial homogénea asociada a
(4.59) es 7% — 2r — 8 = (r — 4)(r +2) = 0, asi que
Ye = c1€” % + o€
Note que la ecuacién diferencial (4.59) puede escribirse como
(D — 4)(D + 2)y = 16e* — 21e73. (4.60)
El operador anulador de la funcién g(r) = 16e*® — 21e™3* es
P(D) = (D =2)(D +3)
y al aplicarlo a ambos miembros de (4.60) resulta
(D —-2)(D+3)(D—-4)(D+2)y=0. (4.61)
La ecuacién caracteristica de (4.61) es
(r—=2)(r+3)(r—4)(r+2)=0.

Por consiguiente
Y = k1€*® + koe 3" + kze*® + kye™

Proponemos una solucién particular de la forma
Yy, = Ae** + Be ™.
Sustituyendo yp, Yy, ¥, en (4.59) y simplificando, obtenemos
—8A4e* + TBe™* = 16e* — 21e™".
Igualando coeficientes, se sigue que

-84 = 16,
7B = -21.

Encontramos A = —2, B = -3 y por lo tanto
Yp = —2* — 3e 737,
La solucién general de (4.59) es entonces

Y = cre7%% + coe®® — 2e** — 377
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EJEMPLO 3. Resuelve
y' — 2y + 3y =e cosz. (4.62)

Solucién. Podemos escribir (4.62) como
(D* —2D + 3)y = e “cos . (4.63)

La ecuacién caracteristica de la ecuacién diferencial homogénea asociada es r?—2r+3 = 0,
cuyas raices son 1+ V2i. Luego

ye(z) = €*(cq cos V22 + cosen \/51:)
El operador anulador de la funcién en el lado derecho de (4.62) es
P(D)=D?*+2D +2.
Aplicando P;(D) a (4.63) obtenemos
(D*+ 2D +2)(D* = 2D 4 3)y = 0. (4.64)

La ecuacién caracteristica de (4.64) es (r? + 2r + 2)(r? — 2r + 3) = 0 y las raices son
1 ++/2i, —1 % i de multiplicidad uno, por lo cual

y = e%(k; cos v2z + ksen \/555) + e *(kscosz + kgsenz).

Luego
yp =€ “(Acosz + Bsenz).

Tenemos que

y, = —e "(Acosz + Bsenz)+e “(—Asenz 4 Bcosz),
Yy, = e “(—2Bcosz +2Asenxz).

Sustituyendo estas expresiones en (4.62) y simplificando, resulta
e *[(bA—4B)cosz + (4A + 5B)senz| = e “cosz.

Comparando coeficientes, se obtiene el sistema de ecuaciones

5A—-4B = 1,
4A+5B = 0,
de donde A = i B = g yen consecuencia
\ zy D 4
yp(z) =€ (H cosT — Hsenx).
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La solucién general de (4.62) es

5 4
y = €%(c1 cos V2z + cosen V2z) + 6_1(4—1 cos g — —sen ).
EJEMPLO 4. Resuelve
Y+ 3y — 10y = z(e* + 1). (4.65)

Solucién. Escribimos la ecuacion diferencial como

(D? + 3D — 10)y = z(e** + 1)
o bien

(D +5)(D - 2)y = z(e** + 1). (4.66)
Se ve que

Ye(z) = c1e7%% + e’

Ahora bien, sabemos que D%z = 0, (D — 2)?(ze?*) = 0. Por consiguiente el operador
anulador de la funcién g(z) = z(e** + 1) = ze?® + z, es P(D) = D?(D — 2)2. Aplicando
P;(D) a ambos miembros de (4.66) se obtiene

D*(D +5)(D —2)*y = 0. (4.67)

La ecuacién caracteristica de (4.67) es r2(r +5)(r — 2)3 = 0 y sus raices son 0, =5y 2 de
multiplicidades dos, uno y tres, respectivamente. Luego

Yy = k1 + ko + 14336—5JE + (/C4 + /C5.'E + k6$2)62z-

Excluyendo en esta expresiéon la combinacién lineal de términos correspondientes a y., se
llega a la forma de y,
Yp = A+ Bz + (Cz + Ex*)e*.

Se tiene que

Y, = B+ (C+2Ez)e* +2(Cz + Ez*)e®,
Yy = 2Ee* +4(C + 2Ez)e* + 4(Cz + Ez®)e™.

Sustituyendo en (4.65) y simplificando, resulta
(—=10A + 3B) — 10Bz + (7C + 2E)e** + 14Eze® = ze** + 1.

Esto implica que

—~10A + 3B 0,
~10B = 1,

7C + 2FE 0,
14E 1.
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1 1 1
Asi que A = —%, B = 10 C= ~ 19’ E = TR la solucién general de (4.65) es

1 1, 1

_ —5zx 2z __ Y = . = 2z
y=ee T Haet - 5~ (T T e

EJEMPLO 5. Resuelve
y" — 2y + 5y = €® cos 2z + e"sen 2z. (4.68)

Solucién. La ecuacién caracteristica de la ecuacién diferencial homogénea asociada es
7?2 —2r + 5 =0 y sus raices son 1 + 27, de modo que

ye(z) = €"(c1 cos 2z + cosen 2z).

Nétese entonces que el operador anulador del lado derecho es precisamente Py(D) =
D? — 2D + 5. En consecuencia

(D* - 2D+ 5)(D* - 2D + 5)y =0

o bien
(D* - 2D +5)%y =0.

Las raices de la ecuacién caracteristica de esta ultima ecuacién diferencial homogénea
son 1 + 27, de multiplicidad dos. De ésto deducimos que

y = €”(ky cos 2z + kosen 2z) + ze® (ks cos 2z + kssen 2x).

Sustituyendo
yp = ze”(Acos 2z + Bsen2z)

en (4.68) y simplificando obtenemos
€”(4B cos 2z — 4Asen 2z) = €® cos 2z + e"sen 2.
Igualando coeficientes resultan las ecuaciones

—4A =1
4B =1

)

)

1 1
de donde se sigue que A = 7Y B = 7 Por lo tanto la solucién general de (4.68) es

y = €%(c1 cos 2z + cosen 2x) + Z—ez(sen 2z — cos 2z).

EJEMPLO 6. Resuelve

V' + 20 +y=-3e""+8ze " +1. (4.69)
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Solucién. Escribimos la ecuacién diferencial (4.69) en la forma
(D+ 1)’y = —3e™* + 8ze™" + 1. (4.70)

Luego
Ye(z) = (1 + coz)e™™ .

Se tiene que (D+1)?(—3e~*+8ze~%) = 0y D(1) = 0. Por consiguiente P;(D) = D(D+1)?
es el operador anulador de la funcién g(z) = —3e™* + 8ze™* + 1. Aplicamos P;(D) a
(4.70) para obtener.

D(D +1)*y =0. (4.71)

La ecuacién caracteristica de (4.71) es r(r + 1)* = 0 y sus raices son 0 y -1 de multipli-
cidades uno y cuatro, respectivamente. Por consiguiente

y = ky + (ko + ks + kgz® + ksz3)e™™.
Asi , una solucién particular de (4.69) tiene la forma
Yp = A+ (Bz?® + Cz®)e™™.
Sustituyendo y, en (4.69), resulta

A+2Be ™ +6Cze™ = —3e™* + 8zxe™® + 1,

4
de donde A=1, B = ——g y C = 3 de modo que la solucién general de (4.69) es

4
—1® — —g—xz)e“’ + 1.

y=(c1+cox)e ™+ (3

EJEMPLO 7. Resuelve

y" + 4y = 3z cos 2z + sen 2z. (4.72)

Solucién. La ecuacién (4.72) puede escribirse como
(D? + 4)y = 3z cos 2z + sen 2z. (4.73)

Es claro que
Yo(T) = ¢1 cos 2T + cosen 2z.

Ademés P, (D) = (D*+4)? es el operador anulador de la funcién g(z) = 3z cos 2z+ sen 2.
Aplicamos P;(D) a (4.73) para obtener

(D? +4)%y = 0. (4.74)
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Las raices de la ecuacién caracteristica de (4.74) son +2i de multiplicidad tres, por lo
que
y = k1 cos 2z + kg sen 2z + z(ks cos 2 + kg sen 2z) + 22 (ks cos 2z + kg sen 2z).
Luego, buscamos una solucién particular de la forma
Yp = (A cos 2z + Bsen 2z) + z°(C cos 2z + Esen 2).

Tenemos que

/

Y, = (Acos2r + Bsen2zx)+ 2z(—Asen2z + B cos2z) + 2z(C cos 2z + E sen 2z)
+22%(—C'sen 2z + E cos 2z),

Y, = 4(—Asen2z+ Bcos2z)— 4x(Acos2z + Bsen2r) + 2(C cos 2z + E'sen 2z)

+8z(—C'sen2z + E cos 2z) — 4z2*(C cos 2z + E sen 2z).

Sustituyendo en (4.72), resulta
(4B + 2C) cos2z + (2E — 4A) sen 2z — 8Cz sen 2z + 8 Ex cos 2z = 3z cos 2z + sen 2z.

Igualando coeficientes, se obtiene el sistema de ecuaciones

4B +2C = 0,
2F —4A = 1,
—8C = 0,
8E = 3

)

1
de donde se sigue que A = 16’ B=0,C=0, E= -g Por lo tanto la solucién general
de (4.72) es

1 3
Y = €1 €08 2x + cpsen 2x — Ex cos 2z + —z% sen 2z.

EJEMPLO 8. Determine la forma de una solucién particular de

y" + 6y + 13y = ze " sen 2z + z%e > sen 3z + 6. (4.75)

Solucién. La ecuacién caracteristica de la ecuacién diferencial homogénea asociada a
(4.75) es T2 + 67 + 13 = 0, cuyas raices son —3 & 2i. En consecuencia

-3z

Ye = €7 °%(c1 €08 2 + ¢y sen 2x).

Ahora bien, tenemos que (D?+6D+13)%(ze 3 sen2z) = 0, (D?+4D+13)3(z?e=** sen 3z) =
0y D(6) = 0, por lo cual el operador anulador de g(z) = ze~3*sen 2z + e "**sen 3z + 6
es

Pi(D) = (D*+ 6D + 13)*(D? + 4D + 13)*D.
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Al aplicar P;(D) a (4.75) resulta
D(D? + 4D +13)*(D? + 6D + 13)%y = 0. (4.76)

Puesto que las raices de la ecuacién caracteristica de (4.76) son —3 +2i, —2+ 37 y 0 de
multiplicidad tres, tres y uno, respectivamente. Concluimos que

y = e ¥ (k;cos2z + kosen 2x) + ze % (k3 cos 27 + k4 sen 27)
+2%e73% (ks cos 2 + kg sen 2z) + e~ **(ky cos 3z + kg sen 3z)
re %% (kg cos 3z + kiosen 3z) + z%e”** (k1 cos 3z + k1o sen 3z) + k3.

Por lo tanto se puede encontrar una solucién particular de (4.75) que tiene la forma

Yy, = ze **(Acos2z + Bsen2z) + z’e”**(Ccos2z + E'sen2z)
e ?*(F cos 3z + Gsen3z) + ve”**(H cos 3z + I sen 3z)
z’e™?*(J cos 3z + K sen3z) + L.

EJEMPLO 9. Determinar la forma de una solucién particular de

" —5y" + 9 — 5y =1? -3+ 2% — 3zsenz. (4.77)

Solucién. La ecuacién caracteristica de la ecuacién homogénea asociada es
rP—5rf+r—5=0

o bien
(r*+1)(r —5) =0.

De modo que
Ye = €1 COST + Cco5en T + cze’”.

La ecuacién diferencial (4.77) puede escribirse como
(D*+1)(D - 5)y = 2* — 3 + 2% — 3rsenx. (4.78)
El operador anulador de la funcién en el lado derecho de (4.77) es
Pi(D) = D*(D - 5)*(D? + 1)
Aplicando P;(D) a (4.78) obtenemos

D3(D*+1)3(D —5)°y =0. (4.79)
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Ahora, la ecuacién caracteristica de (4.79) es r3(r? + 1)*(r — 5)°> = 0 y sus raices son
0, £7 y 5 de multiplicidad tres, tres y cinco, respectivamente. Por consiguiente

y = ki+kox + kaz® + (kg + ksz + kex® + k72’ + kszt)e™
+ (ko + kior + k112?) cosz + (k1o + k132 + kia7?)senz,

y una solucién particular de (4.77) es de la forma

Yp = A+ Bz+Cz®+ (Ex+ Fa2? + Go® + Hz")e™
+ (Iz+ Jz*)cosz + (Kz + Lz*)sen .

EJERCICIOS 4.7
En los problemas 1-6 factorice el operador diferencial dado, cuando sea posible
1. 16D? -9
2. D? — 11D + 24
D3 +12D? + 36D

Ll

D3 —5D?>+2D +8
5. D*+ 64D
6. D*+ 14D + 49

En los problemas 7-15 encuentre el operador anulador de la funcién dada
7. 7+ 8z — 5x°
8. x%(1 + 4z)
9. 6 —1le*
10. 9z + 5ze!®®
11. 3+ z — 62?2 — cos 9z + 2sen9z
12. 6z + cos2z + 21 sen7zx
13. e7% + 2ze® — x?e®

14. 5+ €% sendzx
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6x -2z

15. e~ % cos 3z — €% sen 3z + e ** sen 3z

En los problemas 16-49 resuelva la ecuacion diferencial dada, por el método de los
coeficientes indeterminados

16. y" + 8y’ + Ty = 32e* — 27e**

17. y" =2y +y =10cosz + 8senz

18. " — 2y 4+ 17y = 2892% + 9

19. y" + 8y' = 64x

20. y" + 4y +4y =8e >

21. " + 4y + 3y = 4e 3 + 18z + 15
22, y" + 10y + 25y = (2 + 6x)e ™"

23. y" + 3y = 36ze73 — Qe 4 7

24. y" + 5y + 6y =10(1 — x)e >

2. Y +2y+2y=1+zx

26. ¥+ +y=(z+z?)e"

27. y" + 4y — 2y = 8sen 2z

28. y' +y=8senx +4cosz + 1

29. ¢y’ +y =4xcosz

30. ¥" +y = 2senzsen 2z

31. ¥ + o = cos’z + e + z?

32. y' — 4y + by = e**(senx + 2cos 1)
33. y' — 4y + 4y = 4x + senzx + sen2zx
34. y" 4+ 2y +y =1+ 2cosz + cos 2z — sen 2z
35. y' + 6y + 9y = 6ze3* + 9 + 50senzx
36. v+ 4y +4y =22 +6

37. Y —y — 12y = 14e**

38. y' — 2y — 3y =4e* -9
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39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

ol.

52.

93.

o4.

Yy -y = 12z2%e* — 10

y" — 2y 4 5y = 3e”senx

y" + 25y = 20 sen 5z

y" + 2y + 5y = 50z sen x + 100z cos T
y'+y' =1

y® — yW = 2ze® + 24

y" + " = 1222

y" + 2y = 242? + 24z + 4

y" =3y + 3y —y=¢€e"—x+16
Y-y = 4 1

16y — y = 16e2

En los problemas 50-54 determine la forma de una solucién particular de la ecuacién
diferencial dada

Yy —y = e"(2 + 3xcos2x)
y' =3y =6+ ze® + z%e Fsenu
y" + 4y = senxsen2x

I

y" — 1y = 4xe® + e®cosr — sen2x

y @ 4+ 20" — 3y =23 + 1+ 2%senz + ze®

4.8 Meétodo de Variacion de Parametros

Este es un método general para determinar una solucién particular de una ecuacién
diferencial lineal. Sin pérdida de generalidad, consideremos la ecuacién lineal de segundo
orden escrita como

v' + o)y +a(z)y = g(z). (4.80)

El método consiste en buscar una solucién de la forma

Yp(z) = w1 (2)y1(7) + ua(x)y2(w), (4.81)
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174 Capitulo 4. Ecuaciones Diferenciales Lineales de Segundo Orden

donde y; y y2 son dos soluciones Li. de la ecuacién diferencial homogénea asociada, y
uy, us son dos funciones a determinar de modo que (4.81) sea una solucién de (4.80) y
satisfagan una condicién arbitraria, pero seleccionada de tal forma que se simplifiquen
los céalculos.

Derivando (4.81) se tiene que

!

y, = uyy +uiyy + upye + uoys
= (wy; + ugyy) + (uiyr + usys).

Podemos simplificar esta expresiéon, imponiendo a u; y us la condicién de que
! + ! . 0
U Y1 T UgYy2 = U.

En tal caso
Yp = WYy + U2l
y por consiguiente
Yp = Uiy + uryy + upyy + ugyh.
Sustituyendo las expresiones de yp, Y, ¥, en (4.80), y usando el hecho de que y; y y»
son soluciones de la ecuacién diferencial homogénea, resulta

iy oy +ugyh + ugyy + p(uiyh +ugyh) + q(uays + ugye) = g(x)
wi (Y + oy + qun) +ue(yh + pyh + qu) +uiyy Fugyy, = g()
wyy +usyy = g(z).

Asi, buscamos una solucién particular de la forma (4.81), con u;,uy funciones que
satisfacen las ecuaciones

wy +ugye = 0, (4.82)
wy; + usys = g(z). (4.83)

Es fécil resolver el sistema de ecuaciones (4.82)-(4.83) para las incognitas u} y uj,
empleando la regla de Cramer. Obtenemos

'(z) = _y2($)g(I) /( ) = y1(z)g(z)

uy(z) = W) uy(z W) (4.84)

donde W (z) denota al wronskiano W (y;,y2)(z). Finalmente, integrando las expresiones
(4.84) resulta

u(z) = —/%ﬁdw, uz(z) :/%()Ezd:ﬂ. (4.85)

Sustituyendo (4.85) en (4.81) se obtiene la solucién particular deseada.
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EJEMPLO 1. Resolver
y' — 2y + 2y =e"secx. (4.86)

Solucién. Deteminamos primero la solucién general de la ecuacién homogénea asociada
a (4.86), a saber
y' =2y +2y=0. (4.87)

La ecuacién caracteristica de (4.87) es
2 —
r°—2r+2=0,
y sus raices son 7y = 1+ 1%y ry = 1 — 7. En consecuencia
T
Ye = €%(c1 cosx + cosenz).

Denotemos por

y1 = e’ cosz, yo = e*senz.
Luego
T T
e’ cosx e’senx 9z
W(ylayQ) = _ T x| € -
(cosz —senz)e* (cosz + senz)e

Buscamos una solucién particular de (4.86) de la forma y, = w;y1 + usys, donde las
funciones u; y uy se calculan utilizando las ecuaciones (4.85 ). Se tiene que

w(z) = _/ (e*senz)(e* sec )

5 da::—/tanmdx:lnlcosx\,
e.'r

un(z) = / (e® cosz)(e” secx) _ /da: .

ez
Luego
yp = (In| cos z|)(e” cosz) + ze"senz

y por lo tanto, la solucién general de la ecuacién diferencial no homogénea (4.86) est4
dada por

Y = Yt
= €(c;cosz + cysenz) + (In | cosz|)(e” cosz) + ze"sen .

EJEMPLO 2. Resolver

-2z

Y+ 4y + 4y = e—xz— z>0. (4.88)

Solucién. Puesto que la ecuacién caracteristica es

rP4dr+4=(r+2)72=0,
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se sigue que
Ye(z) = kie”?® + kore %®.

22 v 4y = Te7%®, Entonces

Sean y; = e~

Wy, y2) = ’ —2e7%® (1 —-2z)e™ ™ ’ =€

Usando las expresiones (4.85) obtenemos

ui(z) = —/ (ze”*)(z %) dr = — / %d:c =—Inz

e—4:z
y
6—21(2:—26—233) 1 1
Asi que
—2z 1 —2z
Yp = —(lnz)e ™ — (;)xe
= —(lnz)e ™ —e™ %,

Por consiguiente la solucién general de (4.88) es

Y = Yt Yp
(ki + koz)e ™™ — (Inz)e ™ — 7%,

Ya que k; es una constante arbitraria, nétese que podemos escribir la solucién de
(4.88) simplemente como

y = (¢ + cor)e™? — (Inz)e™ %,
siendo ¢; = k; — 1 y ¢o = ko constantes arbitrarias.
EJEMPLO 3. Para la ecuacién diferencial
zy" + 2y — zy = 2. (4.89)
a) Compruebe que las funciones y; = z7'e%,y, = z7'e~%, forman un conjunto fun-
damental de soluciones en el intervalo (0, 00) de la ecuacién diferencial homogénea

correspondiente.

b) Obtenga la solucién general de la ecuacién no homogénea dada.
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Solucioén.

a) Un cdlculo directo muestra que
Yy = (z7! — z7%)e", Yl = (273 - 2272 4 7)€"

= (- —x e, = (a2 e

y sustituyendo en la ecuacién diferencial, encontramos que
oyl + 2 —xy = (2272 =227 + 1)e* + 2z — 27" —e* =0

Yy + 20 — Ty = (2272 + 227 + e = 2(z7 + 7 He " — e = 0.
Ademas

I—lez l.-—le—z 3
W(yh y2) = ($—1 _ m”Q)e“’ (—.’E'—l . I__g)e_z = -2z 2 ?é 0,

para todo z € (0,00). Lo cual demuestra que y; y y son dos soluciones l.i. en (0, c0) de
la ecuacion diferencial homogénea.

b) Obtenemos ahora una solucién particular de (4.89). Escribimos primero la ecuacién
diferencial en la forma
" 2 / 2 2z
Y+ =y -y = e
T T

Consecuentemente

-1,—z 2 -1 2z
u(z) = _/(z e_;:(n_z ° )dmzfexdm:ex,

-1,z -1,2z 1
UQ(I) — /(I € )(23; € )dacz—/eBxdm:——e:”’

—2z—2 3
y
x/,.—1 _x 1 3z/,.,.~1 _-—=x
vy = €°(z e)—ge (z77e™)
2 -1 2z
= 323 e .

La solucién general de (4.89) es

2 _
y=ciz e +cox e + 37 12z,
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EJERCICIOS 4.8

En los problemas 1 a 12, obtenga una solucién particular de la ecuacién diferencial
dada, utilizando el método de variacién de pardmetros. Escriba la solucién general de la
ecuacioén diferencial.

1. y" +y=tanx

2.y +y=csczx

3. //+4/ 3:
v v+ 1+e”

4. y" + 3y + 2y =ze” "

5 /" 6/ . 3
-y +6y +9y =

72
Y’ — 4y + 4y = e arctan
y" — 3y +2y = e"sen 2z

y" + 5y’ + 6y = sene”

© % N o

y' -6y + 9y =e*Inz

10. y" +y==xsenx

—2z

7241

11. " + 4/ + 4y =

2
':;Z

12. 9¢y" — 12y R
9y 2y +4y T

En los problemas 13 a 15 determine la solucién general de la ecuacién diferencial no
homogénea dada, usando que la funcién y, indicada es una solucién de la ecuacién ho-
mogénea correspondiente.

13. z%y" — 2y = 2%Inz, Y=z
1
WU oy +ay —y=—, wm=z

15. 2%y + 2y + y = tanlnz, y, = coslnz
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Capitulo 5

Aplicaciones de las Ecuaciones

Diferenciales Lineales de Segundo
Orden

5.1 Movimiento Armoénico Simple

Supéngase que un cuerpo de masa m estd sujeto al extremo de un resorte flexible (de
peso despreciable), suspendido de un soporte rigido.

Cuando el peso estd en reposo, describimos su posicién como la posicion de equilibrio.
Si el cuerpo se desplaza hacia abajo una cierta distancia y luego se suelta, estard bajo
un movimiento vibratorio alrededor de la posicién de equilibrio (ver figura 5.1). Nuestro
propdsito es estudiar el movimiento del cuerpo, conocido como movimiento arménico
simple, en el cual se ignora cualquier fuerza de friccién con el medio que lo rodea.

/+s

S

Resorte libre <0

Posicion de equilibrio
mg-ks=0

Cuerpo en movimiento
Figura 5.1: Sistema masa-resorte
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En este caso, las tnicas fuerzas que actiian son:

e Una fuerza de restitucion, f,., opuesta a la direccién del alargamiento y pro-
porcional a su magnitud (Ley de Hooke). En términos simples f, = kd, donde k es
una constante de proporcionalidad y d la magnitud del alargamiento.

e El peso del cuerpo, dado por W = mg.

Adoptaremos la siguiente convenciéon. Todas las cantidades (desplazamiento, ve-
locidad, aceleracién y fuerza), medidas hacia abajo desde la posicién de equilibrio se
considerardn como positivas. Las que se miden hacia arriba, son negativas.

En la posicién de equilibrio

mg — ks = 0.

Ahora, al desplazar el cuerpo de esta posicién en una magnitud z y soltarla, de la Segunda
Ley de Newton se sigue que

d*z

My = mg — k(s + )

= mg — ks — kz,

y usando la condicién de equilibrio, resulta

m— = —kz. (5.1)

El signo negativo indica que la fuerza de restitucion del resorte actiia en direccién opuesta
a la del movimiento.
Podemos escribir la ecuacién (5.1) en la forma

@-I-—k—m—o
2 m~ 7
o bien 2
z 2
'CEE-FUJ.’E:O, (52)

donde w? = k/m.

La ecuacién (5.2) es la ecuacién diferencial del movimiento arménico simple
o movimiento vibratorio no amortiguado.

Hay dos condiciones iniciales asociadas con (5.2), a saber

z(0) = zo, z'(0) = vy,

que representan el deplazamiento y velocidad iniciales, respectivamente. Por ejemplo, si
Zo < 0 y vo > 0 entonces el movimiento se inicia en un punto que estd |zo| unidades
arriba de la posicién de equilibrio y con una velocidad inicial dirigida hacia abajo. Si
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5.1. Movimiento Armdénico Simple 181

o > 0y vp = 0, la masa estd inicialmente en reposo a zo unidades abajo de la posicién
de equilibrio.
La ecuacién auxiliar de (5.2) es

cuyas raices son imaginarias puras
T = wt, Ty = —Wi.
En consecuencia, la solucién general de la ecuacién diferencial (5.2) es
z(t) = ¢; coswt + ¢y sen wt, (5.3)

donde c; y c; son constantes que dependen de zg y vp.

Nétese que independientemente de los valores de c; y ¢z, la ecuaciéon del movimiento
arménico simple (5.3), define una funcién periédica de periodo T' = 27/w y describe un
movimiento ideal en el que el cuerpo se mueve alternadamente hacia arriba y hacia abajo
de la posicién de equilibrio, infinitas veces.

El periodo T es el tiempo necesario para que se complete un ciclo y su reciproco
f =1/T se llama la frecuencia. El desplazamiento méximo del cuerpo, medido desde
la posicién de equilibrio, se llama la amplitud.

EJEMPLO 1. Se encontré experimentalmente que un peso de 4 Ib estira un resorte 6
pulgadas. Si el peso se suelta desde la posicién de equilibrio con una velocidad dirigida
hacia abajo de 4 pulg/s, determine:

a) La ecuacién diferencial y condiciones iniciales que describen el movimieno.
b) La ecuacién del movimiento.

c) La posicidn, velocidad y aceleracién del peso 2 segundos después.

d) El periodo, la frecuencia y la gréfica de la solucién.

Solucién. Ya que 6 pulgadas equivalen a 1/2 ft, de la Ley de Hooke tenemos que

- (l)

b
k= 8ﬁ'

de donde

Ademés m = W/g =4/32 = 1/8 slug.
a) Luego, de (5.2), la ecuacién diferencial que describe el movimiento es

LE LI
2 1/87 7
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182 Capitulo 5. Aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales Lineales de Segundo Orden

o bien 2
T
W + 64x = 0, (5-4)

sujeta a las condiciones iniciales

b) La ecuacién auxiliar de (5.4) es 72+ 64 = 0, cuyas raices son r = £8:. En consecuencia
la solucién general de (5.4) viene dada por

z(t) = ¢; cos 8 + ¢, sen 8t.

La condicién incial z(0) = 0 implica que ¢; = 0, mientras que z'(0) = 1/3 conduce a
8cy = 1/3. De modo que ¢; = 0,¢; = 1/24 y la solucién requerida es

1
z(t) = 57 Sen 8t.

Figura 5.2: Solucién del ejemplo 1

¢) La posicién, velocidad y aceleracién del peso 2 segundos después, estdn dadas, respec-
tivamente por

z(2) = 5121- sen16 = —0.011996,
Z'(2) = %cos 16 = —0.31922,
2"(2) = —-i— sen 16 = 0.76774,

lo cual indica que el cuerpo se encuentra a 0.011996 ft arriba de la posicién de equilibrio
moviéndose hacia arriba.
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d) El periodo y la frecuencia son

4

Claramente, la amplitud es de 1/24 ft. La solucién muestra que una vez que el sistema se
pone en movimiento, permanece en tal estado con la masa desplazdndose alternadamente
1/24 ft hacia cada lado de la posicién de equilibrio z = 0. La gréafica se muestra en la
figura 5.2.

EJEMPLO 2. Suponga que en el ejemplo anterior la masa se desplaza 3 pulgadas por
debajo de la posicién de equilibrio y luego se le da una velocidad hacia abajo de 4 pulg/s.
Determine la ecuacién de movimiento.

Solucién. Como antes
z(t) = c; cos 8t + ¢y sen 8t,

pero ahora, las condiciones iniciales son

W0)=7 O)=3

La condicién z(0) = 1/4 exige de inmediato que ¢; = 1/4, en tanto que usando z'(0) =
1/3 se obtiene c; = 1/24. Asi que, la solucién es

1 1
z(t) = 7 €0 8t + 57 Sen 8t. (5.5)

Cuando ¢; # 0y ¢y # 0 en (5.3), como en el ejemplo 2, la amplitud real A de las
oscilaciones libres no se obtiene en forma inmediata. Para este caso hacemos uso del
siguiente resultado.

Proposicién 5.1.1 (Forma Alternativa de la Solucion)

Si z(t) = cycoswt + cpsenwt, con ¢y # 0 y cg # 0, es conveniente escribir la solucion
z(t) en la forma mds simple
z(t) = Asen (wt + ¢), (5.6)

donde la amplitud A estd dada por
A=/ct+ 3 (5.7)
y ¢ es un dngulo de fase definido por las relaciones

c
sen ¢ = ]

C2
= —, .8
1 y cos ¢ 1 (5.8)
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184 Capitulo 5. Aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales Lineales de Segundo Orden

Tomando en cuenta las expresiones (5.8), junto con el hecho de que el rango de la

funcién f(z) = arctanz es el intervalo (—7r 7r), concluimos que el valor de ¢ puede

22
calcularse simplemente como sigue
arctan % sicy >0,
o= (5.9)
arctan %’; +m sicy <O.

EJEMPLO 3. Reescriba la solucién (5.5) del ejemplo 2 en la forma alternativa (5.6) y
determine el primer valor de t para el cual la masa pasa por la posicién de equilibrio en
direccién hacia abajo.

Solucién. En el ejemplo 2

1 1
z(t) = 708 8t + 57 Sen 8t,

de modo que, usando (5.7)

2 2
=3+ () - o
4 24 24
Ademas c; = 1/24 > 0, por lo cual de (5.9), se sigue que

1/4
¢ = arctan -l/ﬂ = arctan 6 = 1.4056 rad.

Por consiguiente

37
z(t) = %4: sen (8t + 1.4056).
Los instantes en los cuales el cuerpo pasa por la posicién de equilibrio, estan deter-
minados por la condicién
z(t) =0,
es decir
sen (8t + 1.4056) = 0.

Las soluciones de esta ecuacién vienen dadas por
8t + 1.4056 = nm,

con n un nimero entero. Despejando t y recordando que representa una cantidad positiva
(el tiempo), obtenemos la sucesién de valores

t, = 9835—0.1757, n=1,2.3,...
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-0.2

-137/24

Figura 5.3: Solucién del ejemplo 3

Luego, el tiempo requerido es t, = 0.6097 segundos (vedse la gréfica 5.3).

EJEMPLO 4. Una fuerza de 9 Ib estira un resorte 3 pulgadas. Un cuerpo que pesa 24
Ib se sujeta al resorte y se suelta desde un punto que esté 3 pulgadas abajo de la posicién
de equilibrio con una velocidad dirigida hacia arriba de 36 pulg/s .

a) Determine la ecuacién del movimiento z(t).

b) ;En qué instante pasa el cuerpo por la posicién de equilibrio en direccién hacia
arriba por tercera vez?

c) (En qué instantes estd el cuerpo 3 pulgadas abajo de la posicién de equilibrio?

Solucién. Primero debemos observar que es necesario convertir a ft las longitudes ex-
presadas en pulgadas, usando la equivalencia

1 ft = 12 pulgadas.

a) Por la Ley de Hooke, se sigue que el valor de la constante del resorte k es

9 Ib )

Ademds, m = 24/32 = 3/4 slug. De modo que la ecuacién diferencial del movimiento es

k

d2
d—tf +48z = 0. (5.10)

En este caso, las condiciones iniciales son

2'(0) = —3. (5.11)
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186 Capitulo 5. Aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales Lineales de Segundo Orden

Al resolver el problema de valores iniciales (5.10)-(5.11), obtenemos

1 3
z(t) = 1 cos4v/3t — %sen 4V/3t. (5.12)

b) Escribimos la solucién (5.12) en la forma alternativa. Tenemos que

y como ¢y < 0

¢ = arcta ! + 7r +7
= n|l—— T=—= = —T.
V3 6 6
Luego
1 5
z(t) = 5 sen (4\/§t + 67r> .

La grafica de la ecuaciéon del movimiento se muestra en la figura 5.4.

Figura 5.4: Solucién del ejemplo 4

Los instantes en los cuales el cuerpo pasa por la posicién de equilibrio vienen dados
por las soluciones de la ecuacién z(t) = 0, es decir

1 5
Esen (4\/§t + 67r) =0.

De aqui obtenemos la sucesién de valores de ¢

nmw — %ﬂ'
t, = =
44/3

El tiempo pedido es claramente

ts = 1.8894 segundos.
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5.1. Movimiento Armdnico Simple 187

c) Ahora, debemos hallar los valores de ¢t para los cuales z(t) = 1/4, esto es
5 1
sen (4\/-3—t + 67[') = 5

Notemos primero que la ecuacién senf = 1/2 tiene como soluciones todos los niimeros
6 de la forma § + 2nm y gw + 2nm, con n un numero entero. Luego, el cuerpo estd 3
pulgadas abajo de la posicién de equilibrio en los instantes

—&m + 2nm ( 1> V3

=8 "7 —(n-2)X2r  n=1,2,34,...

43 3/ 6

@ _ 2nm _ nv3r
43 6
Obsérvese que en los tiempos t{!) el cuerpo se mueve hacia abajo de la posicién de
equilibrio, mientras que en los tiempos t(?) lo hace hacia arriba.

t

n=20123,...

EJERCICIOS 5.1

1. Una masa de 1/2 kg estd suspendida de un resorte cuya constante es de 18 N/m.
a) Si el cuerpo en reposo se suelta desde un punto que estd a 0.1 m abajo de la
posicién de equilibrio, determine la ecuacién del movimiento.
b) ¢ Cuél es el periodo del movimiento?

2. Una fuerza de 10 N estira un resorte 0.125 m. Después, al extremo libre de ese
resorte se fija una masa de 5 kg.

a) Encuentre la ecuacién del movimiento si la masa se suelta desde un punto
que estd a 0.4 m arriba de la posicién de equilibrio con una velocidad dirigida
hacia abajo de 1.2 m/s.

b) Escriba la ecuacién del movimiento en su forma alternativa.
c) ¢{Cuéntas oscilaciones completas realiza el cuerpo durante un intervalo de 87

segundos?

3. Cuando se sujeta una masa de 100 kg al extremo de un gran resorte, éste se estira
0.98 m. Se quita esta masa y se reemplaza por una de 40 kg, la cual se suelta desde
un punto que estd 0.6 m debajo de la posicién de equilibrio, con una velocidad
dirigida hacia arriba de 4 m/s.

a) Determine la ecuacién del movimiento.
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188 Capitulo 5. Aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales Lineales de Segundo Orden

b) Escriba la ecuacién del movimiento en su forma alternativa.
c¢) Obtenga los instantes en los cuales el cuerpo pasa por la posicién de equilibrio.

d) Grafique la ecuacién del movimiento.
4. Un cuerpo de 2 kg se suspende de un resorte de constante 162 N/m.

a) Encuentre la ecuacién del movimiento si la masa se suelta desde un punto a

0.1 m sobre la posicién de equilibrio con una velocidad dirigida hacia arriba
de 1.2 m/s.

b) Escriba la ecuacién del movimiento en su forma alternativa.
c¢) Grafique la ecuacién del movimiento.

d) Obtenga los instantes en los cuales el cuerpo pasa por la posicién de equilibrio
moviéndose hacia arriba.

e) (En qué posicién se encuentra el cuerpo para t = 7/8,7/9,7/3 ?
f) Calcule la velocidad de la masa para los tiempos del inciso anterior y diga en
que direccién se estd moviendo?

5. Alsujetar un peso de 48 1b a un resorte, éste se alarga 6 pulgadas y luego permanece
en reposo. El cuerpo se desplaza 3 pulgadas por debajo de la posicién de equilibrio
y se suelta.
a) Determine la ecuacién del movimiento.

b) ;Cuadl es el periodo del movimiento?

c) ;Cuéntas oscilaciones completas realiza el cuerpo durante un intervalo de 8w
segundos?

d) Obtenga los instantes en los cuales el cuerpo pasa por la posicién de equilibrio.
6. Suponga ahora que en el ejercicio 5 el peso se suelta desde un punto que se encuentra
3 pulgadas por debajo de la posicién de equilibrio y con una velocidad dirigida hacia
abajo de 4 ft/s .
a) Obtenga la ecuacién del movimiento.
b) Escriba la ecuacién del movimiento en su forma alternativa.

c¢) Determine los instantes en los cuales el cuerpo pasa por la posicién de equi-
librio.

d) Grafique la ecuacién del movimiento.

7. Encuentre la posicién para la cual un peso sujeto a un movimiento arménico simple
alcanza su velocidad méaxima. ;Cuénto tiempo transcurre entre dos méximos o
minimos consecutivos?
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5.2. Movimiento Vibratorio Amortiguado 189

8. Interprete como un movimiento arménico simple los siguientes problemas de valores

iniciales.
1d%z ,
a) Zﬁ-l—m—o, z(0) =2, 2'(0) = —4
1 d’z
b) %W + 251 = 0, (E(O) = ——0.1, Z(O) =3

9. Un peso de 25 Ib estira un resorte 6 pulgadas. El resorte estd suspendido de un
techo y se encuentra en reposo. Posteriormente el peso se desplaza 4 pulgadas por
debajo de la posicién de equilibrio y se suelta con una velocidad de 2 ft/s, dirigida

hacia arriba.
a) Obtenga la ecuacién del movimiento.
b) Escriba la ecuacién del movimiento en su forma alternativa.
c) (En qué instantes el peso se encuentra 5/24 ft abajo de la posicién de equili-

brio?

10. Un cuerpo que pesa 20 libras sujeto al extremo de un resorte lo estira 0.32 ft. El
peso se desplaza 6 pulgadas hacia abajo de la posicién de equilibrio y desde ahi se
le comunica una velocidad dirigida hacia arriba de 5 ft/s.

a) Determine la ecuacién del movimiento.

b) ¢En qué instante pasa el cuerpo por la posicién de equilibrio en direccién hacia
arriba por tercera vez? ;Qué velocidad lleva?

c) ¢En qué instantes estd el cuerpo 1/3 ft abajo de la posicién de equilibrio?

d) ;En qué instantes alcanza el cuerpo sus desplazamientos extremos hacia uno
u otro lado de la posicién de equilibrio?

5.2 Movimiento Vibratorio Amortiguado

En la seccién anterior se supuso que no actian fuerzas retardadoras sobre la masa en
movimiento, lo cual no es cierto a menos que se encuentre suspendida en un vacio perfecto.
Vamos a considerar ahora el efecto de la resistencia del medio sobre la masa. Su-
pongamos que sobre el cuerpo actia una fuerza amortiguadora, dada por un multiplo
) x
constante de la velocidad —.
De la segunda ley de Newton, en ausencia de fuerzas externas, se sigue que
d*z

dx
maE = TR g
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190 Capitulo 5. Aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales Lineales de Segundo Orden

donde (3 es una constante de amortiguacidn positiva y el signo se debe a que la fuerza
amortiguadora actiia en direccién opuesta al movimiento. Obtenemos asi la ecuacién
diferencial del movimiento vibratorio amortiguado libre

d’zx p[dx k
a Tma Tt
o bien P J
=+ 2’\3?55 +wiz =0, (5.13)

con 2\ = f/my w? = k/m.
La ecuacién auxiliar de (5.13) es

r? 4 2 r +w? =0,
cuyas raices estdn dadas por
ry = -2+ VAT -2, rg = —A— VA2 — w2, (5.14)
Dependiendo del valor de A\? — w?, distinguimos los tres casos siguientes.

CASO I. Movimiento Sobre-Amortiguado. Si A2 — w? > 0, las raices (5.14) son
reales y distintas, y en consecuencia la solucién general de (5.13) es

z(t) = e™™ (cle”)‘ Tt cpeY 2“"2t) , (5.15)

que representa un movimiento suave y no oscilatorio.
Algunas gréficas posibles de (5.15) se muestran en la figura 5.5.

XA XA

e A
—~ VY

\_————_——_’

Figura 5.5: Movimiento sobreamortiguado

CASO 1II. Movimiento Criticamente Amortiguado. Si A\? — w? = 0 la solucién

general de (5.13) es
z(t) = e M (c1 + cat), (5.16)

puesto que 1 = 1y = —A.
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5.2. Movimiento Vibratorio Amortiguado 191

XA X A

_

Figura 5.6: Movimiento criticamente amortiguado

‘> - ”
t

En esta situacién, una pequena disminucién de la fuerza de amortiguamiento pro-
ducirfa un movimiento oscilatorio. Algunas gréficas posibles de la solucién (5.16) se
muestran en la figura 5.6.

Un examen de las derivadas de las soluciones (5.15) y (5.16), de los casos I y II
respectivamente, permite ver que estas funciones pueden tener a lo mds un méximo

relativo o un minimo relativo para ¢ > 0, por lo que el cuerpo puede pasar a lo mas una
vez por la posicién de equilibrio.

CASO III. Movimiento Subamortiguado. Si A2 — w? < 0, las raices (5.14) son
complejas y se pueden escribir como

T ==X+ Vw? — A4, o = =X — Vw? — A2,
de modo que la solucién general de (5.13) es en este caso
2(t) = e™(c) cos Vw? — A2t + cysen Vw? — X2 t). (5.17)

Ahora, el movimiento es oscilatorio, pero la amplitud de las oscilaciones tiende a cero
cuando t tiende a infinito.

Noétese que, en analogia a lo que hicimos en el movimiento arménico simple, la soluciéon
(5.17) puede expresarse en forma compacta, de acuerdo a la siguiente proposicion.

Proposicién 5.2.1 (Forma Alternativa de la Ecuacion del Movimiento Sub-
amortiguado) Cualquier funcidn de la forma

z(t) = e M(c; cos Vw2 — A2t + cysen Vw? — A2t),
con cy # 0 y cy # 0, puede escribirse como
z(t) = Ae ™ sen (Vw? = X2t + ¢), (5.18)

donde
A=/ct+ c} (5.19)

DERECHOS RESERVADOS © 2004, Universidad Autonoma Metropolitana (México). Prohibida la reproduccion de esta obra asi como la distribucién y venta fuera del ambito de la UAM®. E-libro Bibliomedia Bibliomedia@mail.com



192 Capitulo 5. Aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales Lineales de Segundo Orden

y el dngulo de fase ¢ es tal que

(4] Co
sen¢ = — cosp = —.
¢== v ¢=
Es decir
arctan % si cp > 0,
¢ = (5.20)
arctan % + si cp < 0.

En la forma alternativa (5.18) el coeficiente Ae~** se denomina la amplitud amor-
tiguada de las soluciones, 27/v/w? — A? es el cuasiperiodo y vw? — \?/27 es la cuasifre-
cuencia. El cuasiperiodo es el intervalo de tiempo transcurrido entre dos maximos suce-
sivos de z(t), también es igual al doble de tiempo entre dos ceros sucesivos de la solucién.

X A

A

-7 -t
L7 X, (t)=-RAe
7

Figura 5.7: Movimiento subamortiguado

Para representar gréficamente la solucién (5.18), es 1til tomar en cuenta las siguientes
observaciones. Ver figura 5.7. En primer lugar, las intersecciones con el eje ¢ se obtienen
resolviendo la ecuacién z(t) = 0, esto es

sen (Vw? = N2t +¢) =0,
de donde
Vw? = A2t+¢ = nm,

nmw — @
t, = —, n=0,1,2,...
Jo? — )2
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5.2. Movimiento Vibratorio Amortiguado 193

Por otra parte, la grafica de z(t) es tangente a las curvas exponenciales z(t) =
Ae M 15(t) = —Ae ™ en los valores de t, tales que

sen (Vw? — N2t + ¢) = =1.

esolviendo esta ecuacién encontram solucion =
Resolviendo est tramos las soluciones ¢t = tf, dadas por

o 2k+1)7m/2—¢

Sy v

con k en N.

EJEMPLO 1. Se encontrd experimentalmente que un cuerpo de 4 1b estira un resorte 6
pulgadas. El medio ofrece una resistencia al movimiento del cuerpo numéricamente igual
a 2.5 veces la velocidad instantanea. Encuentre la ecuacién del movimiento si el peso se
desplaza 4 pulgadas por debajo de la posicién de equilibrio y se suelta.

Solucion. La ecuacion diferencial del movimiento es

4 d’z dz
o = 87— 25—
2de -
0 equivalentemente
To 1 00% 4 4z = 0 (5.21)
— — z=0. .
dt? dt
Las condiciones iniciales son
]' /
z(0) = =, ' (0)=0
3
La ecuacién auxiliar de (5.21) es 72 + 20r + 64 = 0 y sus raices son r; = —4,7ry = —16,

de modo que
z(t) = cre™ 4 cpe™ 1o,

La condicién z(0) = 1/3 implica que
c1+ec =7, (5.22)
en tanto que 2’(0) = 0 nos lleva a
—4¢; — 16¢, = 0. (5.23)

Resolviendo el sistema (5.22)-(5.23) obtenemos los valores

4 1
Cl = — Co = ——,
1 9, 2 9
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1/3

0.3

0.2

»
>

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 ¢

Figura 5.8: Solucién del ejemplo 1

Por consiguiente

4 1
SC(t) = 66_4t - 58_1&. (524)

La gréfica de la solucién (5.24) se da en la figura 5.8. Como se observa no ocurren
oscilaciones ya que el peso tiene tanto amortiguamiento que sélo retorna gradualmente a
la posicién de equilibrio sin pasar por esta. Se trata de un movimiento sobreamortiguado.

EJEMPLO 2. Resuelva nuevamente el ejemplo 1, suponiendo ahora que 8 = 2.

Solucién. En este caso la ecuacién diferencial del movimiento es

4 d*z dzx
T = _8p — 92—
32 dt2 7
o bien P p
x x
— + 16— + 642 = 0. 5.25
T + o + 64z (5.25)
La ecuacién caracteristica de (5.25) es 72 + 16r + 64 = 0, cuyas raices son r; = 1y = —8,
por lo cual

1(t) = ce”8 + cyte .

Las condiciones iniciales £(0) = 1/3,2'(0) = 0 conducen al sistema de ecuaciones lineales

1
5] = §)
—8c1+cp, = 0.
Por consiguiente
1 1
z(t) = §e—f“ + gte_st = §e—f“(l + 8t). (5.26)

La grafica de la solucién (5.26) se muestra con linea continua en la figura 5.9, donde
con linea interrumpida aparece también la solucién del ejemplo 1, a fin de hacer una
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5.2. Movimiento Vibratorio Amortiguado 195

comparacién. Aunque ahora es un movimiento criticamente amortiguado, vemos que las
graficas son muy similares.

X
A

1/3
0.3

Figura 5.9: Soluciones de los ejemplos 1 y 2

Si modificamos las condiciones iniciales el tipo de movimiento se conserva, pero algu-
nas de sus caracteristicas si pueden cambiar.

EJEMPLO 3. Si en el ejemplo 2 se cambian las condiciones iniciales a z(0) = 0 y
z'(0) = 1/3, determine z(t).

Solucién. La solucién general sigue siendo
z(t) = ce7% + cyte®.

Sin embargo, las condiciones iniciales nos conducen a los valores de ¢; = 0y ¢, = 1/3.
En consecuencia

1
z(t) = §te_8t. (5.27)
Se tiene que

1 1
Z'(t) = 5(6_& — 8te™®) = ge_st(l — 8t),
de ddnde se observa que z(t) alcanza un desplazamiento méximo en t = 1/8 segundos

igual & Tmay = z(1/8) = 0.01533 ft. Ver figura 5.10.

EJEMPLO 4. Tomando en cuenta que 3 = 1 repita el ejemplo 1. Escriba la solucién
en la forma alternativa (5.18). Determine los instantes en los que el cuerpo pasa por la
posicién de equilibrio y realice la gréfica de la ecuacién del movimiento.

Solucién. La ecuacion diferencial del movimiento es
4 d’z dz

Par - g
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XA

0.01533 F-eamm=

0.0125

0.0075¢

0.0025

v

b —

0.125 0.25 0.375 0.5 0.625 t
Figura 5.10: Solucién del ejemplo 3
esto es P p
x x
— + 8— + 64z = 0.
7 +8 o + 64z
Ya que las raices caracteristicas son ry 3 = —4 + 4+/31, su solucién general estéd dada por
z(t) = e ¥(c; cos 4V/3t + cpsen 4v/3 1).
De las condiciones iniciales z(0) = 1/3 y z’(0) = 0 se sigue que
1
@] = 5)
~4c, +4V3c; = 0.
De modo que c; = v/3/9 y
1
z(t) = 56“‘“(3 cos4V3t 4+ V3 sen4V3t). (5.28)

Ahora bien, usando las expresiones (5.19) y (5.20) obtenemos

A= J (%)2 + (%_33)2 _ g\/i ¢ = arctan \}é?g = %

Luego, escribimos la solucién (5.28) en la forma

o(t) = gx/ge““ sen (4\/§t + %) : (5.29)

Por otra parte, las soluciones de la ecuacién z(t) = 0 se encuentran directamente de
(5.29) y estdn dadas por

4\/§t+%=n7r, n € N.
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5.2. Movimiento Vibratorio Amortiguado 197

Asi que, el cuerpo pasa por la posicién de equilibrio en los instantes

-1
=M n=12,...

tn
12/3

Finalmente, la gréafica de z(t) es tangente a las curvas exponenciales x,(t) = 2v/3e~%/9
y zo(t) = —2v/3e~ % /9 en los valores de t dados por la condicién

sen (4\/§t+ %) = +1,

es decir
4\/§t+zr3—=(2n+l)—72[, n €N,
o bien
;:M n=0’1,2,'”
24+/3
La gréfica de (5.29) se muestra en la figura 5.11.
p.4
1\
| X, (B)
0.4 0—6::::::::;‘:9_—'5 _______ T—— E
-0.2 | ///

Figura 5.11: Solucién del ejemplo 4

EJEMPLO 5. Después de que un cuerpo que pesa 10 lb se sujeta a un resorte de 5 ft
de largo, el resorte mide 7 ft. Se quita el cuerpo de 10 Ib y se le reemplaza por uno de 8
Ib. El sistema completo se coloca en un medio que ofrece una resistencia numéricamente
igual a la velocidad instantdnea.

DERECHOS RESERVADOS © 2004, Universidad Autonoma Metropolitana (México). Prohibida la reproduccion de esta obra asi como la distribucién y venta fuera del ambito de la UAM®. E-libro Bibliomedia Bibliomedia@mail.com



198 Capitulo 5. Aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales Lineales de Segundo Orden

a) Obtenga la ecuacién del movimiento si el peso se suelta desde un punto que se
encuentra 1/2 ft abajo de la posicién de equilibrio con una velocidad dirigida hacia
abajo de 1 ft/s.

b) Encuentre los instantes en los cuales el cuerpo pasa por la posicién de equilibrio
en direccién hacia abajo.

c) Grafique la ecuacién del movimiento.

Solucion.

a) De la ley de Hooke es claro que

10 Ib Ib
F=5 & %%
Ademais
8 b 1

= e— — = — 1
MT 3R 408

y B =1, asi que la ecuacién diferencial del movimiento es

d’z  dx

— +4— =0. 5.30

ol dt+20m 0 (5.30)

Resolviendo (5.30) sujeta a las condiciones iniciales z(0) = 1/2 ft y 2'(0) = 1 ft/s,
obtenemos ]

z(t) = ie“”(cos 4t + sendt). (5.31)

b) Escibimos primero la solucién (5.31) en la forma alternativa. Tenemos que

1\?  /1\? 2
= O
2 2 2
¢ = arctanl = T
4
De modo que
V2 2t n
t) = —e" 4t '—) ,
z(t) 5 € sen ( +7
por lo cual z(t) = 0 si y sélo si
T
4t + 1 nm, n € N.
Por lo tanto, los valores
th, = nzr_ -
"4 16’
con n un entero positivo par, son los instantes en los que el cuerpo pasa por la posicién
de equilibrio moviéndose hacia abajo.

c)La grifica se muestra en la figura 5.12.
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5.2. Movimiento Vibratorio Amortiguado 199

Figura 5.12: Solucién del ejemplo 5

EJERCICIOS 5.2

1. Un peso de 2 Ib estd sujeto a un resorte el cual tiene una constante de elasticidad
de 4 Ib/ft. El peso se suelta desde un punto que se encuentra 6 pulgadas abajo
de la posicién de equilibrio con una velocidad dirigida hacia abajo de 2 ft/s, en
un medio que presenta una resistencia al movimiento numéricamente igual a la
velocidad instdntanea. Determine:

a) La ecuacién del movimiento.

b) Los instantes en los cuales el cuerpo pasa por la posicién de equilibrio.

¢) El desplazamiento extremo del peso.

d) La grafica de la ecuacién del movimiento.

2. Supdngase que de un resorte se suspende una masa de 1 slug. Para los valores
de las constantes y condiciones iniciales dadas a continuacién, determine en cada
inciso: la ecuacion del movimiento en su forma alternativa, los instantes cuando el
cuerpo pasa por la posicién de equilibrio en direccién hacia arriba y la grafica del
movimiento.

a) k=31b/ft, §=E6; z(0) = 4 pulg, z'(0) = -2 ft/s.
b) k=21b/ft, B=2 z(0) = —3 pulg, «'(0) = —1 ft/s.
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3. Un peso de 16 1b estira un resorte 4 ft, el sistema completo se sumerge en un medio
viscoso que opone una fuerza de amortiguacion numéricamente igual a tres veces
la velocidad instantdnea. Determine:

a) La ecuacién del movimiento si el peso se suelta desde un punto que estd 1 ft
arriba de la posicién de equilibrio con una velocidad dirigida hacia abajo de 7
ft/s.

b) El instante en que cruza por la posicién de equilibrio.
c) La gréfica de la ecuacién del movimiento.

4. Un peso de 8 Ib estira un resorte 2 ft y el sistema se encuentra en un medio que ofrece
una resistencia numéricamente igual a 3 veces la velocidad instantdanea, donde 3 es
una constante positiva. Determinar los valoes de 3 para que el movimiento sea:

a) Sobreamortiguado.
b) Criticamente amortiguado.
¢) Subamortiguado.

5. Una masa de 1/2 slug estira un resorte 4 ft y el medio que rodea al sistema masa-
resorte ofrece una resistencia al movimiento numéricamente igual a 4.5 veces la
velocidad instantédnea. El peso se suelta 6 pulgadas abajo de la posicién de equilibrio

con una velocidad dirigida hacia arriba de vy ft/s. ; Cémo debe ser vy para que la
masa pase por la posicién de equilibrio ?

6. Dar una posible interpretacion fisica del siguiente problema de valores iniciales

4d2+2d$+1$—0
32 dt? dt 4~

2(0)= -1,  /(0)=—1

7. Indique si las siguientes gréficas corresponden a un movimiento amortiguado, en
cuyo caso clasifiquelo.

(@) ()

DERECHOS RESERVADOS © 2004, Universidad Autonoma Metropolitana (México). Prohibida la reproduccion de esta obra asi como la distribucién y venta fuera del ambito de la UAM®. E-libro Bibliomedia Bibliomedia@mail.com



5.3. Movimiento Vibratorio Forzado 201

5.3 Movimiento Vibratorio Forzado

En las dos secciones anteriores estudiamos el problema de un resorte donde sélo se con-
sideraron las fuerzas restauradora y amortiguadora. Veremos ahora casos dénde actian
otras fuerzas externas que varian con el tiempo. Dichas fuerzas pueden ocurrir, por ejem-
plo, cuando el soporte que sostiene al resorte se mueve verticalmente de cierta manera
dada, tal como en un movimiento periédico o cuando al peso se le da un pequeno empuje
cada vez que alcanza la posicién mas baja.

Denotemos con f(t) la fuerza exterior que actia sobre la masa. De la segunda ley de
Newton, la ecuacién diferencial del movimiento es

d*z dz
m—s T 'Bdt + f(t), (5.32)
o bien ,
d“x dz
L oN— 2y = :
s + )\dt + w’z = F(t), (5.33)

donde 2)\ = B/m,w? = k/m y F(t) = f(t)/m.
Para resolver la ecuacién no homogénea (5.33) podemos emplear el método de los
coeficientes indeterminados o el de variacién de pardmetros, segiin sea mas conveniente.

EJEMPLO 1. Un resorte vertical con constante de 6 1b/ft tiene suspendida una masa
de 1/2 slug. Se aplica una fuerza externa dada por f(t) = 40sen 2t, t > 0. Supéngase que
actia una fuerza amortiguadora numéricamente igual a dos veces la velocidad instanténea
y que inicialmente el cuerpo estd en reposo en su posicién de equilibrio. Determine la
posicién del cuerpo en cualquier tiempo ¢t > 0.

Solucién. Con los valores de k = 6 Ib/ft, m = 1/2 slug y 3 = 2, la ecuacién diferencial
de movimiento resultante es

d*z  dz
) + 4&7 + 12z = 80 sen 2t. (5.34)

La solucién complementaria de (5.34) es
z(t) = e *(cy cos 2V2t + ¢y sen 2v/21¢).

Usando el método de los coeficientes indeterminados proponemos una solucién particular
de (5.34) de la forma
zp(t) = Acos2t + Bsen?2t.

En tal caso
z,(t) = —2Asen2t+2Bcos2t,
zy(t) = —4Acos2t—4Bsen2t.
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Sustituyendo en (5.34), se sigue que
(8A + 8B) cos 2t + (8B — 8A) sen 2t = 80 sen 2t.

El sistema de ecuaciones resultante

8A+8B = 0,
—8A+8B = 80,
conduce a los valores A = -5y B = 5. Asi que

(t) = e *(cy cos 22t + cp sen 2V/2t) + 5(sen 2t — cos 2t).

Empleando las condiciones iniciales z(0) = 0 y z'(0) = 0 encontramos que ¢; = 5y
¢y = 0. Por lo tanto

z(t) = 5e"* cos 2v/2t 4 5( sen 2t — cos 2t).

Obsérvese que en el ejemplo anterior la solucién complementaria
z.(t) = 5e % cos 2v/21t

tiene la propiedad de que
Jim z.(t) = 0,
—00

por lo cual se dice que z.(t) es un término transitorio o una solucién transitoria.
Asi para valores grandes de ¢, (t) se aproxima a z,(t). A z,(t) se le llama solucién
estacionaria o de estado permanente. Ver figura 5.13.

X A

s  \ - Solucién estacionaria

Solucién completa

Figura 5.13: Solucién del ejemplo 1

De hecho, si en la ecuacién diferencial (5.33) ponemos F(t) = Fysenat o F(t) =
Fycosat, donde Fy y a son constantes, entonces su solucién general consiste en la suma
de dos términos: término transitorio mas término estacionario.
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5.3.1 Resonancia

Estudiaremos la ecuacién (5.33) en el caso especial en que F(t) = Fysenat, t > 0, donde
Fy y a son constantes positivas. La ecuacién diferencial bésica es

d? d
d—tﬂ; + 2/\d—at: + w?z = Fysenat, (5.35)

donde 2\ = B/m y w? = k/m.

Supondremos que [ es suficientemente pequenio de modo que el amortiguamiento es
menor que el critico. En otras palabras, consideraremos que A < w. Luego, la solucién
complementaria de (5.35) tiene la forma

z.(t) = e (c; cos Vw? — A2t + ¢y sen vVw? — A2t),

con ¢; y c; constantes arbitrarias, que dependen de las condiciones iniciales, o equivalen-
temente

z.(t) = Ae ™ sen (Vw? — X2t + ¢),
donde A = y/c2 + c%, sen¢d =c; /Ay cosd = c3/A.
Ahora determinaremos una solucién particular de (5.35), utilizando el método de los
coeficientes indeterminados. Sea
z,(t) = Beosat + C'senot.

Entonces

z,(t) = —aBsenat+aCcosat,

T (t) = —a?Bcosat — o*C'senat.
Sustituyendo z,(t), z,(t) y z,(t) en (5.35) se obtiene
(—a?B + 2XaC + w*B) cos at + [(w? — a®)C — 2aAB]senat = Fysenat.
Igualando los coeficientes en la tltima igualdad, resulta el sistema de ecuaciones

(W? —a?)B+2XaC = 0,
~20AB + (v* - a®)C = Fy,

cuya solucién es

B = — 20!)\F0
(W2 —a?)? 4 4a?AY
C = (w2 — az)Fo

(w? — 02)2 + 40222
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Consecuentemente

20\ F 2 _ a®)F,
mp(t)z—( 2170 cos at + w o’) Fy

w? — a?)? +4a?)\? (w? — a?)? 4+ 4a?)? senat.

Podemos escribir z,(t) en la forma
z,(t) = Asen (at + 6),

donde

i J [_ QaAFy r+ [( (W2 —a?)F |’

(W? — a?)? 4 4a2)2 w? —a?)? + 40222’
es decir, simplificando
Fy

A= .
\/(w2 — a?)? 4+ 4a2)\?

El angulo 6 esta determinado por las relaciones

2a) w? — a?

senf = — , cosf = X
\/(w2 —a?)? + 402)? \/(w2 —a?)? + 4a2)?

Asi que
Fy

(w? — a?)? + 402 )?

sen (at + 6).

wp(t) = \/
Obsérvese que la solucién completa es la suma de dos términos

2(6) = 2l0) + ).
El primero
z.(t) = Ae M sen (Vw? — N2t + ¢),

representa la oscilacién amortiguada, que serfa todo el movimieno del sistema si la fuerza
externa F'(t) no actuara. El segundo término

\/(w2 — 02)? + 4a2)2

T,(t) sen (at + 6),

que resulta de la presencia de la fuerza externa, representa un movimiento arménico
simple de periodo 27/« y amplitud

Fy
\/(uﬂ — a?)2 + 4a?A?

gla) =
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Para Fy,w y A fijos, la amplitud es funcién de a. Consideremos la funcién g(a) en el
intervalo (0,00). Se tiene que

2F001(w2 - a2 - 2)\2)
[(w? — a?)? + 42 X232

g(a)=

Luego, g'(a) = 0siysélosia = ap =00 a = a; = vw? —2X2. Se puede verificar
facilmente que la amplitud de las oscilaciones alcanza un valor méximo cuando

a=qQq; = (_4)2 - 2A2.
El valor maximo de la amplitud es

(a7) = — 20
g\ —2)\\/w2—)\2'

Definicion 5.3.1 Cuando la frecuencia de la fuerza exterior es

o  Vw? —2)\2

o 2 ’

se dice que el sistema estd en resonancia.

En un sistema en resonancia (@ = «a;), la amplitud de la oscilacién varia inversamente
con la constante de amortiguamiento. De hecho, se observa que

li (q) = lim i— =00
poor I T e R — e

lim a; = w.
B—0t+

Diremos que hay resonancia pura si 3 = 0. En tal caso a = a; = w, o0 sea que la
frecuencia de la fuerza externa es igual a la frecuencia natural del sistema.
Finalmente obsérvese que la resonancia puede ocurrir solamente si

esto es

B < V2km. (5.36)
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EJEMPLO 2. Un peso de 4 1b. se suspende de un resorte cuya constante es de k = 8
Ib/ft. Suponga que una fuerza externa dada por f(t) = 4 cos 8t se aplica al resorte y que
no hay amortiguamiento. Describa el movimiento que resulta si se asume que inicialmente
el peso estd en la posicién de equilibrio y que su velocidad inicial es cero.

Solucidén. La ecuacién diferencial del movimiento es

4 d’z
D —8z 4 4 cos 8t.
Equivalentemente
d2
d_tf + 64z = 32 cos 8t. (5.37)

La solucién complementaria de (5.37) es

z(t) = ¢; cos 8t + ¢y sen 8t.

Proponemos una solucién particular de la forma

zp,(t) = t(Acos 8t + Bsen8t).

Sustituyendo en (5.37) se encuentra que A =0y B = 2. Asi que

z(t) = ¢; cos 8t + ¢y sen 8t + 2t sen 8t.

De las condiciones iniciales z(0) = 0 y z/(0) = 0 encontramos que ¢; = 0 y ¢, = 0. Por
consiguiente la ecuacion del movimiento es

z(t) = 2tsen 8t.

Su grafica se muestra en la figura 5.14.

Se observa que en este caso hay resonancia pura en vista de que # = 0 y la frecuencia
de la fuerza externa aplicada es igual a la frecuencia natural del sistema no amortiguado.
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XA
x=2t
6 PPt
4t PP
2t -
- . /\ . . . . >
\\\\\\/ 1 2 £
-2f T~
-af T~
_6_ -
x=-2t

Figura 5.14: Solucién del ejemplo 2

EJERCICIOS 5.3

1. Una masa de 1 slug se encuentra suspendida de un resorte de constante de elasti-
cidad igual a 4 Ib/ft y el sistema estd inmerso en un medio que opone una fuerza
de resistencia numéricamente igual a 5 veces la velocidad instantdnea. Si la masa
se suelta 6 pulgadas arriba de la posicién de equilibrio con una velocidad dirigida
hacia abajo de 4 ft/s, obtenga:

a) La ecuacién del movimiento, si actiia una fuerza externa sobre la masa dada
por f(t) = 20cos2t + 10sen 2t

b) Las gréficas de la solucién transitoria y de la solucién estacionaria utilizando
el mismo sistema de ejes coordenados.

c) La gréfica de la ecuacién del movimiento.

2. Un peso de 32 Ib se sujeta a un resorte de constante de elasticidad igual a 5 1b/ft. El
peso y el resorte se sumergen en un medio que ofrece una resistencia numéricamente
igual a 6 veces la velocidad instantdnea. El movimiento se inicia en un punto que
se encuentra a 4 pulgadas abajo de la posicién de equilibrio y partiendo del reposo.
Determine:

a) La ecuacién del movimiento si sobre el peso se aplica una fuerza externa igual
a f(t)=e"

b) La gréfica de la ecuacién del movimiento.
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3. Un resorte tiene una constante de elasticidad igual a 1 Ib/ft. Un peso de 8 lb se
suspende de un extremo del resorte y el sistema se coloca en un medio que ofrece
una resistencia numéricamente igual a la velocidad instantdnea. Si el peso se suelta
en reposo, 4 pulgadas sobre la posicién de equilibrio y sobre él actiia una fuerza
externa f(t) = 25sen 4t, obtenga la ecuacién del movimiento y su gréfica.

4. Un peso de 3.2 lb estira un resorte 6.4 ft. Si el peso se suelta 3 pulgadas abajo
de la posicién de equilibrio con una velocidad dirigida hacia abajo de 6 ft/s y el
medio en que estd el sistema masa-resorte ofrece una fuerza de amortiguamiento
numéricamente igual a la quinta parte de la velocidad instantanea, determine la
ecuacién del movimiento si ademads se aplica al peso una fuerza externa dada por
f(t) = e *cos2t. Grafique la solucién obtenida.

9. Resuelva el ejercicio 1 en ausencia de la fuerza de resistencia.
6. Resuelva el ejercicio 4 en ausencia de la fuerza de resistencia.

7. Un resorte sujeto a un soporte tiene suspendida una masa de 2 kg y la constante
de elasticidad del resorte es de 4 N/m. El sistema estd en reposo cuando el soporte
empieza a oscilar de acuerdo a la expresion h(t) = 2cos3t. Determine:

a) La ecuacién diferencial del movimiento si el sistema completo estd inmerso en
un medio que opone una fuerza de resistencia numéricamente igual a 6 veces
la velocidad instantanea.

b) La ecuacién del movimiento (tome en cuenta que el peso esta en reposo en la
posicién de equilibrio cuando el soporte empieza a oscilar).

c¢) La grafica de la ecuacién del movimiento.

8. Resuelva el gjercicio 7 en ausencia de amortiguamiento.

5.4 Circuito LRC en Serie

Ahora aplicaremos la teoria antes vista para determinar la carga ¢(t) y la corriente i(t)

en un circuito como el mostrado en la figura 5.15, en el que se conectan un inductor o

bobina de L henrys, una resistencia de R ohms, un condensador o capacitor de C farads

y un generador de voltaje cuya fuerza electromotriz estd dada por una funcién E(t) volts.
De la segunda ley de Kirchhoff se tiene

di 1
e  + —q = . 5.38
Ldt + Ri + o E(t) (5.38)
Ya que ,
. dg di d°q .
- 1 b 5.39
T dt  dt?’ (5:39)
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E(t) (_) R

C

Figura 5.15: Circuito LRC

sustituyendo en (5.38) resulta la ecuacién diferencial para la carga eléctrica en el con-
densador

d%q dg 1
-1 24 _g= ) 5.40
Ldt2+Rdt+C E(t) (5.40)
Note también que si primero derivamos con respecto a t en (5.38) obtenemos
d* di 1dgq dFE
L—+R—+—-—=—
i tatoa T a

y si luego sustituimos las expresiones (5.39), esto nos conduce a la ecuacién diferencial
de la corriente eléctrica
d%i di 1 dE
L—+R—+Hi=—. 5.41
i i T @ (541)

Cabe ademads destacar la similitud entre las ecuaciones (5.40) y (5.32), lo cual permite
resolver un problema de movimiento vibratorio en base al andlisis del correspondiente
circuito eléctrico y viceversa, identificando

e la carga ¢ con la posicién z,

e la inductancia L con la masa m,

e la resistencia R con la constante de amortiguamiento [,

e el reciproco de la capacitancia 1/C con la constante del resorte &,
e la fuerza electromotriz E(t) con la fuerza externa f(t) y

e la corriente eléctrica ¢ = dg/dt con la velocidad v = dz/dt.
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Es claro entonces que podemos aplicar todos los resultados de la seccién anterior al
estudio de un circuito LRC en serie.

EJEMPLO 1. Un circuito en serie consta de un inductor de 0.25 H, una resistencia de
40 ©Q, un capacitor de 4 x 107* F y una fuerza electromotriz dada por E(t) = 5sen 100t
V. Si la corriente inicial y la carga inicial en el capacitor son ambas cero, determine la
carga en el capacitor y la corriente eléctrica del circuito para cualquier tiempo ¢ > 0.

Solucién. Sustituyendo los valores de L = 0.25 H, R = 40 Q, C = 4x 107* F y
E(t) = 5sen100¢ V en la ecuacién diferencial (5.40) obtenemos

d?q dq 1

252 402 4 4 — 5sen100t
(0 25)dt2 +4Odt + 1% 1049 = Deen 00t,
o bien P p
q q
—_— — = 100¢. 5.42
Froi 160 7 + 10000g = 20 sen 100 (5.42)

La ecuacién auxiliar de (5.42) es 72 + 160r + 10000 = 0, cuyas raices son r; = —80 + 60¢
y 12 = —80 — 60z. Luego

qe(t) = €78%(c, cos 60t + ¢, sen 60¢).

Adicionalmente, empleando el método de coeficienes indeterminados encontramos que
una solucién particular de (5.42) es

1
%) = ~ 500 °° 100¢.

En consecuencia, la solucién general de (5.42) es

1
q(t) = e7®%(c; cos 60t + c; sen 60t) — 300 <% 100¢.

De las condiciones iniciales ¢(0) = 0 y ¢/(0) = 0 se sigue que

1
Cl——'——:o)

—80C1 + 60C2 = 0,

respectivamente. A partir de estas ecuaciones encontramos que

_ 1 oo L
80 Y 2T 6oo

Por consiguiente, la carga en el capacitor es

(4]

1
q(t) = e™8% (—8(1)_0 cos 60t + 6-(1)_0 sen 60t) ~ 300 cos 100¢,
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5.4. Circuito LRC en Serie 211
y la corriente eléctrica viene dada por

1
i(t) = _%e—sm sen 60t + g en 100¢.

EJERCICIOS 5.4

1. Un inductor de 1 H, una resistencia de 2 €2, un condensador de 0.2 F y un generador
con una fuerza electromotriz dada por E(t) = 35 Volts se conectan en serie. Si
la corriente inicial es cero y la carga inicial en el condensador es de 1 Coulomb,
determine la carga y la corriente para todo tiempo ¢ > 0.

2. Se conecta un circuito en serie con un inductor de 0.5 H, una resistencia de 6 §2,
un condensador de 0.02 F y una fuente de voltaje alterno dado por 24 sen 10t.
Determine la carga y la corriente al tiempo ¢, si la carga en el condensador y la
corriente en el circuito son cero al tiempo t = 0.

3. Un inductor de 4 H, una resistencia de 20 §2, un capacitor de 0.008 F' y un generador
con una fuerza electromotriz dada por E(t) = 500 Volts se conectan en serie. Si
inicialmente la carga y la corriente son ambas cero, obtenga.

a) La carga y la corriente para todo tiempo.
b) La carga y la corriente después de un tiempo largo.

4. Se conectan en serie un inductor de 1 H, una resistencia de 2 €2, un capacitor de 0.5
F y una fuente de voltaje alterno dado por E(t) = 20cos2t V. Si la carga inicial
almacenada en el capacitor es de 1 Colulomb y la corriente inicial es igual a cero
Amper, encuentre:

a) La carga que contiene el capacitor en el tiempo t > 0.
b) La corriente de estado estacionario y exprésela en la forma alternativa.

5. Un inductor de 0.4 H, un condensador de 0.001 F y un generador con una fuerza
electromotriz de 20 V se conectan en serie. Si en t = 0 la carga y la corriente son
cero, determine:

a) La carga y la corriente para todo tiempo.
b) Los valores méximos de la carga y la corriente.
6. Un circuito en serie contiene un inductor de 1 H,un capacitor de 107* F y una

tensiéon E(t) = 100sen 50¢ Volts. Inicialmente la carga y la corriente son nulas,
encuentre:
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212 Capitulo 5. Aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales Lineales de Segundo Orden

a) La carga y la corriente en un instante cualquiera.

b) Los instantes en los cuales la carga del capacitor es cero.

7. Un circuito en serie contiene un inductor de 5/3 H,una resistencia de 10 €2, un
condensador de 1/30 F y una bateria de 300 Volts. Si en t = 0 la carga y la
corriente son cero, determine:

a) La carga y la corriente en un instante cualquiera.
b) La carga méxima en el condensador.

¢) Manteniendo fijos los valores de la inductancia y la capacitancia (ignorando la
bateria) ;para qué valores de la resistencia el circuito llega a estar: sobreamor-
tiguado, criticamente amortiguado o subamortiguado?

8. Suponga que en un circuito LRC en serie L=1Hy C =1/3 F.

a) Determine los valores de R para los cuales el circuito estd subamortiguado.

b) ;Para qué valores de R se puede producir resonancia?

5.5 Otras Aplicaciones

Existen una gran cantidad de aplicaciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias de

segundo orden. En esta seccién presentaremos dos ejemplos mas para ilustrar las posi-
bilidades.

5.5.1 Vigas Horizontales

El problema consiste en determinar la flexién de una viga rectangular sometida a una
carga. Inicialmente la viga es recta y su eje central coincide con el eje x, como se muestra
en la figura 5.16. Posteriormente, dicho eje se ha desplazado debido a la accién de la
carga (ver figura 5.17). Lo que se desea es obtener la ecuacién de la curva punteada,
llamada curva eldstica, que nos da la deformacién de la viga.

Por simplicidad consideraremos la curva eldstica y un punto P(z,y) sobre ella. De
los cursos de Fisica se sabe que el momento M en el punto P es la suma algebraica de
los momentos de las fuerzas externas que actiian sobre el segmento de la curva. Aqui
supondremos que las fuerzas hacia arriba dan momentos positivos y las fuerzas hacia
abajo dan momentos negativos. El momento estd dado por

d?y

dz?’

donde E es el mddulo de elasticidad de la viga e I es el momento de inercia. Luego, si
queremos conocer la ecuacién de la curva eldstica debemos resolver la ecuacién diferencial.

2
EIZ—;; =M. (5.43)

M =FEI
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5.5. Otras Aplicaciones 213

Y

Figura 5.16: Viga horizontal

Figura 5.17: Aplicacién de una carga a una viga

Veamos un caso concreto.

EJEMPLO. Una viga de 8 m de longitud estd apoyada en dos columnas verticales. Si

la viga tiene una carga uniforme de 500 kg por metro de longitud y una carga al centro
de 5000 kg, jcudl es la curva elastica de la viga?

Solucién. En la figura 5.18, las fuerzas que acttian sobre OP son

1) Una fuerza aplicada en O a x metros de P, dirigida hacia arriba e igual a la

1
carga total, es decir 5(5000 + 8- 500).

2) Una fuerza de 500x dirigida hacia abajo que se supone concentrada en el punto
medio de OP.
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214 Capitulo 5. Aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales Lineales de Segundo Orden

Yy
X
X X
2 2
Q
0
X
P
Figura 5.18: Viga del ejemplo
Asi el momento flexionante (flector) en P es.
M = Fl d] - F2d2
1
= (5000 + 8- 500)z — 500z (%)
= 4500z — 25022,
y la ecuacion diferencial (5.43), en este caso, tiene la forma
EI@ = 4500z — 2502° (5.44)
i z°. :

Podemos resolver (5.44) integrando directamente. Integrando una vez resulta

dy
EI
d

2
=2 = 9229522 — Ef‘ + e,
T 3

y volviendo a integrar obtenemos

2225 125
Ely=""2*- a4+ ciz+c,.
3 6
EnO,z=y=0demodoquec, =0. EnQ, z =8, y =0, por lo cual ¢; = —36800. Por

lo tanto
1 (2225 3 ﬁ

— 4_.
y=2 (et - ="o 36800x),

es la curva elastica de la viga.
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5.5. Otras Aplicaciones 215

5.5.2 El Péndulo Simple

Un péndulo simple consiste en una particula de masa m suspendida de una cuerda (o un
hilo ineldstico) de largo | y de masa despreciable. Suponiendo que la cuerda esté siempre
tensa, que las oscilaciones son en un plano vertical y que las unicas fuerzas que actian
son el peso de la particula y la tensién en la cuerda, deseamos hallar la ecuacién del
movimiento.

Figura 5.19: Péndulo Simple

Sean 6 y s como en la figura 5.19. Se tiene que s = 16, de donde

d?s d20

dt2  df?’
Descomponiendo el peso mg en dos componentes, una en la direccién de la tangente a
la trayectoria y la otra perpendicular a ésta, vemos que la componente perpendicular
se compensa por la tensién. La magnitud de la componente tangencial es mgsen 6. Ver
figura 5.20.
Luego, de la segunda ley de Newton se sigue que

ma = ml:i—t—'f = —mgsené.
Obtenemos asi la ecuacién diferencial
d?0 g
—Jﬁ = —7 sen 9,
o equivalentemente
d%6
— + g send = 0. (5.45)
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216 Capitulo 5. Aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales Lineales de Segundo Orden

Figura 5.20: Péndulo Simple. Componentes del peso.

La ecuacién (5.45) no es lineal y no puede resolverse en términos de funciones ele-
mentales. Sin embargo, para dngulos pequefios sen 8 = 8, que sustituyendo en (5.45) nos
conduce a la ecuacién diferencial lineal

20
= %a =0. (5.46)

La solucién general de (5.46) es claramente

6(t) = ¢y cos \/gt + cp sen \/?t,

que corresponde a un movimiento arménico simple con periodo

T = QW\/Z.
g
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Conclusiones

El material que hemos expuesto permitird que el lector resuelva algunas ecuaciones
diferenciales ordinarias. No hemos pretendido presentar todas las técnicas de solucién
conocidas o posibles. En lugar de ello, animamos ahora al estudiante a explorar las
opciones que ofrecen las diversas calculadoras o paquetes computacionales existentes,
utiles para este propdsito.

Por supuesto, el usuario de tales recursos siempre debera proceder con sumo cuidado,
desde el almacenamiento de los datos hasta la interpretacion de la solucién que obtenga.

Por ejemplo, para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden con la
calculadora TI-92 la instruccién general es

deSolve(ecuacion, variable independiente,variable dependiente),

la cual conduce a la solucién general.

EJEMPLO 1. Resolver

Solucidén. En este caso debemos teclear:
deSolve(z*y " 2y’=y " 3-z" 3,z,y),
lo que da por resultado la expresion
w=@9 z°-3z% Inz,

donde @9 denota una constante. En general con @n, n = 1,2,...,25, la calculadora
indica constantes.

También pueden resolverse problemas de valor inicial empleando la calculadora. Ver
péginas 120, 121 en [14]. Asimismo, la instruccién para resolver ecuaciones diferenciales
de orden dos es andloga.
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218 Conclusiones

EJEMPLO 2. Resolver
Y + 4y + 4y = 102%e~ %=,

Solucién. Tecleamos ahora:
deSolve(y”+4y’+4y=10z" 3 e” (-2z),z,y),

obteniéndose
5
Y= [%—I—@ 10 - z+@11]e=%=

Obsérvese que (@ 10 - z+@11)e~2* es la solucién complementaria.

Para este ejemplo es claro que la calculadora es una gran herramienta que ahorra
tiempo y esfuerzo en el trabajo necesario para calcular la solucién. Hasta el momento
s6lo se pueden resolver mediante ella ecuaciones diferenciales de orden 1 y 2.

Con el paquete computacional Mathematica, la solucién de las ecuaciones de los ejem-
plos anteriores se obtiene mediante las instrucciones:

DSolve[z*(y[z]) " 2%y [z]==(y[z])" 3 -=" 3,y[z],z]

DSolvely” [x]+4*y’[z]+4 *y[x]==10%z" 8*Exp|-2z],y[z],z],
respectivamente.

Las posibilidades al utilizar Mathematica son mayores, ya que ademas pueden resol-
verse ecuaciones diferenciales y problemas con valores iniciales de orden superior. Véase
[13].

En relacion a las aplicaciones queremos destacar lo siguiente. Para un estudio intere-
sante y completo de las curvas de persecucién se recomienda [1]. El método de datacién
empleando Carbono 14 est4 en el libro del ganador del Premio Nobel de Quimica [7]. Una
vasta coleccién de modelos de poblaciones se encuentra en [11]. El anélisis de circuitos
eléctricos y la deformacién de vigas se pueden estudiar en [12] y [6], respectivamente.

Finalmente, el lector interesado en consultar otro texto para un primer curso de
ecuaciones diferenciales puede ver [10], que contiene una buena cantidad de referencias
histéricas de ecuaciones diferenciales y de matematicas en general, asi como otros ejem-
plos atractivos de aplicaciones. Por otra parte en los textos (2], [3], [4], [5] y [9] encontrara
una exposicién completa y con diferentes grados de profundidad de la teoria de ecuaciones
diferenciales.
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Respuestas a los problemas

Ejercicios 1.2, Pagina 33

[S—Y

. Primer orden, y si es solucién.
2. Primer orden, y no es solucidn.
3. Primer orden, y si es solucién.
4. Primer orden, y si es solucidn.
5. Primer orden, y si es solucién.
6. Primer orden, y si es solucién.
7. Segundo orden, y si es solucion.
8. Tercer orden, y si es solucién.

9. Segundo orden, y no es solucién.

10. Segundo orden, y si es solucién.

Ejercicios 2.1, Pagina 43

1. w:\/c\/i—l
2 3 3
2. %+2y+1ny:%ln:c—%+c

3. 6 = arccot (sent + ¢)

1 3
4, y= -3 In (56‘2': + c)
5. y = ce(z-De"t-z

6. (y—1e¥=€e"—e*+c

7. y—2ln(y+1)=z—-5In(z +2) +¢
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1—1t2
8 7=
T 1t
21
9. =4
’ 3

1
10. 5(y—1°+ VR F A+ 2n(e+ Va7 d) = ¢
Ejercicios 2.2, Pagina 53
l.y=2zln c
z
2. y*(22° — %) = ca?
3. sen ¥ cT
T
4. 2*Ince® = (2 + y2)3/2
5. 13+ y3 = cTyY
6. zy +y? = 223
7.y—22+T7=clz+y+1)*
8 In2z+3y+2)=2y—z+c
9. y =zarctan(lnz + 1)

10. sen z + tan T _ cy 2

Yy Y
Ejercicios 2.3, Pagina 62
1. z%? -2y =c
2. y=4/2(c+ z?)e =

_ (c+z?)
(z—-1)

4. No es exacta.
5. zseny —ycosz + lnzy =c¢

6. ysent +t%e¥ +2y=c

DERECHOS RESERVADOS © 2004, Universidad Autonoma Metropolitana (México). Prohibida la reproduccion de esta obra asi como la distribucién y venta fuera del ambito de la UAM®. E-libro Bibliomedia Bibliomedia@mail.com



Respuestas a los problemas 221

7. Inzy+ e =e

6 — 2

8. y=—
Y V1422
9. zy+e¥/* =¢

10. No es exacta.

Ejercicios 2.4, Pagina 70
1. pu(z) =272, 422 -2y +zy?* —cx =0

— 420
2. u(z) = z? Y = arccos £

3
3. uly) =€, zeV+lnzx—3y=c

4. u(y) = v, 222y 4+ 22+ ¢ =0

5. u(y) =vy7?, zlnzy+ 22—y’ =c
6. u(z) = =3, 52—zttt =c

(A 2

8. uly) =92 zlnzy —y3 =¢

)
)
)
)
T) = 2, zsenzy + 23y = ¢
)
)=z73,  2y=12%c+ cos2y)
)

10. p(y) = cos 3y, z = (y+c)cos?y

Ejercicios 2.5, Pagina 73

Tz ¢
l. y=—-+ —

y 2+m
5 __:c3—3:v+c
Y 3(x2 4 1)

1
3. y= —5(1 + %) +c(142%)"1/?

4. y=13senzx

1
5. z= 2y (2’ -2y + 1)+ ey e
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6. w:ylny—y+E

2y

7 y= (senx~m2cosx+c)
T

8. y=—cscz

1
9. = gey +ce”Y

10. y =1 — 4e~ton®

Ejercicios 2.6, Pagina 77

3
l.y= d
c—z
2. 2 +yt=cx
3
3. y=1 =
Y 9 +cx
4. y=(z + cx?)73
5. y = V3 + ce 3
Y
6. z° =
! 2+ cyd
7.

v= ev1—z2-7
8. y= Ve +2
9. y(1+2lnz +cz?) =14

10. (2 —y® +ce¥/?) =1

Ejercicios 2.7, Pagina 80
Ly +2y(1—z)— 422+ 122 4+c=0
2. (1 +€%)%(1+ sen2z)® =c
3. y= V1 + ce¥le

4. y" 4+ 7e¥senz =
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5 y_1:_§+ln(\/1+x2+x)+c

2 2v/1 + 2

6. e*seny + 2ycosz = ¢

7. y =zarcsen (¢ — Inz)

2z — 1
8. y= =
e e 1

10. 22 + 3y’ + 4y — S5z —y =c

11. cx cos ¥ _ 1
T

12. (1+cosz)(1+e¥)=c
13. (ze® — e*)seny + ycosye® =c

z(l+cz
0y =D

15. (Vy+ 12 +2In(y/y— 1)+ (V-1 +2In(yz+1) =c

16. ze¥/* — ye¥/* 4 glnz +cx =0

c
17. y =

YT renre)

2
18. y = Y cos 3z + cx?
19. 4z = 6y + 3 + ce¥
3+ e¥

20 r = —ZIBT

21. y = zIn(Inczx)

22. 3zt + 423 + 6242 = ¢

1
23. (z+y) ' = —§e3" + ce®. No se puede resolver con los métodos estudiados hasta
ahora.

/ 3
24, y=——
y 3z + 1+ ced=

25. Ty = —ycosy + seny +c¢
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26. ct—y+3zlnz —4xlny =0

27. 42y + 3z — 2+8In(4—+/y + 3z — 2) = c. No se puede resolver con los métodos
estudiados hasta ahora.

28. 18 = —3e2¥ /e‘gy2 dy + ces?’

29. y=cln (E-2>
)

30. (6z°y +y)e" =c

31. In(z? + y*) — Inz = arctan L
T

32. zlny+ e+ seny =c

33. 2%y3 = ngrc

34. y = tan (cm_—ﬁ)
x

35. y3 = —3z% + cz¥/?

36. Y +ary+cz=0

37. 3z¥y +yt =

38. y=zxsenz + z
7r

39. z?cosy + zseny = c
40. 22% 4 cx?y® — 3y =0

41. ’y+ 2+ +cy=0

42. y=ce v

43. 27l = —y + 24 ce¥*/?
c—z°
3(z — x3)

45. 12 + 42 +y = cz?

46. y* +y® =c

4. y =

47. senz —coszsecy +c=0
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y— 3z — 12
48. In[(3y — 7)* — (3z — 2)(3y — 7) + (3z — 2)* -Nﬁarctan( )
[(8y = 7 = (32 = D)3y —7) + (32 — 2" Vo)
49. y+2Injy—1|—z—-5njz - 3| =c
50. <%$2y2 _ 2117:1/2 + 1:2 — 2z + 2y2 + 2) eQa.rctany =c

51. In|1 + v| + 2y/v — 2arctan /v = 24/s + ¢

52. y = arcsen (csent)

1

54. 4% —zsenz —y = —1
1
55. ln( +‘”y> b=

56. 4zy* — 2y’ =

57. y—z—3In(z+y—1)=

1

59.\/_+:1:y —10[4—4*0
60. y = V3 + cz?

61. 1ny:2\/§—|—c
Y

62. 2z + €™ —y? =¢

zt —1)

63. y=czx
64. y = <
T
65. y \/8enx+3cosm_6senx_6cosw+_c_
) 3 3
66. e(3) 4 ey+1=0
67. yseny-:z
Tz 2

68. 22 +22%y + 92 + 2y =
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69. y2/3 = 2% + caz?
70. y =14/(z3 +¢c)?2 - 16
71. y* =
72. ¥ — 6y + 3e* =3

73. y =

74.

75. (1 +lny) —y* = ¢
76. 18y°% — 132%™ + c2® =0
77. y=cz®, conc>0
78. y = cev
79. 2’ + 9y =cx

80. y = ce®/** 4 k%, con k la distancia de F a t.

Ejercicios 2.8, Pagina 86
1. tan(z +y) —sec(z+y) =z +¢
2.z—y—In(c—2)-5=0

2

3. y:cea:_e?m_

T

4. z+y—In(c—cosz)=0
5. y=tan(z +c)—x
6. c=tan(z —y+1)+c

7. a)Iny+zy=Inz+c
Y Y Y
b) cosg—EE—}—PsenP:cx

8. a)y=clnz+c
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ZE2 C1
b) y=— + —
)y st—to

9. a)y’=(z+c)+c

2
b) y = e%+qz+cz

Ejercicios 2.9, Pagina 88

-1
l.y=z+ (622/2 /e"’"z/2 dzr + cezz/2>

2. y=€*+
y 1+ ce®
2 473
3. y=-— 1
r c—=z

Ejercicios 2.10, Pagina 90

3

2
1. y=cx —z°, la solucién singular es y = §m3/ 2

2. y=cz —tanc, la solucién singular es y = — tan(arcsec/z) + z arcsec /z
3. y=cz+Inc, lasoluciéon singularesy =1Inz —1

4. y=cx —ac—c?

a:+a)2

, la solucién singular es y = ( 5

Ejercicios 3, Pagina 119

1. a)y’=2r+c
b) 22+ y?* =cy

2. a) y?=2Incosz +4

b) y= \3/ ga:? +21

3. a) y(t) =10e~0-02%6¢
b) 88 ¢g

4. a) z(t) = 60e0-07438¢
b) 41.37 mg
c) 18.64 horas

5. 0.0433 % de la cantidad inicial.
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228 Respuestas a los problemas

6. 8yo, donde yo denota la cantidad inicial.
7. 2.7 horas

8. 218 animales

1000

@ ~ 1000 — 999¢—00018¢

) P(t)

)1
10. a) T(t) = 91 + 77¢~00139113¢
b) 122.54 minutos

o

11. 12.425 minutos. T'(20) = 83.61°F
12. —30°F

13. 46 segundos

14. 650 1b

15. a) A(t) = 2(120 — ) — 180 (1 B %0)5

b) 2.8125 lIb/gal
16. 10.85 anos.

17.  a) z(t) = 0.04(1 — e—(6.25x10"5)t)
b) 48 minutos.

18. 986.58 b

19.  A(t) = 300 — 260e~t/%°
39000 + 260t /5, 68000
100 + ¢ 100 + ¢

20. i(t) = 0.6(1 — e=5%%) " 0.6 Amperes

B(t) = 3(100 + t) +

1 _ : 1 _
21. q(t) = Togll —e M), i) =4(t)= ¢ o

4
(1 + 0.02¢)10000"

23. i(t) = 20e~%

22.4(t) =4 - tmaz = 4 Amperes

3
24. q(t) = 55 Sen 6t + %cos 6t — %e"“
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.18 24 32 _g
i(t) = 27 €08 6t — 5% sen 6t + 55 €

25. q(t) = e 3 — e, Gmaz = q(In2/3) = 0.25 coulombs

. E E _a . (Lh2\ E
267,(t)—§——é€ N 1,( R )—2R

Ejercicios 4.3, Pagina 132
1. y(z) = c1€3 4 cpe™
2. y(x) = ¢1cos 3z + cysen 3z

3. y(z) = a1z + coz’

c
4. y(z) = c12* + ;23:

5. y(z) =cysen Inz + cocoslnzx
6. y(z) = c1z* + copx®
7. y(z) = a1z + coz?
8. y(z) =ci(z + 1) + coe*
9. y(z) = 1z + cpz”!
10. y(z) = ¢1 + coz 2
11. y(z) = c12® + cpz ™2

T |1+=z
12. y(z) =1z + o (EIn -

_1)

“12¢cosz 4+ cpz™V?senz

13. y(z) = az
4. y(z) =c1 +c2lnz
15. y(z) = cizlnz + oz

16. yi1(z) no es solucién de la ecuacién diferencial.

Ejercicios 4.4, Pagina 139
l.y= clcosx/gx + czsen\/gx

2. y=ce 0% 4 cpe”
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230 Respuestas a los problemas

3. Yy =1 cos2V2x + cee**sen2v2 x

4. y = cre” % 4 cpe/t

5.y =c1e73% 4 core3®
6. y=c e(14-2v43)z/4 + e e(14+2V43)z/4
7. y=c1€” + coze®™
V31 V31
8. y=cie 8 cos —8—18 + coe /B sen %m

9. y =€* 4 2e°

2

10. y=e **cosz + 2e ¥ senz

11. y = cos2z — sen2z

T

12. y=4ze” — ¢

Ejercicios 4.5, Pagina 144

z/2 \/g

sen —x

3
l. y=ce®* + 026_2/2 Cos ga: + cze” 9

-2
2. y=rc1e7% 4 cpe?® + 3082z + ¢4 sen 2z

3. y=(c1 + oz + c3z?)e”®

4. y = 1082z + cysen 2z + c3 cos 3T + ¢4 sen 3z

9. Y = ¢ €084z + cosen 4z + c3x cos 4T + c4z sen 4x

6. ¥y =c; + e + c3e™ %

7. y=c1+ cpco82z + c3sen 2z + ¢4 cos 2z + c5x sen 2z

8. y = c1e” + ce® cos V2z + cze % sen V2z

9. y=c1e% + cpe®cos 2z + c3€” sen 2z + c4xe” cos 2z + csze” sen 21
10. y = ; + %e“h —3e™®

11. y = —2e®* 4 5ze?® — 5r2e?®

12. y=4cosz — senz — cos2z + —;—senQa:
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Ejercicios 4.7, Pagina 171

1. (4D - 3)(4D + 3)

2. (D -8)(D-3)
3. D(D + 6)?
4. (D+1)(D-2)(D - 4)

5. D(D +4)(D? — 4D + 16)

6. (D*+7)?
7. D?
8. D!
9. D(D — 4)

10. D*(D — 10)?

11. D3(D? + 81)

12. D*(D?* + 4)(D* + 49)

13. (D+1)(D-1)3

14. D(D? — 6D + 25)

15. (D% +4D + 13)(D? — 12D + 45)

16. y =cie” ™ + e + 2" — e**

17. y = (¢1 + cox)e® + 4cosz — Ssenz
18. y = (c; cos 4z + cysendx)e® — 1 + 4z + 17x?
19. y = c; + coe™ % — z + 4x?

20. y = (c1 + cox)e™ X + 4z%e™*

21. y =cre™ ¥ 4 cpe™® — 22e ¥ + 62— 3

22. y = (c; + cor)e ™™ + (2° + 2%)e™™
7
23. y=c, +coe™3" + 3%~ (z + 62%)e™>"

2. y=cie 3% + ce® + (20z — 5z%)e™*
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232 Respuestas a los problemas
—z 1
25. y=e (clcos:v+cQsen:1:)+§:r

3 3 1 1 1
26. y= e~ %/2 <c1 Ccos \/7_33 + ¢y sen gx) + (§x2 _ gx + _9_) &%

1
27. y = cre=(Votdz o o(VB-2)z %(12 sen 2z + 16 cos 2x)
28. y=cycosz +cosenz + 1+ z(2senz — 4cosz)

29. y =c¢,co8z + cosenz + z2senz + x cosz — §senx
1 1
30. y=cycosx +cysenz + §:csena:+ gcos&’c

1 9 1 1 1
31. y=c; + coe”® + §x3—x2+ §x+ §e$+ %sean— ECOSQ:I:

1
32. y=(c1cosz + cysenx — 5T o8z + zsenx)e*

1 1
33.y=(c+cx)e® +z+1+ 53(4cosa: +3senz) + gcos%

1
34. y=(c1+cor)e ™+ 1+ senz + %(cos 2z + Tsen2z)

35. y=(c1 + cor)e ™ + 1+ 23%e* + 4senx — 3cosz

1
36. y = (c1 + cox)e > + 37 +1

37. y = c1e73% 4 coe®® + 226’

38. y=cre " + e — €% + 3

39. y=cie™® + coe” + (22° — 32% + 3z)e” + 10
40. y = €®(c;cos 2z + cosen2z) + e“senz

41. y = c1co8dx + cosen b — 2x cos Hx

42. y = e “(c1c082x + cpsen2z) + (20z — 9)senz + (152 — 13) cos z
1
43. y =c1 + cox + c3e”F + §x2

4. y = c1 + ez + c3” + ca7’ + c5€” + (27 — 8z)e” — 2

45. y =c1 + ez + cge ™ + 1222 — 42° + 2t
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46.

47.

48.

49.

50.
51.
52.
53.

34.

Yy =cy + ot + cse”F 4 2% + 1t
2\ T 131
y = (c1 + cox + c3z°)e +6me +z—13

1 1
y=c +cr+ (03 + c/;:r:)e“c + §x2ez + 51;2

T
y = c16%/? + cpe™®? 4¢3 cos-f;E + c4s€n 5 + 2z€%/?

yp = Aze® + (B cos 2z + Csen 2z) + ze(E cos 2z + F'sen 2z)

Yp = Az + (Bx + C2?)e* + (E + Fz + Gz*)e “cosz + (H + Iz + Jz*)e “senz
yp = Acosz + Bsenz + C'cos 3z + E'sen 3z

Yp = (A + Bz)ze® + (Ccosz + Esenz)e” + F cos2z + Gsen 2z

Yp = (A + Bz + Cz*)cosz + (E + Fz + Gz*)senz + Ha? + Iz® + Jz* + Kz° +
(Lz + Mz%)e”

Ejercicios 4.8, Pagina 178

1

2.

10.

DERECHOS RESERVADOS © 2004,

. y(z) = c1cosz + cysenz — (cosz) In|secz + tan z|

y(z) = cicosz + cosenz — zcosz + (senz)In|sen z|

1, _.
cy(z) = cre™" 4 e 4 5[6‘2‘"" + (€7 — e73*) In(1 + €%)]

1
Cy(x) = e + e 4 (511:2 - a:) e’
cy(z) = (c1 + caz)e™® — e Ina

1., . .
y(z) = c1e® + core® + §eh[x2 arctanr — arctan — z In(1 + z?))

1 1
. y(x) = c1€" + cpe®* + Eez cos 2z — gez sen 2z

cy(z) = c1€”% 4 e — 27 cose® — e gen e

cy(@) = (c1 + caz)e® + <% Inz — %) rie®”

y(x) = cycosz + cosenx + FEsens — Jzcosz
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234 Respuestas a los problemas

1
11. y(z) = (c1 + cpz)e ™ — 56_2“” In(z® 4 1) 4+ ze™*® arctan

—_

12. y(z) = (1 + cgz)e%”‘ + —e%””(\/l — 22 + z arcsen x)

©

1 1
13. y(z) = qz® + cpz™ ! + 62:2 In®z — §x2 Inz

1
14. y(z) =z + cpz™! — el
2z

15. y(z) = cycoslnz + cysen Inz — (coslnz) In(sec In z + tan In x)

Ejercicios 5.1, Pagina 187

1. a) z(t) =0.1cost
b) T =mn/3

2. a) z(t) = —0.4 cos4t + 0.3sen 4t
b) x(t) = 0.5sen (4t — 0.9273)

c) 16 oscilaciones.

3. a) z(t) = 0.6 cos5t — 0.8sen 5t

b) z(t) = sen (5t + 2.4981)

)tn:%ﬁ—o.4996, n=1,23,...

O

d)

Y, e e A e — _——

Figura 5.21: Gréfica de z(t) = sen (5t + 2.4981).
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1 2
4. a)z(t) = 10 cos 9t — 1—58€n9t

1
b) a(t) = & sen (9¢ + 3.7851)

FAWAWAWI
SUVAVAVE

-1
3

o= X

Figura 5.22: Gréfica de z(t) = ¢ sen (9t + 3.7851)

d) t, = n/9 — 0.4206, n = 3,5,7, . ..

e) x(m/18) = —0.1333, z(7w/9) = 0.1, z(n/3) =0.1

f) 2/(n/18) = 0.9, 2'(7/9) = 1.2, 2/(7/3) = 1.2 , en direccién hacia arriba en
los tres casos.

5 a) z(t) = ;cos8t
b) T =n/4
c) 32 oscilaciones
d) t,=(2n+ 1)7/16, n=10,1,2,.
1 1
6. a)x(t)= 7 €8 8t + 5 sen 8t
b) z(t) = if— sen (8t + 0.4636)
c) t, = nw/8 —0.05795,n € N

d)

Figura 5.23: Grafica de z(t) = %3 sen (8t + 0.4636)
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236 Respuestas a los problemas

7. En la posicién de equilibrio. 27/w..

8 a) m = 1/4 slug, k = 1 Ib/ft. El movimiento inicia en un punto que esta 2 ft
abajo de la posicién de equilibrio y con una velocidad inicial de 4 ft/s dirigida
hacia arriba.

b) m = 1/25 slug, k = 25 1b/ft. El movimiento inicia en un punto que estd 0.1 ft
arriba de la posicién de equilibrio y con una velocidad inicial de 4 ft /s dirigida
hacia abajo.

9. a) x(t) = 5 cos8t — 3 sen 8t

b) z(t) = 3 sen (8t + 2.2143)
¢) tp =nm/4—-02113, n=1,2,3,... y t, =nn/4+0.0505, n=0,1,2,...

10. a) z(t) = 5 cos10t — 5 sen 10t

) 2

b) En t = 1.34 segundos, con una velocidad de —7.071 ft/s.

c) t, =nm/5—0.1865 n=1,2,3,... y t, =nn/5+0.02945, n=0,1,2,...
)

= (2n+1)% —0.23562, n=1,2,3,...

Ejercicios 5.2, Pagina 199

1. a)z(t) = (% + 6t> e 8

b) Nunca pasa por la posicién de equilibrio
c) El desplazamiento méximo es de 3e~/3 ft.

d)

t

Figura 5.24: Gréfica de z(t) = (% + 6t) e 8t
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5 e 3 sen (2t + 2.5536), t, = ng —1.2768, n > 1,e impar.

~-0.05

Figura 5.25: Gréfica de z(t) = @e“’“ sen (2t + 2.5536)

26
b) z(t) = —\Q:e_t sen (t + 3.3390), t, =nm —3.3390, n > 2,y par.

Figura 5.26: Grafica de z(t) = @e_t sen (t + 3.3390)

3
3. a) x(t)=§e'2t—ge—4t
1.5
b)t==ln>
) ng

*a
0.2
/_\.
0.5 1 1.5 2 t
-0.2
-0.4
-0.6
-0.8
-1.0

Figura 5.27: Gréfica de z(t) = 2e7% — Se~*
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4. a) f>2
b) B=2
c) 0<f<2
5. < —4 6 —3 <1 <0
6. m = 1/8 slug, k = 1/4 lIb/ft. El movimiento inicia en un punto que esta 1 ft
arriba de la posicién de equilibrio y con una velocidad inicial de 1 ft/s dirigida
hacia arriba. El medio ofrece una resistencia al movimiento numéricamente igual a

dos veces la velocidad instantdnea.

7. a) Movimiento sobreamortiguado o criticamente amortiguado. b) No.

Ejercicios 5.3, Pagina 207

1. a)xz(t) = —Ze ¥+ e —cos2t + 2sen 2t

A
R — Solucién Transitoria

Solucién Estacionaria

/ e

Figura 5.28: Soluciones transitoria y estacionaria del problema 1

Figura 5.29: Gréfica de z(t) = —ge™ + 2™ — cos 2t + 2sen 2t

DERECHOS RESERVADOS © 2004, Universidad Autonoma Metropolitana (México). Prohibida la reproduccion de esta obra asi como la distribucién y venta fuera del ambito de la UAM®. E-libro Bibliomedia Bibliomedia@mail.com



Respuestas a los problemas 239

17 1
2. a) xz(t) de"t - ¢ oy Zte't
b)
Figura 5.30: Gréfica de z(t) = e~ — e ™ + jte™
11 58
3. z(t) = (—:—3— + —3—t) e % — 4cos4dt — 3sen 4t

N A O @

NAnnn
VAVAVAY;

Figura 5.31: Gréfica de z(t) = (§ + 2t)e™ — 4 cos 4t — 3sen 4t

0

IS

1 25 5
4. z(t) = e_t(Z cos 2t + 5 sen 2t) + éte”t sen 2t

2

1.

L N VT R

o.

1 2 3 4 5 6 c
-0.5

-1

Figura 5.32: Gréfica de z(t) = e™*(§ cos 2t + 2 sen 2t) + 3te ™" sen 2t
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Figura 5.33: Gréfica de z(t) = —3 cos 2t + £ sen 2t + 5t( sen 2t — 5 cos 2t)

sen v/5t + (cos 2t — 2sen 2t)e ™"

3 11v/5
6. x(t):—zlcosx/gt+ E:/_

O;AAAA
HIAVERVARVE

Figura 5.34: Gréfica de 2(t) = —2 cos v/5t + 1Y% sen v/5t + (cos 2t — 2sen 2t)e™

2

7. a) La ecuacién diferencial es m—d—f = —k(z—h)-0 d—f, que en este caso sc reduce a
d’z _dx
d—t2+3 7 +2z = 4 cos 3t; sujeta a las condiciones iniciales 2(0) = 0, 2'(0) = 0.
2 8 2 2
b t —_ —t . -2t . _
) x(t) 57¢ +2le 7cos3t+gsen3t

JANNANAN
VARV

Figura 5.35: Gréfica de z(t) = —Ze™" + Se7% — 2 cos 3t + § sen 3t

1
o
2w N ®
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4
8. z(t) = ?(cos V2t — cos 3t)

AN
S ATIARTARTAAY

Figura 5.36: Gréfica de z(t) = #(cos v/2t — cos 3t)

Ejercicios 5.4, Pagina 211

1. q(t) =7 —e *(6cos2t+ 3sen2t)
i(t) = 12e ' sen 2t

2 3 2
2. q(t)=e™™ (5 cos 8t + 1 5en 8t> — g cos 10t

i(t) = 4sen 10t — 5e% sen 8¢

3. a)q(t) = —e_%t(él cos 5t + 2sen bt) + 4
b)  i(t) = 25e" 2" sen 5t
c) 4 Coul y 0 A.

4. a) q(t) =e*(3cost — Hsent) — 2cos 2t + 4 sen 2t
b) i.(t) = v/80sen (2t 4 1.1071)

5. a) q(t) = —0.02cos 50t + 0.02, i(t) = sen 50t
b) 0.04 Coul y 1 A.

1 1
6. a)q(t) = ~eg S0 100t + 7 sen 50t

2 2
b) i(t) = —3 cos 100t + 3 cos 50t

n=123,...
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~
©

) q(t) = —10e™*(cos 3t + sen 3t) + 10
b) i(t) = 60e~3 sen 3t
) Gmaz = q(7/3) = 10.432 Coul
d) Estd: sobreamortiguado si R > /200, criticamente amortiguado si R = /200
y subamortiguado si 0 < R < v/200.
8. a) 0<R<2V3
b) 0<R< V6
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Este libro esta disefiado para un curso trimestral de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias. Presentamos los teoremas y técnicas de solucion que
consideramos basicos en un estudio introductorio de esta importante disci-
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ya esta en capacidad de realizar. En consecuencia, € texto se puede utili-
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dizae Individualizado, en el que el alumno estudia por su propia cuenta.
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