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2 NOCIONES DE LOGICA

Es decir, proposicién es toda oracidn declarativa. Toda proposicion estd asociada
a un valor de verdad, el cual puede ser verdadero (V) o bien falso (F). Las oraciones
(5) v (6) son diferentes desde el punto de vista gramatical; el objeto directo de la
(5) es el sujeto de k (6), pero ambas tienen el mismo significado, y las
consideramos como la misma proposicion. Podemos decir entonces proposicion es el
significado de toda oracion declarativa.

1.3. NOTACIONES Y CONECTIVOS

Las proposiciones genéricas son denotadas con las letras p, g, r, etc. A partir de
prapnsiciones simples es posible generar otras. simples o compuestas Fg decir, se

2ias L3 SPCE, 2

puede operar con proposiciones, vy seglin sean tales operaciones se utilizan ciertos

srmbolos, Hlamados conectivos 1dgicos.

Conectivo Operacion asociada Significado
~ Negacitn RO P O no es cierto que p
A Conjuncion o preducto ldgico pvyqg :
v Disyuncién o suma logica ? o q (en sentido incluyente)
= Implicacién p implica q o si p. entonces ¢
© Doble implicacién psiysolosig
> Diferencia simétrica P 0 g (en sentido excluyente)

1.4. OPERACIONES PROPOSICIONALES

Definiremos las operaciones entre proposiciones en el sentido siguiente: dadas
una o dos proposiciones, cuyos valores de verdad se conocer, se trata de caracterizar
ia proposicion resultante a través de su valor de verdad. Se supone que en la
eleccidn de estos valores se tiene en cuenta el buen sentido.

1.4.1. Negacion
Definicion

memnmouanEunowo&nwoa_umm_mEovommnab)ﬁAnchnE\wSEmam
valores de verdad es .

p ~p
v F
F A\

Se¢ trata de una operacidn unitaria, pues a partir de una proposicién se obtiene
.{ra, que €s su negacion.

i OPERACIONES PROPOSICIONALES 3

Ejemplo 1-1.
La negacién de
p : todo hombre es honesto
es ~p : no todo hombre es honesto
o bien: ~p . no es cierto que todo hombre es honesto

~p : hay hombres que no son honestos
~p ! existen hombres deshonestos

la cual es V, ya que la primera es F.

1.4.2. Conjuncion
Definicion

Conjuncién de las proposiciones p y ¢ es la proposicion p ~ q (p v q). cuya
tabla de valores de verdad es

£

T
e me|s
el N

B

La tabla que define la operacidn establece que la conjuncion solo es verdadera si
lo son las dos proposiciones componentes. En todo otro caso es falsa.
Ejemplo 1-2.

Si declaramos

i} 3 es un nimero impar y 2 es un nimero primo
se trata de la conjuncién de las proposiciones

. P : 3 es un numero impar
¢ : 2 es un nimero primo

y por ser ambas verdaderas, la proposicion compuesta es V.
i) hoy es lunes y maiiana es jueves
esta conjuncién es F, ya que no coexisten las verdades de p y 4.

1.4.3. Disyuncién
Definicion

Disyuncién de las proposiciones p v ¢ es la proposicion p v q (p o q) cuya
tabla de valores de verdad es
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NOCIONLS DE LOGICA

1.45. Doble implicacién o bicondicional

Definicion :

Doble implicacion de las proposiciones p y g es la proposicibn p < ¢ (p si y

s0lo si g), cuya tabla de valores de verdad es

et e IR
I I B
<Tmm<d

La doble implicacién o bicondicionai solo s verdadera si ambas proposiciones
tienen el mismo valor de verdad.

La doble implicacion puede definirse como la conjuncidn de una implicacién y su
rexiproca. De este modo, la tabla de valores de verdad dep e g puede obtenerse
s:udiante la tablade (p = ¢) A (g = p), como sigue

p q P = 4qgiq = p r = q) n (g = p)
VIV v A% v
V IF F A F
F v v F F
F F \% -V v

Siemplo -5,

i} T es equildtero si y solo si T es equidngulo
¢s 'z doble implicacion de las proposiciones

p: T es equilitero
q T es equidngulo )
Toda vez que p sea V, también lo es n w m:m_omw:amsa m. pesF,qesF De
modo que la doble implicacion es V., T
i) a=b siysdlosi g* =52 ’

las proposiciones son

pra=b
g:q® =b?

la duble implicacion propuesta es falsa sip es Fy ¢ es V. En los demds casos es V.

CONDICIONES NECESARIAS Y SUFICIENTES

1.4.6. Diferencia simétrica
Definicion

Diferencia simétrica o disyuncion excluyente de las proposiciones p y q es la

proposicion p ¥ ¢ (p o g,en sentido excluyente) cuya tzbla de valores de
verdad es

b B B
e <R
"< <

La verdad de p v ¢ estd caracterizada por la verdad de una y sélo una de las
proposiciones componentes.

Es claro que p v g equivale a la negacion am p e q

1.5. CONDICIONES NECESARIAS Y SUFICIENTES

Consideramos la tabla de valores de verdad de la implicacion

p q

Mmoo <
e T LR
<<mn<ld

Hay tres casos en que p = g es V, y entre elios hay uno en que p es V, en el
cual resulia g verdadera Es obvio que nos referimos al primer rengion de la tabla, y
se tiene que si p = ¢ es Vy p es V, entonces ¢ es V. Se dice entonces que el
antecedente p es condicién suficiente para el consecuente q.

En cambio, si p*esF, nada podemos decir de g, puesto que puede ser V o F. Por
otra parte, cuando p = g es V, si g es V, entonces p puede ser V o F; mas para
que p sea V se necesita que g lo sea. Se dice entonces que g es condicién necesaria

i«t\/.\»\
_para p.

Resumiendo, si p = q es V, m.:osnmm p es ncun_fo: suficiente para ¢ y ¢ €8
condicién necesaria para p.

Estas condiciones suelen mxnammao asi:

q si p (condicién suficiente)
p sélo si ¢ (condicion necesaria)
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10 NOCIONES DE LOGICA

L6.6. Leyes de De Morgan

a) La negacién de una disyuncion es equivalente a la conjuncién de las negaciones
~(P V@ e~p a~g

"~ b)la negacién de una conjuncié .
a comjuncion es equivalente a la dj i6
i isyun
negaciones yuncion de las

I.Aﬁ A Qvﬂvlﬁ vV o ~g
Ejemplo [-8. .

Tabla de valore istributivi

s de v s
Lo erdad de la distributividad de Ia conmuncion respecta de Ja
wia¥ UECHON. B L=

(v g »re(prrnvigrn

, “.; ada valor de verdad de p puede asociarse a dos valores de verdad de 4. y por
r,mr._ uno .an estos ﬁmwnmm de valores se tienen dos posibilidades para r: en
uc:%ncmnﬁw. _.mmcmﬁn 2% =8 renglones en h tabla. Si se dann proposiciones, en la
tabla hay que analizar 2" renglones. .
Por otra parte, es posible simpli i0
. e simplificar la confeccidén de la tab] indi
oy ot | a, como se indica a

WPva 4+ r e prnv@gan
VvV v vy Viviy
VVV FE L F IV F i F | F
VVF t V.V|y VIivVviF
VVF { F, F |V F I F ! F
FVvviviv!iv | viyiy
FVV ' F 1l F|v m.m_umm
FFF ! F!v| iy | F!fricp
FFFIFYFIVY | FiF iE

Eemplo 1-9,

Coafeccionamos la tabla de valores de verdad de la siguiente ley de De Morgan:

P A g e p v~

~7 (p A « ~p v ~q
mmm<<< v F ' F | F
PV 1V FF- VIF Vv v
“<umm< v V ¢ vV ! F
i VI FFF | V]|V ivVviy

.

IMPLICACIONES ASOCIADAS

Ejemplo 1-10.
La proposicion

(p A @) =>0p
es una ley logica, pues la tabla
(r A q) = p
vV VvV V \'% \'
V F F v \"
F F V \' F
F F F v r I

nos muestra que es una tautologia.

1.7. IMPLICACIONES ASOCIADAS

Sea el condicional p = ¢, que Hamamos directo: en conexidn con €, se
presentan otros tres. obtenidos por permutaciones o negaciones del antecedente y
consecuente:

g =p reciproco
~p = ~q contrario
~q = ~p contrarreciproco

Las cuatro implicaciones propuestas se llaman conjugadas, y cualquiera de ellas
puede tomarse como directa. El siguiente esquema nos proporciona la relacién que

las vincula:

p=q reciprocos g =>p
e =&
=] /) Ao s
g “ »mrfo g
= =
= o
=3 > %ec,. =
e & Pro, g
Og
~p = ~q reciprocos ~y = ~p

Es facil verificar que las implicaciones contrarreciprocas son equivalentes, es
decir, los siguientes bicondicionales son tautologias: -
(p=4q) (~q ="~p)
(g =p) & (~p="q)

Si la implicacidn directa es V, también lp es la contrarréciproca, y no podemos
afirmar la verdad de la reciproca © de la contraria. Pero si son verdaderos un
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14 NOCIONES DE LOGICA

razonamiento, ya que la comrespondiente tabla de valores de verdad nos muestra que

no es tautolégico.

Ejemplo 1-12.

a) Justificar la validez del razonamiento

P =q
~r = g
~(~p A ~1)
r =5
~r

s

En lugar de confeccionar la tabla del condicional entre la conjuncion de las premisas
v K conclusion. haremos uso de las leyes del cdiculo proposicional, a fin de simplificar
la situacién. La segunda premisa es equivalente a la contrarreciproca g = r: por la ley
del silogisma hipotético. de la primera y de ésta, resulta p => r. La Gitima premisa s
V. y en consecuencia 7 es F, y como p = res V resulta necesariamente quepesF. La
tercera premisa equivale a p v 1 de acuerdo con una ley de De Morgan, y por ser p
falsa resulta la verdad de & Ahora bien, siendo r y t = s verdaderos. resulta la verdad
des. por 1.9a).

bj Justificar la validez del razonamiento cuyas premisas son:
Hoy llueve o hace frio,
Hoy Hueve o no hace frie,
v la conclusidon: Hoy lueve.
En lenguaje simbolico se tiene
PV gq
p v ~q
P

4, o bien ~¢q es F; cualquiera que sea el caso, por ser las disyunciones verdaderas,
resulta que p es V. De otro modo, la conjuncion de ambas disyunciones, por la
distributividad, es equivalente ap v (g A ~¢). La verdad de aquéllas asegura la
verdad de ésta, y comog A ~g esF, resulta la verdad de p.

1.10. FUNCIONES PROPOSICIONALES. SU CUANTIFICACION

£l simbolo P (x) es la representacion de un predicado o propiedad relativos al
sbjeto indeterminado x, pertenecienie a cierte universo o conjunto. Si nos referimos a

FUNCIONES PROPOSICIONALES 15

los ntmeros enteros y estamos interesados en la propiedad de ser impar, entonces la
traduccion de B (x) consiste en: x es impar, y se escribe

P (x) : x es impar

Es claro que el enunciado: “x es impar” no es una proposicion, ya que a menos que
se especifique a x no podemos decir nada acerca de su verdad o falsedad. Ocurre, sin
embargo, que para cada asignacién dada al sujeto x dicho enunciado es umna
proposicion. A expresiones de este tipo se las Hama funciones o esquemas
proposicionales.

Definicion
Funcién proposicional en una varisble o indeterminada x es toda oracion en la
que figura x como sujeto u objeto directo, la cual se convierte en proposicion
para cada especificacion de x.
En nuestro jemplo resultan proposiciones como

P(—4):—4 esimpar  (F)
P( 5): 5 esimpar (V) etc.

Se presentan también funciones proposicionales con dos variables o indeterminadas.
Sea, por ejemplo

P(x,y): xesdivisor de y

Lo mismo que en el caso anterior, §i x € ¥ s0n nteros, P (x , y) no es proposicion,
ya que no podemos afirmar la verdad o falsedad del enunciado. Mas para cada
particularizacién de valores se tiene una proposicion

P(—2,6):—2 esdivisorde6 (V)
P( 12,6): 12 esdivisorde6 (F)

A partir de funciones proposicionales es posible obtener proposiciones generales
mediante un procesd llamado de cuantificacion. Asociados a la indeterminada x,
introducimos los simbolos V x y 3 x, llamados cuantificadores universal y existencial
en x, respectivamente. Las expresiones

Para todo x, se verifica P (x)
Existe x, tal que se verifica P (x)

se denotan medianfe Vv x: P 0.& (1
Ix/ P(x) )

y corresponden a una funcion proposicional P (x) cuantificada universalmente en el
primer caso, y existencialmente en el segundo. Una funcidn proposicional cuantificada
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i8 . NOCIONES DE LOGICA ’

La expresion simbélica es entonces
‘ Yx3y/x+y=0
Su negacidn es
3x/~3y/x+y=0]
Es decir
Ix/Vy:x+y#0
La traduccion al ﬁnmm:&m comin es

SOXT v P . e e e i R D S S, = LSy 1 FENLLIEES Y
H,x—unncw—n.:ﬂwcc:u\uuc:_an:ccw_E:_ﬂ_CCC.uvrsuS:;Cﬂrc.c.:.‘

Ejemplo 1-15.
Sea la proposicion
Hay alumnos que estudian y trabajan.

Su enunciado sugiere un cuantificador existencial y dos funciones proposicionales

P (x): x estudia
Q(x): x trabaja

En forma simbo6lica se tiene
Ax/P(x) A Qx)
Su negacibn es .
vx:~[P(x) A Q(x)]
Y por ley de De Morgan
vx:~Px)v ~Q(x)
Traduciendo al lenguaje ordinario

*“Cualquiera que sea el alumno, no estudia o no trabaja”.

1.11 CIRCUITOS LOGICOS
La verdad de una proposicion puede ascciarse al pasaje de corriente en un circuito

eléctrico con un interruptor. -
Para representar a p, sies V, se tiene

o = O

s

CIRCUITOS LOGICOS 19

Y parap,siesF

O 0

Es decir, el interruptor se cierrasipes Vy se abresipes F.

Las operaciones proposicionales pueden representarse mediante circuitos con tantos
interruptores como proposiciones componentes, combinados en serie o paralelamente.

i ) Conjuncidn

— < o

p q

Este circuito admite el pasaje de corriente, es decir, la verdad dep » g, solosi las
dosson V.
ii ) Disyuncidn. Esta representada por un ¢ircuito en paralelo

P

q

La falsedad de p v g, es decir, el hecho de que no pase corriente, sélo se verifica
en el caso de la falsedad simultdneadep v g
iil} implicacién. Como
(p=q)=~(p » ~q)
de acuerdo con 1.8, aplicando una ley de De Morgan y la doble negacion, se tiene
=20 sCpv 9
En consecuencia, el circuito asociado es

~p

iv) Diferencia simétrica.
Utilizando sucesivamente 1.4.6., 1.4.5.. una ley de De Morgan, la negacion de
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TRABAJO PRACTICO | 23

1-23. Simplificar las sigujentes proposiciones:

; i)~Cp v ~ I

i)~p V4 V(P AQ

n 1-24. Sabiendo quep v g esVy que ~q es V, determinar el valor-de verdad de

TRABAJO PRACTICO | . (p v @ » ~ql=gq

- 1-25. Determinar, en cada caso, si la informacidn que se da es suficiente para conocer

el valor de verdad de las siguientes proposiciones compuestas. En caso
afirmativo, justificarlo.

.

i-17 En el libro Hijos en libertad. de A. 5. Neill, estdn escritas las siguientes

proposiciones iYtn =>ay=>r - reV

£ : Mis maestros hacen que tedas las lecciones sean aburridas. : iY(p v @y & (~p » ~q) ; gesV
g : No aceptan las respuestas que no figuran en los libros.

- . iii) A = v .
7 Imponen un cimulo de normas estipidas. r o =(p i pesVyreF

. - ivyp v~ (g =>r) . p=reV ,
Construir las proposiciones
. 1-26. Los valores de verdad de las proposiciones p, g, r v s son, respectivamente, V, F,

Aq . o~gvoT, 4] ) ,
P sq q (p »q)=r 8 F, V. Obtener fos valores de verdad de

1-18. Escribir en forma simbdlica la siguiente proposicién compuesta que figura en el B iVlip v g v sl as

mismo texto: ..
i)yr=95 s p

“La chatura y el tedio de ciertas disciplinas escolares se trasmiten a los maestros, W) p v r er oa ~s
y las escuelas se llenan de hombres y mujeres de mentalidad estrecha, vanidosos.
cuyo horizonte estd limitado por el pizarron y el libro de texto”.

2y

1-27. Negar las proposiciones

1-19. Confeccionar las tablas de valores de verdad de las proposiciones , i)3x/Px) v ~Qix)
] H)Vx:Px)=0Q(x)

i)vx3ay/x.y =0

iy r q)=r
i)~V @9ge~p r g
1-20. Negar las proposiciones construidas en el gjercicio 1-17. : . 1-28. <a:mnm_. que para probar la equivalencia de las proposiciones p, ¢, r y s es
) vt suficiente demostrar las siguientes implicaciones:
1-21]. Proponer las siguientes proposiciones en forma simbolica, negarlas, y retraducir- - .
las al lenguaje comun: P=q . g=r . r=s y s=p
i ) No es justa, pero mantiene el orden.
ii ) Los alumnos conocen a los simuladores y los desprecian.

1-29. Dadas las proposiciones
i ) El cuadrado de todo nimero real es mayor que 2.

iii) Si los alumnos conocen a los simuladores, entonces los desprecian. . - , ..
) ) ] ] - o P J . ii ) Existen enteros cuyo cubo aumentado en 1 es igual al cubo del siguiente,
1-22. Determinar si las siguientes proposiciones son leyes logicas: iii) Todo el que estudia triunfa
i)p A g=g expresarlas simbdlicamente, negar las expresiones obtenidas v retraducirlas al
_ pesarias simb P y
. uaje ordinario.
i)(p=q » @=>nl=(=7 IR guaje ordinario
i) p = p A q 1-30. Construir un circuito correspondiente a la proposicién
¥ N
‘v)p=p Vv g : (2 A ™) vV (P A @) V (~p A ~q)
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26 CONJUNTOS

Q conjunto de los niimeros racionales
R conjunto de los niimeros reales
C conjunto de los nlimeros complejos .

La representacién por extension del conjunto cuyos elementos son — 1,0y 1,es

>nA1_,o,_v

Es facil ver que se trata del conjunto de los ndmeros enteros cuyo valor absoluto es
menor que 2: en este enunciado hacemos referencia a elementos del conjunto Z, de los
nimeros enteros, el cual se llama referencial o universal: ademds, estamos interesados
en aquellos que satistacen la propiedad de ser. en valor absoluto. menores que 2.

La notacion correspondiente es

A= {xeZix<2 w

N

y se dice que el conjunto ha sido determinado por comprensién.
El conjunto universal depende de la disciplina en estudio, se fija de antemano, y
esta formado por todos los elementos que intervienen en el tema de interés. En general

se denotard con U.
Definicion .

/

Un conjunto se determina por extension si y solo si se enumeran todos los
elementos que lo constituyen. Un conjunto se define por comprension si y sélo
si se da la propiedad que caracteriza a sus elementos.

El conjunto cuyos elementos verifican la propiedad P se indica
. N
A= cxel/Px);
N I’
v mis brevemente. si U estd sobrentendido

>u?¥3v

v se lee: “A es el conjunto formado por los elementos x, tales que P (x)”. P(x) esuna
funcién proposicional, y un objeto del universal pertenece al conjunto si y sélo si
verifica la propiedad. es decir i

a€eA ©Ptu) es V
En consecuencia

a¢A ©Pa) es F

2.2.2. Conjuntos m%m&u_mm.

Extendemos la nocién intuitiva de conjunto a los casos de carencia de elementos y
de unicidad de clementos. mediante la introduccidn A= los conjuntos vacio y unitario.

§
M,

i
i
i
Bl

[

DETERMINACION DE CONJUNTOS 27

«, Un conjunto vacio es aquel que carece de elementos. Un conjunto unitario estd
formado por un tnico elemento.
Una propiedad o funcion proposicional, que se convierte en proposicion falsa para
todos los elementos del universal, caracteriza por comprensiéon un conjunto vacio.
Designaremos con ¢ al conjunto vacio, y puede definirse simbdlicamente asi

o= A«H\xﬂxw
8 P

En este caso la propiedad relativa a x es P (x) : x % x. la cual resulta falsa cualquiera
que sea x.
Si A es el conjunto cuyo Gnico elemento esa, escribiremos

I
A=ca =

Ejemplo 2-1.

Determinar simbolicamente y por extensicn los siguientes conjuntos definidos por
comprension:
i ) A esel conjunto de los nimeros enteros cuyo cuadrado esiguala 1.
En este caso la propiedad que caracteriza a los elementos de A es la conjuncion de

Pix):xeZ y Qix):x*=1

Entonces

>Hﬁx.\.me A x=1y

y como universal puede sobrentenderse el conjunto de los niimeros reales o racionales.
Si proponemos a Z como universal, puede escribirse

>uTmN§~nQ

Obviamente. la determinacién por extension es

.
a={-1,1})
ii) B es el conjunto de los nitmeros naturales mayores que 2, y que no superana

6. -

Considerando a N como universal, la propiedad caracteristica de los elementos de B
es la conjuncion de

P(x):x>2 y Q(x):x<6
que podemos expresar R(x):2<x<6

V se tiene

r ; 1
B= .«mzqu.«Am\\
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30 CONJUNTOS

2.3. INCLUSION
2.3.1. Concepto .

Sean A y B dos conjuntos. Si ocurre que todo elemento de A pertenece a B,
diremos que A estd incluido en B, o que A es parte de B, 0 que A es un subconjunto de
B, y eScribimos A C B.

Definicion «
ACBeVXx:xeA =x€B

Esta definicion :onm el siguiente significado: si sabemos que A C B, entonces la
proposicidn Yx 1 x €A = x€B es V: reciprocamente. si esta proposicion es V.
entonces se verifica que A < B.

En repetidas ocasiones se necesitard demostrar que un conjunto es parte de otro;
entonces. de acuerdo con la definicién, serd suficiente demostrar que cualquier
elemento del primero pertenece al segundo,

Teniendo en cuenta la equivalencia entre una implicacion y la contrarreciproca, la
definicion anterior puede expresarse asi

ACBe®Vx:x¢éB =x¢éA

Ademds, considerando la equivalencia entre p =g v ~(p A ~q), podemos

traducir la misma definicion de la siguiente manera
ACBedx/xeA » x¢B esF

Es decir, en la inclusidon no puede darse que haya un elemento de A que no
pertenezca a B. B

Sobrentendiendo el cuantificador universal, para descargar la notacion, escribi-
remos

ACB e xecA =x¢B

2.3.2. Diagramas de Venn

Existe una representacion visual de los conjuntos dada por diagramas llamados de
Venn. En este sentido, el conjurto universal suele representarse por un rectingulo, y
los conjuntos por recintos cerrados. Es claro que todo elemento de A pertenece a C es
decir, A T U. Sean A, B y C subconjuntos de U, como indica el diagrama

u .

ity i

$. ¥
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En este caso se verifica A C B.

Ejemplo 24.
Sean U = N y los conjuntos

il

A Ax;;ov
B ={ x/
C =

x/x< w

r‘""\

Sc pide la representocién de talec conjuntos mediante disgramas de Venn

Definimos la relacion de divisor en N mediante
ald siysdlosi 3 neN/b=a.n

Teniendo en cuenta esta definicidn, y la relacién de menor o igual, la representacion
por extension de tales conjuntos es

A={1.2,3,6} B={1.2,4.8)
c={1.2;

y en términos de diagramas de Venn

Ejemplo 2.5,

Consideremos el conjunto U de todos los tridngulos; si I denota el conjunto de los
tridngulos isdsceles, E de los equildteros y R de los tridngulos rectangulos, s¢ tiene

: Sy
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34 CONJUNTOS

kntonces, por ley del silogismo hipotético
X€EA = x€C
Y, en consecuencia, por definicién de inclusion AC C.

iii) ANTISIMETRIA. Si un conjunto es parte de otro y éste es parte del primero,
entcrnces son iguales.

ACB A~ BCA =A=B

es una consecuencia de la definicion de igualdad.

.

2.3.5. Caracterizacién del conjunto vacio

v} Propiedad. El conjunto vacio estd incluido en cualquier otro.
Threresis) A es un conjunto.
Tesstp C AL
Demaosiracion) Consideramos la siguiente proposicion:

VX:XEQp = XEA

ta cual es V por ser el antecedente F. En consecuencia. de acuerdo con la definicion de
inclusion, se tiene ¢ T A.
Nora:
El teorema es valido cualquiera que sea A en particular, A puede ser vacio.
it ) Propiedad. E! conjunto vacio es (nico.

tn efecto. suponemos que, ademds de ¢, existe ¢ también vacio. Entonces, de
acuerdo con i ). es verdadera la proposicion

¢Co » ¢l¢

v. por definicion de igualdad. resulta ¢’ = ¢
Ejemplo 2-9.

Demostrar ACo =A=¢.

Como se trata de una igualdad se requieren dos inclusiones.
19y pCA por2.35.i)
20) A C ¢. Se verifica por hipOtesis.

Luego A =¢.

©2.4. CONJUNTO DE PARTES

Nado un conjunto A, podemos formar un nuevo conjunto constituido por todos los
sabconjuntos de A, el cual recibe el nombre de conjunto de partes de A.

W ”

CONJUNTO DE PARTES ) 35

Definicion v
Conjunto de partes de A es el conjunto cuyos elementos son todos subconjuntos
de A,

EEHA XiXc A}
Los elementos de este conjunto son a su vez conjuntos, y, en consecuencia, P (A)

es un conjunto de conjuntos.
De acuerdo con la definicion, se tiene

XeP(A) » XCT A

F1 problema de decidir si un objeto es un elemento de £ (A) se reduce a determinar
si dicho objeto ¢s un subconjunto de A. ,

De acuerdo con la propiedad reflexiva de la inclusion, cualquiera que sea A, se tiene
A C A,y en consecuencia A € P (A) por definicién de conjunto de partes.

Ademds, por 2.3.5. i) se sabe que ¢ C A, y por la misma definicién ¢ € P (A}, Es
decir, cualquiera que sea A. el mismo A v el vacio son elementosde P (A).
Ejempilo 2-10.

B bl
Determinar el conjunto de partes de A = % 2.3, .r,

Los clementos de P {A) son todos los subconjuntos de A, es decir

Y la notacidn por extension es

..ﬂ P "o N 5 2} r. 1
pv=qo. {270 (35 (0] {230 {2a) L (3] ag
Ejemplo 211, .
i ) E!l conjunto de partes del vacio es el conjunto cuyo dnico elemento es el
vacio. i
P@) ={ 4}

ii) La pertenencia relaciona elemento a conjunto. mientras que la inclusion
relaciona conjuntos entre si. Desde este punto de vista, damos los valores de
verdad de las siguientes proposiciones relativas al ejemplo 2-10.

¢C A \%
deA F
peP(A) \Y
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k13 CONJUNTOS
. En esta demostracién hemos utilizado la definicidn de complemento y la ley
involutiva del cdlculo proposicional.
) ACTB=BcCA°

Demostracién) Utilizando sucesivamente las definiciones de complemento, de
inclusiéon y de complemento, se tiene

xXeEB=>x¢B=>x¢A=>x¢€Ac
Luego . B¢ C A°
Ejemplo 2-13,
Demostrar A = B = A¢ = B¢
XEAT o x¢A <+ xé¢B = xeB°
En virtud de Ias definiciones de complemento, igualdad y complemento.
Ejemplo 2-14.

i ) Si r es una recta incluida en el plano a, entonces su complemento es el par de
semiplanos opuestos abiertos, de borde r.

ii) El complementaric del conjunto de los mimeros naturales pares es el
conjunto de los naturales impares.

iii) El complementario de Q en R es el conjunto de los nimeros irracionales.

~2.6. INTERSECCION DE CONJUNTOS
Sean A y B subconjuntos de U,

2.6.1. Definicion

~:$amn&@=mmmomno&::nom.\yu‘.wmm&noé.:aowoﬂamao voZOmmanﬂcm
que pertenecena A y a B. .

El diagrama de Venn correspondiente es

ANB

* Lae

St SRS

s e

INTERSFCCION DE CONIJUNTOS 39

En simbolos se tiene
>3wHAXmG.\.«m> ’ mev

QO bien, sobrentendido U

>Dqu\xm> A kmmv

La interseccion entre conjuntos es una operacion binaria, porque a partir de dos
conjuntos se obtiene un tercero,

La propiedad que caracteriza a los elementos de la interseccion es la de pertenecer
simnitdneamente a los dos coniuntos, v se establece en términns de una conjuncién

La definicién de interseccidn establece
xX€EANB e xeA A xeB
Si la interseccion de dos conjuntos es vacia dichos corjuntos se llaman disjuntos.

Ay Bsondisjuntos & ANB=¢

Ejemplo 2-15.

i }Si r y r’ son dos rectas distintas incluidas en un plano, entonces su
interseccion puede ser vacia, o bien reducirse a un punto. En el primer caso
son paralelas, y en el segundo caso se laman incidentes.

ii ) Sean dos rectas AC y AB, donde A. B y C son tres puntos ro alineados
pertenecientes al plano a. Quedan definidos los conjuntos

'S (AB, C) : semuplano de borde AB que pasa por C
S (AC, B) : semiplano de borde AC que pasa por B

Entonces el conjunto S {AB . C)N S (AC, B) es el dngulo convexo BAC

whe
L od
e




X>guveXD>8 vV XDV

pueiBUIp o ua sa,, 38 0387
‘9330131 [op s3ed 52 soseumad S0P SO 3P UOLIDISIBIU

] S3OUCIUS ‘OI80IA) UN LY SOPINIUL ULISS sounfuos sop 1= anb sounsensowa(
T g1z odwaly

“HOI992SI3JUL B] 3P BIISUINUL pepatdoid
BUN S2 *1193P §9 ‘UOIIPUC) EPO} AP auarpuadopul SAa VO FU Y uotoisodoid gf anb a01p
sou 0187 (g us 1s oxad Sisarodiy ¥ ap 0N OYY sowsy ou (& ( 1 us aub a8310N
‘g o v onb 152 opeqoxd ependy
b« b v d 80} Ksj T A uoresesiaiut
ap UOQWIUIJSp E] SBUWISPE OPEBZIHN sownsy ‘d U V = V sisajodiy 1od sand

gaxe gax v Vaxe guvaXxs<« Vax

SOUIRIAPISUCD ‘g DV anb rensowap eied
goVe v=quv(il
v=gu Vensa(g) A(1)d
(7} gV DV BIYLIaA 3 Se0U0INY
‘UQLIDISIANUL 2P UOIULIAD 10d A sis;podiy ey sod

qUVIX <= gaX:yv VaXe=VaX
RIOUE 83§ (

soffe ap mivmbyend ua BpIMdUL

p1sa sojun{uod SOp AR UQIDIASIANU e arb 2o1p sou {1} uoixEjal T
1) ¥ DU UV BIDUINIAUGS UF
‘d e b v d BAEQY A2] A UQIDISIAUL AP UOINULIRP sod

VoXe g§3X v Vaxe guvaxy
usrq BI04y 'g U V 2 x onb [B1 [} 3 X B3 (e
:sauorsnjout sop eqoid
op sowny pependl op uQPIUYAp o YV =HdUV peplensSt g| lensOwap
anb sownsusy ‘g Vv Ssatodiy g tod epeuoidiodord ugroBULIOjU Bl UOD
v=duVe goVv(!
. :sauotoeol[dur sOp Sef ap
SOUOIOBIISOWAP SE] SOWEZI[BAT AJUIIONS A BLIBSIIIU UQIDIPUOD BUN 9P INITIEN 104

1y SOLNNINOD 1A NOIDDISHIALNI

P I

e Y QR 505

V=duVe gDV
RUIS109) SJUSINTIS (0P OLIB]0I0) UN 59 A pepaldoid e
) T gz opdwaly
V=VUN=NUVEIMJIBAS [} DVES anb eaarnbjeny

0105} w5 *[) OWISIW |2 53 OSED OXS3NU U F i[O BRES Bl
r] mied onnau ewey 85 (N) 4 °p OWAWIS|R [Bl A1dl[E O] OU oRo Iambiend
203 USRI eAnd 1y op owunfuodgus un 21sIx2 I8 JRUINLSIGD wSaIUL Y
s w},:m,.mﬁﬁuusm 2308 “fep sat Ny J Ap Soluaweis JIG0 viedo UOIdIasialue B

3¢ sont Y

TYSHIAINT T3 $3 NOIXDISHILINI VI VIV OULNIN OINTNATR (Al

‘uorUN{UOD B] P PEPIAIIBINUILIDD
¥ A uowosIBlUl O UOWIULSP ¥ OpuEdide EIAQO $3 UQIIBISOWIP T
vug=8UuV QVAIALLYINWNOD (111

(Hugluvya¥e Jugax v vaixe
= (32% v @3%) v Y3Xe J)IX v (§3X v VIX) e
«02x v UV3Xe dU@EUY)IX
audn
95 ‘ugrounfuod e 9p PEPIAREIOOSE B] £ “uQro93s151UY 9P UQIUIIP B[ OPURZI)

uauV=D2uUdUYV) AVAIAILVIDOSY Ul

vare VX vV VINS VUVIX
03109)s uyg

V=VUV VIONIIOIWAAI(
ugIdasIanul €] ap sapepaidoly 79

-

Sz - b ownfuod j2 sa SoUNId SOIAUNUY SO

ap o1unfuod |3 £ sexed sozoWNU SO} ap 01WN[UOD |2 3QUS UOLIASIAUL Bl 'Z UF (A
‘Jedun 3 1ed sjustuesuBAUAS

gas anb o1d1ua unfuiu alsixa ou onb BA ‘BfoRA SO SeredwWN SOISWUNU SO P

ojunfuod [o A sared $O13)Ua SOISWINU SOf 9P OIUNfUOD [3 ATUD UGLIOASIAUT B (Al

g'v)s=0'v)s
oV

@ vsu@vs
@' su@v)s

anb safe} 4 ep soyunfuoogns
uos (g°2) S A (D¢ V) S (g 1od esed anb v usfio ap) (g ° V) G SEPILIWILS £¥7]

1l

SOINMINOD or



e CONJUNTOS

Lo demostramos asi
xeANB =>xeA A xeB=xeX A xeX = xeX

Hemos aplicado sucesivamente la definicion de interseccion, la hipétesis y la ley

Ywicap A p =p
rs

< fjemplo 2-18.

Demostrar que el conjunto de partes de la interseccidn es igual a la interseccion de
los conjuntos de partes.

T P(ANB)=P(A)NP(B)

En 2fecto: teniendn en cuenra aue los elementos de las partes de un coniunto son
-broajuntos, consideramos

XeP(ANB)«+ XZTANB & XC<A « XCB <« XeP(A) » XeP(B)
= XeP(AINP(B)

4 Jefinicidén de conjunto de partes: teniendo en cuenta i ) a) del ejemplo 2-16, Ia
" ansitvidad de la relacion de inclusidn, la definicién de conjunto de partes y la
<oiinkion de interseccién.

2.7. UNION DE CONJUNTOS
=.7.1. Definicién
U'nién de dos conjuntos A y B es el conjunto formado por los elementos que
pertenecena A oa B.
Simbolicamente se indica
AUB= &f\xmc_\.«m.\y v kmmUv

Prescindiendo del universal

>Cmuam amam},\ .«mmv
La unién de conjuntos, lo mismo que la interseccién, es una operacidén binaria
definida en el conjunto de partes de U,
De acuerdo con la definicion, podemos escribir

aeAUB =2€A Vv a€eB

El o™ utilizado es incluyente, y pertenecen a la unién aquellos elementos de U
72 los cuales es verdadera la disyuncibn; entonces un elemento pertenece : la unién
< 3¢lo si pertenece a alguno de los dos conjuntos.

ATy Rey o

I

UNION D CONJUNTOS 43

El diagrama correspondiente es

U

A la union pertenecen todos los elementos de los conjuntos dados. En ¢l caso
disjunto se tiene

donde la parte sombreada es A U B.
Es claro .o todo conjunto esta contenido en su unidn con cualquier otro. En
efecto

XEA=>x€eA v xeéB=>x€eAUB
en virtud de la ley logicap = p v g, y de la definicion de unién. Entonces
A< AUB como querfamos.
Ejemplo 2-19.

i ) La unidn de un par de rectas 7 y ’ contenidas en un plano es el par derectas.
ii ) La uni6én de dos semiplanos opuestos y cerrados es el plano.
i) Sean los puntos A, By C. como en el ejemplo 2-15. iii). Se tiene

S(B,AYUS(B.C)
S(A,B)US(B.C)

r
S{A.B)

2.7.2. Propiedades de la union
I) IDEMPOTENCIA. Cualquiera que sea A, se verifica
AUA=A
Pues XEAUA & xeA v Hm»@.«m}

por definicidn de unibén, y laley logica p v p < p.

b e St e
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16 CONJUNTOS

(AUBYAC (ANOYUBN Q)

Las demostraciones formales son las siguientes:

2.2.1. Distributividad de la interseccién respecto de la unién

XeE(AUBINC & xeAUB A xeC = (x€A v x€B) A xeC =
“(xEA A x€C) V (xeB A xeC) ®xeANC v xeBNC =
e xe(ANC)U(BNQO)
por definiciones de interseccion y de union, v distributividad de la conjuncion respecto
de la disyuncién.

2.8.2. Distributividad de la unién respecto de la interseccién

xe(ANB)UC ® xeANB v xeC &
@{xX€EA A x€B) vV xeC o

*{x€A v xeC) A (xeB v xeC) &
@ xeAUC A x€BU C &
“xe(AUC) N(BUQ)

Se han utilizado las definiciones de union, de interseccion, y la ley distributiva de la
disvuncion respecto de la conjuncién.

2.9. LEYES DE DE MORGAN

Estas leyes, de gran aplicacién. permiten relacionar Ia complementacién con fa
unidn e interseccion,

=9.1. Teorema. El complemento de la unién de dos conjuntos es igual a la intersec-
¢i6n de sus complementos. ,

3

LEYES DE DE MORGAN 47

Tesis) (A UB)" =A°NB°

Demostracién) x e(AUB)° © x¢ AUB &
@ ~(XxeAUB) © ~(x€A v x¢eB) &
> x¢fA A x¢B e xeA® A xcB e
< xeA°NB°

Por definicién de complemento, de unién, negacién de una disyuncién, y definicion
de interseccion.

2.9.2. Teorema. El complemento de la interseccion de dos conjuntos es igual a la

cimifie An mese amireiid A am b
unidn de sus complemcntos.

Tesis) (AN B)* = A° UB°

Demostracién) x e(ANBY ©« x¢ANB «
@& ~{(x EANB) ® ~(xcA » x€B) =
@ x¢A vV xXéBexeA®° v xeB° &
* x€A°UB®

De acuerdo con las definiciones de complemento. de interseccion, negacion de
‘una conjuncidn y definicién de unién.

Ejempio 2-22.
Demostrar la equivalencia de las siguientes proposiciones:

ACB ; BCA® ; AUB=B ; ANB = A

)

De acuerdo con lo establecido en el Capitulo 1, para demostrar la equivalenciz de
una cadena de n proposiciones, es suficiente probar » implicaciones. En nuestro caso

p=>qg=>r = §=p
1°) ACB = B°CA°

Enefecto x€B° = x¢éB = x¢éA = x€A°
por definicién de complemento, por hipéotesis y definicién de complemento.

2°) B°CA° = AUB=B
Seaxe AUB = x€A V x€B =
=x¢ A v x€B =x¢B® v xeB =
.=>x€B v x€éB =>x¢€B

.Ppor definiciones de unién y de complemento, por hipétesis, definicién de
complemento y ley logicap v p = p. ’
Asi

AUBCB (N
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50 CONJUNTOS ) | ) DIFFRENCIA SIMETRICA 51

En efecto .
A A B=(A—BUB—A)=(ANB)UBNAS)=
=[(ANBY)UB]N[(ANBYUA®]=
=(AUB)N(BSUB)N(AUAS)N(BSUA®)=

aplicando 2.10.2, ley de De Morgan, distributividad de Iz interseccién respecto de la
unidén )
(ANB)~(ANC)=(ANB)NANC) =
=(ANB)N{ACUC) =

=(ANBNAYUANBNC)= =(AUB)NUNUN(ASUBY)=
=¢pUANBNC)=ANBNCS 2 =(AUB)N(ASUB%)=(AUB)N(ANB)=(AUB)—(ANB)
De (1) y (2) resulta . De acuerdo con (2), por ley distributiva de la union respecto de la interseccion, por

ser B°UB=AUAS =1, por ser U neutro para 1a interseccién, por conmutatividad

ANB-O=ANB—(ANC) de 1a union, por ley de De Morgany por 2.10.2.
Las expresiones alternativas para la diferencia sunétrica son
2.11. DIFERENCIA SIMETRICA A A B=(A—B)U(B—A)=(ANB)UBN A%y =

Sean A y B dos m:_wooacaom de U. =(AUB)—(ANB) M.é» UBYN(ANBY

2.11.1. Definicién 2.11.2. —#QE&»&& de la diferencia simétrica +

1) CONMUTATIVIDAD ;
A A wMA>IwaAwI}.vnﬁw.(}v.C;ylmgnw A A

iI) EXISTENCIA DE NEUTRO. En P (U), el vacio es neutro para la diferencia
simétrica. En efecto

AAP=(A—P)U(@—A)=AUP=A=0AA

III) EXISTENCIA DE INVERSOS. En uma operacién entre elementos de un
conjunto (en este caso el conjunto es P {U), los elementos son los subconjuntos
de U y la operacidn es la diferencia simétrica), interesa determinar si, dado un
conjunto, existe otro cuya diferencia simétrica con ¢] es ¢l neutro. Afirmamos
que todo conjunto A C U admite al mismo A como inverso respecto de la
diferencia simétrica.

En efecto

Diferencia simétrica de los conjuntos A y B es la unién de los conjuntos A — By
B—A.
La notacidn es
A A B=(A—B)U(B—A) )

y el diagrama correspondiente

L]

>D>HA>!3CA>L>VNQCGH@

\ Otra identificacion de la diferencia simétrica es IV) ASOCIATIVIDAD. Cualesquiera que sean A, B y C pertenecientes a P (U) se
. . . verifica . .
“ A AB=ANBYUEBNAY () o (AAB)AC=AA(BAC)
v que se deduce como consecuencia inmediata de la definicién, teniendo en cuenta que - ,v,
: la diferencia entre dos conjuntos es igual a la interseccién del primero con el Demostracion)

complemento del segundo, segiin 2.10.2.

(AAB)AC=[(AAB)NCJU(AAB)Y NC]=
Wmm::u también

: nMﬂ :w:wnvccyaas_annv U :A}c&o?:m%_nanv =
A A B=(AUB)—(ANB) ~ (3) =(ANB NCHUA NBNCHL ,;Sc_:ncrxnmzjnv ‘=
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CONJUNTOS

En particular

i

AX A=A AG.S\QTV A vm>v

Ejemplo 2-29.
i ) Producto cartesiano de A

i

(2} v oo
AxB={(1,1),(1,2,2,1.2.2.6.D.3,2}

ii ) Por ser pares ordenados, los elementos del producto cartesiano de dos
conjuntos pueden representarse mediante puntos del plano cuya abscisa y

A S PP N S P pmmmon we Lo ca oo X
crdenada 550, respeilivamnenie, a prandia y a Cguiila cOlpuiigiiic,

\‘l’/

37
Fany

e
e

N
& & =
//.\\\

e
td
W

Los vértices de Ia cuadricula obtenida son los elementos del producto cartesiano,
iii) El producto cartesiano no es conmutativo, pues
(3.1)eAXBy (3,1)¢BXA =
= AXB#BXA
Ejemplo 2-30.
Sean los intervalos cerrados de ndmeros reales
la,b]= ?mw\amaﬁl
e m&(wm yeER[e<y<d

Entonces

[a,b]X ?.&n_Tx,Emwu ja<x<b A ?AL\AQV

es el rectdangulo cuyos lados son dichos intervalos.

¥ gt

PRODUCTO CARTESIANO DE CONJUNTOS

¢ (2202

Ejemplo 2-31.
Sean A= Akmwu EAMV

Entonces
(x.7)€R? /=1<x<I A yeR)

iy

AXB=

(S

es la faja abierta de la figura

-

n
n
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58 CONJUNTOS

Ejemplo 2-33.

Operaciones con intervalos reales

i) .Cgr.l.cip:c:bcs,&c:..u
i=
=RV {0}=[0=)
donde R” denota el conjunto d= los niimeros reales positivos.

i) mTaw w =1npn (-1 & 3.:.uﬁov

i=1 - -

i) AL 1 .- 1Y A /4 1) »
Np. 4 =wnn ©.4) n 0.4 n....=0

2.14. UNIONES DISJUNTAS

En Probabilidades se utilizan uniones de conjuntos diguntos y en lugar de utilizar
las notaciones

AUB paraelcaso AMNB=¢
es usual escribir

A+B

simbolo que indica una unidn disjunta.
Si se tiene una unién arbitraria de conjuntos, ésta puede expresarse como unién

disjunta de la siguiente manera

AUB=A+A°NB

Consideremos ahora la unién de tres conjuntos A;, A; y Aj;la podemos expresar
como unién disjunta mediante

3
C%_,n? +ATNA, FATNASNA,

i=

.
b e

i

e

OPERACIONES Omz_;..mw}ENav\/m 59

Indicando con el simbolo Z la union en el caso disjunto, la expresion anterioren el
caso de una sucesion de conjuntos puede escribirse asi
UAi=A +Z ATNAIN...OAT NA
ieN i=2

N

Se trata de probar esta igualdad.
a) El segundo miembro es una unién digunta.

Sean dos términos de la sumatoria con i # j, por ejemplo: i <j. Se tiene
(AN L NALINAIN(ATN ... NATN ... NAS, NA)=
=¢pues A;NAf=¢

b) Todo elemento del primer miembro pertenece al segundo.
Sea xe U A =3ieNixeA;
ieN

’

Si k es el menor entero positivo para el cual x € Ap se tienex g A; U A, UL
WA, yaquex no pertenece a ningin A; con i <A.

r.:mmo
X€(A, UA U ... UA,) =
> x€AINASN ... NAL, ycomo X € Ap=
=xeATNASO ... DAL, NA,

y en consecuencia x pertenece al segundo miembro.
¢) Sea ahora un elemento del segundo miembro. Por ser una unidn disjunta, dicho
elemento pertenece a uno y sdlo uno de los términos, es decir
Ik/xeASNASN ... NAL, NA, =
= x € A, para un Gnico k =
=X€ C >~

. ieN
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2-56.

2-59,

2-60.

2-61.

2-63.

2-64.

2-66.

COMJUNTOS

Demostrar
A=(ANB)U(ANES)
Demostrar
BCA < (A—B)UB=A
Demostrar )
(A—B)UB=AUB
Demostrar .
AAB=¢p «» A=3B
Demostrar
AXB=¢ ®» A=¢ Vv B=¢
Demostrar
ACB A CCD«» AXCCBXD
Demostrar
(ANB)XC=(AXC)N(BXC)
Demostrar
(A-B)XC=AX(O)—(BXC()
Demostrar
i) ACB=>(AUC)CBUC)
i) ACB=QANCCBNC)
Demostrar
ACB A ACC® AC(BNO
Demostrar
ACC A~ BCC <« (AUB)CC
Demostrar
ANB=p A AUB=C =A=C—B
Demostrar
i)yUe=¢ i) ANA =¢
i) U =¢° iv) AUA°=U
. Demostrar

AUB=U A ANB=¢ = B=A°

2.68.

2-69.

2-70:

271

2-72,

TRABAJO PRACTICO Il 63
Demostrar A
i)A—(A—B)=ANB
i)AVU(B—A)=AUB
Demostrar la equivalencia de

AUB=U y A°CB
Demostrar la equivalencia de
ACB® y ANB=¢
Si A tiene 7 elementos escribimos C (A) = n (cardinal de A esigualan).SiAy B
son finitos, entonces el cardinal de la unidn es igual a la suma de los cardinales,
menos el cardinal de la interseccion, es decir
C{AUB)=C(A)+C(B)—C(ANB)

Demostrar ’
C(AUBUCO=CA)+C(BY+C(C)—C(ANB)—
—C{(ANC)—C(BNC) +C(ANBNC)

Sean U # ¢ y 4 una familia no vacia de subconjuntos de U, es decir:' 4 CP(U).

Por definicidn, 4 es un dlgebra de Boole de partes de U, si y sblo si A es

cerrada para la complementacién, para la union, y contiene al vacio. Es decir
i) Aed = A%€A
ii) Ajed,iel = U A;eAd
iel
i) ¢geA

donde I denota un conjunto de indices a lo sumo numerable..
Demostrar que A contiene a U, y que es cerrado para la interseccion.

2.73. Sean: §2# ¢, A y B dos ilgebras de Boole de partes de £2. Demostrar que A N B

es un dlgebra de Boole.
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£f RELACIONES

Considerando el ejemplo propuesto en 3.2, se tiene:

5 N\ \\\\s\\AV /\\4>xw
4
\ V \\\ —>» R

-~

a b c d

iii) Mediante un matriz. Sobre una columna st anotan los elementos de A, v
scbre una fila los de B. En el dngulo superior izquierdo, el significado de Ia
relacion. Se asigna a cada elemento del producto cartesiano AXB un 1 o bien
un O, segin que el par ordenado correspondiente pertenezca o no a la
relacién. Con el mismo ejemplo, resulta

R 1 2 3 4 5
a ] 1 0 1 0
b 0 0 o© 1 0
c 0 0 o 0 0
d 0 0 0 0 i

3.4. DOMINIO, IMAGEN, RELACION INVERSA

‘Consideremos una relacion R entre los conjuntos A y B. .
Si (x . ¥) € R diremos que y es una imagen de x a través de R, y que x es un
antecedente o preimagen de y por R.

Definicion

Dominio de R es la totalidad de los elementos de A, que admiten imagen en B

_ux.n Akm.»:a,u&mhv

s
3
3
.

PR e

R e

RELACIONES INVERSAS 67

Definicion 7
Imagen de R es el conjunto de los elementos de B, que admiten un antecedente
en A

mzu T.mw:x:i%v

o

Definicion <.
Relacion inversa de R es el subconjunto de BXA definido por

R uﬁc:b:a ¥)ER )

Ejemplo 3-1.
Con relacion al caso estudiado en 3.2, se tiene
’

fn?xﬁ&

o»u?.?i

La relacion inversa €s

R ={(.0).(4.0).4.).5.a) }

y corresponde a la propiedad .
P{y.x):yeslanota obtenida por x

El grafico cartesiano de esta relacion inversa es

~— BXA
d \\ \V/«

/

Bl
N\

/} \\

[
w
'S
w
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B RELACIONES

Determiinamos primero el proeducto cartesiano
2 N TN e
A® = ﬁ (@1 ,81),(a; ,a3),(ay »@1) 5 (a; ,auvv
2 4 :
Como A? tiene cuatro elementos, existen 2% relaciones en A, y son las siguientes:
Ry =¢

k» HA AM_ ¢h~vv

NM (a: ,a,) . (a; ,a3) ,w
R; ={ @1 ,@).(@a Lay) )
Ry ={ @ ,a) . ,a;) }
Ry ={ @1.03), (2 ,,) }
Ry HA (a; ,a3),(a, ,hnvv
R ={ @ .0,),(a: ,0)}
Ry NA (@; ,a1),(e; ,a3),(a; .«:vv
Ris MA {ay ,a,),(a, ,a;),(a, .nuvv
Ry uA @1,41),@ ,a1),(,25) }

h»m "A Ahu vﬂuvumhu uh»vuﬂﬁs uﬁuv\v
hum ">u

Ejemplo 34,
Grafico cartesiano de la relacion definida en R, mediante
(x.y)€R & x? =y m
La relacion es un subconjunto de R?
] , ¥ pertenecen a ella los pare
nitmeros reales que satisfacen a (1). Ahora bien ) : pares ordenados de

' =1l ex? —y? =0e(x+y).(x—y)=0
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RELACIONES EN UN CONJUNTO -

Sabemaos que en R, si el producto de dos factores es cero, alguno de los factores es

nulo, es decir .
x+y=0vVv x—y=0®y=—x V y=x

Cada una de estas ecuaciones es la representacion analitica de una recta del plano;
en este caso, se trata del par de bisectrices del sistema de ejes.
mw>uﬁﬁ.:«.:.<ntkv <muAQ.E:\N av

¥

entonces la relacion

~
R= Mm (x,y)[x*=)? w = A U B, es decir s la unién de ambas bisectrices.

3.7. POSIBLES PROPIEDADES DE LAS RELACIONES DEFINIDAS
EN UN CONJUNTO

Sea R una relaciéon definida en A, es decir, R C A?. Dicha relacién puede
clasificarse de acuerdo con las siguientes propiedades:

3.7.1. Reflexividad ‘
’ Resreflexiva ¢ Vx:x€A = (x ,x)€R

La reflexividad de R se caracteriza porque todo elemento de A forma pareja consigo
mismo, y el par asi obtenido pertenece a la relacion.
3 . .
Llamamos diagonal de A* al conjunto D = A (x.x)/x€A \V es decir, la diagonal

ponentes iguales. La reflexividad se tradu-

de A? es el conjunto de los pares de com :
2 osti contenida en la relacion, es decir

ce en el hecho siguiente: la diagonal de A
R esreflexiva © DCR
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74 RELACIONES

La no simetria no impide que dos pares de componentes permutadas pertenezcan a
la relacidn, pero exige que haya al menosun par en la relacion, y que el que resulta de
permutar sus componentes no pertenezca a ella.

3.7.6. Asimetria
R es asimétrica @ Vx Vy: (x,y)eR = (v ,x)¢R

En este caso debe ocurrir que si un par pertenece a la relacién, entonces el que se
deduce por permutacién no pertenece.

Ejemplo 3-6.

T
EnA= A 1.2,3; clasificamos desde este punto de vista las relaciones:

i15={01.,D.2,3.6,2)
s simétrica.
i) 7={(1,2,2.0.3,10}

€s no simétrica, ya que
(BG.DeT A (1,3)¢T
i) 0= {(1.2.(1,3),2,3)}
es una relacién asimétrica en A.
3.7.7. Transitividad
Restransitiva & YxVy Vzi(x,3)eR A (,z)eR = (x,z)eR
Es decir, si un elemento estd relacionado con otro (no necesariamente distinto), y

éste estd relacionado con un tercero, entonces el primero estd relacionado con el
tercero.

3.7.8. No ftransitividad
Por ser la negacién de la transitividad. decimos
, Resnotransitiva & 3x3py3z/(x,¥)eR A (v.z)eR A (x,2)¢R
3.7.9. Atransitividad -~ =~
R esatransitiva & Vx Vy Vz: (x ,y)€R A (V,2)eER = (x.2)¢R .
Ejemplo 3-7. ’ .

Considerando el mismo conjunto A de los ejemplos 3-5 y 3-6 se tiene:
i ) Ry U son transitivas.

N

PROPIFDADES DE LAS RELACIONES 75

i) v={(1,2,2,9,0,3),3,1) } esno transitiva, ya que
(1,3)eV A (3,DeV a (1,1)¢V

jii) W= A: .2, (2 ,wd es atransitiva, ya que
(1,2)eW A (2,3)eW =(1,3)gW:

3.7.10. Antisimetria
R es antisimétrica ©® VXV Vv :(x,¥y)€R A (¥y x)ER = x=y

Eu esic vaso, 5 dos pares d¢ compenentes permutadac pertenecen 3 la relacidn,
4

entonces dichas componentes se identifican.
De este modo, Ia relacion R del ejemplo 3-5 es antisimétrica, pero no lo es § puesto

que es F la proposicion
{2,3)e8 » (3,)ef=>2=3

Ejemplo 3-8.
En R se considera la relacion R definida por
(x.MeR e x—yel (N

Estamos interesados en la clasificacion y representacion de R.
La definicion (1) se traduce en estos términos: dos reales estan relacionados, si ¥

s0lo si su diferencia es un entero. .
i ) Reflexividad. .
veR =>a—a=0e¢Z =(2,a)€eR

ii ) Simetria.
@.b)eR =»a—beZ=>b—acl ={b.a)eR

Por (1), porque si un nimero es entero, su opuesto también lo es, y por(1).
iii) Transitividad.
E.S.mx A (b.c)ER =>a—beZ A b—cel =
=(a—b)+(h—c)eZ =>a—c€L =>(a.c)eR
iv) R no es antisimétrica, pues
(3.2)€R A (2.3)eR=2=3 e F

v ) Grifico de R. .
A R pertenecen los pares de reales (x , ) talesque x —y € Z

Ahora bien

x—veZ >x—y=klkeZ =v=x—k con keZ
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i% RELACIONES
es de equivalencia. Clasificamos las siguientes proposiciones:

1~1V 1~2V 3~1F
2~2V 2~1V 2~3F
2~3V 1~3F 3~2F

En virtud de las tres primeras queda asegurada la reflexividad. En cuanto a la
simetria es suficiente ver que

1I~2=2~] e V
Mis aun. si el antecedente es falso la implicacién es verdadera
1~3 =3~1

Para la transitividad, descartando los casos de antecedente falso, es suficiente
verificar:

I~ A 1~2=]~2
1~2 A 2~1 =1~}

2~1 A 1~2 =2~2

< < < <

I~ A i~ = )~

El diagrama de Venn es

donde cada arco orientado estd asociado a un par perteneciente a la relacion. En forma
caresiana: .

M

R

CLASES DF 1 QUIVALENCIA 79

ﬁll\\ \‘

3.8.2. Clases de equivalencia y conjunto cociente

Sea ~ una relacion de equivalencia en A #¢. Un problema de interés es la
determinacién de todos los elementos de A gde son equivalentes a uno dado, es decir,
que forman pareja con él. La respuesta conduce en cada caso a un subconjunto de A,
llamado clase de equivalencia del elemento.

Definicion
Clase de equivalencia del elemento a € A es el conjunto de todos los elementos
de A equivalentes aa.
K, = A xeAlx Inw

m.a:“ relacion al ejemplo 3-10:

?n?bvumu
xunﬁ.uv

Es decir, hay dos clases de equivalencia, que son subconjuntosde A.

.

K,
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82 RELACIONIS

multiplos de ., En particular:

NOHA\,..,..le:.lz‘o_:.w,:_w:. ...... v
W_ﬁ»ﬁ...i.,_lw:,ﬂlzv_.u+:__+N=L+m=.2....v
Euﬁ....:Ll?biz,m.N.I:T&F:....v

K., ={. .. STImn = b =20,

Verificamos que no es posible obtener otras clases distintas de éstas; si queremos

E—3 - - 2 3
K, A\, 2n, n.o,:,rz‘wz,.:...w Ko
Andlogamente: K,,,, =K, =Konsr =K., =etc.

Los subindices de Ias clases de equivalencia son los posibles restos de la divisién de
un entere por n, es decir: 0, 1,2,...,71— 1, ya que de acuerdo con el algoritmo de la
divisidn entera el resto es no negativo y menor que el divisor. Por este motivo reciben
el nombre de clases de restos médulo n, y suelen denotarse mediante

0,1,2,.....,n—1
El conjunto cociente es

Z

=¢0,1,2

s, n—1 Hquz

O bien
Z,={K,/0<u<n)}

Lo mismo que en el ejemplo 3-10, las n clases de equivalencia son no vacfas,
disjuntas dos a dos, y su unién es Z. )

Vamos a considerar el caso particular de las clases de restos médulo 3, en cuyo caso
el conjunto cociente es

z={0.7.2}={K .Ki .K;}

donde 0 es el conjunto de todos Ios multiplos de 3, o lo que es lo mismo, el conjunto
de los enteros que divididos por 3 dan resto nulo; a 1 pertenecen los enteros que
divididos por 3 dan resto 1, y andlogamente 2,

La particién de Z es

e
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Z

Realizamos la representacion cartesiana de la refacion. De acuerdo con (1), se trata
del subconjunio de Z? cuyos elementos son los pases ordenados de enteros (x , ¥}, que

satisfacen
3ix—y =x—y=3kconkeZ =>y=x—3kconkel

Para nm&., entero k& quedan determinados los puntos de n.oo&mnmaww enteras .am la
recta ¥ =x — 3 X, y en consecuencia, la relacion consiste en el siguiente conjunto
discreto de puntos del planc N

s
7 N
ZA * s
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86 : RELACIONES

i) K, NK, #¢ = K, =K,
vy u#v = K, NK,=¢ "
V) VaeA,3uellaeK,

NOTA

I es un conjunto de indices que se forma eligiendo un Ginico elemento en cada clase
de equivalencia.

Demostracion)
i ) A todo elemento del conjunto de indices le corresponde una clase no vacia.
Por hipétesis. reflexividad v definicion de clase de equivalencia-
A$op =3acA =a~a = aeK, =K, #¢pVacA
Ahora bien, como [ C A
uel »ueA =K, +¢
ii ) Dos elementos de A son equivalentes si y sdlo si pertenecen a la misma clase.
a)a~a' =a ek, » zek,
Siu €K, entoncesa y a2’ €K,
blaya'eK, =a~u » a’~u =
=a~u A u~a =a-~q'

iti) Clases no disjuntas son idénticas.

K.NK,#¢ =K, =K,

En efecto. por hipotesis:

*

K,NK,#¢ =3xeK,NK, =
=3 xeA/xeK, » xek, =
XU OA XM SDU~N~NE A XY ) . M
Sea .
yeK, =y~ (2

De (1) y (2), por transitividad

e ey,

.Emﬂ: =2y~ =yeK,
Osea K, CK, : ’

Andlogamente K, C K,,, y resulta

PARTICION Y EQUIVALENCIA 87

iv) Elementos distintos del conjunto de indices determinan clases disjuntas.

u#v =K, NK,=¢
Suponemos K, NK,#¢ =>3xeK, A x€K, =

=X~ A XY = UTX A XV =

=u ~r = u € K,. Absurdo porque contradice la definicién de 1.

v) Todo elemento de A pertenece a una clase, o lo que es lo mismo, las clases de
equivalencia “cubren” a A.

SeaaqcA =a-u >ac¥, (1)

Siu €K, entonces K, =K, . yresultazeK, .

NOTA
,
Las proposiciones i ), iv) y v ) significan que toda relacién de equivalencia, definida
en conjunto no vacio, determina una particién de éste en clases de equivalencia.
Precisamente, las clases son los elementos de la particion.

3.8.5. Particion y relacion de equivalencia

Sea M K,/luel v una particién de A. Entonces queda inducida en A una relacion

de equivalencia.
Para demostrar esta propiedad definimos primero una relacion en el conjunto no
vacio A, mediante
“dos elementos de A estin relacionados, si y solo si pertenecen al misno
subconjunto de la particién”.
En simbolos

(¢, b)€R « ayb pertenecen al misno Ky (1)

Vamos a probar que es de equivalencia.
i ) Reflexividad.

Por definicion de particion
aeA =3 :m:ammc = g y a pertenecen a K,

Entonces, por (1) (2. a) €R
ii ) Simetria. Seana y b en A, tales que

(a.,b)€R = gy b pertenecen al mismo K, =
= by a pertenecen al mismo K, = (b,a)€R
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c,.v RELACIONES

€)

= f
Rs = d,:,C »(22),(3,3),(1,2) (2.1),(1,3), (3,1),(2,3) ,(3,2) v = A?

Es decir

(c,2)eR; & (x,py)eA?

.3

Aqui la particion consiste en un tinico subconjunto: el mismo A

3.9. RELACIONES DE ORDEN

E P . -
" mwc_wwm& m.n Bunmm:»cn.n yen Ia vida cotidiana ordenar los elementos de un conjunto

e ac ..o con mmmcn cnteno conveniente. El orden queda especificado a través del
termino “preceder”, y decir

“x precede a p significa (x YIER

Lo esencial de toda relacién de orden es la transitividad, y segiin se cumplan o no

otras propiedades se habl i i
S a de orden amplio o estricto, y en cada caso, de orden parcial

3.9.1. Orden amplio
SeaR C A?, -
Definicion -

R es una R_mnam de o i iys
rden amplio en A si y sdlo si e i isimétri
u T
s 2 y s reflexiva, antisimétrica y
Obviando los cuantificadores universales tenemos:
i ) Reflexividad.

2€A = {2,a)€R

-

RELACIONES DF ORDEN 0

i ) Antisimetria.
(a,b)eR ~ (b,a)eER =a=D
jii) Transitividad.
@,MNeER A (b,c)eR =(a,c)eR

3.9.2. Orden parcial y total

Sea R una relacion de orden en A.
i YR esde orden parcial si v sélo si existen pares de elementos incomparables, es

decir
3a,3b/(@a.b)eR ~ (h,a)eR
i ) Ei orden es total en caso contrario, ¢s decir

c+b =>(e.b)eR v (b.1)ER

Ejemplo 3-14
i ) En N la relacién de divisor es de orden amplio y parcial.

Por definicién
nla ©3meNja=n.m

a) Reflexividad.
geN =a=a.1 =>ala
b} Antisimetria.

Sean a|b A bla= nymenN/b=a.n » a=b.m=
=g.b=ag.n.b.m=1=n.m=n=m=1
Luegoa=b.
c) Transitividad.
Sean ailb A bic=b=a.n r c=b.m
Entonces b.c=a.n.b.m =>c=g.{n.m)=>c=a.p =alc.
Por otra parte, este orden amplio es parcial, pues existen pares de naturales que no

son comparables por la relacién de divisor. Un contraejemplo estda dado por 2y 3, ya
que 2|3 y 3|2 son proposiciones falsas. )
Es claro que un par ordenado de nimeros naturales pertenece a la relacion siy s6lo
si la primera componente es divisor de la segunda.
Esta relacion estd representada por los puntos del primer cuadrante de coordenadas
naturales que tienen abscisa nmatural. y para cada una las ordenadas son todos los

miltiplos naturales de aquéllas.
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34 RELACIONES

a € A esel primer elemento < xe A = a<x

i) Ultimo elemento. El elemento b € A se llama Gltimo elemento si y sélo si
todo elemento de A precede a b.

b e Aeseliltimoelemento < xe A = x<b

De estas definiciones no se deduce que todo conjunto ordenado deba tener
necesariamente primero o Gltimo elemento; puede ocurrir que carezca de ambos, que
tenga primero o bien iiltimo, o que tenga primero y Gltimo.

iii) Elementos minimales. El objeto m de A es un elemento minimal si y sélo si
no existe un elemento distinto que lo preceda.

meéAesminimal @ VxeA: o <m=m=x

iv) Elementos maximales. El objeto n es un elemento maximal si y sélo si no
existe en A un elemento distinto que lo siga.

ne€Aesmaximal & YxeA m<{ A= x=p

Puede ocurrir que en un conjunto oidenado no existan elementos minimales o
maximales, y si existen pueden no ser {inicos.

v } Cotas inferiores. El elemento 2 € A es una cota inferior del subconjunto
X C Asiy solo si precede a todo elemento de X,

geAescotainferiorde XC A @ xeX =2a<x

vi) Cotas superiores. El elemento b € A es una cota superior del subconjunto
X C Asi y solo si sigue a todo elemento de X.

be Aescotasuperiorde XC A © xeX = x<b

vii) Supremo ¢ cota superior minima. El elemento s €A es el supremo del
subconjunto X C A si y s6lo si es el primer elemento del conjunto de las
¢otas superiores.

viii) Infimo o cota inferior mdxima. El elemento i€ A es el infimo del
subconjunto X C A si y solo si es el dltimo elemento del conjunto de las
cotas inferiores.

Las cotas de un conjunto, si existen, no son necesariamente Gnicas. En cambio, el
infimo o supremo, aunque el conjunto no sea acotado, pueden no-existir, ya que un
conjunto ordenado puede carecer de primero o Gltimo elemento; pero si existen, son

Unicos. Precisamos los conceptos anteriores en los ejemplos siguientes.
Ejemplo 3-16. -

i ) Consideramos el intervalo abierto (— 1 , 5. C R, donde se define la relacion
de menor o igual.

Esta relacion en R es de orden amplio y total, pues

ELEMENTOS DISTINGUIDOS 95

a) Reflexividad.
2eR =a<a

b) Antisimetria.

a<b N b<a =a=b
¢) Transitividad.

a<b r» b<c =a<c

d) Linealidad.
g#b =>a<b v b<a

No existen en (— 1, 1) ni primero ni 4ltimo elemento, ya que los nﬁaamm -1yl
no pertenecen al intervalo abierto. Tampoco existen elementos minimales ni
maximales. Es claro que cotas inferiores de (— 1, 1) hay infinitas: todos Ew. reales
menores o iguales que — 1. Andlogamente sorf cotas superiores todos los Ewaﬁom
reales mayores o iguales que 1. El infimo es —1 y el supremo es 1, y ningunc
pertenece al conjunto (— 1, 1).

ii) Con la misma relacion de menor o igual el intervalo manzngm.:o m..n 1,
tiene primer elemento — 1, que es también minimal, cota inferior e infimo.
Carece de Gltimo elemento, de elementos maximales, de cotas mcﬁnuonum y de
supremo,

iii) Sea ahora el conjunto A = A 2.3,6,9,12, mmv ordenzdo por la
relacién de divisibilidad. Se ha visto que €l orden es amplio y parcial. Como
no existe en A ningin elemento que sea divisor de todos los demds carece de
primer elemento, pero tiene Gltimo y es 36. Este es elemento maximal, ¥
tanto 2 como 3, son minimales. No hay cotas inferiores ni infimo, pero la
cota superior v el supremo son 36.

3.9.6. Diagramas de Hase

Sea A un conjunto ordenado. . o
i w Elementos é¢onsecutivos. Los elementos a y b de A son consecutivos siy solo
si
a) a<<b
b) e<x<b =a=x V b=x .

ii ) Representacion de conjuntos ordenados. Es posible H%Emga.n un conjunto
ordenado y finito, mediante un diagrama llamado de Hasse, mm_msmmao acada
elemento del conjunto un punto del plano o bien del espacio, w.::ﬁamo Sau_
par de elementos consecutivos por medio de un vector orientado en e
sentidodexay, six <



*OpBU3PIO

susuEl0l 198 ou fod ‘OpEUapIO USIQ BIS3 OU ‘IOSIAIP 3P uoroear g iod

opeuspio ‘(H "9'6'E Ud oisendord Aem. T1°6°9°¢€°T v = v ownfuod 13 (A
‘HoISN[aUl 9P UOIOE[al Bf 104 OPEUIPIO UDIQ

2152 A.\,.u ‘g .Qv ‘ A.\n .mv : A\ D ,v b uos SOWAWS]d SOANS olunfuod 17 (Al
: c -ojuawals 1owmd Ul N
ap E3oBA ou a13ed £pol £ ‘OprUIPIO ajuawfeios ghey s anb B4 ‘end! o Jouatu
ap uotoeja: Bf Jod OPEUIPIO UALQ BISA SI[BIMIEY sozauiny sof ap N ownfuod [ (11
) -OpBUSPIO U] BISD QU O1UIWI}D sounid ap 39218 OWO? o32d
‘uoroejal BUISIUI €] 10d OPEUIPIO S1UIWIEIO} BISI SOIARUS so ap Z owunfuod (3 (N
‘ORI
1aumid ap 2021ed oiad Y Ip BIOTA OU aped vun s2 (] © | —) OMIAIQR OfgAIAIE
13 "0103) ug ‘OB Jowud uan Y P O1IBA OU ounfuooqns opot ou sand
“OpRUApIO USIq OlURfUCY un s2 Ou orpd ‘OpRUSPIO SILAW[EIOY PISI - Jendt
o louaur, ap uQwejel ef jod OpeUapIo ‘S3B3L S0IAWNU SO 3P oyunfuod 14 { ¢
9I-€ opdwdty

"OJUIUIA]S
pumid Jusr) Of9BA ou ownfuodqns Opo} SELOPE A ‘opeuspio sjueuIeIond
£150 IS O[OS A 1S UdPIO 3p UOEAL BUN 10d opeueplo uelq g9 ojunfuod UM
uopIfod

“y U3 UapIO ap UQIOE[a] BUN > BIS

sopeuspro uaiq sojunfuo) 'L'6E

Lé NOIDVNIMIO VNiHNd

.ummﬂﬁ po

“OpEBINOIIa1 ap O PaX 3P BINIONIISA BUN SUSH OUNfUOD [3 anb 1P 38 ‘OpeuapIo ojunfuod
un ap sojuawofe 2p- sed opo} eied annoo 0153 opwen) Am.v.é .cv $3 owsazdns
PA Auv s9 oumyul [d Au.uv A An.uv sopep Iy -owardns un £ oumjul
un ‘;moap $3 ‘BuUnUIW Jouadns £jod Bun A BUNXRU JOLaJuU! E10D BUn dpuodsaniod sof -

(V) g op esanbsa[end SOIUSWID SOp Y "[RUAXEIM A [PUNUTIU OIUSUIILS [2 UOS SOQWY "3)
usureansadsar “y A ¢ :oluawWape oumn A oluawaje saunad auan (v) 4 olunfuoo 13

OF SR

{2}

{200}

jeroedss uopeuasaidal spuandis v sa assey ap eureISerp sjusipuodsaiiod I
(V) 4 uo [mared £ onpdure uspio ap S5 UQIJBLA BIS? “{ €7 UOD omuuam 3
ADX & A>X

Jod
BPIULJSP ‘UQKNIOUI ap UQIDBaI B] SOWRISPISUOD (V) g U A” 29" uv = Y opeQ

LI-€ opdwafy

"BUSPEY BUT 2ANINISUGD A ‘UQIOB[RI RILSILU
¥ Jod OpRUMDIO SIUSWILIO] OIUNfUOIGNS UN BUIULIAISD BDPEIUSLIG [Buodijod #poj)

€ 6

..ll..'.lllllv./
VQWM
T @ ety @ e ipe &
9 4

53 ‘10SIAIp 9p uorde[al ] jod opeuapio

,A@m ‘T16°9 ‘¢ .mv =y ownfuos & susipuodsoiiod dsse op ewwidelp |9 ISy

SINOIDVTIN 96



TRABAJO PRACTICO 1l e R ’ ‘99

i ) Definir a R por extension. . ES A
_ii) Formar el diagramade R. ! o
: iii) Clasificar R.

3-25. En N? se considera la siguiente relacion
@.D)~@,b) satb’=b+ta
Demostrar que es de equivalencia, obtener las clases de equivalencia, un conjunto

i de indices, el conjunto cociente, y representar las clases.
3-19. Sean >HAN eN/1<x Amv ¥ wuﬁw, 4, mv 3-26. E! conjunto * nw,mﬂu ,aw .A& ku es una particion de A uﬁn boe .&w . Obte-
Se define R C A X B mediante ner la relacion de equivalencia asociada.
(x,")ER & x+y <5 :
i y Definir R por extensién.

TRABAJO PRACTICO i

. r N e e
3-27. n=>uwh,m..u.n: se considera @ relacion

il Representar AX By R. knTx :5?»» ix=y v x+y= ww
iii) Determinar R™". Definir R por extension, probar que es de equivalenvia y determinar la
3-20. Se consideran A = ?‘ 2,3, 4, mvw Hmr 4, 6, KVAHHAN, 3.8 _ow y las comrespondiente particion de A. .
relaciones R C AX B, § C”BXC, definidas por 3-28. Clasificar la relacion R definida en Z* mediante
(x,y)€R © y=x’ ” ) @,b)R@’,b") = ab’=ba’
3-29. En el conjunto de los ndmeros reales se define
(,2)eESe»z= 4 2 3
: 3 R={(x.y)eR* | x—1i=1y —Li]

Se pide:
i ) Determinar R y § por extension,
ii } Definir la composicion So R C A X C por extension. .

Demostrar que es de equivalencia, y representarla.

[,

3-30. Una relacion R definida en un conjunto A es circular si y solo si
@.b)eR A (b,0)eR =(c.a)eR

iif} Determinar los dominios e imdgenes de las tres relaciones. Demostrar que una relacion es reflexiva y circular siy sdlo si es de equivalencia.
J-21. Obtener los graficos cartesianos de las siguientes relaciones definidas en R: 3-31. En R se define “~" mediante

i){x.y)eR e py=3 ' x~y ext—x=y>—yp

i) (r,y)eSeox+y=1 Demostrar que es de equivalencia, determinar las clases, un conjurito de indices,

el cociente, y representar la relacion.

i) (x,p)eTex+y<li ‘
322 En Z se define R mediante 3-32. Sean R y § dosrelaciones definidas en A. Demostrar: (T
@ B)eR & a +a=b>+b SiR y’S son reflexivas, entonces R U Sy R NS son reflexivas. ', .
Clasificar R. . 3-32. En R se define .

3-23. En R? se define la relacion “~" mediante ) R HAAM PVERT [lxl+21vi =1 v ...sH .

N~ y)ey=y ‘ VT . . e id,

i u.:. in . el o cartesiano de R.

Probar que es de equivalencia, determinar las clases de equivalencia, un conjunto . _ Obtener el dominio, la imagen y el grafico cartesi ‘ { :
de indices y el conjunto cociente. : . 3-34. Sea R C A?. Demostrar que la relacion R U R~ essimétrica. {S542F * ;

324 EnA= A 1.2.4,6.8 v se define la siguiente relacién 3-35. Clasificar y representar la relacion R C R? definida por ,um.rm.m% . v

Ax,Y)ER @ 3|x+y . (x,»)ER & x—y€eR"

Bt
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Capitulo 4

S
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m
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4.1. INTRODUCCION

Dada la importancia del tema a desarrollar hemos preferido asignarle un capitulo
especial, con asbundante ejercitacion y ejemplos. Por otra parte, en virtud del cardcter
elemental del texto, y la conveniencia de que en primera instancia el concepio sea
utilizado con dinamismo y seguridad, se ha prescindido del estudio de las co-
rrespondencias. Se estudian las funciones o aplicaciones especiales. la composicion
de funciones, y el dlgebra de las imigenes y preimigenes.

4.2. RELACIONES FUNCIONALES |

Sean A y B dos conjuntos no vacios, que llamaremos dominio y codominio
respectivamente. Entenderemos por funcion de A en B toda regla que hace
corresponder a cada elemento del dominio un tnico elemento del codominio. Més
precisamente, una funcién es un conjunto de pares ordenados tales que la primera
componente pertenece a A y la segunda a B, es decir, un subconjunto de A X B, de
modo que todo elemento de A sea primera componente de un par y solo de uno. Esto
nos dice que toda funcién de A en B es ina relacién especial entre A y B.

Usualmente, los signos que indican funciones son £, g, A, etcétera. Asi, para denotar _

que f es una funcién de A en B, se escribe:

f:A->B

y se lee: “f es una funcién o aplicacién de A en B”, o bien “f es una funcién con
dominio A y codominio B,

En particuler, si A Hmiu ,0,1 ,mv ,wnﬁo.fm.w,bw y f es la relacién
definida por
(x,y)ef @ y=x*

i

RELACIONES FUNCIONALES 103

. entonces se tiene

f={(=1,1),0,0,1,1),(2, hvv ya que cada segunda componente esel

cuadrado de la primera.
Fl diagrama de Venn correspondiente es

Tanto en la definicién de f por extensién como en ¢l diagrama es ficil m%m_.,zm que
todo elemento del dominio tiene un correspondiente O imagen en ¢l codominio; y
ademas tal correspondiente es (nico, en el sentido de que no se tienen dos pares
ordenados distintos con la misma primera componente. Resulta entonces que w esuna
funcién de A en B. Observamos aqui las siguientes situaciones: elementos &.mcaom de
A pueden tener la misma imagen en B, ¢omo ocurre con — 1y 1, cuyas imagenes son
1; ademds, puede darse que elementos de B no tengan un m,aﬁnmnmim, m:.? es decir,
que pueden existir en B elementos que no sean correspordientes de ningiin elemento
de A, comoocurre con 2y 3.

Definicion .
f es una funcion o aplicacion de A en Bsiy sélo sifesuna relacién entre Ay B,
tal que todo elemento de A tiene un dnico correspondiente en B.
O bien: .
Definicion .
f es una funcion o aplicacion de A en B si y s6lo a. fes un m,.pvnoE.E:o de AXB
que satisface las siguientes condiciones de existencia y unicidad:
i)vaeA,3beB/(a,b)ef
ii) @,b)ef A (a,c)ef =b=c .
Si (@ , b) € f decimos que b es el comrespondiente o imagen de a, por f, y suele

escribirse b = f (a), es decir, b esel trasformado de  por la funcion \,.. da:
Para denotar la misma cosa, algunos autores utilizan la notacion a izquierca-

af=b
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14 FUNCIONES
Ejemplo 4-3,
SeanA={—~2,-1,0,1 .Nw ,B=Ny f:A — Ntal que
fx)=|x|+1

resulta £ = { (—2,3),(-1,2),(0, 1),(1,2),2,9}

Cada elemento (z , b) € f es un
. punto del plano de coordena
representacion cartesiana es i dwayb o

AN
4.4
. 3
W ..... Ay e moaw 4
' [
L}
' M “
' -ty
t ' ' N
' ¢ ) [
t 1 i 1
i 1 t
] 1 ¢l " ]
i ! 1 1
L Lo
i 3
J } + 3 A >
=2 -1 0 1 2

Ejempio 4-4.

g m.mm [+ Z —Z tal que la imagen de cada entero es su opuesto aumentado en 1, es
ecwr ~

fx)=-x+1
(-2,3) @ amome i v
H
' -1,2)
" ) |
T (U8
L L (1,0
’ ’ et »7Z
' 3
; Lo :
Fome e 42,1 )
” e
e SRR $(3,-2)

REPRESENTACION DE FUNCIONES 107

No es posible representar completamente a f, por ser Z un conjunto infinito; ro
obstante, la representacién de algunos puntos nos sugiere el comportamiento de la
aplicacion. En éste, y en los ejemplos anteriores, el hecho de que cada elemento del
dominio tenga una Gnica imagen en el codominio se traduce en que a una misma
abscisa le corresponde una sola ordenada.

Ejemplo 4-5.

Sig: R—>Restal queg (x)=—x +1
Su representacion es un subconjunto continuo de R?, consistente en una recta del

I

Piaig.

Es ficil notar que, aunque se mantenga la ley de correspondencia o asignacion, al
variar el dominio o el codominio, la funcién cambia. En nuestro caso, g ¥ f aunque se
cumple f Cg Es conveniente insistir entonces en el hecho de que la caracterizacion de
una aplicacion se da a través del dominio, codominio y la ley de asignacion. En la
terminologia cldsica, ePelemento genérico x del dominio se llama variable independien-
te, y su imagen y = f (x) es lo que se conoce como variable dependiente.

Ejemplo 4-6.
OomwﬁmquOT»HA 1 .N“v ,B= A 1.2,3 ,hv y la funcion
f:A*>B
que asigna a cada elemente del dominio A2 1a suma de sus componentes, es decir

f(x.,y)=x+y
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A4

Es la Hamada funcibén “signo de x™, v su representacidn consiste en la unidn de dos
semurectas abiertas (sin origen), con el conjunto cuyo Unico elemento es el origen de
woordenadas.

4.4, CLASIFICACION DE FUNCIONES

Seauna funcionf: A—B
Si ocumre que elementos distintos del dominio tienen imdgenes distintas en el
codominio, entonces f se lama funcién inyectiva, biunivoca, o uno a uno.

Por otra parte. si todo elemento del codominio es imagen de algin elemento del
dominio, la funcién se llama sobreyectiva.

Cuando se presentan ambas situaciones simultineamente, la funcién se llama
bivectiva o correspondercia biunivoca.
i ) Definicion x
f:A - Besinyectiva® VX' Vx €A : x #x” = fxV#f(x")
Equivalentemente, mediante la implicacién contrarreciproca, podemos decir
fiA > Besinyectiva @ VX' VXx"€A: f(x)=Ff(x") = x"=x"

En la inyectividad no puede darse que elementos distintos del dominio den la
misma imagen. Las funciones estudiadas en los ejemplos 4-1 i ) y 4-1 iii) no son
inyectivas. Tampoco lo son las cormespondientes a 4-2 y 4-3. En cambio son inyectivas
{as funciones de los ejemplos 4-4 y 4-5, )

En el diagrama de Venn correspondiente a una aplicacién inyectiva no puede
presentarse ninguna bifurcacién de elementos del dominio hacia el codominio. En la
repiesentacion plana cariesiana no puede ocurrir que una ordenada corresponda a mas

. de una abscisa.
ii ) Definicion -
f:A - Bessobreyectiva & VyeB,3xeA/y=f(x) .

En el caso de sobreyectividad, el conjunto de las imdgenes se identifica con el
codominio de la funcién. . )

CLASIFICACION DE FUNCIONES 111

Los ejemplos 4-2 y 4-3 no.una%osamc a funciones no sobreyectivas. En cambio lo
son en 4-4 y 4-5.
Es usual nombrar a las funciones sobreyectivas con las palabras’ “sobre” o
“suryectiva’.
iii) Definicion »
f: A—B esbiyectiva < [ esinyectivay f es sobreyectiva.

Las funciones propuestas en los ejemplos 4-4 y 4-5 son Ewnn.ﬂ?mm. .
Negando el antecedente y consecuente de la doble implicacion se tiene

f: A-B no es biyectiva < f no es inyectivao £ no es sobreyectiva.

Ejemplo 4-9.
Representamos v clasificamos la funcién

f:N—>Ntaquef(x)=2x
Esta funcion asigna a cada nimero natural su duplo. El conjunto de las imdgenes es

el de los niimeros naturales pares, y estd incluido en N, come codominio.
Su representacion es un conjunto de puntos aislados del primer cuadrante.

N4
4 4 altivll».«‘_.gnn\_a( .-
P ¢ t '
' 1 ) i
3 e
1 ! & !
+ ! ' !
' ' t |
. S ek Tl
. i ' | )
‘ ' ' | -
) 1 ' \
'R O SN S S
]
. ] ! 1 )
1 1 1
t ' ‘ t
+ + 4 + o
i 2 3 4 N

Vamos a probar la inyectividad de f. Sean x’y x”en N tales que f (x") =f(x ).

Esto significa que 2x’=2x" y, en consecuencia, x’=x" De modo que f es
inyectiva o 1-1 (uno a uno). N )

Ademds f no es sobreyectiva, pues los elementos del codominio que son impares
carecen de antecedente en N. Resulta que f no es biyectiva.
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134 FUNCIONES

Es decir

m. x; = Oentonces x; = 0y resultax, =x,
. Estos son los Gnicos valores reales que satisfacen (1) y, en consecuencia, f es
inyectiva. _

ii ) fes sobreyectiva, pues N
; VyeR.3Ix=3Yy talque
f =71 =3 =y
Qcurre entonces que f es biyectiva.
Ejemplo 4-14.

Seat: R—R% tal quef() =t — 1)
Sien R* consideramos ejes x e v. de acuerdo con la definicion. se tiene

M x=1
Ly=-t
que corresponde a un sistema de ecuaciones paramétricas de una linea del plano xv
Eliminando el parametro 7 resultay = - x . que es la ecuacion de la segunda Emmﬁnw.
L X3 (R?
a
T > X
'
R __R ."
* t 1 2 il
0 a t \
/l‘\ y=-x

Es claramente una funcion inyectiva. pero no sobreyectiva.

4.5. FUNCIONES ESPECIALES

4.5.1. Funcion constante ) -

La funcion f : A - B. que asigna a todos los elementos del dominio el elemento
5 € B, se llama constante. :

Esta definida por f(x) = b para todo x € A

FUNCIONES ESPECIALES 115

Se tiene

f={tx.b)IxeA}

A menos que A sea unitario, la funcion constante no es inyectiva, y €3 sobreyectiva

solo si B se reduce aun {inico elemento.

4.5.2. Funcién identidad

Identidad en A es la aplicacion
in: A~ Atalqueip (X)=x
La identidad en A es entonces la funcion que asigna a cada elemento de A el mismo
elemento, es decir, deja invariantes a los objetos de A.
A cada comjunto le comesponde um funcion identidad. y a veces en lugar de
denotarla mediante i 5 se utiliza el simbolo 14.
Se tiene

ru?,éimpv

Es decir, la identidad en A es la diagonal de A2 Es facil verificar que, como
relacioén, es reflexiva, simétrica y transitiva, 0 sea, de equivalencia en A; ademds es
antisimétrica, v en consecuencia de orden amplio. La funcion i, es obviamente
biyectiva.

4.5.3. Funcion proyeccion
Consideremos A X B, y las funciones
P,:AXB—A
P,:AXB—B definidas por

Py(a.by=a y Pala,b)=b

Tales funciones se llaman primera y segunda proyeccion del producto cartesiano. ¥
asignan a cada par ordenado la primera y segunda componente, respectivamente.
En un grafico cartesiano se tiene
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FUNCIONES
r={1.9,2.5),6.9}
e={@.9.6.5,¢.5.@.9)

Resuita

g:1={(1,9.2,5.,3.6)}

El diagrama correspondiente es

>
>w

o

™
HIS
]

eRLen

Debe notarse que no coexisten g o [y f o g, ya que en este caso el codominio de g
es C y el dominio de fes A. Ambas composiciones existen si CCA.

Ejemplo 4-17,
Sean ahora las funciones
F:R->R talque f{x)=2x

g:R—>R talque g(x)=x?
Entonces
i) gof:R—>R estd definida por
(g N =glfW]=g@x)= (2x)* =4x>

it) fog: R—Restd definida por
(Fo®))=Flg()]=/(*)=2x
Ambas funciones compuestas, a pesar de tener el mismo dominio y codominio, son
distintas, por diferir en la ley de asignacion. i
- Definicion x )
Dos funcionesf: A — Byg: A — B son iguales si y slo si para todo x de Ase

verifica f (x) = g (x).
Con relacion al ejemplo se tiene: go f#fo g

COMPOSICION DE FUNCIONES 119
4.6.2. Asociatividad de la composicion
Seanf:A—>B,g:B->Cyh:C—D.
Entonces se verifica
(hog)of=ho(gef)

Las dos composiciones son funciones de A en D, y se trata de probar la igualdad.
Interpretamos la situacion en el siguiente diagrama

\

higlf )}

Con relacion al primer miembro se tiene

f:A-B
=>(hog)of:A>D
hsg:B—D
Para el segundo miembro es
gof:A—-C
= ho(gof):A—>D
h:C-D
Siendo (i o g) o fy ko (g o f) dos aplicaciones con ¢l mismo dominio y codominio,
., hay que

para probar la igualdad, de acuerdo con la definicién expuesta en 4.6.1
verificar la igualdad de"imégenes para todo elemento de A, dadas por dichas funciones

Sea x € A; aplicando reiteradamente la definicién de composicién

(thopror)er=tron)(£6)=n{glren) W

Por otra parte

T ° Gobvoo = »Qm o f) Q@u h W Sx:v 2

De (1) y (2) se deduce
(@egyerJor=(ioteeN)e vrea
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1A FUNCIONES

fog={@.a).(v.b),.c))=1is

Definicion %

La funcion f: A ~> B admite inversa siy slo si existe g : B - A tal quegof
y fog=1ig

Ejemplo 4-19.

La funcién f : R =R definida por f (x) = x + 2 admite inversa g:R->Rtalque
g(x)=x -2, pues .
ENx)=glfW]=gx+2)=x+2 - 2=x=ix (x)

:,wiitln::l‘.?lil‘\ia T R
W o -~ - e AR ﬂnﬂ\

=1ia

segun las definiciones de composicion, de £ de g y de identidad, Por igualdad de
funciones resulta

gof=ig y fog=in

.

La representacion cartesiana de dos funciones inversas conduce a grificos simétricos
respecto de la primera bisectriz:

La funcidn f es biyectiva, como puede probarse ficilmente, % este hecho es
necesario y suficiente para que admita inversa. .

4.7.2. Propiedad

Una funcién admite inversa si y sdlo si es biyectiva.

T} Si una funcibn admite inversa, entonces es biyectiva.

FUNCIONES INVERSAS 123

Hipbtesis) [ : A ->Bestalqueexisteg: B~>A siendoge'f=is y fog=
Tesis) fes biyectiva.
Demostracion)

a) Vemos primero la inyectividad de f,
Sean x’y x” en A tales que f(x’) = f(x”’). La imagen de este elemento de B por g es

glfx)l=glf(x")]

Por definicidon de composicion, esto se traduce en

€-NE)=@EN) ")
y s1endo por hipOtesis g o f = {,, ¢ tiene
iy ()= (x7)
Es decir: ¥ = x", lo que demuestraque fes 1 — 1.

b) Unaomﬁ_ag ahora que fes sobreyectivd.
De acuerdo con la definicién, debemos probar la verdad de la proposicion siguiente

. VyeB ,AxeA/f)=y
Sea entonces cualquier elemento y € B: por definicion de identidad en B se tiene

y=ig(¥) , ycomo por hipbiesis ig=fog

se tiene
Y=

Por definicidn de composicién
y=rlgl

Es decir, a expensas de y € B, hemos determinadox =g () en A, tal que f (x) = ».
Siendo f inyectiva y sobreyectiva resulta biyectiva.
1) Si una funcion esbiyectiva, entonces admite inversa.
Hipotesis) f: A —B es biyectiva.
Tesis) 3g:B—~Atalque gef=iy y fog=ig.
Demostracién) Necesitamos proceder en tres etapas.
a) Primero se trata de definir una funcién g : B — A, de modo que se verifiquen las
restantes proposiciones de la tesis.
En este sentido, definimos

g:B—>A mediante g(¥)=x si fx)=y M

Tenemos que ver que (1) satisface Ia definicién de funcion. En efecto:

i ) Todo elemento y del dominio B tiene un correspondiente x en A, ya que, por
ser f sobreyectiva, todo y € B proviene de algin x € A.
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126 FUNCIONES
Seanx’y x”en A, tales que

Fx)=f&")

X’ ¢| X " _ .

TR S T T o s =s6")
4

x' +..K-—.x:_“.&:+k.~—kv_ y MWAH-V"MWAH}V
4
x+x x"sg(x)=x"+x". x'5g (x Poriii)
§
= x"

Qsea: fesl— 1.
b} fes sobreyectiva.
Seay€e(—1,1)Si3xeR/f(x)=y, entonces debe ser

wﬂm& =y con sg{x)=sg(y) )

Operando

x=y+y x| Por (1)

x ﬂ!c+wauw@v Por iii)

x= w=+¢ sg(y) Por(1)

x— xav. sg(¥)=y Por trasposicion

x (1 w b = y Por distributividad y iii)

. e ) .

knuyllwl_u‘..ﬂ Pues 1 —{y] >0yaqueyi<l
Es decir '

Yye(—1,1, 3 =2
yel ) TET=m

e

-~
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tal que
y
= y - 1=l .
ro=r (25 —
11—yl
pd
__ 1= _ y -y
1+ b4 1=yl +1¥
T—iyl

Esto prueba que f es sobreyectiva.
Por 3) y b) resulta que f es biyectiva y en consecuencia admite inversa. La iversa
€s
fl:(—1,1)»R talque
x

= 15

¢) Verificamos que g o f = ig
En efecto

vxeR: (g M =gf)=

X
_ x _ 1+ xi .
|WA_+?L| =] =x=ip ()
{ L+l
dy Ademds, fo g =i(—1,1)
Pues
x€i—,n=(fe D)=z
_x*
- X \ o 1—ix| o
= (%) = i+ ] =x=
1— x|

=i(-1,1) ﬁku
Ejemplo 4-21.
La funciénf: A — B es inyectiva si y solo si existe 2 ¢ B> Atalquegeof=ia
1) Hipétesis) f: A-—>Bes1-1.
Tesis) 3 g: BrAtalquegof=ia.
Demostracion) La funcion f no es necesariamente sobreyectiva, de modo que

eventualmente existen elementos del codominio sin preimagen en el dominio. Nos
ayudamos con el siguiente diagrama
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tig FUNCIONES

Probamos la doble inclusién.
iy Sea
z€f(AUB)
4
IxeAUB/fx)=1z
3
Jxi{xeA V x€B) A fxy=z
4
¥ (Ix /| x€A fxy=2) v (3x/x€B A fxy=2)
¥
zef(A) v z€ef(B)
4
um\?&CZwvr
Es decir
FAUB)C F(AUfEB)Y (1)
20) Usando propiedades de la inclusion y a)
ACAUB = f(A)CF(AUB)
BCAUB = f(B)CF(AUB) =
. =fMUr®CcfAvB @ ,
De (1) y (2) resulta
f(AUB)=f(A)VUS(B)

¢) La imagen de la interseccion de dos subconjuntos del dominio estd incluida en la
irterseccion de sus imagenes.
Se trata de ver quesi f: X=>Y, A C XyBC X, entonces

F(ANB)CF(A)NS(B)

—

PREIMAGENES 131

En efecto, sea
. zef(ANB)
4
# mme&Dm?«c&Hn
b
(3xeA[fx)=2) A (3xeB/f(x)=2)
3
zef(A) A z€f(B)

e/ (WNSE

Entonces

f(AOB)Cf(A)NSf(B)

El siguiente ejemplo prueba que no es valida la inclusion en el otro sentide.
Sean £ : Z — N definida por

fx=x*

y los subconjuntos deZ
N

>uﬁm\~¢|w.»w<wumu.u,»,mw
Se tiene ANB = A\/&v y
:>Dm,.uT$
FaNF@®={4.9,16}0 T“e,a,wmwn?.?i

Resulta

f(ANB) uﬁw f(A)Nf(B)

4.9. IMAGENES INVERSAS DE mcwnOZchHOm Umr CODOMINIO

4.9.1. Concepto

Sean f: X =Y y A una parte del codominio Y. Un problema de interés consiste en
determinar los elementos del dominio cuyas imagenes pertenecen A. Tales \wzamaa
forman un subconjunto de X, [lamado imagen inversa o preimagen de AporJ.
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14 FUNCIONES

iv) Finalmente xef! [4,9]
¢
f(x)el4,9]
¢
x?el[4,9]
¢
4<x* <9
. ¢
x*>24 A x2<9
$
22 oA <3
¢
xef-3,—-2] v xef2,3]
$
xe[-3,-2]u]2,3]
Entonces
fa91=-3,-21v[2,3]
4.9.2. Propiedades de la preimagen

Sean f: X —Y y los subconjuntos AC Y,BC Y

a) La preimagen de la unidn es igual a la unidn de las preimagenes.

Se trata de probar que f ' (AUB)=f "' (A)USf ! (B)
f ulizamos sucesivamente las definiciones de preimagen, de unién y de preimagen:
. . x€f'(AUB) & f(x)eAUB o i
@« f(x)eA v f(x)eB < (
«xefMA) vV xef T B) e
@xefT(AYUST M

7 L2t 2

B s i o A 5T ST

PROPIEDADES DE LAS PREIMAGENLS

decir
frAanB =" @Anf*®
Razonando andlogamente, s¢ tiene
xef1(ANB) & f(x) €ANB «
@ f(x)eA A f(x)eB ﬁv_ )
exeft(A) A xef'(B)
exef(A)NFT(B)

¢) La imagen inversa del complemento de un subconjunio dei co
complemento de su preimagen

A= @r

En efecto 4
xef N (A% & f(x)eA’ & fix)¢tA ©

e ~[f(x)eAl @ ~xefT (A)] &

o xéf (A) & xel /T (A

Ejemplo 4-23.

El conjunto £ consiste en los posibles resultados que se obtienen al lanzar una

moneda, es decir

SHA c, uv

Se define f: £~ R mediante
flo=1
f)=0

N .
m:c:&»mnmam.—nm::vaaumw

¥

b) La preimagen de la interseccion es igual a la interseccién de las preirndgenes, es

T SO T |
110 ©3 igUail di




‘y—x3x 5 o
. =(x)f awuepsw A< X:f
vax 5 (03
: SOUNULIAP A 9P eIamnbjend ojuawape un 04
gas ‘BlauewW AUANSIS ¥ 9p X ojunfuos e 8 op UQISUI}Xd BUN ITULJAP sowepod $a0uoIud
‘YO VARV 3‘0wepugve auariuod anb ¥ ownfuod {3 21q0S UQISUSIX3 BUN
ap SBUW SJHUPE ¥ISY ‘A <V : § UOOUN] BUN EPED ‘onb senjusiul ‘edun so y ounfuoogns
[© A< X :f op uoousal g onb omp sj X onfuoy o axqos § uobuny 2|
3P UOISURIXA BUNSA L« X : fsoou0luUs °Y ownfuogns 8 § ap 4oIodIsal j 53 81§
v i f= Fsowmouap B Ay osunfucoyns ¢ f uptaeoyde
€] op uQIONLINSa B 5% § onb soumda( v 3 A B anb erambiens (x)/ = (¥} § votorusise ¥
SUBIPIW } <V 8 UCIOUR; B} SOUNULR(Q X P ounfuodgus un ¥ 4 L« ¥ @ Jueeg

NODNNA VNN 3d NOISNIIXT A NODORLISTH 0I'Y

*gsondosd peplendi ¥ uensanwap (p) £ (¢) seuolsnjout st

I=u
@) [oT—X‘0) i [ D o) S

1%%ps3
1=u

—.:\N.lk..ooilv ulk‘ D aIm
o0
£1{NSa1 UOIUN 3P UQIDIULAP JOJ]
{0 =X m—) fam/NIWE
uafeunaid sp ugidIISp J0d A
’
[wZl—X‘w—)3(m)f/NIWE
eSO
w.— XS
SOUIUIIR] ap UoDIsodsel] 104
»:;N N A%—w%| X

anb fe1 N 2 w 91512 oalyisod [Eal olswInU un (m) f — xopuass §
0 < (M) f—x 11103psg

x>(m)f

uaSewrard op UQIDIULIAP 10

(X ‘o0 —) T..Hw?
eioye eag (1

LET NOISNALXE A NOIDOIMLSHY

[ =u

(©  (xw) Solui-x=) S N
= ogan]
(x‘w—)  fom
eypnsal uadewtald op uordnIyep Jod £
“{x ‘oo ) 3(m) [ 100D 52
¥ f ‘
{73 A4 opuTing
< w-L >0
owos A
m w-T—X>(m)f
uaBewnrard ap ugIU AP 104
[y T—X'0=)  fom
onb [E1 N3 w/ E ‘UOIURN 3p UCRIUYAP 104

IT=u

[T-%‘w) S 24 8(!

u

o0
-reqo1d sowagap (X ¢ co—) 3p usBeunaid e] UCO UQIOBIYNUSPE BAND 'Y OTUILIOP [op
sojun{uo? ap UQIS3INS BUR 9P UQTUN ] BIOUAp oIquiaTiy loumid {3 “Y 3 X EPED EIRg

W

Y2RXA

(o) =l —X ) f

0

un.”wmoEoQ
H—v:Sf
uotaexde eun vag

b opduaf

i>xso s (s} b e S
0>x1™ ¢ ﬁ
$30UOUY

{xs@)fipamp=lxia-)

’ usBeurtard op ugIoIUL}ap 104
WIXA X e0r) (LS 1RUTLIISISG

: SANOIONNA 9€1



TRABAJO PRACTICO IV

P

4.25. Dados A = ¢ 1.2 ww y B= &MO. 1.2 ,w,mw definir por extension la

funcion f: A—B, que asigna a cada elemento del dominio su cuadrado
disminuido en 1. Representar y clasificar £

426, Siendo A = { —2,~ 1,1 \3} representary dlasificar la aplicacion f : A~ Z.
1al que ia imagen de cada elemento de A es el resto de su division por 3.

4-27. Por definicion, parte entera de un nimero real x es el mayor entero que ne
supera a x, Si e s la parte entera de x se verifica
ex<x<e+1
Para denotar la parte entera del nimero real x. se usan las notaciones ent {x) ¢

x1
Estudiar. representar y clasificar la funcion f: R—Z, definida por
fx)=ent(x)
4-28. Representar y clasificar la funcién mantisa, que s¢ denota por

mant : R—»>R
y se define mediante mant (x) = x — ent (x)

4-29, Representar y clasificar las siguientes funciones:
i) f:R—R talque f(x)=x-1 “ .
i) f:R—=[1.=) talque fx)=x*+1

iii) f:Z—>Q definidapor f(x)= am 1

430 sena={1.2,3}y B={2.3} .
Representar y clasificar f: A X B ~Z definida por
fla.b)y=3a—b
4-21. Dados A = A 1, N,uvu\ B= ﬁ 1,2,3 .Aw definir por una tabla y clasificar
F:P(A)~>P(B) taique f(X)=B—X

PP —————
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4-32, Definir aplicaciones no constantes, con los aoamzmmm y codominjos que se
indican:
i)f:Q-L
ii) g: Z—>N (quesea biyectiva)
iii) h :R=>{0,1}
4-33. Sean f : Z — N definida por f()=x*y los subconjuntos del dominic
A= Al.lw,uu,i y B={1,2,3,4}.

Verificar las propiedades de la imagen.

4.34. Se considera la funcién f : R* >R tal que f(x. y) =y
Dar dos subconjuntos A y B del dominio, tales que B C Ay f(A—-B)#
#f(A)—f(B)

4-35. Proponer dos conjuntos X ¢ Y, una parte A € X y una funcién f: XY tales
que
i) FX=ACY-fA)
i) Y-fA)CSX—A)
iii) SX—AN[Y—F(A)]=¢
4-36. Sea f : R = R definida por f(x) = x* + 1. Determinar las preimagenes de los
siguientes subconjuntos del codominio: :

m|~Lw_ﬂloo,lw..u;c,wu.mo.wv,:Lo_

4.37. Sea f: X =Y. Demostrar la equivalencia de 1as siguientes proposiciones:
a) fes inyectiva.
B)VA,ACX =S [fA))=A

4-38. Las funciones f : Z>Qy g : Q—>Z son tales que
2

© fE)=T5 41y g=ent)
- 1
Definirgo £ fo8 Y determinar (g o N (—2), (= 8)( -3 ).
4-39. Las funcionesf: A>Byg: B—>Cson tales que g o f es sobreyectiva. Demostrar

que g es sobreyectiva.

4-40. Las funciones f: A= B, g B->Cyh:C—Dson tales que g o fy ho gson
biyectivas. Demostrar que f,gyhson biyectivas.

" 44l Las funciones f: A->B,g : B>Cyh: C - A son tales que hogefy foheg

son sobreyectivas, mientras que go f o hes inyectiva. Demostrar que f,g y hson
biyectivas. :
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Capitulo 5

LEYES DE COMPOSICION

5.1. INTRODUCCION

En este capitulo definimos, desde el punto de vista funcional, el concepto de ley de
composicion interna en un conjunto no vacio. Luego de proponer algunos ejemplos, se
estucdhan las posibles propiedades que pueden presentarse y la eventual existencia de
elementos distinguidos. Se introduce aqui el tema de homomorfismo entre conjuntos,
¥y su culminacidn en el teorema fundamental de compatibilidad de una relacién
de equivalencia con una ley interna. Con vistas a su utilizacién en la estructura de
espacio vectorial, se definen las leyes de composicion externa.

5.2. LEYES DE COMPOSICION INTERNA

Una ley de composicion interna, definida en un conjunto no vacio A, consiste en
una operacion que asigna a cada par ordenado de elementos de A un Gnico elemento

Mm A. Esto significa que a cada objeto de A X A le corresponde un {inico elemento de

Definicion
Ley de n,oBvo,q.mn&,a interna definida en un conjunto no vacio A, es toda funcién
deAX AenA.
En simbolos
*esunaley internaen A «, »: A? > A
Es decir
a€A A beA =>a*beA

La unicidad de  + & estd dada por la definicion de funcién. La imagen a * b, del
par (a ; b), esel compuesto de a con b.

LEYES DE COMPOSICION INTERNA 143

Son ejemplos de leyes de composicion interna, la adicion y multiplicacién en N, Z,
QRyC

Ejemplo 5-1.
Las siguientes tablas de doble entrada definen leyes de composicion interna er el
conjunto >HA= . b, av ﬁ

wv.* a b c —_v* a b c
a a b c a a bb
& 5 ¢z b car
m_q&v ¢ b coa

Eni )esh * ¢ = a, pero en ii ) se tiene b *,c = ¢. ;Cudntas leyes de composicidn
interna es posible definir en este conjunto A? Es obvio que tantas como funciones
existan de A% en A; como A? tiene 9 elementos, se trata de todas las variaciones con
tepeticién de 3 elementos de orden 9, es decir, 3°.

Ejempio 35-2.
En R? s define * mediante

@,b)*{c,dy=@+c,b+dj

Esta ley interna es llamada suma ordinaria de pares y se efectia sumando en R,
componente a componente. Como cada par ordenado de mitmeros reales caracteriza un
vector del plano aplicado en el origen de un sistema cartesiano, resulta que el
significado geométrico de esta ley de composicién interna en R? consiste en la
diagonal del paralelogramo cuyos lados son los vectores dados.

(@.b)y*(c,d)
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146 LEYES DIL COMPOSICION

cién de neutro, el hecho de que 4’ es inverso de a, la asociatividad, el supuesto de
que a” es inverso de @, y la definicién de neutro se tiene

a"=a"re=a"x(@xa)=(@"*a)*a’=e %a’=qa’

5.3.7. Regularidad de un elemento respecto de una ley interna

La regularidad de un elemento respecto de una ley de composicion interna consiste
€n que es cancelable o simplificable a izquierda y a derecha en los dos miembros de
una igualdad.

Definicion ’
feaxb=a=xc =>b=¢
4 € A es opular respecio de = <
M bra=cxa = b=c

La regularidad bilateral se llama regularidad a secas; si es preciso distinguir, habrd
que especificar si lo es a izquierda o a derecha. ‘

La regularidad es relativa a la ley de composicion, Y, lo mismo que la inversion,
depende de cada elemento. Asi como existen elementos que admiten inverso, y otros
que no, aqui puede ocurrir que un elemento sea regular o no. Si todos los elementos de
un conjunto son regulares respecto de cierta ley de composicion interna, se dice que
vale la ley cancelativa o de simplificacién.

Ejemplo 3-5.
i ) En(Z, +) todos los enteros son reguiares.
i) En(N, )} todos los naturales son regulares. .
iii) En (R. ) todos los reales, salvo el cero, son regulares.
iv)  En (R®, +) todos los elementos son regulares. En este ejemplo de ley de
composicién interna valen la asociatividad, conmutatividad, existe neutro
(0, 0) y elinverso aditivo u opuesto de todo par(a, byes(—a,— b).

Ejemplo 5-6.
Se define + : Q* > Qmediantea *bh=a + b + 4. b (1)
Se entiende que + y. son la suma y el producto ordinarios de racionales,.de modo
que (1) caracteriza una ley de composicién interna en Q.
El problema consiste en analizar las propiedades de * en Q.
i") Asociatividad. Aplicando reiteradamente la definicion (1)

@*b)y*c=(@+b+a. b)yrc=a+b+a.b+c+@+b+a.b).c=

=a+b +c+ab+ac+ be +abe )} 3
a*(bxc)y=a=(b tetb.c)=at+btct+b.c+a.(b+c+b.c)=
Hn+v+n+w@+§+wn+§m 3

De(2)y (3 resulta(a* b) * c =g * (b * c)ylaley es asociativa.
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ii ) Conmutatividad. Se verifica aplicando (1) y la conmutatividad de la adicién
y multiplicacion en .
axb=at+tb+ta.b=b+ta+b.a=b*a

iii) Existencia de neutro. Si existe e, para todo a € Q debe cumplirse
gre=a
Por (1) ate+ta.e=a,esdecir:e+a.e=0.

Luego (1 +4) . e = 0y cualquiera que sea g # — 1, resultae = 0.

A 1 — 1
= 1404+ H.0= 1

[éb]

a.

~—

PO U S |
P8 = - wawr-mmmﬂﬁwrlf‘rp

Resulta entonces que existe e = 0. Por la conmutatividad. sélo hemos analizado con

%

¢ a derecha.

iv) Elementos de Q que admiten inverso respecto de *. Si 2 € Q admite inverso,
debe existir 4’ € Q, tal que
g*a'=e
a+a’+a.a’=0=a . (1+a)=—a.

A . _—a
rcmmo.m_mmw!?aﬁﬂma ll.l.\TTm

es decir

Es decir. todos los racionales, salvo — 1, admiten inverso respecto de *.

v j Elementos regulares. Investigamos qué racionales 2 son regulares a izquierda.

Sea entonces
a*b=axc

Por (1)
a+b+a b=a+c+a.c

Cancelando g en (Q, +) tenemos
b+a.b=c+a.c

Por distributividad
b(l+a)y=c(l +a)
Si a # ~1, entonces ’ .
: b=c¢ .
Luego, todos los racionales, salvo —1, son regulares respecto de *. O bien, vale
ia ley cancelativa de * para todo racional distinto de —1. )

Ejemplo 5-7.

Se considera el par (A , .) siendo “.” el producto ordinario de niimeros reales, y A
el subconjunto de mimeros reales del tipoa+b /2 cona y b racionales. Estamos
interesados en caracterizar las propiedades de esta ley de composicion en A.
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ii ),Conmutatividad. Con el mismo criterio anterior.
A+ B=la;] + [bij]=ai; + by] =
= [bij +ai;]=[by] +ay] =B+ A

Hemos utilizado, sucesivamente, la definicién de adicién de matrices, la conmutati-
vidad de la suma en R,y nuevamente la definicion de adicién de matrices.

iiiy Elemento neutro es la matriz nula N e R"*™ definida por n; = 0, Vi V/,
pues cualquiera que sea A en dicho conjunto
| A+N=N+A=A

Ao toda matriz A .n..mw:xw: as la matriz R e

C AUGGR Sadail b & T il ssau

nxXm gsfinidan
ae a

S LARSE Pl

A+B=B+A=N
La matriz B, inversa aditiva de A, se llama opuesta de A,y se denota por — A
v ¥ Toda matriz #n X m es regular respecto de la adicion. En efecto
A+B=A+C, 6 ysamando —A
—~A+{(A+Bi=—A+{(A+C()

asociando (~A+A)+B=(-A+A)+C
por iv) N+B=N+C
y por iii) B=C

3.3.8. Distributividad de una ley de composicidon
interna respecto de otra

Consideremos ¢l caso de dos leyes de composicion interna “+” y “o”, definidas en
un mismo conjunto A. Interesa caracterizar el comportamiento relativo de dichas leyes
internas en el sentido de obtener elementos del tipo (2 * b) o ¢, o bien (2o b) * c.

Definicion

o" es distributiva a derecha respecto de *“*” si y s6lo si
@*b)oc=(goc)*(besc)
para toda ferna de elementos g, by cen A. -
La distributividad a izquierda de “o” respecto de **” queda definida por
2,b,ceEA =>cofaxb)=(coa)y*(cob)
Se dice que **o” es distributiva —mmvanﬁo de * si y solo si lo es a izquierda y a

derecha.
Analogamente se define la distributividad de *“+” respecto de *o”.
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Ejemplo 5-9.

i ) La adicion y Bc#%:&ims son leyes de composicion interna en R, y la
segunda es distributiva respecto de la primera. Pero la adicién no lo es
respecto de la multiplicacién. )

ii) En el conjunto N la potenciacién no es distributiva respecto de la adicién.
Aqui se define

a*b=qa"y setiene (@ +b)' #a" +b".

Tampoco existe distributividad a izquierda, pues

ehy . a . B
ns TrFNLOTH
iti) Pero la potenciacién en N es distributiva a derecha, respecto de la
multiplicacion, ya que

{@. by* =a™.p"

Sin embargo, no lo es a izquierda, pues

pfabl o po | nt

iv) En P (U) la unién ¢ interseccion son leyes de composicién interna, y cada una
es distributiva respecto de la otra.

v) En P(U) se consideran la diferencia simétrica y la interseccion. En el ejemplo
2.28 se ha probado la distributividad de la interseccitn respecto de aquélla.

5.4. HOMOMORFISMOS ENTRE CONJUNTOS

Sean (R, +) y (R*, . ), donde R es ¢l conjunto de los reales, R* el conjunto de los
reales positivos y las operaciones indicadas son la suma y el producto usuales.
Consideremos ahora'la funcién

f:R->R'

definida por f(x) =2~ (n.
Se tiene entonces

fl+y)=25"Y =252 =f(x).f (")

Basindonos en la definicion (1), ¢! producto de potencias de igual base, y utilizando
de nuevo la definicién (1), hemos probado que la imagen de la suma en R es igual al
producto de las imigenes en R'.

Una aplicacién f, que satisface esta propiedad, se dice un homomorfismode RenR*
respecto de las correspondientes leyes de composicibn interna.
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1 LEYES D¥ COMPOSICION

Licmplo 5-11.
Seaf: R->Rtalque f(x)=—3x
Resulta f un automorfismo de R en si mismo, respecto de la adicion, pues
i)fla+b)y=-3.(@+b)=-3a-3b=f(a) +f(b)
ii) fes biyectiva, lo que se prueba siguiendo el esquema del ejemplo 4-9.

El lector podrd comprobar ficilmente que f : R —R definida por f(x) =x + 1, no
es un homomorfismo respecto de la adicion.

5.5. COMPATIBILIDAD DE UNA RELACION DE EQUIVALENCIA
CON UNA LEY INTERNA

Sean A # ¢ , ~ una relacién de equivalencia definida en A. y * una ley de
composicion interna en A. Cabe preguntarse si la composicion de pares de elementos
respectivamente equivalentes conduce a resultados equivalentes. Si la respuesia es
afirmativa. se dice que la relacion de equivalencia es compatible con la ley de
composicidn interna.

Definicion

~ es compatible con * ® g ~a’ » b~ b = a= b ~a’ * b cualesquiera que
seana, b, a2’y b’en A.

Ejemplo 5-12.

Investigamos la compatibilidad de la congruencia médulo n, respecto de la adicion

enZ.

Sean a~z' A b~b = nla—a » nib—b =nlla—a)+{b—-b) =
=nl{@+b)—(a@a' +b) =a+b~a' +b’

Hemos utilizado sucesivamente la definicién de la congruencia médulo #, el hecho
de que si un mimero es divisor de otros dos es divisor de su suma, suma de dos
diferencias. v finalmente la definicién de la misma relacion de equivalencia. .

E, ?S@? 5-13.

De manera semejante comprobamos la compatibilidad de la congruencia médulo 7,
. respecto de la multiplicacion en Z.

1~a A b~b = nla—a A n|b—b =a=a+nk’ A b=b"+nk” =
= gb=gb +ank” +nk’b’+nknk” =ab=a’b’+n@k” +kD + k'nk’)
= gb=agb'+nk =ab—ab’=nk = nlab—ah’ =>ab ~a’b’
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wn

Ejemplo 5-14. .
En el conjunio NZ de todos los pares ordenados de nimeros naturales se considera
la relacién de equivalencia estudiada en el ejercicio 3-25, y la suma ordinaria de pares,

definida por
@ b+, d=@tc btd) (N

Sean (a,b)~(a’,b’) A An.&ulﬁq..aaﬂa+w,uu+a. A ctd=d+c =
uv@+5+@.+5u@+&+@.+3n,E+?@+31@,+n.s.+m.vU
=(a,.b)*(c.Dy~a'b)+(c.d)

De este modo resulta que la relacion de equivalencia definida en N* es compatible
con la adicién definida en (1).

5.5.1. Teorema fundamental de compatibilidad

El hecho de que una relacion de equivalencia sea compatible con una ley de
composicion interna definida en un conjunto es de notable importancia, porque induce
una ley de composicién interna en el conjunto cociente, es decir, permite operar con
clases de equivalencia.

Teorema

Si ~ es una relacion de equivalencia compatible con 1a ley de composicion interna *
en el conjunto no vacio A, entonces existe en el conjunto noamﬁm ;MV una unica ley
de composicion interna *’, tal que la aplicacion candnica ¢ A—>—esun homomorfis-
mo. Ademas. las propiedades de x en A se transfieren a %’ en |W» .

Para demostrar este enunciado consideramos las siguientes etapas:

>u*,\l . A

—~

i) Sean K, y K, dos elementos de A . es decir, dos clases de equivalencia.

-~

Como la aplicacion canodnica @@ A =~ —- €s sobreyectiva existen x € A.y € A tales

que p(x) =K, yo(N=K. { 1). Con esto hemos logrado pasar del conjunto cociente
al conjunto A, donde  es una ley de composicién interna, ¥ por lo tanto x *y € A.
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Nos decidimos por denotar con los simbolos + y . la suma y el producto de clases, y
nos interesa caracterizar las propiedades de estas operaciones en Z; y en Z,. De
acuerdo con el teorema fundamental, toda propiedad de la suma en Z se trasfiere ala
suma en Z, y Z, ¥ lo mismo ocurre con el producto. Sabiendo entonces que la adicion

utativa v acociativa en 7 tamhidn Ig ag 12 suma de places v nada hay oue

utativa y asociativa en Z, también lo 25 la suma de clases, y nada hay que
demostrar. Ademds, como O es neutro para la adicién en Z, resulta 0 neutro para ka
suma en Zy y Z,. Por otra parte, como todo entero tiene inverso aditivo, la misma
situacion se presenta con toda clase de Z; y de Z,. La multiplicacion en Z es
conmutativa, asociativa y con neutro igual a 1; en consecuencia, lo mismo ocurre para
la multiplicacién en Z; y Z,, siendo el neutro 1. Avanzando un poco mds en la
interpretacion del teorema fundamental, se dice que toda propiedad de * en A, s
trasfiere a =’ en A; pero el teorema no establece que si una propiedad no se cumple en

A entonces no se cumple mbw. Veamos esto a la luz de los dos ejemplos 5-15 y 5-16.

Se sabe que, en Z, elementos no nulos dan producto no nulo, o lo que es lo mismo: si
el producto de dos factores es cero, entonces alguno de los dos es cero. Esto se traduce
diciendo que en Z no existen divisores de cero. Pero, por lo anterior, si en Z no existen
divisores de cero no se deduce que no existan en el cociente. En efecto, basta analizar
la tabla de la multiplicacion de clases para ver la existencia de divisores de ceroen Z,,
va que 2.2=0. Es decir, existen elementos no nulos que dan producto nulo. En
cambio es facil constatar que en Z; no existen divisores de cero. Mis adelante
demostraremos que para la no existencia de divisores de cero es condicion necesaria y
suficiente que el médulo de la congruencia sea primo.

5.5. LEY DE COMPOSICION EXTERNA

Se presenta a menudo la necesidad de operar con elementos de dos conjuntos, de
modo- que-la composicién sea un elemento de uno de ellos. Esta situacion es una de
las caracteristicas de la estructura de espacio vectorial. . ‘

Sean dos conjuntos A y §L este dltimo lamado de operadores.

Definicion

c:u_@%noamca&o:mﬁmsmummaaums>_no=onmaacnmwmmpw:c%
funcion de £2 X A en A. .

e
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Usualmente, una ley de composicion externa en A con operadores en §2se denota
mediante “.”, y suele llamarse producto de operadores de $2 por elementos de A.

En simbolos se tiene
«” es ley externa en A con operadores en 2« . : £ X A->A

Mediante esta funcién, la imagen del par (& ; @) se escribe a. a.

Ejemplo 5-17.

Si A es el conjunto de los segmentos contenidos en un plano y N es el conjunto de
los ntimeros naturales, una ley de composicion externa en A con operadores o escalares
en N es el producto de niimeros naturales por segmentos del plano.

Ejemplo 5-18.
Sean R? y Q. Definimos producto de nitmeros racionales por pares ordenados de
numeros reales, mediante
a.(a,p)y=(a.2,a.b)

La igualdad anterior determina una ley de composicion externa en R? con
operadores en Q. Notamos aqui que el mismo signo *." aparece en la definicion
anterior con dos significados distintos: en el primer miembro se trata del producto de
racionales por pares ordenados de reales. y en el segundo miembro consiste en el
producto de racionales por reales.

En particular, si el conjunto A se identifica con £ la ley externa se vuelve interna.

Ejemplo 5-19.
Consideremos ahora R"*™ y R. Vamos a definir una ley de composicién externa en
R™*™ con escalares u operadores reales, mediante

a.A=a.la;]=[a. a;]cualesquiera quesean a€Ry A€ R

Se tieme asi el producto de nimeros reales por matrices n X m, y se realiza
multiplicando cada elemento de la matriz por el nimero real.

Ejemplo 5-20. *

Si R [X] denota el conjunto de todos los polinamios con coeficientes reales. y ¢l
conjunto de operadores es R, entonces el producto usual de nimeros reales por
polinomios es una ley de composicién externa en R {X] con escalares en R.

Pero si el conjunto de operadores es el de los niimeros complejos, el producto usual
de complejos por polinomios de R [X] no es una ley de composicion externa, pues
dicho producto no es siempre un polinomio real.
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Capitulo 6

COORDINABILIDAD. INDUCCION COMPLETA.
COMBINATORIA

6.1. INTRODUCCION

En esta seccién se propone al lector el estudio de la relacidn de coordinabilidad o
squipotencia entre conjuntos, sobre la base de un tratamiento funcional, y se
mtroduce como derivacién natural el concepto de nimero cardinal de un conjunto.
For esta via se define el nimero natuml, pero el estudio de las operaciones y
propiedades se desamrollard sobre la base del sistema axiomitico de Peano, en el
capitulo siguiente. En conexion con N, se da el principio de induccion completa con
vistas a la demostracién de propiedades en las que todo estudiante de un curso basico
debe ejercitarse. Asimismo, se trata un tema de vastas aplicaciones en matematica
siemental y en Probabilidades: tal es el caso de la combinatoria simple y con
repeticion. lo que se reduce, en ultima instancia, a la no ficil tarea de saber contar los
ziementos de un conjunto.

6.2. CONJUNTOS COORDINABLES O EQUIPOTENTES
6.2.1. Concepto

Sea U un conjunto. En 2 (U) definimos la siguiente relacién: “‘dos elementos de
P(U), es decir, dos subconjuntos de U, son coordinables si y sélo si existe una
biyeccion del primero en el segundo™.

Simbdlicamente .

A~B « 3f:A->B/f esbiyectiva n

Esta relacion satisface
i ) Reflexividad. Todo conjunto es coordinable a si mismo.
Sea A € P (U). Como existe

in 1A —>A, yesbiyectiva; por (1) resulta A~A.

COORDINABILIDAD 163

i) Simetria. Si un conjunto es coordinable 1 otro, entonces éste es coordinable
al primero,
Sea A ~B.Entonces 3 f: A > B | f es biyectiva.
Por 4.7.2. IT), sabemos que f admite inversa, es decir
3V :B—A/f"" esbiyectiva,

lo que significa, por (1), que B~A.
iii) Transitividad. Si un conjunto es coordinable a otro, y €ste es coordinable
con un tercero, entonces el primero es coordinable con el tercero.

Se trata de probar

A~B y B~C = A~C
Demostracién)
A~B A~ B~C Por hipotesis
a‘ 2
3f:A—>B ~ g:B->C/fyg sonbiyectivas. Por (1)
4

3g.f:A—C/gof esbiyectiva. Porque la composicion de funciones
biyectivas es biyectiva, segiin 4.6.5.
§
A~C Por (1)

Ahora bien, de acuerdo con el teorema fundamental de las relaciones de
equivalencia, existe una particién de P (U) en clases de equivalencia, las cuales reciben
¢! nombre de niimeros cardinales de los subconjuntos de U.

Definicion
Niimero cardinal del subconjunto A C U, es la totalidad de los subconjuntos de

U que son coontdinables a A.
En simbolos

:»T?QE&Q:&

i

Se tiene
c(A)=c(B) & A~B
En particular ¢ (¢) = 0. es decir, denotamos con 0 el nimero cardinal del conjunto
vacio.
SiaeU, entoncesc({a})=1. .
SiaybeU.entoncesc({a.b})=2.
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ii } L.a unidn de dos conjuntos disjuntos, uno finito y el otro numerable, es nu-
mierable.
Sean A finito, y B numerable, talesque AN B = ¢.
2)SiA mm vacio, A U B= B, y por lo tanto la unién es numerable.
. t) Consideremos el caso en que A es finito y no vacio. Entonces es coordinable a un
intervalo natural inicial 1,,, y puede denotarse

. >"“h_.&u.....ﬁlv

B ={bybs... b .}
1N 3

Se¢ tiene

»c_wn.w,s.f..:.ax*F.F.:p‘.

Definimos

f:AUB—>N por mediode v

ﬂm six =aq;
fx)y= w‘
r:.f six=b;

£ facil ver que fes biyectiva y, en consecuencia, AU B ~N, con lo que la propiedad
quzda demostrada.

El mismo N es numerable, teniendo en cuenta la reflexividad de la relacion de
coordinabilidad. De acuerdo con el ejemplo 6-1, también Z es numerable, es decir,
ambos tienen el mismo numerc cardinal trasfinito, o sea, tiemen “el mismo
mmhsﬂo de elementos”. El nimero cardinal de N, introducido por George Cantor, es
% aleph cero, lo denotaremos con 4. y escribimos .,

cMNy=c@)=a

“n el ejemplo 4-10 se demostro la biyectividad entre N y P, siendo P el conjunto de
los numeros pares positivos, es decir: P~N, y por consiguiente tienen el mismo
nimero cardinal. Puede escribirse ¢ (P) =g, y se dice que el conjunto de los nimeros
naturales pares es equipotente a N, a pesar de ser una parte propia de N. -

Esta propiedad es caracteristica de todo conjunto infinito, en ¢l sentido siguiente:

*un conjunto es infinito si y sélo si es coordinable a una parte propia del mismo”.

A es infinito « 3 xuﬂm>\.x{>

{
|
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6.4. INDUCCION COMPLETA
6.4.1. Concepto. .

El principio de induccion completa proporciona un método de demostracién por
recurrencia, de vastas aplicaciones en matemdtica. No es constructivo, en el sentido de
generar propiedades; pero hace posible la demostracion de éstas cuando son relativas al
conjunto de los niimeros naturales.

A fin de tener una idea intuitiva de dicho principio, consideremos el siguiente caso:
supongamos alineado el conjunto de todos los alumnos de una escuela; se sabe ademds
que, si un alumno habla, entonces habla el siguiente. Interesa determinar cudl es la
condicion para asegurar Gue, € unmemento dado, estén hablando todos los alumnos.
Es obvio que para que se dé esa situacion es suficiente ver que el primero esta hablando.
En este caso se trata de investigar la propiedad que podemos enunciar asi: *todos los
alumnos estan hablando™, y para asegurar su verdad se requieren las siguientes
condiciones:

i )'El primer alumno habla.
ii ) Si un alumno habla, entonces habla el siguiente,

Extendiendo el caso a una propiedad P, relativa al conjunto de los nimeros
naturales, queda asegurada la verdad de P para todo n €N, si se verifican las dos
condiciones anteriores, que s¢ traducen en

i YP(1)esV.
ii ) Si P(h) es V, entonces P(h+1)esV.

Llegaremos a la demostracion de este principio, llamado de induccion completa,
sobre 1a base del principio de buena ordenacién. que segin 3.9.7. admite el siguiente
enunciado: “todo subconjunto no vacio de N tiene primer elemento”

6.4.2. Teorema de induccién completa

Si S es un subconjunto de N que satisface
i) 1€S
ii) heS =>h+TeN
entonces S =N. .
En otras palabras: “todo subconjunto de N que incluya al 1, y al siguiente de h
siempre que incluya al &, es igual a N”. .
Hipotesis) SCN
i) 1eS - i
ii) heS =>h+1€S
Tesis) S=N. .
Demostracion) Es suficiente ver que N C S, y para esto basta probar que €l
subconjunto S’ de nimeros naturales no pertenecientesa S es vacio; o sea, de acuerdo
con la definicion de inclusion es falso que haya algin natural que no pertenezca 2 S.
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6.5. EL SIMBOLO DE SUMATORIA

6.5.1. Concepto,

En muchas situaciones se presenta la conveniencia de abreviar la notacion de una
suma cuyos términos admiten cierta ley de formacion. En este sentido es atil Ia
introduccidn del simbolo de sumatoria: Z.

Si a; es un niimero real que depende del indice i, para indicar la sumaa, +a, +a,
5
+g4 +ag escribimos 2 a;.
=1

n
Si el indice es variable desde 1 a », 1a notacion Z  g; significa la suma abreviada de
i=1

ios 1 términos 7, +a, +- - +a,, yse lee: “sumatoria de g; con { variando desde 1 a

n .

El desarrollo de una sumatoria se obtiene asignando a i, cada uno de los sucesivos
valores de su rango de variacién, y sumando los términos asi obtenidos. Por ejemplo

SRa1242 43 422
=1

Ejempio 6.

Desarrollar las siguientes sumatorias:

B ST

i 3 4
1 1 1

= _+N |we.+;wz
: 2i 2.1 2.2 2.3 2
by s 2L e 2n _
f.u:.i 1+1 + 241 + 3+1 oot n+1

-1+ 4.6 2n

=l+5+7 taEl

<) m_o.n: =(1-D+2-D+@3-D=

=0+1+2=3 -

n
d) X n“,n+h+...+h“3.&
i=1 7

SUMATORIAS LN

Aqui se tienea;=a Vi

Y 1=1+1+ ... +1=100

SR

Ejemplo 6-5.
Expresar como sumatorias las siguientes sumas indicadas:

o

- P t AR
ay I+4+6+84+10=

P L

i
-

i=1

[

3 +11=2Z i-1=
Pyl +3+5+7+9+11 miﬂ =0

4
|55 ]

(2i+ 1)

.
Ji

3 :3
¢ ,+m+ux\+inmﬁ
) Pl

6.5.2. Propiedades de la sumatoria

i=1

1l . n n
i) I @+b)=2 a+Z b
Ci=1 =
En efecto, por definicion de sumatoria, conmutatividad y asociatividad de la uma
en R, se tiene ,

z (a;+b)=(a, +b) +{ax +b2) + ... +(@, Tb)=
i1
. =(a, tax ¥ ... +a,)+(by +hba + ... +b,)=

n .
i) w (aa)=aX a;donde aesconstante.
i=1 - i=1
Por definicion de sumatoria y distributividad resulta

; .
Z (@a)=a mta et ... taa,=
i=1

=a(a, +a, +...+a,)= n.M.n..
=
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1
i) n=1 um_nm,sms:u“n_n

ii ) Demostramos
Sp=h =8 =G+ 1y

En efecto

Sper =Sp+(2h+1), donde (2 h + 1) es el nimero impar de lugar (1 + 1).

Aplicando la hipétesis ¥ efectuando operaciones
mw\..f— “Nm +~Nm~ + _.‘vuﬁwﬂ + u.vn

Ejemplo 6-19.

Demostrar

~w :“mum~nw N-“.N_"N“&.AIN“M_\V»..\M
=1
Es decir, P{1)es V.
ii) Se trata de probar que
S =2 =2 = Sy =272 2
Demostracion)
Spey = £ 2=2+P 4.+ 2=

=Sy + 20t =2 —2 42!
= Spar =22+ 20T -2

La reduccion de los dos primeros términos conduce a
m&+~ =2 .Nr.vm -2

y por producto de potencias de igual base resulta

_ 9h+2
Spey = 2

como queriamos. . .
Ejempio 6-11.

Demostrar que .

:V.ﬁ\~+;wﬂu= Yn=3

INDUCCION COMPLETA 175

Debemos probar que P (n) es V, cualquicra que sea n, a partir de 3. En este caso, €s
posible aplicar el principio de induecion, demostrando

i)P(3)esV
§YP() = P(r+1)

a) Sean =3. 64 bvw|m va
3> 5 =(5) U+

~ *—
b) Hipotesis) h Vmu + ..xlu

s el 1 h-t
fesis) A+ lo(d W h+1
Demostracion)
- 1 0\ Rt \. 1 ;, o 1 J
1+ m.ﬂﬂlm =+ 55T v+ 557 1)
Por otra parte
-1 1 1 i
[ — _ . o ——
el < T TR <+ =
\.\ ~ h .«\ M ~ h
~(ie ) <) =
Kd 1 -~ h - i - - 1 ~ h i ~ )
b=} — — + 2
nd U e e, <1+ PR )@
De(Dy(D)
s 1 s N TR )
C+ﬂﬂp <(i+) UrmEr)
Por hipotesis
) (e L) " <n
L%
Multiplicando las dos iitimas desigualdades, después de cancelar, nos queda’
- w ~ htl . M -
ﬂ_+w+wb <h .ﬁ/—+ :+uw
Por distributividad hel
(1+-L )" <n+ 24 3)
. SR h+1 {
Como h<h+1 = L <{=h+ h <h+1 (4)
V h+ h+1 :
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6.7.2. Propiedades de los nmimeros combinatorios

Si dos ntimeros combinatorios de igual numerador son tales que la suma de sus
denominadores coincide con aquél, se E:ES nimeros combinatorios de ordenes
- . 7
complementarios, Por m_m::u_om y A
e/
i ) Dos nimeros combiratorios de rdenes complementarios son iguales
.\:J _ n! _ n! _{ n J
k. k! (n-k) (n— k) k! ﬂ:t»\

ii) La suma de dos nimeros combinatorios no es, en general, un nimero
merador v denominadares consecutivos

romhinatorin: nern ci tienen _Qz.t

CARNIUIRAINII0, PO S eI UL

vale la formula

(=R
En efecto ,
-1 - 1D n - 1) - !
(e )+ ") = =1 ?Mx:v;:ﬂ;:ﬁ +.§ﬁ7w.13_
- (- 1) . {n -1} _
7 T T TR e S L
- kKin— 1} + (n—k) (n—-1)! -

k (k-1) (n-k) Kl(n-k)y (n-k-1)

-k -1y + (n-~k) (n-1!
k' (n - k) kU (n-k
= Ktn-D Hn-K) - 1) _ (n-1) (K +n-K) _
kK (n - k) [N
_n (n-1! n! r&\z.,,.
k' (n-k)! k! §|3_|,,»\,

Ejemplo 6-13.
i ) Formamos el “tridngulo™ de Pascal

(o) |
, ) ()
) G G :
o G (B

to
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Los elementos extremos de cada fila valen 1, y cada ndmero combinatorio restante
de acuerdo con la propiedad ii ), es la suma de los dos que figuran sobre é1.-

m::o?:
" n - E - n Y, /n-1
ﬁ v.ﬂ ~|~v+ ~!_u+in ~.,;\_ ,:;_u

N

Es decir

m =i
p |

n_/ iZ1 .- 1.

1
3
——
I
3
A
+

Anlicandn reiteradamente la propiedad ii ) se tiene

Tm’ -1 m “m—- 1
= =1
A, H w. H _- w,. n sw a1
i m=1 N om 2y \.Slw._kixus.wun
= n - CTI,, n—1. i.., n—1, b .

iii) Demostrar

7 an—D—2)...(n—k+1)

L= K
>m=nw=ac la definicion y la nota que figura en 6.6.1, tenemos
- ! _ nn—NHnr-2).. . (n—k+Dn—k)
m » K-k kX (n— k).

Después de simplificar queda
\:/_& n{in—VDn—2). . dn—k+1)
’ . ~r\ﬁ - K

6.8. POTENCIA DE UN BINOMIO

6.8.1. Binomio de Newton

Una aplicacion inmediata de los niimeros combinatorios se presenta en ¢! desarrollo
de la potencia de un binomio, con exponente natural, conocido como formula del

binomio de Newton, y estd dada por

I A,

i vees



AT+ x—) 1ejjosresad
‘-9 oldualy

*l1anb 35 OWIOd

sy .0=¥
&Q :—+:~u ‘m:r».\_n.nmw = T,.%axwhw
10ap $3
~ i=4
+ ol rea-u ,flt 3 vl .L+§T.£S+s
by \~ X A
n +
1S3l ﬂI..».u ( :J Gy

+ 49 yea—u?

ua OpUAANILISTS A

‘prquiou 1atnbpEnd I8

81

NT+i=ie=d

onb (11 7°L°9 lod tuand u2 opualuAf

1+ Y
1+ ouﬁﬁ+:

~1,J+ﬂx¢ + of T,xmﬂ. :u.\ 1o{d+ D)

eponb sou*( 1T°§9 Ee._n« £ imynsns ap sondsap

\‘ awrnmb\_\t _% 0 ,w A\O/,w ouo)y

/._+& U M+a iy
\Q _lu\/~ s__
1aud ou./i.r qd 1ea-u ﬂ o
sy 1= o
+ 49 Trsr.mn.. y ) ¥ + od veutl gy Mi retd

BUCIBWINS BLISIU B
= [ SOWaIRY SBLIOIEWINS STQUIE JINPII witd

Y [y 0=f
19 omﬁx + 1.4 .T:nﬁa T.N: +

£ )
+ 49 I;Tgamcv N + o9 14u mc = 1,447

[ 10d 3y sowRIquIEd epungass ef ue
wioy spend epojewns f 3p 20PUl 3 anb v1UaNI U OPUALUR],

OIRONIE NO 140 VIINALOA

Y ¥\ 0=
1447 of m&v + 1a49 y4-u? xv_l

/ul&

+ o yeu—o? A&\ m+aaﬂ+: cv _+&AQ+$

sauotoe1ado OpUENIONR]

/ 0=¥ 3N 0=
MQ& # b m Q+!Q# :ﬁ#VQ\VN Null“—.v&AQllew
PEPIAIINQUISID 104
# 4 y? «» R N (g+ D)=

= tAQ.TGu.mQ.TEv" —+£AQ+§V

auan

» eanonpui sisajodny ¥ £ wopeousiod op uorolIjap B opuedldy (UoEnsows(

oo

re M - 0=
7 x\?xiq.fff

-l A

= T;%Q..T D)

g

(s1sal

B

A m (q+7)
Al =i ; ! sisaipdry (1

\w» 700
nQ 1] 'y w.w OQ Aﬂmwwﬁ

= ,q P+ o4 2= 4 = (J+P) = (=¥ {1

‘prajdwios uoldInput 10d SOWRIISOUIAP 8f A

0=
&Q#lzﬁmwv NM = :AQ + Qw

u

® 20npal 35 ‘ELIOJEWINS 9P O[oquIls [ OPUTNN
«4 mﬁ v+ A 9~ :mmv W p-d? J+o- v UI_NS;TQV

YIEOLVNIENOD "'VIATINOD NOIJAANI "avarTidyNIadao0d ost



COORDINABILIDAD. INDUCCION COMPLETA, COMBINATORIA

Aplicamos la formula demostrada

crrant=(0) corer+ () e ot e+ (3) cnant s

+ va ExP @2y + mw_v x)'ent+ ﬁv =x° 2y =

==x* +10x* y—40x? y? +80x2 p3 — 80 x p* +32)5
%.5.2. Observaciones
Sen
@+ = Mm\m A\E 7~k B
k=ol k
i) El desarrollo de la potencia »-sima de un binomio tiene n + 1 términos, segiin
lo indica la variacion de X, desde O hasta n.

ii } Cada término del desarrollo tiene como coeficiente un nimero combinatorio

de numerador igual al exponente del binomio, y el denominador es variable
desde O hasta n.

it} El exponente de 7 es Ia diferencia entre el numerador y denominador, y el de

b es igual al denominador. Es decir, 1a suma de ambos exponentes es igual a
21, para todos los términos.

iv) El término de fugar 4 en el desarrollo, es
7 n-h+1 gh—1i
T m} - ~\Ja b

v ) Los términos equidistantes de los extremos tienen igual coeficiente. por ser
ndmeros combinatorios de 6rdenes complementarios,

Ejemplo 6-15,
Detenininar la suma del 49 ¥ 62 términos de! desarrollc de
(Qa—a?)®

Como

Q,L,Hﬂ\ww»vﬁ a)® (—a?)? = Imwv 3241

Im./. u!mmllm 13 -
T = m\:u& (—a*)’ = mmw.ma

=T, +Tg =~ | .,M,._Zn: ~u

e

PR REC——

I s o

POTENCIA DE UN BINOMIO 183

Ejemplo 6-16.
) Demostrar wu m ~Qu "
=0 \i

Trasformames la sumatoria en e} desarrollo de la potencia de un binomio

808,00 =0 0077

S AR
Procediendo andlogamente
W Ai:mm-_..?vu m., mqw»?ﬁ»:m -0 Sa P
i=o UV R AN :

Ejemplo 6-17.

Determinar el término central del desarrollo de

- 2n
M. o+ Pv conx #0
x

El numero de términos es
n+l=n+n+l=n+l+n

Ei término central esta precedido por 7 términos, y en consecuencia ocupa el lugar
{n + 1). Se tiene

Ve ] =~
_{=-n 21
.m.all.f:w:k ) k\W
2 2
T "manzx "
n+i n J n
x
Es decir .
) 720 n
‘wllbvn - A/ va x
En cuanto al coeficiente
. “2nY) _ (2 a)! - (2 n)! -
n) =T @ Ty
2n(2n-1)2n-2) ... 2n~-(-].al _ )
= )

2nCn-1)2n-2) ... (n+1)
i n'
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tesulta

Ls decir

x=t e enR

Racionalizando
x=1x

Ambos valores de x satisfacen la condiciéon dada.

6.9. FUNCIONES ENTRE INTERVALOS NATURALES INICIALES

A fin de tratar el tema de la Combinatoria simple y con repeticién desde un punto
ie vista funcional, proponemos algunos conceptos y propiedades relativos a funciones
suyos dominio y codominio son conjuntos finitos, no vacios y por consiguiente
dentificables, en cuanto a su cardinalidad, con intervalos naturales iniciales I, e [,,,.

6.9.1. Aplicaciones inyectivas de [, en I, (7 <m)

Sea el conjunto cuyos elementos son todas las aplicaciones inyectivas de I,, en I,,,, v
que denotamos con .

In(l,,I,)= A\\“ I, > L, [fes Ewanméw

Se necesita la restriccion n < m, ya que en caso contrario habria dos elementos del
jominio con la misma imagen en el codominio, ¥ ninguna aplicacion seria 1-1.

El elemento 1 de I, puede aplicarse sobre cualquiera de los m elementcs del
codominio I,,, es decir, existen m posibilidades para el 1 €1,. Una vez asignada la
imagen, para construir una funcion inyectiva, el 2 €1, admite (m — 1) imdgenes
pusibles en I,,. Seleccionadas sendas imédgenes para el 1 y el 2, se presentan (m — 2)
posibilidades para la imagen de 3 € I,,. Suponiendo hecha Ia seleccion de imdgenes para
1, 2....,n—1, el elemento nel, puede proyectarse sobre cualquiera de los
1 — (1 — 1) elementos restantes de! codominio, y en consecuencia el nimero total de
aplicacicnes inyectivas de I, en 1y, es :

m.m-1).(m-2) ... [m—-(n-1)]

» e

-

.
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Es decir, el cardinal de In (1,, , 1,,) es igual al producto de n factores decrecientes en
una unidad, a partir de m,
Denotando tal niimero cardinal con el simbolo V,,, ,, se tiene

<§.=H§.¢::3.Q:lmv...Q:fzx:v m

Multiplicamos y dividimos el segundo miembro de esta expresién por

(m—ny(m—n—1......2.1=(m-—n)!
v HS.@:ls.?:tmv...AS|=+C.¢=|5_
e {m - n)!
v resulta
Vion = iﬁm;u.w%s (2)

Demostraremos ahora esta férmula por induccion sobre n.
*
i )Si n= 1, entonces el aimero de funciones inyectivas de I; en 1,, &
exactamente m, vy se tiene

. . mm-1! _ m
Vi =m= (m - 1)! T (m-

ii ) Probaremos que si la formula (2) vale para h, también es vilida para /i + 1.
Hipdtesis) m!

m!
Tesis) Vit = T (h + DI

Demostracién)  Supongamos definida una funcién inyectiva de I en I,. S
extendemos ¢l dominio a l,.;, el elemento agregado, s +1, puede hacerss
corresponder con cualquiera de los (m — h) elementos restantes del codominio. Es
decir, cada funcién inyectiva de I, en I, origina (m — k) funciones inyectivas de | P
enl,,, y en consecuencia se tiene

<~3a}tu“ <5L~ . :3 - kv

Usando la hipotesis inductiva llegamos a

m! L m! (m-h) - m!
Vw1 = o r MW= G T Tk T Tm - F D]

Ejemplo 6-21.

;Cuantos nimeros de tres cifras distintas pueden formarse con 1, 2, 3, 4?

- Cada nimero pedido corresponde al conjunto imagen de una uﬁﬂnm\a@: inyectiva
(ya que no pueden repetirse) de I en I,. Es decir, existen tantos numeros de tres
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By COORDINABILIDAD, INDUCCION COMPLETA. COMBINATORIA

Fiemiplo 6-22.

;Cuintas comisiones de 3 personias pueden formarse con 4 ?qmozmmq Rotulando a
las cuatro personas con 1, 2,3 y 4, las selecciones

123 132 213 231 312 321

Y

orresponden a la misma comisién (se supone que no hay distincion de jerarquias), y la
csleccion natural es 123. Esta corresponde a una funcion estrictamente creciente de I
en I,, ¥ en consecuencia el mimero total de comisiones es
e v Va3 4.3

- J
Can=13, 3 - 330 ¢

iemplo 6-23.

Cuintos nameros de tres cifras distintas pueden formarse con las cifras 1,2y 37
A 1u luz de lo que hemos visto en el ejemplo 6-21, se tienen tantos nimeros como
ciones inyectivas de I, en 1,, las cuales son, ademds, biyectivas.

Entonces dicho nimero es

<u_u "um =6

6.9.4. Funciones de I, en [,

Sean n y m nimeros naturales cualesquiera. Se presenta el problemna de determinar
+} adimero de funcionesde I, enl,,.

Es Jaro que, elegida una de las m posibilidades para la eleccidn de la imagen de
| € 1,,. para el 2 también se presentan m, ya que no hay restricciones de inyectividad.

" namero total de tales funciones, que denotamos con Vi, ,,esm.m. .. m=m"
—
n

Demostramos. por induccion sobre n , la formula Vi, ,, =m"
i }Sin= 1, entonces se tienen m funciones de I, en 1, es decir

Vi,.1 =m=m", con lo que la férmula es vilida en este caso.

ii ) Supongamos que se verifica para n = h, es decir Vi, ;, = m". Debemos
probar que Vi, poy =m" 1
sea una funcidon de I, en I,,; si el dominio es ahora I, ;, entonces el elemento
# + 1 puede aplicarse sobre cualquiera de los m elementos del codominio. Podemos
decir que cada aplicacion de I, en [, nmﬁﬂmﬂum m funciones de 1,45 en I,,, y el
aemero de éstas es

:d
<.:.....+_ =m.Vmn.n -

Aplicando la hipotesis y la definicion de potenciacion, se tiene

<,3.~.+_ =m, 5:"5::

FUNCIONES CRECIFNTY'S ) 101

Ejemplo 6-24.
;Cusntos nimeros de tres cifras pueden formarse con 1,2,3y 4?

Como no hay restricciones en cuanto a que las cifras deban ser diferentes, los
nameros 134, 143, 112, 222, etc,, figuran entre los pedidos. Cada uno de ellos puede
considerarse como el conjunto oamgno de las imdgenes de una funcién de I en l,.
En consecuencia existen tantos nimeros de tres cifras formados con 1, 2, 3y 4 como
funciones de 15 en 14, es decir

Vi3 =4 =64.

e W les -2 -
.2.5. Funciones crecientes de [, en [,

[N

Sean n y m numeros naturales cualesquiera.
Definicion
La funcidn f : 1, =1, es creciente si y slo si
x<y =fE)<f)
@mﬂb\e 6-25.

i ) Las imdgenes de todas las funciones crecientes de 13 en 15 son

111 122 133 144 222 233 244 333 344 444

112 123 134 223 234 334
113 124 224
114

Hemos seguido una ley de formacion a partir de 11, 12, 13, 14, 22, etcétera.
ii ) Las funciones crecientes de I3 en I, tienen las imdgenes

111 122 222
. 12
Llamando C},, , al nimero de funciones crecientes de 1, en [, se tiene, para los
casos anieriores :
o Ga=20 0 Gi=4
Observamos que el numero de funciones crecientes de I, en I, se identifica con el
ntumero de funciones estrictamente crecientes de I,, 4,y en I, ya que

6.5.4
Ca3=Cas31,3=Ce3=—37 =20

- 4.3
C23=Cz430,3=Ca3=—73=4

S——— o p—— 2
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1 2 3

»H

Al no haber distincion, estas distribuciones de cuatro alumnos en tres aulas son la

i nua. De ellas elegimos natyralmente la que define a una funci6n creciente de I4 en
£, - oo H123

tiaa distribucidn disunm s, poi cjemplo, 1113, que signi
raron 2n el aula 1 y el cuarto en el aula 3.

¢ modo que existen tantas distribuciones posibles de 4 personas en 3 aulas, sin
“:ncidn de las personas, como funciones crecientes de [4 en I3, es decir

ica: trac alumnoe
ca: mnog

i
i

s
Chs = Cyagmia = Coa =|

~

w

.4
2.1

6 6.5.3.4 _
=TT =15

S 4.

v

6.9.6. Aplicaciones estrictamente crecientes por trazos de I, en In

Sean los numeros naturales m, m;, m,,...,m,, tales que
{9

m=m; ta +. . tmy,= 2 my )]

Asociada a la descomposicion { 1), queda especificada la siguiente particion de I, en
intervalos naturales cerrados

Ly={1,m)+[m +1,m +m1+[my +my +1,m +my +my}+... +

?|~
+ Z 3:+_,§.4 )
Li=1

donde el signo + denota una unidn disjunta.

i ) Definicién )
1a funcién f-: I, =1, es estrictamente creciente por trazos, respecto de la

« particién (2), si y solo si es estrictamente creciente su restriccion a cada
subconjunto de la particién.

& emplo 6-27. : ’

En correspondencia con la descomposicién 9 = 2 + 4 + 3 «¢ tiene la siguiente
< ineion estrictamente creciente por trazos de I en Ig.

4

FUNCIONLS ESTRICTAMENTE CRECIENTES POR TRAZOS
94
81
iy

-

69
54

I8

[ ]
1
1
v
*
1
' i
' i
¥ i
| 1
i 1
¥ i
t i
1 [}
o
1
. '
co
4 i
: )
¢ '
s
) 1
o
i
' [
§ 11
§ '
4 &

R S it 4

N S e 4
RN S i
- - @
O rmammmm =

T . ]

o}
=]

St tiene aqui la particion I = {1, 2] + [3,6]+[7 .9} esdecir
L={1.2)+{3,4.5.6}+ (78 9}
Y la restriccion de £ a cada elemento de la particion es estrictamente creciente.
Ejemplo 6-28.

Determinamos el namero de aplicaciones estrictamente crecientes por trazos de I
en 1,. respecto de la particion de I, asociada a la descomposicion 7= 3 +4. De
acuerdo con la definicion, la restriccion de cada una de las funciones a los
subconjuntos I, e 1, debe ser estrictamente creciente,

Se sabe que 2l numero ¢e aplicaciones estrictamente crecientes de I; en 1, es
* ﬁq 3 = Iﬂw d

J

Ademds, es claro que cada funcién estrictamente creciente de I, eif I; define

. unfvocamente una funcidn estrictamente creciente de 4, 5.6, 7enl,. Porejemplo, si

g: 13 =1, estd definida por

g(l)=2 g()=5 g3)=7
queda detenminada A la.5.6, .\V - |, estrictamente creciente y {inica, a saber

R =1 h(5)=3. h(6)=4 h(H=6

PR v

=25
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194 COORDINABILIDAD. INDUCCION COMPLETA. COMBINATORIA

C.uno todas las funciones inyectivas de I, en I, tienen el mismo dominio I,
9

[

r > o:denados correspondientes a la funcion. Desde este punto de vista, toda
v. -i.iAn n-aria de m elementos es un subconjunto ordenado de # elementos de Ip,. Es
claro que la inyectividad exige que no se repitan elementos en la imagen, es decir, dos
variaciones simples son distintas si difieren en algiin elemento, o bien, si constan de los
mismos, deben diferir en el orden. )

D¢ acuerdo con 6.9.1., su nimero estd dado por la formula

*m.n

5t
.

7.3, Permutaciones de s elementos SR -

’

il rinieion s
armutaciones de n elementos son todas las funciones bivectivasde [, en I,,.
mo toda funcidn biyectiva de 1, en 1, es inyectiva, se tiene un caso particular de
var sviones simples, donde m = n.
Teniendo en cuenta el conjunto imagen, cada permutacidon de » elementos es un

con f:wo estrictamente ordenado de I,. Su numero, de acuerdo con 6.9.1.. estd dado
per fa tormula

i n!

Tal(.::l lxl.l.lllﬂl..uu
' {(n—n) o E

\l decir permutaciones de # elementos se debe entender que son simples, en el
sesi.:do de que no hay repeticion, por la inyectividad.
6.10.4. Combinaciones simples de m elementos de orden n.(n<m)
Definicién :
Combinaciones simples de m elementos de orden n, o combinaciones n-arias de
m slementos, son todas las aplicaciones estrictamente crecientes de I, en I,,,.

w Una tal aplicacion estrictamente creciente identifica un subconjunto de n elementos
de I,.,. de modo dnico. Al mismo concepto puede legarse en virtud de la relacion de

equivalercia definida en el conjunto de las funciones inyectivas de I, en I, de

acuerdo con 6.9.2. :
Ei atmero de combinaciones simples estd dado por

v .
ﬂ.‘ = m utlhlv_nli
m.n mz& —vz

1

COMBINATORIA SIMPLE Y CON REPETICION 199

6.10.5. Variaciones con repeticion de i elementos de ordenn

Definicion X .
Variaciones con repeticion de m elementos de orden 1 son todas las funciones de
I,enly,. )

En este caso no existen restricciones de n respecto de m. ldentificando cada
variacion con repeticion con el correspondienie conjunto ordenado de las imagenes,
ocurre que cada una es una n-upia de elementos de 1,... Su nimero estd dado, de acuer-
do con 6.9.4., pot

(.7 =m
m.n

6.10.6. Combinaciones con repeticion de m elementos de orden .

Definicion
Combinaciones con repeticion de m elementos de orden . son todas las funcio-
nes crecientesde I, enl,,.

En este caso, 71 y 1 s0n nlmeros naturales cualesquiera.

De acuerdo con 6.9.5.. su nimero estd dado por la formula

Con = Coemnn =" )

m. *pn—1i,n 5 1 7

. w2

6.10.7. Permutaciones con repeticion -

En muchas situaciones. los elementos de un conjunto estan clasificados en tipos:
digamos. por ejemplo, un conjunto de 9 libros, entre los cuales hay 2 de algebra. 3 de
geometria y 4 de filosofia. En cada caso se supone que son del mismo autor, edicion,
ete.. es decir. indistinguibles. Un problema de interés consiste en la determinacion de
las distintas maneras segin las cuales pueden ordenarse dichos libros en un estante.

Una ordenacion posible es GAFAFGFFG. Es claro que si se permutan entre st
dos libros de filosofia. el ordenamiento es el mismo. Una distribucion distinta de los 9
libros en el estante puede lograrse’si se permutan libros de distinto tipo. Ahora bien, si
rotulamos los libros asignando el 1 a los de dlgebna, el 2 alos de geometriay el 3alos
de filosofia. la ordenacién propuesta &s

213132332
El problema consiste en determinar cugntos nimeros pueden obtenerse intgrcam-
biando las cifras del propuesto, lo que se identifica con el nimero de aplicaciones
estrictamente crecientes por trazos de Iy en I, respecto de la particion asociada a la
descomposicion 9 =2+3 +4, Tales aplicaciones se llaman permutaciones con
repeticion de 9 elementos, entre los cuales hay 2 del tipo A, 3 del tipo Gy 4 del tipo

F.
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202 COORDINABILIDAD, INDUCCION COMPLETA. COMBINATORIA

justa.y en primera instancia pueden considerarse como un solo objeto, con lo que el

M.z:w.ﬁo total se reduce a 8, y se tienen Py arreglos distintos. Ahora bien, en cada uno
¢ 98@ las tres personas que estan juntas pueden permutarse entre si, originando Py

alineaciones diferentes. Entonces el niimero total es

—vm . mvu = 8! 3!
Eemplo 6-33.

m . "

. 5 una urna hay 5 bolillas blancas y 6 bolillas negras numeradas. Se extraen
~.,?,v.2u de tamafio 7. ;Cudntas de tales muestras pueden extraerse” ;En cudntas de
e guran exactamente 3 bolillas blancas?

i) E mwi:BmEc consiste en extraer al azar 7 bolillas de la urna. sin reposicion.
Es decir. se extraen una por una y no se reintegran hasta completar las siete.
Dos muestras como

h: Wn Hs Ry Ry N5 Ng N‘u N,y Ww Hg N4 s Uw W—

_son la misma. y existen tantas comc subconjuntos de 7 elementos pueden
formarse con 11 dados. es decir

v
c ps - yus o 11.10.9.8 .
He7 TRIA T g #3310 0
it j Consideremos ahora las 330 muestras aleatorias de tamafio 7 que pueden
-obtenerse. Estamos interesados en saber cudntas de tales muestras contienen
exactamente 3 bolillas blancas.

" Hay m,m.u. maneras de elegir 3 boliilas blancas entre las 5 que existen. Por cada una
e esias posibilidades se presentan Cg 4 maneras de seleccionar 4 bolillas negras entre

_._,u 3 que hay. En consecugncia, el nimero total de muestras que tienen ¢xactamente 3
bolitias blancas es

T

201

W
wln

SIS

.3 :
1 =150

L

COMBINATORIA 22

Ejemplo 6-34.
Hay tres tipos de medallas: 3 de oro, 2 de plata y 4 de cobre. ;De cudntas maneras
pueden distribuirse entre 9 personas, si a cada persona le corresponde una y solo una?
Cada distribucion de las 9 medallas entre las 9 personas definc una aplicacion
estrictamente creciente por trazos de Iy en Iy, respecto de la particion asociada ala
descomposicién 9 = 3 + 2 + 4, Se trata, entonces, de las permutaciones con repeticidon
de 9 elementos. entre los cuales hay 3 del tipo 0. 2 del tipo Py 4 del tipo C, y su

ntimero es
314 3!
P TR

= 1260

Ejemplo 6-35.

,Cuintos térmmos tiene un polinomio completo y homogeéneo de grado 2 cor 3
variables?

Sean éstas x,. X: ¥ x5. Como el polinomio &s homogéneo, tedos los témminos son
de grado 2. Ahora bien, cada funcidn creciente de I, en 15 determina uno de [os
téminos def polinomio, ya que las imdgenes X X3 ¥ X3 corresponden al mismo
término. v se considera la que es creciente.

El ntmero total es ¢l de combinaciones con repeticion de 3 elementos de order 2.

es decir

El polinomio puede escribirse

- - N
Py, Xy, Xyd=ayy X tanXx, tdaX, Xy Xz Fdy X Xy Tdn XX
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COORDINABILIDAD, INDUCCION COMPLETA. COMBINATORIA

\. /q
wwmhl 2x + !wp . Determinar x sabiendo que T3 + T¢ = 0.

10

V 15
Hallar los términos de grado natural del desarrollo de{ x + .In«v

:De cudntas manems se pueden colocar 12 libros en un estante, si tres de ellos
deben estar juntos?’

.De cudntas maneras se pueden alinear 10 personas, sabiendo que Jdos de ellas no
pueden estar juntas?

Caleular Ja suma de todos los nimeros de 4 cifras no repetidos que pueden
tormarsecon 1, 2.3 v 4.

. Cudntas distribuciones circulares pueden formarse con 6 personas?

Ocho puntos del plano son tales que 3 cualesquiera no estdn alineados. salvo 4 de
ellos que si lo estdn. ;Cudntas rectas determinan?

.Cudnas comisivnes de 6 personas pueden formarse con 8 varones y 9 mujeres,
sabiendo que al menos un vardn integra cada comision?

.De cudntas maneras se pueden distribuir 100 botellas de leche entre 10
comercios?

JCudntos nimeros de tres cifras distintas pueden formarse con 0. 1,2, 3,4y 57
+Cudntos nimeros de tres cifras pueden formarse con0,1.2.3.4y 57

De un mazo de naipes franceses (52 cartas) se extraen cinco cartas sin reposicion.
;De cudntas maneras pueden obtenerse exactamente dos ases?

. Entre 36 cartas hay 4 ases. Se retiran tres cartas sin reposicion. Cudntas

colecciones de tres cartas contienen exactamente 2 ases?

+En cuantes nimeros de k cifras elegidas al azar entre 1, 2, 3...., 9, aparece
¢xactamente 4 veces el ndmero 17 (k> 9)

Se consideran # personas alineadas al azar. (En cuidntos, de dichos arrcglos, hay
exactamente k personas entre dos determinadas?

{Cudntos poligonos determinan 10 puntos del plano, sabiendo que 3 cualesquie-
ra no estan alineados? -

;De cuantas maneras pueden alinearse 5 varones y 5 mujeres de modo que
aparezcan alternados?

:Cudntas #-uplas pueden fommarse con los nimeros 1, 2y 32

JEn cudntas aparece exactamente & vecss el 19

TRABAJO PRACTICO VI 207

6-65. Determinar el nimero de prondsticos posibles que corresponden a una fecha de
los 13 partidos del juego llamado Prode. En cada partido ?E.% apostarse a local
empate o visitante. ;Cudntos de tales prondsticos tienen k aciertos?

6-66. Demostrar que todo subconjunto infinito de un conjunto numerable es nume-

rable.

6-67. Demostrar que la unién d2 un nimero finito de conjuntos numerables y
disjuntos dos a dos es numerable.
. . . istintos. :De
6-68 Doce alumnos cursan una asignatura que se dicta en 4 horarios distintos .ecg
cudntas maneras pueden distribuirse los 12 alumnos en wwm 4 sonm.wom..»
-Cuantas distribuci i i ¥ iantes en los
.Cudntas distribuciones determinan el mismo nimero de estu
horarios?

6-69. Una persona apuesta 10 $ en una carrera en la que intervienen 5 caballes,

. )
;Cuantas apuestas distintas puede hacer si cada vale cuesta 287

6-70. Para formar un compuesto se dispone de 6 sustancias del tipo Ay m.m 8 del tipo
B. El compuesto requiere 3 del primer tipo y 4 del segundo. ;De cuantas mane-
ras puede realizarse la experiencia en los siguientes casos?

i ) Sin restricciones. ) id
i ) Una sustancia determinada del tipo A debe ser inc uida.
iii) Dos sustancias determinadas del tipo B no pueden incluirse.
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ne SISTEMAS AXIOMATICOS

te. La compatibilidad es eventualmente imposible de probar, ya que habria que agotar
todos los teoremas de la teorfa y comprobar su no contradiccion. La compatibilidad de
un sistema axiomatico puede probarse indirectamente exhibiendo un modelo.

Otras propiedades son aconsejables en todo sistema axiomdtico, aunque no
necesarias, Sin entrar en detalles, mencionamos las siguientes: independencia del
sisterna, en el sentido de que ningln axioma pueda probarse a expensas de los demas.

La no independencia de un axioma no niega la consistencia del sistema. Sea un
axioma A; de un sistema compatible. Diremacs que A; es independiente si y solo si el
sistema que se deduce del dado sustituyendo a A; por su negacion, es compatible.

Si un sistema axiomatico compatible es tal, que de sus axiomas se deduce la
verdad o la faisedad de todo enunciado relaiivo a la icuila. entonces s¢ dice que <3
completo o saturado,

Por otra parte. si dos modelos cualesquiera de un sisterna son isomorfos respecto
de las relaciones v operaciones definidas en los mismos, entonces se dice que dicho
sisterna es categorico. Se demuestra que la categoricidad de un sistema implica la
saturacion del mismo.

7.3. ALGEBRA DE BOOLE

7.3.1. Concepto

E] sisterna axjomdtico que conduce al dlgebra de Boole consiste en
i Yeérminos primitivos son: un conjunto B # ¢ y dos funciones que se
denotan con + y .
il } axiomas
B, : + v .son dos leyes de composicion interna en B.
B, : +y . son conmutativas.
B; : +y . sonasociativas.
B, ' +y . son distributivas, cada una respecto de la otra.
Bs : Existen neutros en B, respecto de + y de . que se denotan con @y L,
respectivamente.
Be : Todo elemento 2 € B admite un complementario 4’, tal que

a+a’=1 y a.a'=0

Ejemplo 7-2.

1os siguientes son modelos del dlgebra de Boole:

) Si U es un conjunto, entonces el conjunto P (U), de las partes de U, con la unién
o interseccion. constituve un modelo de dlgebra de Boole. siendo el conjunto ¢ y el

i
H
§

ALGEBRA DI. BOOLY K 21

mismo U los neutros para dichas operaciones. Ademds, todo subconjunto de U admite
un complementario que satisface By .

Smmwuf_....w.m.?5,:.w&nTsz_wov}nZSO:;_

minimo comin muitiplo, y . = A significa el mdximo comdn divisor, entonces resulta
otro modelo de dlgebra de Boole, donde los neutros son, respectivamente, 1y 30.

7.3.2. Dualidad en el dlgebra de Boole

Se llama proposicién dual correspondiente a una proposicion del dlgebra de Boole, a
la que se deduce de ella intercambiando los signos de las operaciones +y .,y sus
elementos neuuos Oy 1.

Asi. los duales de los seis axiomas relativos a la operacion + son los seis
correspondientes de la segunda operacion.

El principio de dualidad establece que el dual de un teorema del algebra de Boole es
también un teorema del mismo sistema axiomitico.

7.3.3. Propiedades del dlgebra de Boole

e

Sea (B .+ ..)un digebra de Boole. Demostramos los siguientes teoemas:

mamaa——r"

1) Idempotencia

En efecto a€B =a.a=a
a€B =a.1 =a por Bs
=g.{a+a)=a por Bg
=g.a+a.a =a por B,
=ag.a+0=a por Bg
=>a.a=4a por B

Por el principio de dualidad se tiene
*+ ) aeB=ata=a

He+1=1

En efecto, por Be, B;, 'y B4 tenemos

a+1 "D+Ah+ﬁ~v"ﬁh+mv+h.“
=g+4+a' =1

Por dualidad resulta
I a.0=0
1) Ley involutiva.

. aeB = (@) =a
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214 SISTEMAS AXIOMATICOS OPLRACIONES EN N 213
determinado en N, para todo n€N. , Hay que probar que la imagen de la funcién sucesor es el conjunto N— m _v
En efecto, si S es ¢l subconjunto de N formado por los elementos 1 para los cuales Sea S el conjunto de las imagenes de los elementos de N.
existe y es Gnicoa + »n, se tiene o . i) 2=s5(1) pertenece a S.
iyn=1=a-+1=5(g) por 1 a) y por A,, estd univocamente determinado, es ii) Si 1 € S, entonces s (%) € S. En efecto:
decir, 1 €8.

ii ) Hipotesis) # € S. { heS =nheN =s(h)eS

2. La adicion es asociativa en N

Tesis) s (h) € S.
fa+by+n=a+(b+n).

Demostracién)
h €S = a+ h estd univocamente determinado por la definicion de S. Demostracion)
Por A, y por la definicién I b). s{g + W) =a + s (h} estd univocamente # i) n=l=@+bhy+l=sa+b =
determinado. y en consecuencia s (4) € S. =a+s{by=a+{b+1)
Luego. § = N. y por consiguiente, la adicion definida en I) es una ley de

composicién interna en N. Porib)yla)

Con criterio andlogo puede probarse que II) setisface la definicion de ley de
composicion interna.
De acuerdo con lo demostrado, si denotamos

i) @+b)+h=a+(b+h) = (@+b)+s(h)=a+[b+s(h)]

2=5 (1) 3 =5 (2), etc., para efectuar 3 + 2, procedemos asi: R i En efecto @+b)+s(hy=s[a+b)+h] =
3+2=3+s5(D=s@B+DN=s¢GG)=s=5 . =sla+b+m=a+sb+hy=
teniendo en cuenta la definicién de 2, 1 b), I a), la definicion de 4, y la definicién de 3. =a+b +5(h))
Ejemplo 7.3. Por I b). hipétesis y I b).
Si consideramos las sucesiones ¥ 3. La adicion es conmutativa en N.
10,11.12.13...... Wo Mo.wnm&nahsmmhs dos situaciones:
11/3,1/9,1/27 ... iyn=l=1+1=1+1
vemos que satisfacen los axiomas de Peano, pero si los algebrizamos de acuerdo con su i) htl=t+h =2s()y+1=1+sh)
teoria, se tiene En efecto
11+10=12 . l+s(hy=1+h+Dh=(1+n+1=
1/3+1=1/9 . ) =s{h) +1 .
siendo estos resultados distintos de los de la aritmética ordinaria. Se tienen, asi, dos , Aplicando la definicién I a), la asociatividad y m,cmv.
modelos del sistema axiomatico, los cuales son isomorfos a N NA,\_ 2.3, v En D a+n=n+a
iltima instancia son dos representaciones distintas de N. , ¢ i)n=l=a+i=1+a por D .
i) eth=h+a =a+sh)y=sk) +a
7.4.2. Propiedades - Demostracion)

i

atshy=a+h+D=@+h+1

1. La funcion sucesor es sobreyectiva. En otras palabras. todo nimero natural H‘:~ toytl=h+t@+l)=
distinto de 1 es el siguiente de otro. : =h+(Q+a)y=(h+1)+a=s(h)+a

Demostramos los siguientes teoremas de la teoria de Peano.
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214 SISTEMAS AXIOMATICOS

e este modo queda demostrada la expresion habitual de producto de un niimero
naiurata, por iz ¢ N, que se da como definicién en la escuela secundaria.

Ejemple 7-5.
Sz define la potenciacion en N, mediante

a) a'=a '

by &P =d".4a
{iemostramos las siguientes propiedades por induccion completa.
i1 Distributividad respecto del producto.

{a. by =a".b"

1) n=1=4(a.by =a.b=a' . b}
por la definicidn 1}

i) e, bw: =a" p = @. @vmt“_v = g5h) BS)
Por definicion b). hipdtesis inductiva, conmutatividad v asociatividad del
producto, y nuevamente por definicién b), resulta: .

@. oYM =@ b (a. by=d".b" a. b=
"ﬁx.ﬁ.@&‘vnﬁm:\:.vm::

11y Regla del producto de potencias de igual base

Hacemos induccion sobre 12

i “&3 .QH&»ASVHQEJ«»

i) na=1=a".a
por las definiciores a) v b).
i) am . adt =" = g™ PP = gm )
En efecto. si aplicamos sucesivamente la definicion b), asociatividad del
P P
producto. la hipotesis y las definiciones b) de potenciacion y adicidn, resulta

&t @M =" (@ a)y=(".d") . a=

m+h Hnm?:i: = gm*s(h)

=4a a

£jemplo 7-6. .
En N se define la relacidn de menor, mediante
e<b & 3IxeN/b=a+x (§3)
Demostramos las siguientes propiedades:
13 Todo niumero natural es MeEnor que sk Sucesor, es decir

n<sn)

ORDEN EN N 1)

yn=1l=s)=1+1=1<s(1)
por las definiciones a) de adicion, y (1).

i) h<sh) = h+1<s(h+1)

En efecto
sth+D=s(+h)=1+s(h)=

=14+h+D=(h+1)+1
Entonces, por (1)
h+1<sth+1)

a<b v b<c=a<e
En efecto.por (1)
a<b y b<e¢e= =
=3 x.YeEN/b=a+x A c=b+y =
=2ce=@+x)+y 2c=a+{(x+y) >

=a<c

BA% Leyes de monotonia
2) ae<b=a+tc<b+c
by a<b » c<d=a+c<b+d

Demostramos a)
a<b =3IxeN/b=a+x =
=hb+e=@+tx)+ec =
=b+c=@+c)y+tx=>b+c<atc

La parte b) queda como ejercicio.

7.5. ESTRUCTURA DE MONOIDE

7.5.1. Concepto de estructura algebraica

En ‘su forma mis simple. una estructura algebraica es un objeto matematico
consistente en un conjunto no vacio y una relacion o ley de composicion interna
definidas en él. En situaciones mds complicadas puede definirse mds de una ley de
composicion interna en el conjunto. y también leyes de composicion externas. Segtn
sean las propiedades que deban satisfacer dichas leyes de composicion, se tienen los
distintos tipos de estructuras algebraicas, que son, exactamente, sistemas axjomaticos.

ey e
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SISTLMAS AXIOMATICOS

Ln este caso, se dice que @ € M es un elemento inversible del monoide,

Sea el monoide definido por la siguiente tabla:

De 1a observacion de la tabla surge que el neutro es 5

Determinamos los inversos:

N 1] . - + 2 H i 3 i -
clemenios | IVErsos a 1zquierda ~ a derecha _ inversos

AN o R

R o

LETEES T
1 o

TRABAJO PRACTICO

7-10. Sea un sistema axiomdtico compatible, con los axiomas A;, Ag,..., A,. Por
definicion, el axioma A; es independiente si y solo si el sistema cuyos axiomzs

son A A, ... A1, ~A, ..., A,, es compatible.
Demostrar ia independencia de los tres axiomas del ejemplo 7-1.

7-11. Se considera el siguiente sistema axiomatico
i) términos primitivos: A= ¢y R C AY
ii ) axiomas
A,a#b =(a,b)eR v (b,a)eR
Ayi@,.b)eER = a#b
As(@,b)eER A (b,c)eR = (a,c)eR
A;c(A)=4
Demostrar
I. (@.b)eR =(b.a)eR
H x#a n x#b » (@,b)eR = (a, x)eRx(x,b)eR
7-12. Sea (B ,+, ) un dlgebra de Boole. Demostrar
LI'=0 A 0=1
I1. El complementario de a € B, es Gnico.
Hl.a+(@.b)=a«n a.(@a+b)=a

7-13. Demostrar que en N no existe neutro para la adicion, es decir
2eEN A beN=a+b+#a

7-14. Demostraren N
aFb =a+n#b+n

7-15. Demostrar que la multiplicacion es conmutativa en N en las siguientes etapas:
i)nl=1.n ,
i) s(B).n=b.n+n

ili) a.n=n.a
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ESTRUCTURA DE GRUPO

G, . Existencia de inversos

YaeG,3a’eGlaxa’=a"*sa=¢

Si ademds se verifica
Gy . Conmutatividad

VavVb:a,beG =>axb=bxa
entonces el grupo se llama conmutativo o abeliano.

Ejemplo 8-1.

En el conjunto Z de los enteros se define * mediante

geb=g=-bh+12

Ei par (Z. %) es un grupo abeliano. En efecto. se verifican:

Gy . *#esley internaen Z, por (1)

Gs . * es asociativa, pues

la*xby*c=(@a+b+3)*xc=a+b+3+¢c+3=

=g+b+c+b {2)

a*x{bxy=ax(b+c+3)=g+b+c+3+3=

=g+bhb+c¢c+6 (3)
De (2) v {3) resulta
(@axbyrxc=as*s(b=*c)
G; . Existe neutro en Z respecto de =

Si e es neutro. entonces 2 = ¢ = a.
Por(l)y a+e+3=¢g yresulta e=~—3.

Anadlogamente se prueba que —3 es neutro a izquierda.

G, . Todo elemento de G es inversible respecto de *
Sia’es inverso de a, entonces debe verificarse

a*xa’'=e
Teniendo en cuenta (1) y quee = — 3
a+a +3=—
Luego
T d=—6—ua

De modo arilogo se prueba que es inverso a izquierda.
(o . * es conmutativa, ya que

axb=a+b+3=b+ag+3=bxg

ESTRUCTURA DE GRUPQ 227

de acuerdo con (1) y con la conmutatividad de la suma ordinaria en Z.

Ejemplo §8-2.
i ) Las siguientes interpretaciones constituyen modelos de grupos abelianos:

(Z.,t).Q.,H,(R,H,(C,+)

como la operacién es la suma, se llaman grupos aditivos,
ii ) En cambio no son modelos las interpretaciones
(N, +) pues no existen neutro en N, ni inverso de cada elemento.

(No . +) ya que si bien existe neutro 0, los demds elementos carecen de
inverso aditivo.
{(Q . .) no verifica G4, porque O carece de inverso multiplicativo.

(R ,.)porla misma razon.
iii) Son grupos

@-{0}.) v ®={0})

Ejemplo . 8-3.
Sean A # ¢, y T (A) el corjunto de todas las funciones bivectivas de A en A, es
decir
T(A) Mﬂx\u A—=>Alfes Ev,mn:év

Entonces (T {A) , ¢) es un grupo, donde “=™ es la composicién de aplicaciones.

En efecto
G, . Lacomposicion de aplicaciones es ley interna en T (A), pues
f A geT(A) =gafeT(A)
ya que la composicion de aplicaciones biyectivas de A en A es una funcion biyectiva de
AenA, segin4.6.5.
G, . La composicién de funciones en T (A) es asociativa
h,g . f€T(A) = ho(gof)=(hog)of

por lo demostrado en 4.6.2.
G; . Lafuncién iy € T (A) es neutro para la composicion.

La funcidn identidad en A, definida en 4.5.2. mediante

iy (x)=x paratodo xe€A,

es neutro a izquierda y a derecha, ya que es biyectiva de A en A, es decir, es un elemento
de T (A). y satisface

foin= ipo f=f cualquiera quesea feT(A)
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41 componer a derecha con el inverso multiplicativo de b, resulta la solucidn
x=q.b}
i'.r definicion, el producto de un elemento del grupo por el inverso multiplicativo
le 41 » se llama cociente y se expresa

x=-2
b

>1ces, en los grupos multiplicativos numéricos es licito el pasaje de factores
10 nules de un miembro al otro, como divisores.

.3.4. Inverso de la composicion

n todo grupo, el inverso de la composicién de dos elementos es igual a la
‘e +sicidn de los inversos en orden permutado.

s¢ rrata de probar que
(axby=0b"»a’

Anres de entrar en el detalle de la demostracion, proponemos dos resultados ttiles

i + Cualquiera de las ecuaciones @ * x =a 6 x * ¢ = 2 admite la solucidn x =¢

Si consideramos la primera, después de componer a izquierda con &, se llega a
¢ = e, y andlogamente en el segundo caso componiendo a derecha con el mismo a’.

.

ii) Cualquiera de las ecuaciones @ * x =e¢ O x * a = ¢ admite la solucion x =4’

S:: g * X = e; luego de componer a izquierda con &', s¢ liene x = g". El mismo
‘g5 t:do se obtiene a partir de la segunda ecuacion, después de componer a derecha
iti) Demostramos ahora la proposicion inicial.
dipsiasis) (G , #) es grupo
Tesis) (a=by =b"=a’
Demuosiracion) ,

Una traduccién de la propiedad ii) es la siguiente: si la composicion de dos
:ferne 105 2s el neutro, entonces cada uno es el inverso del otro.

Sea entonces

(axb)*(b'*a’)

5

Apticando sucesivamente G,,G,, G y Gy, resulta

@*b)x(B’'*a’Yy=ax(b*b’Y+a' ve*xa=a"*a=¢ .

y puor i}, s tiene
(@=by=0p"*g’

G et o e

SUBGRUPOS : 231

Y también

(B’+a’Y=axbh

8.4. SUBGRUPOS

8.4.1. Definicion

E! subconjunto no vacio H, del grupo G, es un subgrupo de (G, *) si y solo si
(H , *) es grupo.
Ejemplo 84,
i ) Todo grupo (G , *) admite como subgrupos al mismo G, y al conjunto cuyo
tnico elemento es ¢. Ambos se llaman subgrupos triviales de (G . #).
ii ) (Z . +)es subgrupo de (Q , +). ‘
iii) El conjunto de los enteros pares. con la adicidn, es un subgrupo de (Z , +).

En cambio no lo es el conjunto de los enteros impares con la misma ley, ya
que la suma de dos enteros impares es par y no se verifica G, .

iv) El grupo de los cuatro elementos de Klein consiste en el conunto

A= A a. b, c, Q\v. con la ley de composicion definida por la tabla

Su construccion es simple, observando las diagonales y la simetria que se presenta
respecto de ellas. :

Es ficil verificar que el grupo es abeliano, y que cada elemento se identifica con su
inverso, siendo el neutro a.

Un subgrupo de (A ,*)esH = m d . u\v .

En cambio, no o es el subconjuntoH™ = .Me Jb.cyyaquebrc=déH.

8.4.2. Condicion suficiente para la existencia de subgrupo

En el ejemplo 84 se ha verificado que no toda parte no vacia de un grupo es un
subgrupo. Ademis de ser una parte no vacia, la definicién exige que tenga estructura
de grupo con la misma ley de compaosicion. Ahora, bien, esto obliga a la investigacion
de los cuatro axiomas. y resulta conveniente disponer de alguna condicién mds
econdmica, que permita decidir si se tiata de un subgrupo.

e
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Lriticamente, H consiste en la recta que pasa por el origen, de ecuacidn Hemos aplicado la definicion de H, la sustraccion en R y las definiciones de suma de
y=2x matrices y de matriz opuesta.
(H , +) esel subgrupo de matrices simétricas n X n.

y | i
A m
H (R? : Ejemplo 8-8. !

Sean (G , *) un grupo, « un elemento fijo de G, y H el conjunto de los elementos de
G que conmutan con g, es decir

v

:Hmﬂkmomn*an.«*mw
Resuita H un subgrupo de (G . ).

i Jcomoasre=exa=>eceH =>HF9¢

ii } H < G por definicion de H.

=Y

iii) Sean m y n elementos de H. Debemos probar que m.* n' € H.
Por definicion de H

meH A neH =2a*sm=m*a A axn=n*a =
sgrm=m*a A nxa’'=a*n =

“vE*Sv*bﬁ.*&,vﬂms*mvﬁﬂaw*u.w =

ﬂn*ﬁi*awv*a.ﬂiﬁﬁﬁnuv*a. =

) . sagx(men’)ra’=mxn’ =
Ejemplo 8-7. ’ )

] ) ‘ Unisz*a.vHAEax.v*&ﬂ
En ¢l ejemplo 5-8 estd comprobado que el corjunto R™*™ de las matrices reales de _
r filas y m columnas, con la adicion de matrices, es un grupo abeliano. En particular, si .
m = n, las matrices se llaman cuadradas, y se tiene que (R™*" , +), es ¢l grupo abeliano Ademas de la definicion de H hemos utilizado inverso de la composicion, la

de las matrices cuadradas n X n, con | ici6 : :
as » con Ia adicion. asociatividad. G4. y la composicién a derecha con a.

OOEEE@E%Soo&:aomaa_mmBmanwmncuaﬂaum.Emmncmn_;.ﬂs._.._Esmamm
simeétricas, es decir ‘

=>m*n €H

H u« AEeR™" [ gy = i : ,. 8.5. OPERACIONES CON SUBGRUPOS M

_Esto significa que los elementos que son simétricos respecto de la diagonal a; ;, con 8.5.1. Interseccién de subgrupos
i=1,2,...,n soniguales. i
Resuita (H , +) un subgrupo de (R7*7, +). En efecto
i )LamatriznulaNeH = H#¢
ii) HC R™*" por definicién de H. -

: Sean (G , *) un grupo, y M@.v jep UNA familia de subgrupos de (G , *).
Teorema . ;
La interseccion de toda familia no vacia de subgrupos de (G , *) es un subgrupo.
Hipdtesis) (G , #) es grupo.

iii) Sean . .
A€l A BeH =ay=a; A by=by = AQWmmﬁ_ncimm.*.vammcwMEvoaaO,<~m_
=a; — by =a; - b= A+ (-~ B)eH . , ,_.mmmmvﬁ A g .uwmm subgrupo de (G , *)
v iel

.

e
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238 ESTRUCTURA DI GRUPO

Fnun diagrama

(G, #)

A
flaxb)=r(a)* fib)

Lo ovortie

isong

ular, el mortismo puede ser monomorfismo, epimorfismo. endomorfismo,
-*mo o automorfismo, de acuerdo con las definiciones 5.4.2

Efem:rio 8-19,
S .a los grupos aditivos (R2 %2 +}y (R, +).
L:iacién £: R?*? R definida por
! p\nw a J-,v =4 + d esun homomorfismo, pues
Lo df)

A+ w;vﬁ‘\.,ﬂ\.

Le

qTa+m b+n]
= rj=a+mtdtg=
.\Cm.ﬁ.w d+qj)=aFm d+g

s@rd+mrg=r( 90
r u. ,

=/f(A) +f(B). m

Hemos aplicado 1a definicién de suma de matrices. de J. conmuratividad y
asocisiyidad de la suma en Ry la definicion de f. ’

8.6.2. Propiedad

517 : G = G’ es un homomorfismo de
primer grupo es el neutro del segundo grupo.

Se trata de probar que f(e)= ¢’ donde e’ denota el neutro de G

En efecto cualquiera que sea x G, por G,, se tiene

grupos, entonces la imagen del neutro del

Xke=x :
Fatonces

Fxxe)=F(x)

MORFISMOS DI GRUPOS 239

Py definicion de homorfismo

Ty« f(e)=f(x)
Por G, enel grupo (G’ | *')
F#¥fle)y=fx)*e
Y por ley cancelativa en G’ resulta

fey=e

8.6.3. Propiedad

Si £ G — G es un homomorfismo de grupos, entonces la imagen del inverso de
todo elemento de G es igual al inverso de su imageh.

Es decir .:HIJHM:R:l
Cualquiera que sea x en G, por G,

i

x*xx ' =e

Entonces

flx=x""y=1(e)
Por definicion de homomorfismo y por 8.6.2. se tiene

flyxfixYy=e
Por 8.3.4.1i ) resulta

Fix™H=[f)™

En un diagrama

(G, *) (G, *Y)
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232 ESTRUCTURA DE GRUPO

Componiendo & derecha cony

xxy lay=exy
O sea
Rﬂ.ﬂ..va

y fes inyectiva.

8.7.4. Imagen de un homomorfismo de grupes
Sea f: G =G’ un morfismo de grupos.
Definicion

Imagen de un morfismo de grupos es la totalidad de las imdgenes de los
elementos del primer grupo.

La imagen de un morfismo de grupos es la imagen de la funcién que lo define, es
decir

1()={/x)€C Ix€C
O bien

1) ={reC/3x€G n )=y}

Es claro que si el morfismo es un epimorfismo, es decir, si f es sobreyectiva,

entonces 1( ) = G". En el siguiente diagrama se tiene una representacion de N ( )y
del{ )

En el caso del ejemplo 8-10, fes un epimorfismo, pero no es monomorfismo.

NUCLEO b IMAGEN 243

§.7.5. Propiedad
La imagen de todo homomorfismo de grupos es un subgrupo del segundo,
Hipétesis) (G ., #) y (G* , #°) son grupos.
f: G =G es un homomorfismo.

Tesis) (1 (f) . *') es subgrupo de (', *)
Demostracion)

i)Comofley=e = e'el(f)=1{f1#¢

i) [{f) < G por definicion de [ (1)

iiySeany, A v, €el(f)

Entonces, por wmmaﬁg de imagen, 3 x,; v x; en G. tales que
flx)=r » flxz)=r;
Por inversos en G°
Feo=r A e =]
Por inverso de la imagen
- f)Ey s fey! )=y,
Por composicién en G’
flx) = fo =y
Por homomorfismo _

-1 «
Fxy wx] )=y 0y,

y como x; * X' € G. por definicién de imagen, se tiene

ywy] i)
En consecuencia. segin 8.4.2., resulta que
. Ay

es un subgrupo de (G, *°)

Ejemplo 8-12.
Sea G; el conjunto de las tres raices cabicas de la unidad, es decir. de las soluciones
complejas de la ecuacién
x}—-1=0
El factoreo del primer miembro conduce a

(x—D.(x>+x+1)=0
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206 ESTRUCTURA DE GRUPO

.1 la definicién de f
fx )=z
(1)< F&x) =2
fix'+x")=2z, donde
x'=3q"+r A 0<7r<3
) x”=3q¢"+r" A 0<r’<3
x'+x"=3g+r A~ 0<Kr<3
For ser (G L. ) un grupu, de acuerde conel eiemplo 812, tenemaos
Z . I =20 siendo
*v + ﬁwb = m &-nu +~\‘: > OA*vuVA w va
Sumando las dos primeras relaciones de (2)
X Hx"=3(g+a) ) @
Pa )y d
Hn+kuw"wﬁav+aucv+Wﬁ.vn+w =
UH‘+ku“uA&n+nvu+auuvv+~tv‘ > OA‘hC-Aw Amv
Por la unicidad del cociente y resto, de (5) y de la filtima igualdad que figura en (2)
se tiene

292

Q“&‘+Qh‘+anvv } ﬁ“‘
Es decir
Zpm =2
Se verifica entonces
fE+x") =z,=zpm=2p. 2 =f ") . f(X7)
y ¢! homomorfismo estd probado.
"Ejemplo 8-14.
Determinaremos el nicleo y E imagen del homomorfismo del ejemplo anterior.
xeZ =3q A r inicos/x=3q+r A 0<r<3
Por definicion de f
\.A.Hv =z, - o,
Por definicionde N (f)
xeN(f) & f(x)=z,=1«r=0

EQUIVALENCIA COMPATIBLE 247
Luego
xeEN(f) ®ex=3q « 3 ix

Es decir

N()={xez | 31x}

Por otra parte, obviamente, es I ( f ) = G; y el homomorfismo es un epimorfimmo.
Ejemplo 8-15.

Verificar que los grupos (G5 , .) ¥ (R , o) son isomorfos, siendo R el conjunte de
lag rotaciones del tridnenln _nl;_mmw,b«D. alredadnr del centro que Navan 1a figura whre

€3 200 UIANEUI0 SRUEANCI0, Aeaet

si misma.

En R se tienen las rotaciones Ry, R; ¥ R;. que son la identidad, y las rotaciones de
120° y 240°,

En Gj, los elementos son 2y, 2, ¥ Z., oon el significado dado en los ejemplos
anteriores.

La funcion f : G; =R, tal que

g $ L1 RTVARD I8 g NRRad FVIC

Fz)=R;

es un isomorfismo respecto del producto en G; v de la composicion en R pues

. zm)=f{)=R,

8.8. RELACION DE EQUIVALENCIA COMPATIBLE

8.8.1. Concepto
Sean (G, #) un grupo, y *“~” una relacién de equivalencia en G.
La definicién 5.5. establece que ~ es compatible con * si y s6lo si

a~b A c~d = a*xc~b=*»d
8.8.2. Teorema fundamental de compatibilidad

Si ~ es una relacién de equivalencia compatible con la ley interna del grupo (G, *),

. . .G L P > tal
entonces existe en el conjunto cociente-—una inica ley de composici6n interna ¥, ta

G m >
que la aplicacién candnica f:G——= es un roaoaon:mso y ademids| — @ es

-~

grupo. :

Este teorema es un corolario de lo demostrado en 5.5.1.
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ESTRUCTURA DE GRUPO

G

cando N (f) mm niicleo del homomorfismo fi: G asociado a la equivalencia €

€;

* shemos probar que d es biyectiva.

i} Inyectividad.

Sean £,y mh.mms_mwp:mm..#mh.. ) ,
Como £;y £;son subconjuntos distintos de G2, existe (x ,»)€G tal que ¢

(x,y)eEE; A (x,»)4E; ’

o bien

(v MIEE; A (X .Y)EE;

Razonamos sobre el primer caso. €5 decir. suponiendo p

sar
-1

Hmwzﬁ A kﬂu..wa

a compatibilidad de las relaciones de equivalencia, componiendo a izquierda con

(e €07 ) A 07 *x)E (¥ *¥)

Entonces. por Ga .

(yixx)Eie A (visx)f;e

por definicion de aplicacion canénica e imagen del neutro

LT ex) =1 (e)=e 1 bc.«_*.xvﬂnbamvﬂm.

Por definicidn Jde nucleo resulta

(y'xx)eN(fi) A (¥ xx)eNUD)

Es decir

N(fi) #=NU)

¥ de acuerdo con (1) e tiene

P(E)#P(E))

En consecuencia @ es inyectiva.

ii) Sobreyectividad

B

Sea H € G. es decir, un subgrupo distinguido de (G , *). Entonces, por
definicion. existe un grupo (G’ . *) y un homomorfismo

f:G=-G tal que . -
N(f)y=H={x€G :c&n\v :

Se trata de probar que existe £ €E, tal que

$(€)=H

SUBGRUPOS DISTINGUIDOS 251

Para esto definimos la siguiente relacion de equivalencia en G

x; Ex; o f(x))=1(x2) (N
€ es compatible con #, pues
xE€x2 AN €y, = f(x)=f(x2) A f(n)=f(y2) =
=) * () =FE) ¥ () =
=f(x; #y)=f(x2+¥2)

por composicion en G’ y porser fun homomotfismo.
Por (1) resuita

(x, *3y) E(xz *¥2)

Esdecir: £ € E, y se verifica

d(€)=N(f)=H
Entonces @ es sobreyectiva.
Dei )y ii ) @resulta biyectiva, y en consecuencia
E~G
Notacion )

Si € es una relacion de equivalencia compatible con la ley del grupo (G , *),y Hel
subgrupo distinguido asociado, mwnngacwm. .hlm. y se tiene el cociente ¢e G por el
subgrupo distinguido H.

Ejemplo 8-17.

Investigamos los subgrupos distinguidos de (Z , +). Si Hesun subgrupo distinguido
genérico, de acuerdo con la definicion, existen un grupo G’ y un homomorfismo

f:1-G talque N{(f)=H

Una posibilidad es H = on segin 8.9.1. .
SiH %AoJf , entonces existe x # 0, tal que x €H, y resulta 0 —x=—x€H, es

decir, en todo subgrupo no unitario de Z coexisten los elementos no nulosx ¥ — X%, lo
que significa que en H hay enteros positivos. Entonces, por el principio.de buena
ordenacion, hay en H un elemento minimo positivo, que llamamos 7.
Consideramos ahora el conjunto A de todos los mitltiplos enteros de #, y afirmamos
que H = A. En efecto
i )Sea xeH:lo dividimos porn'y sé verifica
x=n.q+r » 0<r<n

Entonces r=x-n.g (1)
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Wi FSTRUCTURA DU GRUPO

it Transitividad

Xy ™~ X2 A Xy ™ X3 =
-1 -1 -
=xy +x, €H A X, #x, EH A Xp %X,
-1 -1 ~1
eH A x, *x32%X, *x,€H =
-1
1

-1
=Xy RX, ¥X X,

~1
=Xy kX, eH A x, *#x3€H =x; ~ X3

Por (2), composicion enH,Gs ¥y (2)
b) ~ es compatible con * en G, pues

~1
x, ~x; B x; * x, €H (3 Por (2)
s ) -1 ' »~1 -1 /
X xy Al txy CH =y rlepweg ey, €H )

Pori2)y por ser H invariante.
De{3)y@) - -
xpe(x) Fx, ) *x, *Xy*X, €H =

» -3
= X »T. * x, Jex €H =
’ 7t -1
= (x, *x;)*{x; *X, YeH =
» 1 sy~1
“vﬁ;du %an*ﬂkn*nﬂuv €H
Por G4, G,, e inverso de la composicion.
Anilogamente se prueba que
(xy =x)) ' *(x2 »x,)eH
Luego ,
Xy * X VX ¥ X

¢) Como E es coordinable a G, existe un subgrupo distinguido G’, asociado a ~ tal
que

O.HZQvHMme\H)ﬁvHE
Luego H es distinguido. . ,. .
8.11. GRUPO COCIENTE ASOCIADO A UN SUBGRUPO

5.11.1. Relacion de equivalencia y coclases B
Sea (H , #) un subgrupo de{(G , *). Definimos en G la relacion ~ mediante.

a~bea+sbeH (1)

1 -1
€eH A x, *xy €EH =

GRUPO COCIENTE

[
g
w

Es decir, dos elementos estdn relacionados si y slo si la composicion del inverso cel
primero con el segurido pertenece a H.
La relacion (1) es de equivalencia pues verifica
i ) Reflexividad

a€G =ag’'*xa=e€H = a~a
ii ) Simetria.
a~b =>a'*beH = (@ *b)eH => b *acH =b~a

De acuerdo con (1), por ser H un grupo, por inverso de la composicién.
inverso del inverso, y por (1).

iit) Transitividad.

»
a~b A b~c =a’'*beH A b'*xceH=>a’*bxb'»ceH =
=a'+ceH = a~c

Por el teorema fundamental de las relaciones de equivalencia, existe una particion
de G en clases de equivalencia. siendo

W:H,mkmﬂ\:lkv

Z,EB bien

u~x »u'*x=ag€eH = x=ux*a

En consecuencia
L]

Ke=!{xeG/x=u*a A nmmv

K, recibe el nombre de coclase a izquierda del subgrupo H en G. Si denotamos con
los simbolos uH y Hu los conjuntos

; - nmu?*a\xmmw

m:n»\.a *z.\ammv
., G

entonces es facil verificar que K, = uH, y el conjunto nooaimm es el de las coclases a

izquierda de Hen G.
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78 I STRUCTURA DE GRUPO

..12.2. Grupo ciclico
Sea (G , *)un grupo.
definicion
El grupo G es ciclico si y solo sies generado por un elemento.
Es decir .
Gesciclico ® 3a€G /| G nﬁnw

Diremos que el grupo ¢éiclico G, generado por 4, es infinito si y sélo si no existe un
amtaro positivo m tal que g™ =a*a ¥ ra=¢

3i 1 es el menor entero positivo que venticad” = e, entonces ei grupo G consisie ¢ii
.5 . elementos distintos

_ se dice que es ciclico de orden n.
Es cbvio que el subgrupo de (G . ). siendo G un grupo arbitrario. generado por
s & (. es ciclico.
Definicion
£} elemento 2 € G es de orden infinito siy solo si el subgrupo generado pora es
infinito.

E1 elemento a € G es de orden n (natural) si y sélo si el subgrupo generado por 2
es de orden 2.
“jemplo 8-20.
i }Elgrupo (Z . +)es ciclico, pues estd generado por el entero 1.y suorden es
infinito. pues no existe ningin nimero natural n que verifique

j+1+ ... +1=0
D

ii ) El grupo (Z,, . +) es ciclico, ya que esta generado por M, y de orden n pues
T+1T+ +

I+T+ ... +1= 0. .

f -

8.13. TRASLACIONES DE UN GRUPO

Sea g un elemento del grupo G. -
Definicion
Traslacion a izquierda det grupo (G , *) por el elemento « € G es la funcion

f,:G =G talque fy{x)=a=*x

GRUPOS FINITOS %9

Puede demostrarse ficilmente que toda traslacidn a izquierda del grupo G es
biyectiva.
Andlogamente se define la traslacién a derecha.

SiT(G) HA\ :G—>G/fes E%no%mv , entonces de acuerdo con el ejemplo &3,

(T(G) , °) es un grupo, llamado de las trasformaciones de G.
Toda traslacion a izquierda de G es una trasformacion de G, es decir

aeG = f,eT(G)
Si G es finito, entonces el conjunto T (G) es el de permutaciones de G.
Fiemplo 8-21.
Sea G un grupo. Entonces la funcién
g:G = T(G) tal que g{a)=f, paratodo 2€G,

es un morfismo inyectivo de G en T (G). ’
i ) gesun morfismo pues
Vavb¥xeG:{(gla*b(x)=fa,p{X)=axbrx=

=fo lfo (X} =fae fo) (x)

y por definicién de funciones iguales resulta

gla*b)y=foofs

iiygesl-—1.
Sea a € N (g). Entonces g {a) = f, =ig por definicion de nicleo.
Como
ara=fa)=ig@y=a
Se tiene

ax*a=ax*xe

Y cancelando resulta

a=e

Esdecir: N(g) = Amv y en consecuencia ges 1 — 1.

8.14. GRUPOS FINITOS

8.14.1. Indice de un subgrupo

Sea G un grupo. Por definicién, G es finito si y solo si ¢ (G) = n. Orden de un guipo
finito es el nimero cardinal del mismo.
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&35.

&-36.

8-37.

8-38.

&39.

8-40.

ESTRUCTURA DE GRUPO

que lo transforman congruentemente, y verificar que dicho conjunto con la
composicion de funciones es un grupo. Formar la tabla.

Determinar todos los subgrupos en el caso del ejercicio anterior.

Sea H HAC:_ X5, ..., Xp)ERT [ x; = ov. Demostrar que (H,+) es un
subgrupo de (R™ , +).

Verificar que (R?*? , +) es un grupo abeliano y que (H , +) es un subgrupo,
siendo H el conjunto de las matrices reales de dos filas y dos columnas que
verifican A = — A"

Tales matrices se llaman antisimétricas y satisfacena;; = —a;; Vi v /.

Sean A = R ~ {0}y la funciény: A~ Atal que f(x) = x* . Demostrar que [ es
un morfismo del grupo (A, .) en si mismo, y determinar su niicleo y su imagen.

investigar si f : A = A definidapor f(x) = x3 es un morfismo, en el mismo caso
del ejercicio anterior.

Demostrar que £: R = R tal que f(x) = log2 x es un isomorfismo de (R*, Jen
iR +).

Sean f un homomorfisme del grupo G en el grupo G’, y H un subgrupo de G'.
Demostrar que su preimagen f -t (H) es un subgrupode G.

Sean (G , *) un grupo con la propiedad siguiente:

VxeG:x*x=Xx
Demostrar que G es unitario.

Si (G , *) es un grupo que verifica x * x = e para todo x € G, entonces es
conmutativo.

Sean (G , ) un grupo y a un elemento fijo de G. Se define

fo:G = G mediante f(x)=d ' *x *a
Demostrar que f, es un automorfismo en G. Tal automorfismo. definido por
a € G, se llama automorfismo interno.

Demostrar que la. composicion de dos homomorfismos de grupos €s un
homomorfismo.

Sea Aut (G) el grupo de los automorfismos del grupo (G , *), con la composicién
de funciones. Demostrar que la funciéon .

F:G — Aut(G) definida por F(a)= f,
es un morfismo.

Sea (G , *) un grupo. En G se define la operacion e mediante
gob=b=*a

Demostrar que (G , ©) es un grupo y que ambos se identifican si y sOlo si * es

conmutativa.

TRABAJO PRACTICO Viil

N
[
=
i

8-42. Con relacion a los grupos del ejercicio anterior, demostrar que la funcién
f:(G,%) > (G,o) definida por f(x)=x’
es un isomorfismo.

8-43. En Q? se considera # definida por
(2,b)*(c,d)="(ac,bc+d)

Determinar si Q° tiene estructura de grupo con .

8-44. Sean S v T dos subgrupos del grupo aditivo (G , +). Se define
m+._,ﬂm,x +y / xeS A Hm.—.v

n s b . wge A L .*‘ 4.
Demostiar que S + T ¢s ulf subgrupo de G.
E

8-45. Demostrar que en todo grupo el (nico elemento idempotente es ¢l neutro.

8-46. Demostrar que el semigrupo (X , *) es un grupo si y solo si las ecuaciores
x*a=hya=x=bsonresolublesenX. *

847, Sean los grupos (G, *) y (G’ ,x) y[f:G -G’ un homomorfismo.
Demostrar que fes un epimorfismosiy sélo I (f)=G".

848. Sean los grupos (Z , H) ¥ (G , *) y la funcién f:Z =G tal que f(n)=a" con
a € G. Demostrar que f es un morfismo y que su imagen es el subgrupo ciclicode
G, generado pora.

849, Sean los grupos (R® . +) y (R* | +). Probar que f : R® — R? definida por
F(xy, xa, X3) =(x; — X3 ,X3 —X3)esun homomorfismo. Determinar su nicleo
y su imagen.

8-30. Fl subgrupo 1 de G es normal. si y sdlo si uH = Hu

851, Sean los grupos (G , ) ¥ (Ga . .). Demostrar que la funcién f : G; =G,
definida por f(z) = 2% es un homomorfismo, y determinar N (f) e (/).

8-52. Demostrar que el subgrupo H de G es normal si y solo si la imagen de Hesigual a
H para cada automorfismo interior de G. Tal subgrupo se llama invariante.
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266 ESTRUCTURA DE ANILLO Y DE CULRPO. ENTEROS Y RACIONALES

9.3. PROPIEDADES DE LOS ANILLOS

¢.3.1. £l producto de cualquier elemento de un anillo por el neutro para la primera ley
s ioual a éste.
Hipotesis) (A , +, .) es anillo.
Tesis) . 0=0.a=0
Demostracién
Cualquiera que sea x € A, por A; se verifica

x+0=3
Fremultiplicando pora
ga.{x+0)=a.x
For fa distributividad
g.x+a.0=a. x
En virtud de A
a.x+a.0=a.x+0
For ley cancelativa en el grupo (A , +)
a.0=0
Andiogamente se prueba que 0 .a = 0.
Esta propiedad suele enunciarse asi: en todo anillo, ¢l producto por G es 0.
9.3.2. En todo anillo, el producto del opuesto de un elemento, por otro, es igual al

-spuesto de su producto.
Por distributividad, A, y producto por 0, se tiene

(—a).b+a.b=(—a+a).b=0.b=0
Es decir
(—a).b+a.b=0

Entonces
(—a).b==(@.b)

Dée manera similar se prueba quea. (—b)=—(a. b).

9.3.3. En todo anillo, el producto de los opuestos de dos elementos es igual al
oroducto de los mismos.

‘plicando reiteradamente la propiedad 9.3.2., y por opuesto del opuesto, resulta

A\hv.AI@HSF. (—D))=—[—(a.b)]=a.b

DIVISORES DE CERO 267

9.3.4. En todo anillo vale la distributividad del producto respecto de la &mﬁo:&m.
Se trata de probar que (@ —b) . q =qg.c—b.c
Por definicidn, se sabe que @ — b =a + (— b). Entonces, aplicando Ag y 9.3.2.

AmESBHTK:IS,_.nua.n+73.wﬂa%.:a,@,mzum%!e%

94. ANILLO SIN DIVISORES DE CERO

9.4.1. Concepto

Fn el eiemplo S-15 hemos analizado las leves de composicién interna, ltamadas
suma y producto de clases, inducidas en el conjunto cociente de Z por la relacitn de
congruencia module n=3. De acuerde con 9.0 resulta (Zy . +,.) el anillo
conmutativo y con unidad de las clases de restos modulo 3. En los ejemplos 5-15 y
5-16 hemos confeccionado las tablas de Ia adicion y multiplicacion en Z3 y Z4. Enei
primer caso hemos observado que elementos nd nulos dan producto no nulo; pero en
el segundo caso ocurre que hay elementos no nulos cuyo producto es nulo. En
(Z; ,+,.) elementos no nulos dan producto no nulo, y se dice que no existen
divisores ‘de cero. En{Z, , + . .). en cambio, hay divisores de cero.

Definicion
El anillo (A . + ., .) no tiene divisores de cero si y s6lo si elementos no nulos dan

producto no nulo.
En simbolos

(A,+, . ) carece de divisoresde cero « Vx Vy:x#0 A y#0 =x.y#0
Equivalentemente, por medio de la implicacion contrarrecipraca se tiene
(A,+, .) carece de divisoresde cero & VxVy x.y=0=x=0 v y=0

Esto significa que, para demostrar que en un anillo no existen divisores de cero, es
suficiente probar que si el producto de dos elementos cualesquiera es cero, entonces
alguno de los factores & cero.

Negando el antecedente y el consecuente del gnozaﬁonﬁ que expresa simbélica-
mente la am»:_::uon resulta

(A,+, . v tiene divisores de cero <> 3 x 3y [ x#0 A y#0 » x.y=0

Definicion

El anillo (A , + , ) tiene divisores de cero si y slo si existen m_manaom no nulos
que dan ?.oa:ﬂo nulo.

9.4.2. Propiedad. El anillo (Z,, , +, .) no tiene divisores de cerosi y slosin es primo.
Por definicion, el niimero nmatural # > 1 es primo si y s6lo si los Ginicos divisores
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Tesis) x=0 v y=0

Demostracion)
Suponemos que y # 0. Debe ser necesariamente x = 0.
Por A;, cualquiera que sea z € A, se verifica

z.y=z.y+0
Como por hipétesis x . y =0, se tiene
z.y=z.y+x.)
Por distributividad
z.y=(+x).¥

Por ley cancelativa, ya que v # 0, resulta
Es decir

Ejemplo 9-2. .

En el conjunto R* * ", de todas las matrices reales de # filas y n columnas, se define
fa multiplicacion por medio de la siguiente regla: si A y B son dos matrices s x 71, en-
wonees la matriz producto C = A . B es tal que el elemento genérico ¢;; esigual a la
suma de productos de los elementos de la fila i de A, por los correspondientes elemen-
tos de la columna j de B, es decir

7
Cij =diy . WC..TQB.&H.* R @:.«." #Mu_ dip - &_f.

-1 20 2 1 —13
Por ejemplo, si A = 3 0 1l{yB=| 0 4 3|, entonces la matriz
1 0 -1 1 -1 -2 -3

productoC=A . B pertenece a R**3, y es tal que

cn=(=1).2+2.04+0.(-1)==2 ,
cz=(=1).1+2.4+0.(—2)=7 , etcétera. Entonces

[—1 2 j 2 1 -1 -2 7 7
C=A.B=| 3 01|-|] 0 4 3|= 5 1 -6 -
L o0o-—-111L—-1 -2 -3 -1 —6 —6

Al desarrollar el trabajo practico que se propone al término del capitulo, el lector
pedrd comprobar que el producto de matrices es asociativo, no conmutativo, con
neutro, y distributivo a izquierda y derecha respecto de la suma.

. ANILLOS ESPECIALES 27

El elemento neutro es la matriz identidad I e R"*" tal que
_ a;=1 si i=]
a;;=0 si i#j
Es decir, est4 formada por unos en la diagonal y por ceros fuera de ésta,
De acuerdo con lo expuesto, y teniendo en cuenta el ejemplo 5-8, la terna
A—w_..x: , +,.) satisface
A :AeR™" A BeR™” = A+BeR™"
A, ((A+B)+C=A+(B+()
A D ANER™T VAR A+ N=N+A=A
Az Y AER™™ 3-AeR™"JA+(—A)=(—A)+A=N
As :A+B=B+A
A¢ TAER™™ A BeR™" = A,BeR""
A; (A.B).C=A.(B.O)
Ay :31eR™ /¥ AcR"™ A I=]1.A=A
A A (B+(O)=A B+A.C » (B+().A=B.A+C.A
Se trata del anillo no conmutativo, con identidad, de las matrices cuadradas n x n.

Podemos verificar la existencia de divisores de cero en el caso particular
a2 .
(R**?  + ), mostrando que matrices no nulas pueden dar producto nulo. En efecto

1 —11 [— 1
bnm.o ol*N vy B=| w mhﬂz. y sin embargo
0 07
= M“
A.B MHO ol N

Ejemplo 9-3. *

: La terna (P (U) , A, N) es un anillo conmutativo, con identidad y con divisores de
cero. En efecto
1. (P (U, A) es grupo abeliano, como estd justificado en 2.11.2.
2. (P (U), N) es un semigrupo conmutativo, con identidad.
3. La interseccion es distributiva respecto de la diferencia simétrica.

ANBAC=(BACNA=(BNAYA(CNA)

La demostracion figura en el ejemplo 2-28. -
4. Existen divisores de cero, pues si A y B son disjuntos y no vacios se cumple

A#¢ A B#¢ A ANB=9¢

e
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El conjunto S C A satisface las siguientes condiciones:
i)S#¢ pues 0=0.x; +0.x, +...+0.x, €8S
ii) xeS A yeS=x—yeS
iii) xeS A yeS =>x.yeS
iv) xeS A a€A =a.x€S A x.a€§
Es decir: (S, -+, .) es un ideal de A. Este ideal se dice mgan&o por la familia S.
En particular, el ideal generado por un inico elemento x € A se llama ideal
principal. Si ocurre que todo ideal de A es principal, entonces el mismo A se llama
anillo principal. Este es el caso de los enteros, que estd generado por x = 1.
El lector puede verificar las oosa:us:mw ili) y iv). A manera de ejemplo

comprobamos ii )
— —-— n
x€S A yeS nvxnw_n..;: Ay=X bix;=
i= i=

=x—y= m; (@ x;i—b;. x)) =

b)) .x; =x—y= Mhukau

“v,ﬂllusnan_ Ahm i=1

= x—y€S
9.7. FACTORIZACION EN UN ANILLO

Sea (A , +,.) un dominio de integridad principal. En este caso, todo ideal de A estd
generado por un Unico elemento.
9.7.1, Miximo comfin divisor
En A definimos la relacidn de divisor mediante
xlyedzeAly=x.z

Si d es tal que d 14y d ! b, entonces se dice que d es un divisor comin dea y de b,
o bien que 2 y b son multiplos ded.

Definicion -~
El elemento d € A es un méaximo comiin divisor de @ y b si y sdlo si d es
-divisor de @ y b, y ademds mdltiplo de todo -divisor comin a ellos. .
Es decir .
dia AN dlib i

d esunMCD.deayd &
d’la n d’'|b=4d"1d

En Z, tanto 2 como — 2, sonun M.C.D.de 4y 6.

e ot

FACTORIZACION LN UN ANILLO

o
~i
wn

9.7.2. Propiedad. Todo elemento inversible de A es divisor de todo elemento del

mismo.
En efecto, seaa € A un elemento inversible.

Entonces
VxeA:x=x.1l=x@ " .a)=
=(x.a").a
y por definicion de divisor resulta
aix

9.7.3. Propiedad. Todo M.C.D. de los elementos @ y b de A es una combinacion lineal
de los mismos con coeficientes en A.

Demostracién)
Sea | el ideal de A generado por los elementos ¢ ¥ b Como todo ideal de A es

principal, ocurre que I estd generado por un Ginido elemento d. Por otra parte, como

=1.a+0.b b=0.a+1.5

se tienea €1 A b €. En consecuencia, existen p y g en A talesquea=p.dy
b =gq. d, es decir, d es un divisor comindea y b.
Ademds, como d € [, existen s y ¢ en A, tales que

d=s,a+t.b

Sea ahora d’ un divisor comin de g y b entoncesa=x . d'yb=y . d"
Sustituyendo se tiene
d=s.x. d'+t.y. d'=@¢.x+tr.y).d

osea,d’ | d. Hemos probado qued =s.a +¢. besunM.C.D. dea y b.

9.7.4. Elementos coprimos

En Z. los enteros 2 y 3 admiten a — 1 y a | como divisores comunes. Estos son los
{inicos elementos inversibles en Z, y se dice que 2 y 3 son coprimos o primos entre si.

s

Definicion
Dos elementos @ y b de A son coprimos si y solo si todo comin divisor deay b
es inversible. '

9.7.5. Propiedad. Si dos elementosa y b de > son coprimos, entonces existen sy f en
>§mwm=m~lu a+t.b i

Demostracion)
La unidad de A verifica 1]a y 11]b: es decir. I es un divisor comin de a y b.

Sea ahora d un divisor comun de a y b. Por ser éstos coprimos, d es inversible y

B
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En efecto
x<y @x+(Cx)<y +(—x) +0<y—x

V)x<y A zeA' = xz<)z

Pues
x<y A z€A*=0<y—x A 0<z =
=0<(y—x)z = 0<yz—xz = xz <yz
N x<r r z2fAT = vz <Xz
x<y A z€AT =0<y—x A —z€A' =
= 0<(y~x)(—2) = 0<~yz +xz =)z <xz

Nota
La relacién inversa se denota por >, y se define mediante

x>y e y<x

y ambas caracterizan un orden estricto en A.
Un orden amplio v total en A se define mediante

x<y ex<y V x=y

9.9. ESTRUCTURA DE CUERPO

9.9.1. Concepto de cuerpo

Un anillo con unidad cuyos elementos no nulos son inversibles, se llama anillo de

division. Todo anillo de division conmutativo es un cuerpo.

Definicion

La terna (K , + , .) es un cuerpo si y s6lo 'si es un anillo conmutativo, con

unidad, cuyos elementos no nulos admiten inverso multiplicafivo.

Los axiomas que caracterizan la estructura de cuerpo son
1.(X , +)es grupo abeliano. ’
2.(Kk={0},.) es grupo abeliano.” /
3. El producto es distributivo respecto de la suma.

Ejemplo 9-6.

La terna (Z , + . .) no es cuerpo, pues los dnicos elementos no nulos que admiten

inverso multiplicativoson— 1y 1.

En cambio(Q, +,.) . (R, +, ).(C,+.).(Z, .+..), conn primo, son cuerpos.

LSTRUCTURA DE ANILLO Y Db CUFRPO. mmzyz.‘xOm Y RACIONALLES
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9.9.2. Propiedades de los cuerpos

Sea (K ,+, .) un cuerpo.

I) Los cuerpos no admiten divisores de cero.

Seanx €K A yeKtalesquexy=0 ().

Si x = 0, nada hay que demostrar porque la proposicion x =0 v y =0es V.
_ Consideremos el caso x # 0. Por definicién de cuerpo existe xt.

Multiplicando (1) por x !

xVey)=x"1.0
Por asociatividad y producto por 0 en el anillo, se tiene
1y=0,esdeciriy =0

11) En todo cuerpo vale la ley cancelativa del producto para todo elemento no nulo
del mismo.

Es una consecuencia de I y de 9.4.3,

1) Si b # 0, entonces la ecuacion bx = ¢ admite solucién tinica en K.

Seabx=a con b#0.

Multplicando por 57

4

bt (bxy=b""a
Por asociatividad y conmutatividad resulta
@ Bx=ab"?

Es decir
lx=agb™?

Entonces
x=ab™!

3 es la solucién tinica de la ecuacion propuesta. En efecto, sea y otra solucion; esto
significa que *
by =a., ycomo bx=a setiene

by—bx=0=5b(—x)=0

o

- y como b # 0 resulta y — x = 0, es decir, y = x.
Nota . .
El producto de un elemento de K por el inverso multiplicativo de otro no nulo se
denota con el simbolo

bt =2
a 5

y suele lamarse cociente entre ¢ y b.
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biefinicion
Niimero entero O es la clase K¢3,1)-
Entero positivo es toda clase del tipo K, 1) con n >1.
Entero negativo es toda clase K¢y py conn > 1.
Para denotar los entzros utilizaremos los simbolos

Ky =0
. W?::H+¢~I5 sin>1
WC.:VHIQXZ sin>1
Asi. K9y = — 1. K1y =+ 2, etcetera.

9.10.2. Operaciones en N* y compatibilidad
En N? definimos la adicién y multiplicacién mediante
1.{a,bY+(a’,b)y=(a+a’ ,b+b’)
2.(a,b).(a.b)= {aa’ + bb’,ab’ + ba’)

La relacion de equivalencia definida en 9.10.1. es compatible con estas leyes de
composici6n interna en N*. En efecto

i ) Por definicion de la relacién de equivalencia, conmutatividad y asociatividad
de 1a adicién en N, y por la definicion 1., se tiene

@. hH~@.bHYyrtc.dy~{.d)=
sg+b'=b+a A c+d =d+c’ =
=(a+c)H(b +d)=(b+d)+(a +¢) =
s@+c,b+dy~@+c b +d)=
=@.b)y+{c.H~@,b)+(’,d)
ii ) Sean i
@.by~@.b)yr(c. )~ .d)=
=ag+b'=b+ta A c+td =dtc’
Multiplicamos la primera igualdad por ¢ y luego pord
ac +bc=bc +a’e
g+nﬂu§+~&

Sumando .
ac+bd +a'd+be=bc+ad +a'c+bd (1)

ANILLO DE LOS ENTEROS 283

Multiplicando la segunda igualdad pora’y porb’
acta'd =ad+ac’
@u&lﬁlwuﬁ‘n"vaI_‘uhQu
Sumando .
ge+bd+ad +bhc'=ad+bet+ac+bd 2)
Sumando (1) y (2), después de cancelar resulta
(ac +bd) +(a'd’ +bcy=(ad + bc) +(a’c’+bd’)
walanifin da Qﬂ_‘wmm:u—\b:ﬁm:

foialien G

ac + bd . ad + bcYy ~ (@'c’ + b'd’ ., a'd’ + bC’)

Por definicion de producto resulta

@,b) . c.dy~@,b).(c,d)

9.10.3. Adicion y multiplicacion en Z

De acuerdo con el teorema fundamental de compatibilidad existen en el conjunto

. N? Cae . .
cociente — = Z dos leyes de composicion interna inducidas, {lamadas suma y

producto de enteros, Gnicas, tales que la aplicacion candnmica f: N2 >Z es un
homomorfismo.

Veamos como se realizan la adicién y multiplicacion en Z
(-HHE) =M . H+fE,. D=1, H+3,D]=f4.5)=f1,2)=-1
(=3) . (FD=f(1.4).f3 . D=F[1,49).C.DI=f7,13)=r1,7)=~6

Hemos utilizado la definicion de aplicacién canénica, el hecho de que es un
homomorfismo y las definiciones de adicion y muitiplicacién en NZ,

Es ficil verificar que Ia adicion es conmutativa y asociativa en N2y en virtud del
teorema fundamental de compatibilidad lo es en Z.

Ademis, neutro para la adicién en Z es 0 = K(; 1), pues

Koy 0=F(@.0)+f (1. D=f[@. b) +(, D]=
=f@+1,b+1)=f(a.b) =K,
El entero opuesto de K(g, ) s K(p,4) pues

N?.SL.._A?.SH\.E.3+.ﬂ§.&n.\.€+v.v+nvu.:_ )=

Resulta entoncés que el par (Z , +) es un grupo abeliano. .
El lector puede comprobar que la multiplicacion es conmutativa y asociativa en N2,
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%.32.2. Propiec:des del valor absoluto
1) Todo entero esti comprendido entre su valor absoluto y el opuesto de éste.

—lxl<x<xl
Se presentan tres casos
a)x=0 =—|x|=x=|x|
b) x>0 = —lx|<x = Ix|
Q) x<0=—ixi=x<lx|
Mixi<e =» —a<x<a

o ~
i eeco

Por [)
x<ixi
Por hipotesis
Ix1<a
Por transitividad resulta
x<a 1)
Multiplicando los dos miembros de la hipétesis por — 1
—ix{>z—a
PorI)
-lxi<x
Entonces, por transitividad
—a<x (2)
De (1) y (2) resulta
—-a<x<a

D) —a<x<a = x|<a
Si x > 0, entonces por definicion de valor absoluto y por hipétesis

Ixl=x<a (€3]

Si x < 0, por definicién de valor absoluto, y multiplicando por — | los dos
primeros miembros de la hipotesis

Ix|=—x<a 2)
En ambos casos, (1) y (2), se tiene

Ixi<a

1V) El valor absoluto de una suma es menor o igual que la suma de los valores

absolutos.
Tosis) jx +y [<lx|+]y]

DIVISION ENTERA ° 287

Demostracién) Por 1)

—fjx|<x <>
—lvisy<iy|
Sumando se tiene

—(xi+iyh<x+y<|x|+iyl
Por III) resulta

Ix+yi<lxli+ivi

i
w
&
cr
o
Ct
-
£

V') Ei vaior absoiuto de un producto es igual al produciv de lus valoics

los factores.

Ix. yi=lxl. iri

La demostracion queda como ejercicio. v basta aplicar la definicion de valor
L4

"absoluto a los casos que se presentan.

9.13. ALGORITMO DE LA DIVISION ENTERA

Teorema. Dados dos enteros 2 v b, siendo » > 0, existen dos enteros g y 1. Hamados
cociente y resto, que verifican '

i)ya=bg+r
i) 0<r<b

Demostracién)

Como b es un entero positive, se tieneb>1 (1)
Multiplicando (1) por —{a |

—jaib<—jal
Por9.12.2.1)
. —lei<a
De estas dos relaciones se deduce
—{alb<a
En consecuencia
a—[—lal.b]=>0 - ) -
Sea C el conjunto de todos los enteros no negativos del tipoa —xb, conx € Z.De
acuerdo con (2), para x = — | a 1, se tiene

a—xb=a—[—jalb}>0

y en consecuencia C es no vacio.
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£s decir, el mdximo comiin divisor positivo de dos enteros no simulténeamente
nutos, es igual al tltimo resto no nulo que se obtiene por la aplicacion del algoritmo de
e

olides.
¥l esquema de las divisiones sucesivas es

5 q2 a3 qn n+1
a b r N e rnay ry
r ry 3 ! O

Fiemplo 9-7.

i ) El cociente y resto de la division de — 7 por 3son— 3V
-1 {3
5
< -3
ii ) Si el divisor es negativo, el cociente y resto satisfacen
a=bq+r
0<r<ibt

———
—_2

7 |-3
1
iii) El m.c.d. de 6060 y 66 por divisiones sucesivas se obtiene as{
91 1 412
6060 | 66 | 34 |12 6

120(12}1 610
54

Luego
6060 A 66=06

9.15. NUMEROS PRIMOS

Como (Z,+,.)esun dominio de integridad principal trasladamos a este caso la
eoria desarrollada en 9.7.

9.15.1. Enteros primos © irreducibles

Definicion
El entero no nulo p # % 1 es primo si y s6lo si los Ginicos divisores que admite
moa+~.iﬁ.w¢,§? :
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Definicion
Dos enteros son coprimos si y sélo si su maximo coman divisor positivo es igual
al.

Ejempla 9-8.

i }Si un nimero primo es divisor de un producto de dos factores, entonces €s
divisor de uno de ellos.
Esta demostradoen 9.7.7.

i 1Si un namero es divisor de un producto de dos factores. y primo con uno de

ellos. entonces es divisor del otro.
cigh A ayc coprimos = cib
Demostracion)
Como ¢ ¥ ¢ 50N COprimos, sé tieneg » ¢=1.
Por 9.7.5.
1 =sa+tc =
= b =sgh +tch = b=35q¢ + the =
= h=(sq +thic = cib

iii) Si dos enteros cOprimos son divisores de un tercero, entonces su producto es
divisor de éste.

Ew..:mwmm., ain
bin
a » b=1

Tesis) a bin
Demostracion)

* ain = n=ax (1)
Como
~ bin = blax
ysiendoayb coprimos. por ii ) resulta

bix =x=by (2)
De (1) y(2)
n=aiby)=(ab)y
"Osea abin
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g ESTRUCTURA DE ANILLO ¥ DI CL LRPOENTEROS Y RACIONALES

ii) Simetria.

Am‘32An..v.vuvn@vn@myuvn.wuwsu.@., pY~(a,b)
iii) Transitividad.
@,by~@.b)nlad, Py~ @’ ,b")=(@. by~ (@’ ,b”)

Se cumple trivialmente si alguna de las primeras componentes es 0.
Sea el caso en que minguna es 0. Por (1), y ley cancelativa después de multiplicar. se
tiene

T

@,by~f{a,b)ya @ ,b)y~@' ., )= ab’=ba A ab” =bua’ =
uﬁwww.wWQvnuwcwunwnU—N@w~"wnwuuhnu@vzﬁnnw@Q«sw

Por el teorema fundamental de las relaciones de equivalencia existe una particion de
Z < Z* en clases de equivalencia, cada una de las cuales se Hama numero racional.
La clase de zquivalencia de un elemento genérico (a, b) es

WA QVHMAR :.tvax z* \ .hk. awmvlﬁh.mwg/w
a, L ;

Se tiene
x,y)~@,b)y=bx=ua
En particular

N I'e s
s

NC.SHACS%XNXN* mwuwxw = A&.« J2x) me*g

donde x puede tomar todos los valores enteros no nulos, y resulta

i 3
K= A (=28, (=1,-2),(-1,-2).(1,D),(2,4,3.6), ...¢
Andlogamente ’ ’
M A
’ Koy= {©.,») 1 yer]
Es decir

Koy ={ - 0,-2,0,-D,0,1,0,2.0.3), ) -

Es claro que, dado un elemento de ZXZ*, sus equivalentes se obtienen multipli-
sando ambas componentes por todos los enteros distintos de cero.
La representacion de las clases de equivalencia es la siguiente
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Un conjunto de indices estd dado por la totalidad de los pares (p . q) de elementos
coprimos, tales quep €Zy g€ Z™.

Py

Definicio

Namero racional es toda clase determinada por la relacion de equivalencia
definida en Z X Z*,

Conjunto de los nimeros racionales es el cociente de Z X Z* por la relacién de
equivalencia )

ZX Z*

~.

ou
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a2 ISTRUCTURA DI ANILLO Y DE CUERPO. ENTEROS Y RACIONALES

Por ser f un homomorfismo )
fll@a.b)y+(x, »j=f(a.b)

Por adicidnen Z X Z*
flay +bx, byy=f(a,b)

Por definicion de aplicacién candnica i
(ay +bx,bv)~(a.b) !

Por 9.16.1.
_N.-wc + Ay = h&.ﬁ

Cancelande en (Z , +) se tiene b2 x = 0, v como b # 0 resulta x =0, v en
consecuencia neutro para la adicién en Q. es

0
Kon=7

Inverso aditivo u opuesto de K, ) es K(_ga,5) Ya que
Wnn.Wv + mﬂAIn.wv “H.“h . mvw +.\nAI|h , &u =
=fl(a, by +{—a.b)j=flab—ab.bd)=

. 0
=f(0,bb)=f(0,)=Kw.1,= T

Concluimos asi que (Q , +) s un grupo abeliano.

Con relacién a la multiplicacién en Q, ya hemos visto que es una ley de
composicion interna asociativa y conmutativa. Existe elemento identidad o unidad: :
Ky = nw. y todo racional no nulo K, »; admite inverso multiplicativo o i

reciproco K¢, 4y: 1a comprobacién queda como ejercicio.
Entonces (Q — Acv , -} es grupo abeliano.
Teniendo en cuenta, ademds, la distributividad de la multiplicacion respecto de la

adicion, resulta -

SO,

(Q,+,.) el cuerpo de los niimeros racionales.

© i o o v

9.17. ISOMORFISMO DE UNA PARTE DE Q EN Z

Con Q, denotamos el conjunto de los racionales de denominador 1, es decir, todas
. a
las clases del tipo K(g 1) = 3 dondeae Z.

Es ficil comprobar que la aplicacion .
Q-2

ORDEN TN Q 299

que asigna a cada elemento de Q,, el numerador, es un morfismo biyectivo respecte de
la adicién y multiplicacion, . .

Esto significa que los conjuntos Q, y Z son isomorfos y, en consecuensia,
identificables algebraicamente.

. . . s a
En virtud del isomorfismo escribimos 1= a.

9.18. RELACION DE ORDEN EN Q

9.18.1. Concepto

De acuerdo con la eleccion del conjunto de indices hecha en 9.16.1., todo racienal
puede representarse como una fraccion de denominador positivo.
Definimos en Q la relacion € mediante

|.MIA H < yv ' <px’ (D
Es claro que
o%..m. & 0<x ¢ xy20.

La relacion (1) satisface las propiedades reflexiva, antisimétrica y transitiva: ademas
es total. En consecuencia (1) cazacteriza un orden amplio y totalen Q.
La relacién < es compatible con la adicién y multiplicacién en Q, en el sentido

siguiente

La justificacion de estas proposiciones se deja a cargo del lector. Ademas
. 2 £ <
3 >0« 0< 7 " 3 #0

Resulta entonces que la terna (Q , + , .) es un cuerpo ordenado por la relacién <.
En consecuencia, son vilidas las propiedades de los anillos ordenados demostradas en

9.8.2.

9.18.2. Densidad de Q
Definicion
(Relacién de menor)

4

a’ a C
IAI — —_—
d ° b A Sl

a
I\HA
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Wl ESTRUCTURA DE ANILLO Y PE CUFRPO. ENTLROS ¥ RACIONALES

Sea la sucesion de conjuntos
n .
A= ﬁlw / :mzuv con ieN

Cada A; es coordinable a Ny en consecuencia es numerable, Por ejemplo

_f1r 2 3 4 o
}ulﬁmemuwuw‘...ww....v

- M N Rad

132 acuerdo con I'V) resulta numerable el conjunto ¥ A
i=1

Al prescindir de las fracciones reducibles resuita el subconjuiatc @, gque <

sumerable por 1), ya que consiste en un subconjunto infinito de un conjunto
aumerable.

ii) Q~ es numerable, por ser coordinable a Q.
iii) Q es numerable.

En efecto, si denotamos con + 1a unién en el case disjunto, tenemos

Q=0 +Q+ {0}

Y teniendo en cuenta 11 y el ejemplo 2.6 resulta la numerabilidad de Q.
Nota

Los conjuntos numericos infinitos tratados con cierto detalle hasta ahora, a saber:

N, Z, enteros pares, enteros impares, enteros primos, ¥ Q, son todos numerables, es
decir, “tienen el mismo nimero de elementos”. Pero no todo conjunto infinito es
coordinable a N; en efecto, esta “tradicion” no se mantiene en el caso de los nimeros
reales, conjunto que estudiaremos ¢n el capitulo 10, dorde llegaremos a 1a conclusidn
de que R es no nuinerable.

TRABAJO PRACTICO X

9.]0. En 7% se definen la adicién y 1a multiplicacién mediante

\,‘..u/ ;.rﬂ
AA s

(x.v). (x,y)=(xx",0)

x' .‘_.vuax+x..<+.\v

I

Verificar que (22 , +, ) es un anillo y clasificarlo.

9.11. Si(A ,+) es un grupo abeliano, v se define
- A? > A talque g. b=0 ,entonces (A ,+,.) esun anillo.
9.72. En Z? se consideran la suma habitual de pares ordenados y el producto definido

por (a.b).(a",b)=(aa",ab’+ba’)
Comprobar que (Z® ,+,)esun anillo conmutativo con identidad.

e.ﬁw.mnm}ﬂ%xmw\xnn +b2ra€eZ A meW.ooEunocunnmm Aesun

anillo conmutative y con unidad con la suma y el producto ordinarios de
ntimeros reales. Investigar si admite divisores de cero.

9.14. Con relacion al anillo del ejercicio anterior, verificar que
f:A— A talque fa+bV2)=a~ b2

es un isomorfismo de A en A, respecto de la adicidén y de la multiplicacion.

9-15.En A= AM 0.1.2, mv se definen la adicion y multiplicacion mediante las tablas

3
0
3
0
3

PO O

3 1
3 0
2 1
1 0
0 1

Comprobar que (A,+,Jesun anillo no conmutativo y sin identidad.

9-16. Demostrar que la interseccion de dos subanillos del anillo (A , +, . )e un
subanillo.
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Sy LSTRUCTURA DE ANILLO Y DE CUERPO. ENTEROS Y KACIONALES

residuos mddulo n, entonces Aum?‘ aa,, ..., mm:v es una clase completa
de residuos médulo n.
9-38. Demostrar el siguiente teorema de Fermat: si el entero primo p no es divisor de
a€Z,entoncesa? Y es congruente con 1 médulo p.
9-39. Sean los enteros a, b y n, tales quen €Z" y a y n son coprimos. Demostrar
i )La ecuacién de congruencia ax = b (m6d n) tiene solucién.

ii ) Dos enteros son soluciones de la ecuacién si y sélo si son congruentes
médulon. .

iii} Si n es primo, entonces x = 2" ~2 p es solucion.
9-19. Resolver las siguientes ecuaciones de congruencias
i) 3x=7 {(méd 4)
ii) x-6=0 (méd1)

i) - 2x=12  (mod 11)

9-41. Sea (K, + , .) un cuerpo. Si b # 0, entonces ab ™! = sMI . Demostrar

., 2 ¢ _ ad+bc

)y T d T T

i) £ £
b d bd

iii) a _ c - m+vﬂn+m N a+b  c+d
b d b d a-b c—-d

9~42. Demostrar que lainterseccion de dos subcuerpos de K es un subcuerpo.

9-43. Sea (Q, 4, .) el cuerpo ordenado de los racionales. Demostrar

+ (£
neN » xeQ" A yeQ ' = x"+y" > hmu.l_%ovf
-
9-44. El simbolo Q ﬁ/\wv denota el subconjunto de nimeros reales del tipoz + b V/3,
siendo z y b niimeros racionales. Investigar si (Q A/\w.v ,+,.) es un cuerpo.
9-45. Sean (K , +, .) un cuerpo y n un entero positivo. Se definen
0.e=0 A
l.e=e
ne=ete+ ... +e sin>1
donde ¢ es la unidad del cuemo.
Demostrar

i) (nx) (my) = (nm) (xy) donde n y m son naturales ¥ x e y son elementos
de K.

ii) (ne) (me) = (nm) e

-

W

TRABAJO PRACTICO IX 307
946, Por definicién, el menor entero positivo p que satisface pe = 0 se Hama
caracteristica del cuerpo. Demostrar :
i )Si p es la caracteristica de (K , + , .), entonces se verifica px=0
cualquiera que sea x € K.
ii ) p es primo.
9-47. Si p es la caracteristica del cuerpo K, entonces se verifica:
(x +p)" =xP +y°
9-48. Sea (K , + , .) un cuerpo ordenado. Por definicién, K es completo si y sélo si
todo subconjunto no vacio y acotado de X tiene supremo.
Por otra parte se dice que K es arquimediano si y solo si

0<x<y =3xeN/nx=y
Verificar que Q no es completo y si es arquimediano.

9-49. Demostrar
i ) Todo subconjunto infinito de un conjunto numerable es numerable.
ii) La unién de un nimero finito de conjuntos numerables, disjuntos dos a
dos, es numerable.

9-50. Demostrar
i ) La unién de toda familia numerable de conjuntos finitos disjuntos dos a
dos, es numerable.
ii} La unién de toda familia numerable de conjuntos numerables, disjuntos
dos a dos, es numerable.
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30 NUMEROS REALES

81 5
4 3 2 . 3
o o—o—o— i o
_ 3 0571
2 3 4

Esta sucesion es tal que cada intervalo estd contenido en el anterior, es decir

3 3 5 :@
vae (33305502

mativo por el cual se dice que es decreciente.
Ademds, la correspondiente sucesion de amplitudes a; — a; es convergenic a 0, ya

que

3 -1 =12
5 3

5371
7 s 2
3733
s _7_1
4 4 2

Es decir, a partir de cierto indice, todos los intervalos de la sucesion tienen
mplitud menor que cualquier ndmero positivo, prefijado arbitrariamente.

La FBENM. 2 - -u...w;. w+ im ncnmmmecagn&mmmEﬁ?m_omnonu@owao

racionales, concepto que precisamos a continuacion.

Definicion
Encaje de intervalos cerrados racionales es toda sucesion de intervalos cerrados
racionales [a;, 2} CQ, con i €N, que satisface las siguientes condiciones:
i ) Es decreciente, en el sentido de que cada intervalo contiene al siguiente

2

ieN = [a;,a]]D [ai1 , gis1]
O bien .
ieN = Iy, CI; siendo L;={a ,a;}
ii ) La sucesion de amplitudes es convergente a 0.
VE>0,3n,(E) I n>ne =a,—-a, <t

Es decir, prefijado cualquier niimero pasitivo €, es posible determinar un nimero
ny que depende de €, tal que para todo indice de la sucesion que supere a ny ocurre
aue la amplitud del intervalo correspondiente es menor que £.

ENCAJES DE INTERVALOS i

Ejemplo 10-2.
. 1 1
La sucesidn _“w T 2+ u; define un encaje de intervalos, pues

i ) Es decreciente. Debemos probari ¢ N = [;1; C ;. .

En efecto
_. 1 1
. 9o —
x €li4q = x€ 2~ 57 q~+~.+L =
1 1 1 1
Ve LD A e —
=l gy SYSIt Ry Ty STy T
I ST S P B R T
i i+1 T T T T i+t i STz
. 1 1 r 1
ﬂ.rl&%AkAn.Tnm.l =»xe 22— — ,2+ =
[ &
=xel
it ) La sucesion de amplitudes es convergente a 0.
Sea £ > 0. Hay que determiner 7, tal que
n>ng =, — a4, <&
Ahora bien
~ s ~
a, - a, < muTJ(T - (2-—l<e~
) 2
=< E=n> —
n €
2
Afirmamos que ¥V € > 0,3 ng = T tal que
. n>n, =4, -2, <t
Enefecto
2 1 £
‘ 1 £ 1 €
24 — <2+ = - -
] = o <2+ 5 A 2 - >2 > =

=a, -4, <E

Analizamos algunas cuestiones de nomenclatura en conexién con los encajes de
intervalos cerrados racionales. ’
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NUMEROS REALES

atd
1L Simetria.
mfgquTs_uﬁmwm> b;<a;i =
= b;<a; A a < b) = [bj. b}~ lai. ai)
[11. Transitividad.
lar. a1 ~1b;, b} A b, B} ~len . cxl =
= lg;. a,] ~ck . cr)
Demostracion)
Debemos probar
i vk a; An.ew A h.#m&“.
Suponemos que exisien dos ndices m y n, tales que du; >l (2)
Por hipétesis .
(a2 ~(b. bj] = Vi,V j1ai<bj =
> Viiam <b; 3)
:&. . @u.._ lﬂ,ﬁk R ﬁhaw = d@ .Y k @w. mn.-..a =
= Vj:b <c,, 1)
Graficamente la situacion es
Cn am
b e——1 — b
De(3)y (4)
vy umwna A bj<cy
Restando miembro a miembro
Vj: b= by > dm ~Cn
y tomando € <am — .. resulta )

vjibi—b;>€

En consecuencia [b; . b’;] no es un encaje. contra la hipotesis.

De acuerdo con gl teorema fundamental de las rejaciones de equivalencia, existe una

particion de A en clases de equivalencia. cada una de las cuales se llama nimero real.

OPERACIONES EN R 315

Definicién
Namero real es toda clase de equivalencia determinada por la relacidn (1) enel
conjunto de todos los encajes de intervalos cerrados racionales.
Conjunto de los niimeros reales es el cocientc de A por la relacion de
equivalencia.
La notacién a = Ky, ;] denota el ndmero real asociado a la clase de equivalencia
del encaje {a;, a/].
Un real se Wama racional si y solo si el encaje representativo de su clase tiene

interseccidn no vacia. Si tal interseccion es vacia, el real se llama irracional.

Definicion
Niimero real O es la clase de equivalencia de todo encaje cuyas aproximaciones
por defecto no son positivas, y cuyas aproximaciones por 2Xceso no son

negativas. ’
. P A | 11 . . .
El encaje |- ToT 1y todos los equivalentes a él, definen el nimero real 0
1S
es decir
0=Kr+ 1
Lol
Definicion

Un nimero real es positivo si y solo si todos los nnoammamwcnwwmmmmamﬁmn
alguna aproximacion por defecto positiva.
Un nimero real es negativo si y solo si alguna aproximacién por exceso de todos
10s encajes de su clase es negativa.

En simbolos

a<0 < a=Kig, a3 a;<0
a>0 ¢ a=Kg,q;/3 a;>0

10.3. OPERACIONES EN R

10.3.1. Operaciones en A

En el conjunto A, cuyos elementos son todos los encajes de intervalos cerrados
racionales, definimos las operaciones habituales.
I. ADICION.

(a;, aj) + [bs, b]) = [a; + b a; + by

_..uchuammommaoﬁ.ommoauznmw_::ummo_mmooﬂm%o:&m:aw wﬁnostm&oawmﬁc_.
defecto y por exceso. . .



[£+1- L -] =l arimm

wn.m) L.mik...m.kfﬁ '_ T ‘i1 cuen oS
”.. .‘ .m - ;mnz .Q Qu
: I i .
T;+ N.Jnsm“ =*[lz" ‘o] {n
L e TR LA
¢ T x SR :
susty 98
0112 01 !
—— e — =1l
] z + c +9=1Ighp
011 01 ! 1ht
4 B - o 9=
i 7 ¢ 0T

e}nsay

O i1
= L [lq1q]
7]

=[!r ] (1

A
H

saltous ap sosed sajusindis sof op olonpoxd @ £ Funs € SBUILISIA(

§01 opdwaly

‘SOjeAIIUY

ap safeous usuijap I seuoioulyap sef anb eqanud as ‘] OSED [ UI OWOD OPUSIPAOIJ

an .~ ..m _ﬁ . »
Tl T ,,T:Q ﬁui.ﬁnzs_:u_u_c
‘Afo>lg A o< s liqwergi)=llqctq) [l ] (g

'A0<’'e £ o< s [laloigi]=(tq*tq] [Im 0] (¢

L1€ ORI SANOIDVHILO

10d oprutjop epsnb safeous sop 3p o1npoid [3 ‘NOLIY I MILINW i

3= S e>(n-Cavtn)
owrmEsm

C u u < u u
L >ug-tg £ E>Us-Yp
3 3

I A
auan as < Ou By xeur = By o o vIRy
A 1

S e Che u

u J ©
>HM—¥p = Cug u

3

anbsare:
Su £ 0w uaisixa ‘safeoua [Pq ' io] A ['q ‘ 'p} 185 10 "0 < 3 ®S “pepminuod (1

~ WQIT ..wm. NQ.‘- A.ﬁ ) m ~+.M_Q+ urwu. TLQ + -+..£
BISUBNIASUOD uj
la+!pt'q+'r]ax
B35 O
ld+lrsxsiqge r
eynsal (£) A7) (11 g
mmv —+..~Q+ ~+..~§wun.w TLQxT T+ip

9
[1+g 4 Wip Tvg i 1) 5 x

BIOUE B3S

i g+rs gL e
. swauredofpuy

(1 Tg 4 THostg s r
oJany

TZQW..Q v _Law.;v

Boiji1aA 98 ‘safeous [!q ‘'] A [!v * 'p] 195 104 "eIuOIOLOW ( 1
010313
uf "so[eAl21ul op ofeduUs un URZII2ORIED anb SAUOIIPUOD SB] SOBJSIIES UQIOLITJAP BIST

SATVII SOUANNN 91E



38 NUMEROS REALLS

Y de acuerdo con 11 b) el producto es
—hh uh& . _.ymf JWMH_"—,Q_.W_.Q_Unwn

Lol 3 2 ey 3,2 1L
.rm 7 i T 6+ N.+~ uﬂ@l
3 5 1 1
..T,nn,ﬂ?;i JL

pues ¢; >0 ~ b; <0

iii) Si las aproximaciones por defecto de ambos encajes son negativas, la
multiplicacién se reduce al caso Il a) de la siguiente manera
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Si a partir de cierto indice las aproximaciones por defecto son positivas, el
problema se reduce a los casos anteriores considerando

mn_. Q..“ M.F .W..,_Hmh.m ,@.w . :u‘m aw.:
siendo.parai<j,; <0 ~» 4 >0 » b; >0
Si los encajes son, por ejemplo

a1 5 5 . 5 5 1 5 5 5
[-3.2].[-3+ = }w.mlw+@+&| .uw.ﬁ|w+ S+ITty u.w
¥ ﬁwx |~I..w+..w:.m es decir
- i il -
Tl 1 1 7 _Hq ._
- i - — 2 —_ .2 —~ 1
M W,l_,ﬁ N vix_‘ﬁh. ut.w.. m u!\w«- ..

5 7 8 10 11 13 - :
cean (3352 2

o} producto se realiza a partir de i = 3 aplicando I a).
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10.3.2. Compatibilidad

La relaciéon de equivalencia definida en 10.2.3. es ooavmmim con la suma y el
producto definidos en 10.3.1. Lo demostramos para la adicion

—Qmuﬁmuzﬁv..w‘m@ “th/@u A @.m/
lei,eil~d; . d}] =;<d} A dj<c]

=a;+e;<bj+d] A bj+d;<al+ cl=
uv?_,+m_,.n_.»+mml?~.+m....w~..+&.:uv
o al} 4 {en, ) by, 614 1g; Jdi}
10.3.3. Operaciones en R

Por ser la relacidn de equivalencia 10.2.3. compatible con la adicién v la
multiplicacién en A, de acuerdo con el tedrema fundamental de compatibilidad,
existen en el conjunto cociente R sendas leyes de composicidn interna, llamadas suma
y producto de reales, Gnicas, tales que la aplicacidn candnica f: A—R, es un
homomorfismo. Esto nos dice que para operar con dos reales se considera un encaje en
cada clase de equivalencia, y se opera con éstos en A. Luego se determina la clase
correspondiente al encaje obtenido.

La adicion en A es asociativa y conmutativa. Estas propiedades se trasfieren a los
reales con la suma.

Neutro para la adicidones 0 =K MI 1 ,-ulu pues Va= m?_.an se verifica

i E

p+ouc+nuw§.nm_+mmﬂ 0=
N r
=l ap+r([-+.

17 , h

i 4]) =(am b oain 1) -

=f(la;. a .c uﬁ?..nL =a

1 o, 1 .

u:mm?..l T oot iw‘.‘_w ~ {a;, a;]
Inverso aditivo u ov:mﬂo dea=Kp,, a5y s —a=Ki—a; -
En efecto 4

at(—a)=(—a) +a=Kg, q;] +K[—g},—q;] =

=fUanaiD +f(=ai, iy =f(lei —ai, ai~a;]) =

=([=F-71) =0

En consecuencia (R , + ) es grupo abeliano.
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ii) xXCA » y<x=yeA
iii)y XA =3 pleA | x<p
La condicidn i ) significa que una cortadura en Q es una parte propia y no vacia de

Q. Ln iii) queda especificado que A carece de maximo.
Es claro que toda cortadura en Q caracteriza una particién de Q que denotamos

mediante A> , >qv . Los elementosde A° son cotas superiores de A.

Eiomplo 10-5.
L35 siguientes subconjuntos de Q son cortaduras

: i
SA=ixeQ \«A-ul.w
. i . . . .
£n este caso - € A° es el extremo superior de A, es decir, el primer elemento del

3

yunto de las cotas superiores de A.

P - 7 ,w . * 2 Ja.
= [BENIERUR x 23

2)A= Q 0 X€ QT <Zj

ias condiciones i ) y ii ) se satisfacen obviamente. Comprobamos que A carece de
mii:mo utilizando la funcidn de Dedekind
7F:Q-Q definida por

_ . x(x*+6)
F=y="3iri
) ) _ x{x*+6) X +6x—3x*-2x
0 yex = SopEo-xs FoE S
_ 4x-2x°  2x(2-x%)
T o3x*4+2 7 3x*42
2 0.2 2
i) HN'Q“EIEIN“

F(xt +36+12xH)-209x +4+12x7) _

= (3x% +2)
xt_ext+12x2-8  (*-2)°
- (Bx*+2) (3x? +2)*

iii) A fio tiene maximo. En efecto, sea
x>0 A xeA=x’<2=x?-2<0
Siendo x > 0. de acuerdo con i )y ii ) se tiene que
y-x>0 A y?-2<0

CORTADURAS EN Q , 323

Es decir
' IyeA | y>x

En consecuencia, A carece de maximo.
De modo anélogo se prueba que B no tiene minimo.

10.6.2. Propiedad. Si A es una cortadura en Q, entonces todo elemento de A es menor
que todo elemento de A°.

X€EA A yeA® = x<y

En efecto, si fuera v <x, como x € A, entonces por la condicion ii ) de la definicidn
resultaria » € A, lo que es contradictorio con la hipSesis.

FEjemplo 10-6. .

Todo racional ¢ determina una cortadura en Q, definida por

>NAHm0 \HAQW

El nimero z se Hlama frontera racicnal de la cortadura vy se identifica con el minimo
de A“. En el caso b) del ejemplo 10-5, no existe frontera racional.

10.6.3. El ntimero real

En el conjunto de todas las cortaduras en Q se define la siguiente relacidn de
equivalencia
A~B & A=B

Las clases de equivalencia se llaman nimeros reales, y por ser unitarias se las
identifica con la correspondiente cortadura, es decir

. NJPH,P

Suele utilizarse la notacion K4 = c.

En este sentido podemos decir que nimero real es toda cortadura en Q. Si la
cortadura tiene frontera racional queda definido un real racional, y en caso contrario el
real se llama irracional. La cortadura b) del ejemplo 10-5 define al nimero irracional
X L .

Los conjuntos de los nimeros reales racionales y de los reales irracionales son,
respectivamente

~

Py

A; [ A; escortadura A AY tiene Bngow

WD
R A; ] A;es cortadura A A carece de B_dmaou_w
1
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526 NUMEROS REALLES i
10.6.8. Densidad de Q en R

El conjunto Q es denso en R, pues entre dos reales distintos existe un racional, es i
decir :

e<B=>3reQ [ alr<g
Por definicion 10.6.4.

a<p=>ACB A A#B =
= 3beQ [ beB ~ b¢A

A o

® o
,Lm

® ~
v
2

v

B

Sear>& » reB.Considerando la cortadura R asociada a 7. como
reB A réR=RCB» R#B =
=r<g (D

Por otra parte
beR A bédA=ACR A A#R =
=a<lr (2)

De (1) y (2) resulta

3reQ / a<r<§g

10.7. COMPLETITUD DE R

19.7.1. Concepto

Nos proponemos demostrar que R es completo; 1o que equivale a afirmar que todo
subconjunto no vacio y acotado de R tiene extremo superior en R. Esta propiedad no
es vilida en Q, pues el subconjunto no vacio -

>nmamqma”Amwmo

carece de extremo superior en Q.

COMPLETITUD DE R 337

10.7.2, Teorema de Dedekind. Si {4 , B} es una particion de R que verifica
‘acd A BeB = a<p

entonces existe y es Unico el nimero real ¥ que satisface
asy=<f YaeA V3eB

A B

a) Existencia.

s . 3
Sea (=4NQ=(xeQ /xeq’

( es una cortadura en Q. En efecto ,

i) Por ser {4, B} una particién de R, es
, AF¢ =>3x€eA | xeQ=>ANQ+F¢=
=>C#¢.

Ademas. si B € B ~ x ¢ B, entonces x € A cualquiera que sea a € 4, pues a <.
Luegox ¢ C.y comox e Q, resulta C # Q.

ii) xeC 4 y<x = 3ag€d /| xeA =
=3Jaed [ yeA =yeC

iii) xeC = 3a€Ad [ xXeA =
=»3yed | x<y =>yeC

Resulta, de acuerdo con 10.6.1., que C es una cortadura en Q, y en consecuencia
queda probada la existencia del ndmero real 7.
b) a<y<p VaeAd VBeB
Es obvio que a < y+Por otra parte, si existiera 8 € B tal que 8 < v, entonces existiria
x€eQtalquexeCAxeB. )
Ahora bien
xeC = 3acd | xeA

y en consecuencia 8 < «, contra la hipotesis.
c) Unicidad. Supongames que 7y y ¥ satisfacen las condiciones del teorema, siendo
v < ¥’. Como entre dos reales distintos existe otro ", se tiene

;TAQS UD\‘mw J_
Y'<y =7y"€4
lo que es contradictorio con la definicion de particion.

=ANB+*g¢

Ve
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i ntonces

.

a+a11g=wQMkwvagsv_

Tomando maddulos

n

I8 +a)" =67 =lal .12

=1

H.~vmw:l_.n~.|:

Por médulo de la suma'y del producto se tiene

LT

(B+a)r —gri<tat X | )BT el
=18t/
Y como ia; < 1. resulta
+ar -gi<ial £ (7 lg
=t NEs

w wua ! = b nos queda

Haciendo Ms _m
it
(8 +ay" —8"1<bial
i fuera 87 < a. definiendo

a3
b

wa<lyéd >l oresultal<a<1.

a=

Entonces
7

0L (B+a)" =" <b- M‘Wmﬂ =g =

=B+a)' —f"<a—-f" =
= @ra)y<a=f+adeS

Es decir, a S pertenece el nimero real § + a. que es mayor que el supremo §. lo que
ssurdo.
e modo que no es posible que

" <a

\iilogamente se deduce la imposibilidad de que .
g >a

R ta entonces
8" =a

5

RADICACION EN R

Ahora bien, B es tnico, pues si existiera § # B en R*, tal que " =q, se
presentarfan dos alternativas

0K <P = a=f"<f =a =
=a<a
i) O<B<P =a=p"<f"=a =
=a<c
lo que es absurdo. Luego, B es ¢l Gnico ntmero real positivo que verifica
f'=a
Definicion

{3 es la raiz s-sima aritmeética exacta deaeR

La notacidn es

Se presentan los siguientes casos:

a) Sia >0 v # es par. entonces existen dos raices n-simas en R.
8, = Va » B =— Yo

b} Sia <0y nes par. no existe Ve

¢} Sia <0y a es impar. entonces

B=—4%—a estalque B<0 » f=a

10.8.3. Propiedades de la radicacién con indice natural

Sean
aeR* ~» feR’

! I VaB= Vo V3
” En efecto
Sa=x s~ YB=» porl0.8.2.
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logpm=x n log,n=y

I
bPr=m » b¥=n
I
VY =mn
4
X Emv {(mn)y=x+y
¥
log, (mn}=log, m +leg n

{1. Logaritmo del cociente.
_0me tm:n)=log, m-log n
1{I. Logaritmo de una potencia.
&
Emw m=a Momo m
IV, Invarianza

log, m=x + a0 =1log m*=x
: e

10.9.3. Cambio de base

Si b = 10. los logaritmos se laman decimales y la notacion es

log,g m = log m

Silabase esd =¢ = 2,718281.. . . los logaritmos se llaman naturales v se denotan
por

log, m=lnm=lgm

Dado el In 2. nos interesa obtener log, a.
Sea

Ememua = b° =g =

s>xhb=Ing U.«uliwl na =
Inbd .
=log, a= :m_ﬂ Ina
En el caso b = 10, se tiene : -
1
=(.,434294. .

in 10

g

sulta

~

vr '
loga =0434294. . .Ina
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10.10. POTENCIA DEL CONJUNTO R

Nos proponemos demostrar lo que hemos anticipado en 9.19: el conjunto de los
niimeros reales es no numerable. El nimero cardinal correspondiente a R se llama
potencia del continuo y se denota por ¢.

10.10.1. Teorema. El intervalo cerrado [0 , 1] es no numerable.

Suponemos que [0 , 1] es numerable. Esto significa que N ~ [0 , 1], y en
consecuencia, por definicion de coordinabilidad, existe

f:N =10 . 1] tal que [ es biyectiva.

Por ser / sobreyectiva, la imagzn de N se identifica con [0, 1], es decir
(0.1]=r( £ .76, .1

‘ ‘
Sea {0 . 1] = U. Mediante los puntos de abscisas 1/3 y /3 subdividimos a U en tres
subintervalos de igual amplitud

Ahora bien: f (1) pertenece a lo sumo a dos de los tres subintervalos. En este caso,
seleccionamos aquel subintervalo al cual no pertenece f(1). Pero si pertenece a uno
solo. elegimos. entre los dos a los que no pertenece, al de la izquierda. Queda asi
caracterizado U, tal que ¢

F(HeL,

Subdividimos a éste en tres partes iguales, y con el mismo procedimiento

seleccionamos U, tal qpe

f(2)él;
Andlogamente, para f (3) queda definido U; de modo que
U
«—Uz;—
0 —t—e 4 t + — 1
2 13 2/3

Se tiene asi una sucesién de intervalos U, , Ua, Us, . . . que verifica
iYU; DU, DU;D ... talesque Va:f(n)é¢U,
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TRABAJO PRACTICO X

10.8 Demostrar aue si la ecuacion con coeficientes enteros
n n-1 .
X"+Z aix'=0
=0
tiene rajces racionales, entonces dichas raices son enteras.
10-9. Utilizando el contrarreciproco del teorema anterior, demostrar
i )+/5 no es racional

ii ) La razén entre la diagonal de un cubo y su arista no es racional.

10-10. Demostrar que toda 1aiz entera de la ecuacién del ejercicio 10-8 divide al
término independiente.

10-1I. Demostrar que la ecuacion 3 x? —x = 1 carece de rafces en Q.

10-12. Demostrar que 8/ 2 + 4/ 5 es irracional.

: -
10-13, Verificar que 13,3+~ y[3 —— .
L i}p L 10

intervalos cerrados racionales equivalentes.

son encajes de

10-14. Determinar las tres primeras aproximaciones por defecto y por exceso de los
encajes que definen a+/2 y v/5, y efectuar

VIHVENT-VE VIV y VIV

10-15. Obtener las nonma.pnmm en Q que definen a V3 yas.
10-16. Obtener los subconjyntos de R que satisfacen a
iyix+21<2 i) x* <5 v) x*<x
ii)jx+21>1 i) x*>5 vi) (x +2)(x— 1) (x~2)x<0
Determinar en cada caso la existencia de cotas y de extremos.

10-17. Comparar los mimeros v/2 ++/3 y +/3, v si son distintos determinar el menor.

Y .
10-18. Sea X = T = w\ n € N . Verificar que X estd- acotado y determinar, si

existen, el supremo y el infimo en Q.

Pag—

3
w
s

AR o

B

TRABAJO PRACTICO X 339

10-19. Estudiar la acotacién y la existencia de extremos de los conjuntos
i) A={xeR" [ x* <2}
i)yB={xeR [ x*>2; .
iy C ={xeR*/ x* >2)
10-20. Sean A y B dos subconjuntos acotados de R tales que @ =sup Ay b =sup B.
Demostrar que ¢l supremo de
mn% +y xX€EA A u.mwm,
esa+ b.
10-21. Determinar los extremos de
A= xeR /3¢ —2x-1<0
10-22. Sea A C Ry acotado. Demostrar

2=SupS » £>0 = IxeA/a-E<x<sa
10-23. Demostrar las propiedades 111 y IV que figuran en 10.8.3.

10-24. Demostrar las propiedades i ), ii ) y iii) enunciadas en 10.10.3.
10-25. i ) Efectuar

e ~

x(ﬁM + /\M léﬂmlw

Vi VI+V3+VEIVI-VI-V3 (V3-VI-V5)
it ) Comparar
1
log, 5 y log, 5

10-26. i ) Calcular —
VVI+2VE-V3
ii ) Determinar 16s reciprocos de

VIi-VZi1+V5-v2

10-27. Resolver las ecuaciones en R

i log —x +log, _ 2x)—~2logy x=1
i) 8 5 mcun

. , ~1
=v 3% 4% 1 “Afﬁw-
10-28. Resolver en R
£ 3 .4 —1=0
10-29. Determinar x € R* sabiendo que

xVE (WX =0
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MEROS COMPLLEJOS

342 EL CUERPO DR LOSN

11.2.2. Relacién de equivalencia en R®* y nimeros cormplejos

En el conjunto R?, de todos los pares ordenados de niimeros reales, definimos la
relaciéon ~ mediante

(a,b)~c,d) ®a=c r b=d

Esta relacién es la identidad. y obviamente es de equivalencia; se traduce en el
siguiente enunciado: “dos pares ordenados de niimeros reales son equivalentes si y solo
si son idénticos™.

Cada clase de equivalencia es unitaria, y se la identifica con el par ordenade

rrasmoamdicmts as dasie
JLlISSPORnAInte, &5 SOt

Kia,py = .,,“Am : miw

La identificacion que proponemos, en virtud del unitarismo de las clases nos
permite escribir

Ko =(a,b)

Definicion
Nimero complejo es todo par ordenado de nimeros reales.
E! conjunto de los nimeros complejoses C = R2.
Es decir
nnwa,s {aeR ~ omwwﬂ

L.a notacién usual para los niimeros complejos es z = (a , b).

« Definicién
Parte real de un nimero complejo es su primera componente. Parte imaginaria.
su segunda componente. :
Conviene advertir que las partes real e imaginaria de un complejo son nimeros
reaies. Las notaciones son ;

Re(zy=a A~ Im(z)=b

Introduciendo un sistema cartesiano, los ndmeros complejos se corresponden ton
los puntos del plano. La abscisa de cada punto es la parte real, y la ordenada es la parte
imaginaria. Por otro lado, a cada complejo le estd asociado un vector con origen en el
origen del sistema, y cuyo extremo es el punto determinado por el par ordenado
correspondiente.

M

534

e
3

[T

[ e s

- Definicion

COMPLEJOS REALES E IMAGINARIOS 343

A

R

z=(a,b)

Los complejus de parte imaginaiia nula, e decii, 105 parcs vrdenados del tpo
{a . 0). son puntos del eje de abscisas, Los complejos de parte real nula caracterizan e
eje de ordenadas.

’
Un compiejo es real si y solo si su parte imaginaria es cero.
Un compiejo es imaginario si y s6lo si su parte real es cero.

Ejemplo 11-1.
Determinamos analitica y graficamente los complejos z = (x . y) que verifican
i)Re(z)=2
Resultan todos los pares ordenados para los cuales x = 2, es decir, z = 2,v)La
ecuacién x = 2 corresponde a la recta paralela al eje de ordenadas que pasa por el
punto de abscisa 2. .
iyIim()<3
La condici6n anterior se traduce en y < 3, y corresponde al semiplano que contiene
al origen, cuyo borde es la recta de ecuacién y = 3.

y

Z

iiiy Re (2) +Im (z) =1
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346 EL CULRPO DII LOS NUMEROS COMPLEIOS

Ax a Ay —b

—— u\ .V\” m—T I s

A a +b?

O sea

z Hﬂ a b v
\a?+p a® + b?

Gs : Coumutatividad.

={a.bY. {2’ . b’ Yy=(aa’—bb’, ab’ + ba"} =
=(ga—bb,ba+aby={a b’ )a, by==z"

de acuerdo con la definicion de multiplicacion en Cy la conmutatividad del producto
en R,
HI) El producto es distributivo respecto de la suma. En efecto

T+ =l@. by+@. )", b7)y=(@+a’, b+b)@a", b")=
=(@a”" +aa"—bb"—bb",ab” +ab” +ba” +bD")=
={aa”"—bb”,ab” +ba” )+ (@a”"—b'b",ab” +bb" =
={a,.b) (@ b")+(@.b)Y@",b"y=2z"+2%"

Por adici6én en C, nuitiplicacién en C y conmutatividad de la suma en R.

En consecuencia, la terna (C , + , .} es un cuerpo. La diferencia esencial que
presenta con relacion al cuerpo de los niimeros reales consiste en que es no ordenado.
En efecto, si fuera ordenado, como i # 0, caben dos posibilidades:

i>0 6 ixKO

En el primer caso, por la compatibilidad de la relacion respecto del producto, se

wene i >0, es decir,— 1 >0, lo que es absurdo.

En el segundo caso es 0 <, y en consecuencia, — i < 0, y por la compatibilidad con
el producto resulta — m <0, osea, 1<0,lo0 pmm:ﬂuiaan es absurdo.

Ejemplo 11-2. -
Seanz; =(—2,3) , z,=(1,2) y z;=(—3,—1). Efectuar(z, —2;). 24
Cr—z22)5=[(=2,3)-(1.)](-3,- =
=3.DE3.-D=M9+1,3-3)=(10,0)

ik

Ay
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11.3. ISOMORFISMO DE LOS COMPLEJOS REALES EN LOS REALES

Sea Cg = A? ,bhyellb= cw el conjunto de los complejos de parte imaginaria
nula. La funcién f: Cg —R, definida por f(a, 0) =a. asigna a cada complejo real su
primera componente.

C Cr

La aplicacién f es obviamente biyectiva. y ademds un morfismo de Cg en R
respecto de la adicién y multiplicacién. En efecto, sean r = (g Oy 27=(@ 0
entonces

f+2)=fl@.0)+@ 0]=fla+a'0)=
=a+a'=f@,0)+fla",0)=f() +f ")

Por otra parte
fzz2)=fle,0)(@ ,0))=stez’,0)=aa’=
=f@,0f@.0=7r)re)

En consecuencia. f es un isomorfismo de Cg en R respecto de la adicion y
multiplicacion; o sea, mw y R son conjuntos indistinguibles desde el punto de vista

algebraico.
El isomorfismo permite identificar cmmm complejo real con el real correspondiente,

es decir, (g, 0) =a.

- 11.4. FORMA BINOMICA DE UN COMPLEJO

11.4.1. Unidad imaginaria X

El nimero complejo imaginario de segunda 55@3:0:8 igual a 1, se llama unidad

imaginaria y se denota por
i=(0.1)
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1L CULRPO DL LOS RUMEROS COMPLEIOS

Por otra parte
2. 7= (0 + bi) a—b)=a’ —(hi)r =u? +b?

Como a y b son nameros reales, resulta

z.7eR A 2.220

11.5.3. Propiedad. Un nimero complejo es real si y solo si es igual a su conjugado.

mwwm—ﬂ ~=g+ Qi =>z2=a A T=qg =271=32
i)y o=7 nv&.rv.,umi?..ﬂv?.nlw«nvuzﬂoHv.w_..no
€

Entonces = =4a. o loqueeslomismo, =

11.5.4. Automorfismo en C

La funcién f : € =C definida por f(z) =2 es un automorfismo en C. En efecto
i ) fesinyectiva. Sean z Yy z’ en nn tales que f(z) = f(2")
fey=re)y = F=i'=mag—bi=a —bi
y por igualdad de complejos resulta ¢ = a' A b=b', osea z=z2
ii } fes sobreyectiva. Para todo w = a + bi € C, existe = = g — bi, tal que

»

\lﬁuu.)nlw&nn+?.n w
{ii) [ es un morfismo respecto de la adicion. pues
flz+z)=z+2"=
@I T@ FbN=@va) T +b)i=
—@+a)—(b+b)i=@—b)r@—bi)=
=T+ T=f D)+

Por definicion defy sumaenC .
iv) fes un morfismo respecto de la multiplicacion, ya que

=

flzzy=z:z"=1a +E.:nj.+u5u
@ = BE) @b Fba)i=(aa’—bb’)— (@b’ +ba")i=
=@~ b)@—b)= 7= ")
Las propiedades iii) y iv) s traducen en el siguiente enunciado: “el conjugado de la

suma es igual a la suma de los conjugados, y ¢l conjugado del producto es igual al
producto de los conjugados”.

4

z+z'=

¢
ta

+z7
p
z

3
[ i
I
ta

[
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Ejemplo 11-4.
Determinar los complejos z = x + yi que satisfacen
i)z=—2z
En la forma bindmica se tiene
x+yi=—(x—y) 2xtyi=—xtyi=>x=—x =x=0
Los complejos que verifican la condicién dada son de la forma z = yi, es decir,
imaginarios puros, y corresponden al eje de ordenadas.
i)z.z=1
Esta condicion se traduce en
(x+yi). (x—yi)=1
Luego, x* + v? = 1, y corresponde a la circunferencia de radio 1 con centro en el ori-

gen.
L4

11.6. MODULO DE UN COMPLEJO

116.1. Seaz=a + bi.
Definicion

Médulo de un complejo es la raiz cuadrada no negativa de la suma de los
cuadrados de las partes rezl e imaginaria.

La notacidn es | z | =+a® +5%.

E1 modulo de un complejo es la distancia del punto correspondiente, al crigen.
A

z=a+bi

W

o

.
>

Siz= -3 +4i entonces|z{=v(—3)7 +4° =25=35.

11.6.2. Propiedades del modulo

1) El modulo de todo complejo es mayor o igual que su parte real
Seaz = a + bi. Entonces

@ =a* = la)? <a® +b* =l <lz1* = lal <zl
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354 'L CUERPO DE LOS NUMEROS COMPLLEIOS

i)lz—-1+2i=2
Siz=x -+ yi, entonces
x+yi—1+2i=2=
=jx—D+E+)i=2=
sVa—1) H(yt2 =2
=>x—-1P+O+2)’ =

Es la ecuacién de la circunferencia de radio 2, con centro (1, ~ 2).

iz — Re (z) = [Im ()P
z=x+yi »lxtyi—xi=)" =
= il =y = (/y) =

=
=iy=y? =3y =y cony>0 =

iii)

=y —y=0=>y(y—1)=0=

>y=0 v y=l=z=x v z=x+i

7

Se obtienen los complejos correspondientes a los puntos de las recias de ecuaciones

y=0v y=1.

Es la recta de ecuacidnx =1
v){a+bi)z=(a" +b*)i con (a,b)*(0.0)

Se tiene
@ +b*)i (@ +b*)i(@@—bi)
= z = =
a+bi (a + bi) (a — bi)
@ +b¥)i(a—b)

= o Ci@—by=aimbi=
a

- . =b+a

11.7. RAIZ CUADRADA EN C

Sea z = a + bi. Por definicion, la‘raiz cuadrada de z es un complejo x + yi que

satisface
(x+yi) =a+bi (8))]
Aplicando médulos
ix +y?i=tla+bi

RADICACION CUADRATICA

Por 11.6.2.v) y por definicién de médulo

T

i

lx + E._u
Por cuadrado del modulo

X4yt = i b

x* +y* =1z

Es decir
Desarrollando (1)
x? -yt +2xyi=a+bi

Por igualdad de complejos

Sumando y restando (2) y (3) ’

2yi=iz{—a
Resulta
x=1 jizi+a
|./4~ N
——
y=t .:ﬂln

Ambos radicandos son no negativos, pues | z { >4, y se obtienen cuatro pares de
valores reales, de los cuales se seleccionan dos de acuerdo con la condicion (4): si
b >0, entonces x e y se eligen con el mismo signo, y si b <0, se eligen con distinto

signo.

Ejemplo 11-7.

Calcular las raices cuadradas de los siguientes no,BE&om

i)z=—4-31i
a=—4,b=—3,izi=5

xnw)\mitsla =L upf/mwn

. 2 NG )
5+4 3 3VT

v..iH,/\ 3 =% ...qlﬁw 3

@

bt
“
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J58 EL CUERPO DE LOS NUMEROS COMPLI JOS

i‘ara el argumento principal consideramos

s
!
N
S

COsS === = —m—m =
= T ovs 2
enp=t =2 Y2
o 2v2 2
A

Resulta @ del segundo cuadrante ¢ igual a 135°.
Liaegoz = 2+/ 2{cos 135° + i sen 1359)
i) z=—31i
p=v0* +(=3 =3
=7 _

Luegoz=3(cosm+isenm) -

. e AN >

<

z=—3i

. '11.9 OPERACIONES EN FORMA POLAR

11.9.1. Muidtiplicaciéon

El producto de dos noav_&om m.: forma polar tiene por mddulo cl n_‘o%.kﬁo de
los modulos, y por argumento la suma de los argumentos. ’
Seanz = p(cosyptiseny) v z’=p (cosg+iseny)

b o

OPERACIONES EN FORMA POLAR - 359

Entonces

2z’ = pp’ (cos p + i sen'y) (cos ¢ +isen W)=
= pp’ [(cos pcos ¢ —sen wsen &) +i (sencos ¢ +cos Ysen ¢)]
= pp’ [cos (p+ ¢) +isen (9 + )]

11.9.2. Cociente

El cociente de dos complejos en forma polar, siendo el segundo distinto de cero,
tiene por médulo el cociente de los modules, y por argumento la diferencia de los
argumentos.

z

S =w > z=2'w =
-

nvb?omﬁ.zmmmﬁvn“o,?omﬁ+Mmmnﬁvm‘~wome+~.mmm3u.
= p(cosp+iseny)=R p [cos(p +¢) +isen (s + )]
Por igualdad de complejos
Rop=p » o+ =p+2km
Luego
mnm A ¢=p—¢ si k=0

— ulm [cos (p— @) +isen (p—¢)]

11.9.3. Potenciacién de exponente natural

La potencia r-sima de un complejo en forma polar tiene por médulo la potencia
n-sima de su mddulo, y por argumento el producto de su argumento por .

z=p(cosp+iseny) = " =p" (cosnp+isenny)
Lo demostramos mom induccién completa , -
1°) n=1=2z"'=z=p(cosp+iseny)=

. =p' (cosl.p+isenl.y) }
?xﬂr. ?‘,nr;w. SO

20) 2" =p" (coshp+isenh ) uv.,ni.\_ =p"* [cos(h+ D) g+isen(h+ 1)y |
wnifpring el

En efecto, por definicién de potencia, hipdtesis inductiva y 11.9.1., se tiene
A\Wm\mzuuwm‘n Pl (coshp+isenh)p(cosyp+iseny)=

=p"*1 [cos (h + 1) p+isen(h+1)¢]

La formula z" = g" (cos n @+ i senn ) se llama de De Moivre.
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EL CUERPO DI LOS NUMEROS COMPLEIOS

)
T

Elevamos al cuadrado de dos mancras: por cuadrado de un binomio

2% = (cos @+ isen ) =cos’ p—sen® g+ 2isen@cosy 1)
y por la férmula de De Moivre
22 =(cosp+isenyg) =cos2@+isenly )}
De (1) y (2) resulta

cos 2= cos® ¢ —sen® Y
- senlyo=2senypcosy
11.10. RADICACION EN C

Por definicién, el complejo w es raiz #-sima de z siy sblo siz" = w.

Teorema. Todo complejo no nulo admite 7 raices n-simas distintas dadas por

ol +2k7m +2k7 "
w, HQEnom L2 p” +isen L2 " w

dondek=0,1,2,....n=1 , p=izi y y=ag:c
Demostracion)

Seanz =p{cosyg+isenst y w=R{cosP+isend)

Por definicion de raiz, debe ser

Whn=32z

Es decir
R" (cosn P +isennd)=p(cosp+iseny)

Por igualdad de complejos
Ri=p y n®=p+2knm

Luego .
_n/— _ gtk
WJ.;\.E ¥ Au|||||= 0
Se obtiene la formula
s
Yptosprisnp=vp (cos LEZET 4isen s+~=§v ;

Todas las raices de = tienen el mismo médulo, y difieren en el argumento que es

l%..valll\mwa nonme
n n

ez vt

obtener las 1 rafces distintas.

RADICACION EN C 363

De los infinitos valores enteros de k es suficiente considerar 0, 1, 2,. .. ,5n— L yara

RAICES ARGUMENTOS
w ¢
W, e
2
wy uwnw + nlam-
2w
Wy |Wx +2 -
"
W3 % +3. ..za
o
Wn-1 .mﬁ; +(n-1D uaa

Si k = n entonces la correspondiente raiz w, tiene argumento

L4 ELANIL BT
H

Que es congruente a IMP y se vuelve a obtener wy.
En general wj., = w; ¥ solo existen n raices distintas.
Nota

Las n raices n-simas, distintas de un complejo no nulo, se identifican con los
vértices de un poligono regular de n lados inscripto en la circunferencia de radio

R=Yp.
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11.11. FORMA EXPONENCIAL EN C

11.11.1. Exponencial compleja

los cursos de Andlisis se demuestra que la exponencial real ¢* admite el
desarrollo en serie

2 3 oo Hw
=4 “u+un+.|wl..lt+lw|_l+ ....I.lxmawlﬂ

y satisface las propiedades bdsicas f=1y &=
A fin de preservar estas propiedades definimos la exponencial compleja Bm&u:"m

ix

e =cosx +isenx

Se verifica
&*. e Imoom.x +isenx) ?omw +i mm:.E =
uﬁno.ﬂ,knom,.xlmmsxmnnwv+2,$:an8%+oomkmm:wvﬂ -
= cos (x +p) +isen (x +y) = &**¥)

Sea z = p (cos @ + i sen ). Entonces z = p e es la forma exponencial del
complejo z .

FORMA EXPONENCIAL 167
11.11.2. Operaciones en forma exponencial

La traduccion de las férmulas relativas al producto, cociente y potenciacion,
obtenidas en la forma polar son las siguientes

i v 7. Nuubmmﬁ b~m€. "bbgam?oi_n.v

i) L =—REL P itemeD)
z p ey b
i) 2" =(pet ) = p" ¥
Ejemplo 11-12.
Demostrar
iYr=e¥ = zl=1
Enefecto
:=¢¥ = z=cosg+iseny =

=y/cos? ﬁ.ﬂzmmw‘ =1

iye=1 =>z=2nmni con nel
Seaz=x+yi
Entonces
gt Yz ¥ o¥ = ¥ (cosy +isen¥) =

Nmaocmtl_yma:nn.ﬂuu..row.

Por igualdad de complejos es
efcosy=1 » e seny=0

Como ¢ #£0 resulia seny =0yen consecuenciay =k7 conkeZ
Ahora bien

y=kmw = cosy =cos km=(—1)

Luego
- m.x Aslmwrﬂ.wﬂﬁnlwvuw
Es amo:. ¢* = (—1)¥ .y comoe® >0,setienck=2n.
~Asi.e¥=1=>x=0
ﬂnmc_mm

z=x+yi=0+2nni=2nmi

11.12. LOGARITMACION EN C .

Sea z # 0. Por definicion lnz = wsiy sdlosie =z
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Calculamos

i-i (=i =il
1+~ a+nHa-n 2 -
Entonces 4
NHTQ =hz=iin{-i) H

Al complejo ~ i le corresponden

bn/\.mul,._,.\mwmnu_ A =23 \mﬁ

Entonces ¢ . /._
i{-iy=lnl+il3 5 +2knl=
- = a3 m
={} 3~ +2kn7
Sustituyendo en (1) tenemos
4
nz=-—3 — 2k@

11.14. RAICES PRIMITIVAS DE LA UNIDAD

11.14.1. Concepto

En el ejemplo 11-11-ii ) hemos determinado las raices de orden 3 de la unidad. es
decir. 1as tres raices cibicas de 1. Tales raices son

=
£ Y3

3

ENRVE)
Wy = — 3 =l =3

lJIP—‘

wy =1 Wy =—

Las dos dltimas no son rafces de la unidad de un orden menor que 3, pero la
primera si lo es, puesto que B
YVi=1 y Vi=zl

Por este motivo se dice que w, y w, son raices primitivas de orden 3 de la unidad:
en cambio, wo = 1 no es raiz primitiva de orden 3 ai de orden 2, sino de orden 1.
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Sea G, el conjunto de las n rafces n2-simas de la unidad. Un elemento genérico de

G, es 2k
2km . 2kw TR
Wy, == COS +isen —— =¢€
n n
donde kK = 0, 1,2, ..., n — 1. Por definicién de raiz #-sima, los complejos wy,

satisfacen la condicién wy, =1, y son tales que (G, ,.) es un grupo multiplicativo
abeliano. Esta situacion ha sido tratada en el ejemplo 8-12. en el caso particular en que
n=3.

Definicion
El elemento wy € G, es unaraiz primpiiva de orden # de ia unidad »i y NUTTRIRIG
es raiz de 1 de un orden menor que .

El conjunio de las raices cuartas de la unidad es Gy =<1 .7~ 1. =i De acuerdn

con la definicién y con el conocimiento de G;. G # G;. podemos decirque 7 ¥ 7 son
raices primitivas de orden 4 de la unidad. Los resultados 1. 4. ~ 1 v —ise obtienen de
la formula general al tomar & los valores 0. 1. 2y 3, respectivamente. Observamos aquy
que si k es coprimo con n, entonces la raiz wy, es primitiva. Tal es el caso de wy v wi.
para n = 4. La demostracion de esta propiedad es el objeto de lo que sigue.

11.14.2. Propiedad. E! complejo wy, € G, es raizm-sima de la unidad siy 5610 3i
n km.
Demostracion)

2km 2k EL N .
Sea wy, = cos +isen —— =¢ " €G,.Entonces
k n n n
m 2hkmi . 2
we=UTeow, =1 e cos 3m.mwms +isen zimmm,m, =1 =
2kmmw 2kmmn
ﬁ._nnumr:!un,., sen - =Q «
~
- lni.wmmsai.nuac ngel e
km
- =q e km=nq e nlkm

11.14.3. Propiedad. Sea 0 < k < n. Entonces wy, € G,, ¢s una raiz primitiva de ordenn
de la unidad si y solo sin y & son coprimos.

1) ny kson coprimos => wj, es raiz n-sima primitiva de 1.

Sea wy, una raiz m-sima de launidad. Entonces. por 11.14.2.. se tiene que 7 | kimy
como n y k son coprimos, resulta n | m, de acuerdo con lo demostrado en ¢l ejemplo
9.8-ii). Ahora bien, siendo n y m nameros naturales y # | m, es n <m,yen
consecuencia wy no es raiz de la unidad de un orden menor que z. © 1o que es lo
mismo, wy, es raiz primitiva de orden n de 1.
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i L CUERPO DE LOS NUMEROS COMPLEJQS

J1-23. Ffectuar en forma polar las operaciones que se indican con relacién a los
complejos del ejercicio anterior
6 Z3
a z ¢) ——
) ) E
10

b) =,z d) oz,

11-24. Calcular 2~ siendo
s=— = L+il +V2i
$4-23, Probar que si f(x¥) = ax® + bx + ¢ donde a. b y ¢ son nimeros reales y z € C es
tal e oY = 0 Antonces FITY =0 .

PR

-

-
2

j1.26 Dadoz =1 +seng+icosa determinar =° — |

D
£1-27. Determinar los ndmeros reales ¢ ¥ b sabiendo que
(—1+Ha+{1 +20)b=
11.28. Resulver la ecuacion en €
PR R N F RN IR Y PR R B ) N et Bl S
{1-29. Resolbver la ecuacionen €
2 {(—2=2x=3—-6i
i1-30. Resolver ¢ siguiente sistema de ecuaciones en €
M: +hx—iy=2+i
L2 +Dx+2—Dy=21I
[1-31. Demostrar
41 Bl conugade del opuesto de todo complejo es igual al opuesto de su
conjugado.
by Bl conjugado de la diferencia de dos complejos es igual a la diferencia de
los conjugados.
¢) Fl modulo de la diferencia de dos complejos es mayor o igual que la
diferencia de los modulos.
d) El conjugado del cociente de dos complejos es igual al cociente de sus
conjugados.
) El moduto del cociente de dos complejos es igual al cociente de sus médulos.

11-32. Sean los complejos no nulos = y =" Demostrar
i 11 : -1 —1 “

iz =z =i -2

et
11-33. Demostrar
lz+2F +lz—zP=2EP+2

11-34. Demostrar por induccion completa

(cos x +isenx)? =cosnx +isennx

TRABAJO PRACTICO X1

71-35. Utilizando la formula de De Moivre demostrar las siguientes férmulas

i)sen2x=2senxcosx
cos 2 x = cos® x —sen? x
HIRY . -
J sen 3x =3 cos® x senx — sen® x

cos 3 x =cos® x — 3 cos x sen? x
11-36. Sabiendo que los complejos 1, w y w? satisfacen 1a relacion x® = 1, verificar
i)a +Euva =w
)@ —w+w) (I +w-wi)=4
11-37. Uﬁmﬂazﬂ algebraicamente las rafces cuadradas de los siguientes complejos
i)z=-15-8i
i)z=35-12i
i) z=8+4+/51i ’
11-38. Resolver las siguientes ecuaciones en C
i) xt—(2+i)x+3+i=0
i) x*+(-3+2i)x-i=0

N

11-39. Determinar y representar las raives que se indican
Ly 4 =L S
DVT=i Y- wVE W) YA
11-40. Determinar fos logaritmos naturales de los siguientes complejos
i)z=vV3-V3i ,
i) z=-ei

i) z=4

11-41. Determinar los valores principales de las exponenciales siguientes
w=2-n""
i) w=(3:)
i) w= (1~ 3" ) :
11-42. Obtener el valor cm:.ao:v& de z en los siguientes casos
i) (1-iyY=1
; 2 .
i) m L+ ,\wv =i
.2
11-43. Resolver las siguientes ecuaciones

i) xlax42=0
iy 2V P10
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Capitulo 12
POLINOMIOS

12.1. INTRODUCCION

A partir de la definicién de polinomio formal de un anillo con identidad, se Hega al
2>ncepto de anillo de polinomios formales de un anillo con una indeterminada. y al
;10 particular de dominio de integridad de polinomios de un cuerpo. En esta
sstructura se estudian la divisibilidad, los ideales y la factorizacion. El capitulo se
-ympleta con el tratamiento de los polinomios reales y complejos.

12.2. ANILLO DE POLINOMIOS FORMALES DE UN ANILLO

o

12.2.1. Concepto
Sea (A, +,.) un anillo con identidad.
. Definicion
Polinomio formal del anillo A es toda funcion P : Ng — A que verifica P (1) = 0,
salvo para un numero finito de elementos de N .
El dominio de la funcién es Ny nﬁo 1,2, w, , » la imagen de todo i€ N se
escribe P ({) =a;. La definicion dada caracteriza a todo polinomio formal comouna
sucesion de elementos de A cuyos términos son nulos a partir de cierto indice 1Es usual

identificar a un polinomio formal en términos del conjunto ordenado de las imdgenes,
{0 que conduce a la siguiente notacién : ’

P=(@o,a,....a,,0,0,...)

El hecho de que P (n) = g, sea distinto de cero no significa que debaser P (i)=g;

distinto de cero parai <n. .
En particular, la funcion nula, definida por P (i) = 0 cualquiera que sea i € Nq se

llama polinomio nulo, ¥ lo indicaremos asi: .
0=(0.0....)
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Definicion
*Grado de un polinomio nc nulo es el mayor entero n que satisface P (1) #0.
El grado de todo polinomio no nulo se identifica con el {ndice del Gltimo término
distinto de cero de la sucesion que lo define. Convenimos, ademds, que el polinomio
nulo carece de grado. Algunos autores le atribuyen grado — 1. En otros casos se le
asigna grado infinito.
Ejemplo 12-1.
Determinamos los grados de los siguientes polinomios de los anillos que se indican
i ) El polinomio P : Ny —Z definido por
PO)=T1,P()=PGi~1+T si i=1.23Pu) =0 si i>3
siecndo gradode P=gP =3
ii ) El polinomioc Q : Ng —Z tal que

s

P —2 si n=4

0 si n#4
es la sucesion
Q=(0,0,0,0,—-2,0,0,..)

y tiene grado 4. Todo polinomio con a lo sumo un término no nulo se lama
monomio.
iii) Siel anillo es(R* *? _ + ) y definimos
R : Ng = R**? mediante

v0fy ot R[] s

yR{n)y= ﬁw N“m =N para todo n > 1, entonces

tiene grado 1.

12.2.2. Anillo de polinomios formales del anillo A

Sea P el conjunto de todos los polinomios formales del anillo A. Es decir
wn?u:v :No >A}

En P definimos la adicién y multiplicacién mediante
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POLINOMIOS

e
>
"

Definimos primero fa funcién
f:A-»P mediante f(@)=(,0,0,..)
Esta definicidn caracteriza un morfismo inyectivo de A en P, es decir, un
moncmerfisme. En consecuencia, f es un isomorfismo de A en f(A)C P, lo cual
permite identificar a cada elemento @ € A con su imagen f () € P. Desde este punto de

visia. podemos decir que A es un subanillo de 2.
Definimos X° =(1.,0,0,...) y X! =xhx

Resulta
X*=XX=(0.0.1,0.0...)
Fato significu que ¥ m € Ny se tiene

I si n=m
X" AP nlque X" ()=

e

O si n#Em

N
Entonces, teniendo ¢n cuenta las definiciones de adicion y de multiplicacion, las
sucesivas potencias de la indeterminada X y el isomorfismo indicado. todo polinomio
P ¢ P pucde expresarse

P = {dg. dy. .. .. 2,.0.0....1=
={a,.0.0....)+(0.2,.0.0... )+...+(0,....2,,0,0... )=
@,0.0....0¢(1,0.0... )+@.0,0...)(0,1,0,0,.. )+
+(2:.0.0...3(0.0.1.0.0. .. )+ ... +{a,.0,0,..(0.....0,1,0.0... )=

i

n "
dg XP ra XM +a; X+ ta, X° HWMom_.w.m

it

En lo sucesivo. en lugar de X° =(1,0,0,...) = I escribiremos 1, omitiremos los
términos del tipo 0X" y 1X” serd sustituido por X"
Se tiene :
n . _ .
T X =a, X 4a, X+ 4+, X+ap
i=0

Siendc.a4,, el coeficiente principal y a4 el término independiente.

El anillo de polinomios de A en la indeterminada X suele indicarse mediante el
simbolo P=A[X]. Los elementos de A[X] se laman polinomios en X con
coeficientes en el anillo A. En particular, los elementos de A C A [X] se llaman
consiantes. Si gP = n, entonces a,, se llama coeficiente ﬁu.:&m&. Un polinomio con el
coeficiente principal igual a 1 se dice que es ménico.

De acuerdo con las definiciores de las operaciones en A]X], se verifican las
siguientes proposiciones:
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i ) El grado de todo polinomio nd nulo es igual al grado de su opuesto.

g(—F)y=gpP
ii ) El grado de la suma de dos polinomios no nulos es menor o igual que ¢l
mayor de los grados.

g(P+ Q)< miax ﬁwm umov

iii) El grado del producto de dos polinomios, si es no nulo, es menor o igual que
la suma de los grados.

g(PQ)<gP+g0Q

Ahora bien. si A 25 un dominio de integridad, entonces A{X] también lo es. v s

verifica que el grado del producto de dos polinomios no nulos es igual a la suma de los
grados, o sea

g(PQ) =gP +gQ

Ejemplo 12-4.
En Z; [X] se consideran los polinomios

A=3X"+TX+2 B=3X+T y C=TX>+3X+7

Obtener el polinomio AB — €. La mecdnica de las operaciones entre polinomios en
la indeterminada X con coeficientes en ¢l anillo se realiza en la forma habitual
aprendida en la escuela secundana.

A: 3x2
B:

ta} ]
-1 9]

+
1X3+2
IXPHTX+2

X +

X +

X2 +4X

X2 +

AR TXPHOXEHO0X+2
El inverso aditivode Ces— C=3X3 + IX+ 3

Yresulta AB—C =0X> +0X* +TX+0T
Esdecir, AB—C=X.

12.3. ANILLO DE POLINOMIOS DE UN CUERPO

Como todo cuerpo K es un dominio de integridad, el anillo de polinomios de K, que -
denotamos con K {X]. es un dominio de integridad, pero no es un cuerpo. En efecto.
no (odo polinomio no nulo admite inverso multiplicativo. Demostramos a continua-
cidn que Gnicamente los polinomios de grado cero son inversibles. , -
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6 POLINOMIOS

La operacion se realiza en la forma habitual ordenando ambos polinomios segin las
potencias decrecientes de X y completando el dividende.

X4 +X? +1 [ X2 +X+1
4 3 2
|le+vw + X ) |
- X3 +1
-X*=X*-X
: XX+
X +HX+1
0
0y oA = w ./w WHI.WIXATN
|$~|x.m mnwn X+2
> 4 )
{
Sy oy —2X +16X—128
4 X7
4XT+32X

12.4.2. Caso particular

Si el dividendo A es de grado n y el divisor es de grado 1, es decir B=>5,X + bg.
ercances. de acuerdo con el algoritmo de la division, el cociente Q es de gradon — 1y
¢l resto es el polinomio nulo o bien de grado cero, es decir, puede identificarse con una

snstante en K, v se tiene ’

A=B.Q+r

En el caso en que ﬁ divisor sea am ?.::2 m_.mao % monico es posible obtener el .

cociente y el resto. mediante el procedimiento conocido como Regla de Ruffini.

NI

Sean A ns_x: Fap X e, Xt Xt
yvB=X+by =X -4 siendo a = ~ bg.

Entonces. los coeficientes del cociente y el Rma que se obtienen utilizando el
procedimicnto Srzuao en 1241, son

-

DIVISIRILIDAD DE POLINOMIOS 387

Ch—y =dp
Cpg =dp_y tChya
Cn—3 =dn_ n+m.= 24

Co rluhun—..h.—h

y ¥ =aq + cg a. Estos resultados pueden lograrse con la siguiente disposicién practica

a, yy Ane2... M a
a L N L acy
Canet ©€p-2 Cta-3.. % r

Ejempia 12-6.

Mediante la regla de Ruffini, obtener el ‘ociente y el resto de la divisiés de
A=—X>+2porB=X—

—1 0o o 2

(%]
!
1o
i
S
i
o

Resulta
Q=—X*—-2X~4 y r=—6

12.4.3. Relacion de divisor en K [X]

Por definicion, el polinomio B es divisor de A si y solo si existe C tal que A = BC.
Se dice también que A es miltiplo de B. Si B # 0, entonces la definicion anterior
equivale a decir que el resto de la division de A por B ¢s el polinomio aulo.

Se verifican las EmES:am propiedades

Si un mo_SoBB es divisor de otro, entonces es mz_mon de su producto por
n:uEEﬁ polinomio.

A{B = A|BC ,
I1. Si un polinomio es divisor de otros dos, entonces es divisor de su suma.
AIB A AIC = AIB+C

II. Si el dividendo y el divisor se multiplican por un mismo polinomio no aulo,
entonces ¢l cociente no varifa, pero el resto queda Eczﬁrnuao por dichc polinamio.

Hipotesis) A B C#0 Tesis) AC .
R Q RC
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A9 ’ POLINOMIOS

{remostracién) . .
Sea 1 el ideal de K |X] generado por los polinomios A y B.
Es decir

_u?»+o_:§§5 A Omfxm

Como *odo ideal de K [X] es principal, I estd generado por un polinomio D de
grado minimo, es decir, existen Sy Ten K [X]tales que

: D=SA+TB (1

A=1.A+0.b A~ B=0.A+1.B=Ael ~ Bel

3 sea. A v B son multiplos de D. o lo que es lo mismo, D es un divisor comun de A
v B
Sza ahora
D'A A DWB =A=MD" » B=ND

Sustituyendo en (1)
D=SMD +TND'=(SM + TN) D’

uego
DD

En consecuencia, D = SA + TB es un médximo comdn divisor de Ay B.

Prupiedad. Si D y D’ son mdximos comunes divisores de A y B, entonces existe

aeK talque D=aD"

Demostracion)
Por ser D’ un m.c.d. de A y B, se verifica

DA A DB
¥ como D también lo es, se tiene .
. DD
Por definicién de divisor existe R en K [X] tal que
. D=DR -
Por grado del producto -
gD =gD’+gR , :

¥ como los grados son enteros no negativos, resulta

gb=gD’ (D

MAXIMO COMUN DIVISOR 191

Andlogamente
gD’ >gD )

De (1) y (2), por la antisimetria de la relacion de mayor o igual, es
gD =gD’

O sea, gR = 0. Esto nos permite identificar al polinomio R de grado 0, con una
constante nonula 2, de K.

Luego
D =aD’

Siendo todos los m.c.d. de A v B del mismo grado, convenimos en llamar mdximo
comin divisor de A v B al Gnico m.c.d. ménico. v escribiremos m.c.d. (A | B).
Ejemplo 12-8.

Determinamos el m.c.d. de A v B en los siguientes casos

i)a=3x! B=3X® enZ[X]
Resuitam.c.d. {Ay BY=X".

i) A=—2X' 42X B=v3 X-v3 enR[X]
Setenem.s.d. (AyBI=X~—1.

12.6.2. Determinacion del m.c.d. por divisiones sucesivas

La propiedad demostrada en 9.14.2. es vdlida en K [X] y nos permite afirmar que el
m.c.d. de los polinomios A y B es igual al m.c.d. entre B y el resto de la divisién de A
por B, siendo B # 0.

El esquema de las divisiones sucesivas propuesto para los enteros en 9.14.3. adopta
aqui la forma andloga siguiente

Q "1 Q... Qn-1 Qn Qn+
A B Rl .ooooidoooi| Racy R,
R, R: AU A B - 8 0

En consecuencia

med. (A, B)=med (B,R;)=med. (Ry ,Rp)=...=mcd. (R, ,Ra)=
=med. (R, .0) =R,

siendo R, el dltimo resto no nulo de las divisiones sucesivas.
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ahd POLINOMIOS
i
IL Si un polinomio es divisor de un producto y es coprimo con uno de los factores, ‘ Como ay b son el coeficiente principal de A, se tiene @ = b. Entonces
entonces es divisor del otro. . . )
PPy o Pr=0Q,Q,...0Q (2)
PIAB A m.cd.(PyA)=1 = P|B
: Ahora bien
12.6.6. Teorema fundamental de la descomposicién factorial. Todo polinomio no nulo Pi{A 'y P, primo = P;|Q; paraalgini por 12.6.5.1.
en K[X] puede expresarse como el producto de una constante por polinomios ; . bl
ménicos irreducibles. Tal descomposicién es Gnica, excepto el orden de los factores. R mswownmm. Q; = RP,, pero como p. am. u:mm.cn.&w debe ser R c:w constante. y
! ademds igual a 1, ya que ambos son polinomios ménicos. En consecuencia, P, =Q,.
Demostracién) ; L .
L ; Luego de dividir (2) por esta igualdad resulta
Distinguimos dos casos:
1.5t A es una constante no nula o un polinomio irreducible en K [X]. el teorema se PePy. . Pr= &.M. %
I*L; b mento. suss
cunphe obvizmente, pucs
Retterando el proceso. de acuerdo con el segundo principio de induccion completa,
A=a=q.] los P, son iguales dos a dos 2 los Q;. y la descomposicion es dnica.
O bien Ejemplo 12-12. .
A=Y aX=g ¥ i X Descomposicidn factorial de los siguientes polinomios en R [X|y en C [X].
et i< bt n ot
i=0 =0 dp .
- IP=X =X +X' =X =X (X X' +X—-1)=
=X XX — 1) X — 131 =%3 (%2 > 11(X —
I1. Sea A de grado m, reducible en K [X]. Entonces existen en K [X] dos polinomios =X XX DX =D =X+ DX -
Py ¥ P, de grados positivos, tales que ]
Esta es la descomposicion de P en cinco factores monicos irreducibles en R [X]. El
A=PP, (1) exponente 3 del factor irreducible X es el mayor entero que satisface X*{P. Ademas.
Supongamos que la descomposicion es vilida para todo & < m, es decir X* + 1 esimreducible en R [X], pues #* —4ac=0—4<0.
En cambio, en € [X] la descomposicién factorial es

PHSM. P,y Puwu.mﬂ P
. P=X>(X+D(X—-D(X~-1)

donde @; ¥ a: son constantes y los polinomios P}; y P3; son ménicos irreducibles Q=X+ X +1 =X +2X2 +1=X2=(X2 + 1)} = X% =

Multiplicando las dos altimas relaciones se tiene (XP+X+ DX —X+1)
S .Y : ,
w_muuﬁ:nuvm\,m v:/dﬂ..mn. | 27 ) !
=1 = . que son irreducibles en R {X], pero no en C [X], pues .
Teniendo en cuenta (1) resulta
1

-

2 ; — Y2 —
A=a I P X+X+1=X +x+,,

L3
hey ® s 4 ~
. z /\1 ﬂ 1,3 1 V3
oyt X+ = =i
\ 2 2

. } L L

siendo @ una constante z.=¢ + v los P, polinomios ménicos irreducibles, O sea, la * X

descomposicién es vdlida para m, < en consecuencia lo es para todo n € N, de acuerdo

con ¢l segundo principio de induccién completa. - :
Para probar la unicidad de Ia %mnoamom_ﬁon factorial, suponemos que A admite

1 V3 ﬂ - L V3

dos descomposiciones \
A=aP;P;...P, y A=HQ;Q,...Q, X-.IXxT@_H Xi.,m1+~. 3 L >

Andlogamente
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298 POLINOMIOS

Fjemplo 12-14.
i ) Determinar siP = X" — g" es divisible por X —a.
Comor=P (@ =a™ —a® =0, resulta X — alP.

ii ) Obtener el resto de la divisibn de P=3 X> —6 X + 1 por (3 X + 6).

Dividiendo ambos polinomios por 3, se tienen

X —2X+ 4y X+2

El resto de su divisidn es

r= .INVM dnu&..luv._.. .wt =8 + zw». P h;ﬂwnl
: 3 3 3
De acuerdo con 12.4.3. II1.
LA
7=
O sea
r=23%5
12.7.4, Raices distintas de P e K [X]
Siay.o;.. ... a, son raices distintas de P € K [X], entonces
n
7 {X—o)iP
i=1

I. La propiedad es vdlida para # = 1. pues

.“_ﬂ_ (X—ao;)=X~—0o|P yaquea, esraiz de P.
i=

1. Demostramos ahora

F (X—o)P ="' (X—aIP
i=1} i=1
Por hip6tesis y definicion de divisor 3 Q tal que s

Ei resto de la division de Q por (X —ayv1) es7 =Q (@4 ).
Especializando en (1) X por e, -

Planc1)=Q(ayy) .w_.a (@rs1 —a)=0
=

P=Q 7 (X—a) ()

RAICES MULTIPLLES . 399

por ser o, 4 raiz de P. Como las raices son distintas

Qr.—.—l..ﬁx_.ﬂmo <~“~uvb
resulta Q (e4,)=0
Osea,r=0
Entonces, X —0,.;1Q = Q=S (X —a4y) ()]
De (1) y(2)

wuixlﬁz;, (X —a,)

y por lo tanto
X - P

=]

Consecuencia. Todo polinomio de grado n en K [X] tiene a lo sumo # raices distintas.

Demostracion} ’
Sean «;, @;, . . ., @, todas las raices distintas de P. Por el teorema anterior se
verifica

.ﬁ— ﬁx - Qm!mu
=

Entonces
P=0Q .ﬁ (X—a)
i=
Luego
n=gP=gQ+m=2m
Es decir

m<n

12.8. RAICES MULTIPLES

Sea araiz de P e K [X]. -
Definicion v
a tiene multiplicidad p € Nsi y sélo si P es multiplo de (X — a)” pero no lo es de
(X—a)?*!,
En este caso se dice que  es raiz multiple de orden p.
O sea
‘o es raiz miltiple de orden p e N & (X — )PP A (X — c&ui \fu




1=t 1=
us'w 7 e ustu g
o %
B35 0 '] 4 Y = ¥ vied EdLjLIA
as soououa ‘Y = y evied aidwnd as pepardord B Is anb ieqoid sowaqaqg (1

=
U= g8=D%4 s, , (0—X)5= :‘:H::M

odanT

suan a8 g7 dod
,mm;coEm Yy peproydinil U0 o 83 ziBL EMUD B onb nsap so v = ¥y G (¢
‘¥ 21GOS UQIIINPUL JOd SOWELSOUIdP 7]

-
i3
-~

u=g8stw

s

5w an 1

‘4 anb m:f: O JoUall 88 & OPTID
ap 950::0& opol p mmuczmﬁv $301El SEf 3p mm@nﬁ32&3~$5 SB[ ap euins B7] ‘BUIIOD]

‘sruawreAnoadsar tAw ¢t T sapepioidinuw uod SEIUNSIP
$35781 SNS SBPO) 0 © - - * “To tlo ueds K ‘u opeid op onwourjod un [X] 3 3 d ®3S

SOINONITOd 3d SADIVE 3d OYIWAN 0I°TI

T @ 1w pepndninw uod J ap 71BiS3 1 RS ()
‘1 o-X)=d
Tynsai () A (112d

(e L —Xi={0~Stm—-XI=0

{7 ) up opuDdAMILSNE
O@—-X)+0=d
(1) opueaagy

@ s@-X)=de=dp-—X«0=0)d

(1. D@—X)=d<« do—X <= 0=®)d
s18330d1Y 10

10¥ : SOUNONITOd 1a SHOIVA

*1 enb 10AeL
peprardninw uod g 9p zitl s2 © anb reqoxd anb Aey " 4 2p £ ap z1e1 © ®3S§ ‘[]

S - d 3p ZIBIS3 D ‘B3 Q
[<w onbek 0=(0).4
eynsa1 » sod K opuezieradsy

Oﬁ&mai‘xv.*g w»:EA.H-i»xyS"

OPUEALR(

DEIBIY v O Wit R4
se g s uomiugap 1od f$R0u01uy L < M prprudnniy Uod 9P 210 6 Bg T
AP A g ep i S
0 15 0]0s £ 18 4 otwoutjod [sp | < @/ UIPIO 3P sidnjnuwr 11 sa ) 3 » “pepardord ‘T'6'Ti

d pudti= Ld) (8
Od + Oud = (Od) (1
A2 = (dP) (1t
D+d=0+4d (1}
UQIOEALIDP B] 9P Sofensn sejda1 se[ 20BJSIIES OPBALISD 1operado |3

*d ap opeauap omoutjod ewey] oy
orwownod opor ap ¢ 10d usBew ey £ {X] 3 Us OPTALIAD Joperado ap 2IqUIOU 12 aqidd

0=d8 A 0=d B 0=(3a
' 1=z -~ =1 .
0<d8 B d=,X"TZ nrv 7 2 )a ja=(d'a
10d tprutysy
IX]Y ~ [xiM: quowunpey

oprauap J0peidd() 603

STIdLLTINN SAJIVY A OQVAIYAQ OINONITOd 6¢Cl

“apduns zfe
5204 {1 -X)X=072P opduy zgeasa [ ¢ X = d 9P 91q0p ZI¥1 $3 0 ‘ordwalz 1od
‘sojduurs urte(] as | PEPIANINU ap sa0JE B

0£MD v D f0—X)=d & duspio sp odupu zfe1 53 0

p1supwl ojuaingls e op as1onpey apand BPEP UOIIYD B

SOINONITOd o



402 POLINOMIOS

En efecto, siendo «;, «, ..., &, raices distintas de P con multiplicidades m,,

Ha. ..., By, se tiene

mij

h
P= 7 (X—~0a) .Q y Qo)#0pari=1,2,...,h
i=1

Th*1 Sean H y R el cociente y’el resto de la

Debe ser Q divisible por (X — ap+q)
division, es decir
o = Ax |Q~.+uv=‘:«+~ H+R

Si R = 0. entonces

L en cunsecuencia

Rzt hd
n=gP=3% m+gH=2 T m
=1 =1

Si R # 0. entonces

Como
(X ~au. " THP
Resulta
(X —a,.; VR .m, (X—ay™
y 2n consecuencia
(X~ R

O sea )
W"mx\ﬁw%uvk.‘.—m ’
Luego . ,
P="F (x-a)" H+5)="F (x—a)" T
Entonces )

ht1 hx1
n=gP=2 m+gT=Z% m,
i=1 =1

Consecuencia. Todo polinomio de grado 2 en K [X] tiene, a lo sumo, # raices.

RAICES DE POLINOMIOS 403

En efecto, si «;, @, . ., & son todas las rafces distintas de P con multiplicidades
Hty, My, ..., My, respectivamente, entonces el nimero total de raices es

k
Zm;<n
=1

Ejemplo 12-15.

El polinomio P = X* — 4 X® + 5 X* —4 X + 4 en R [X] admite Ia raiz 2, pues
P(2)=0. .

El polinomio derivado P" =4 X® — 12 X? + 10 X ~ 4 es tal que P (2)=0,yen
consecuencia 2 es, al menaos, raiz doble de P.

L e P T Pol T FoP P SUNISUR YU JURI S SO 5 S . )
Apiicailuu iRiciadaiiiciiie id regia ¢ Rulig

2 2 -4 T2 —g
1 -2 1 -2 o0
2 X 0 2

<
o

Resulta
P=(X-2P ({X*+1)

Es decir P admite en R [X] la Gnica raiz doble 2.y la forma propuesta es la
descomposicion factorial de Pen R.

12.11. RAICES DE POLINOMIOS REALES
Sea P € R [X], de grado*.

12.11.1. Teorema de Gauss. Si el polinomio real P. de grado n, con coeficientes

enteros, admite una rafz racional sWn (siendo p y ¢ coprimos), entcnces p es divisor

del término independiente y q lo es del coeficiente principal.
n i

Hipltesis) P= 2 ¢;X estalqueq;€Z y a,#0
i=0

s.MlmO esraizdeP y m.cd.(z,q)=1

Tesis) plag ~» qla,

Y #
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SUo POLINOMIOS

Nota: -
Una consecuencia inmediata de este teorema es que todo polinomio real de grado
imipar admite una raiz real.

12.11.3. Teorema fundamental del dlgebra. Todo polinomio real de grado positivo
admite unarafz en C.
La demostracién de este teorema exige recursos no algebraicos y la omitimos.

12.11.4, Descomposicién factorial de polinomios reales

Sea P e R {X], de grado #n > 0.

Teorema. Si P es un polinomio real de grado n 2 1, entonces existen n complejos «; .
2. ..., 0y, tales que

o

i=

P=a, ww (X —a;)

i }SigP =n =1, entonces
) 4o
P=a,X+ao=a,1 X+— ) puesa, #0
“~ [
Luego
1 , a5
P=g, 7 {(X—¢;) donde o =—-—
=1 a,

ii ) Suponemos que la propiedad se verifica paragP = A <n.
Sea P de grado # + 1 y a4 raiz de P, la cual existe por el teorema

fundamental.
Entonces A

. P=(X—~a.+1)Q m

siendo gQ =hA.
Por la hipétesis inductiva se tiene . . .. . . .

Q=apey t (X—a) .

Y sustituyendo en (1)

P=ap. Nmm (X—a)

i=

COLFICIENTES Y RAICES 407

Ejemplo 12-17.
Efectuar la descomposicidn factorial del polinomio

P= 4 x— 2 x42x—1
enC [X].
P= %Cﬁlw% +4X-2)

Como a, = | esraiz de
Q=X’~3¥ +4Xx-2

entonces (X —~ 1) es divisor de Q.
Efectuando la divisién por la regla de Ruffini,

1 —3 4 ™
i 1 -2 2
i1 -2 21 o

el cociente es

¥ SUS raices son
a3 =124

Luego

P= aw. K= X—1=i(X~1+1)

.

12.12. RELACIONES ENTRE RAICES Y COEFICIENTES

Sea P = Mo a;Xi (1) un polinomio de grado n en C [X]. Su descomposicion facto-
=
rial es, en consecuencia
P=ag, T (X—a)
=1
P=g,(X~o)(X—a)...X—a,)

donde @; con i =1, 2, . . ., n son todas sus raices complejas, simples o miltiples.
Efectuando el producto de los polinomios ménicos irreducibles, se tiene

Es decir

.
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110 POLINOMIOS
< X d
j " ” k
0 a
< Y 5
OseaY=X—ua

Entonces se tiene
& i
P= M GN (X .l&v
=0

donde P queda expresado en potencias de X —a =Y. ¥ cuvos coeficientes b; serdn
Jeterminados a continuacion,

12,13,1. Formula de Taylor

A partir del polinomio P = W B;(X —a) (1)de grado n > 0. determinamos las n
i=0
Jerivadas sucesivas:

n ,
P = Tib(X—a)!
i=1
o= -1 X-a)?
i=2
Pr= T (i~ )i -2 (X -a)t
i=3
PDz T i-1)(~-2) ... - (- DX -a D
i=n-1

P = Fi—1)G-2) ... i~ - DIX - a)"

Especializando X pora en P y en las n derivadas, se tiene

P (@)=by

- P @=1i.b,=1b,
PP@)=2.1.by=21b; )
PP@)=3.2.1.b3=3by °

PNa) = n! b,

bR

PSRN

-

R

METODO DE HORNER 411
Entonces

bo =P (a)
b= p

) M 1! Anv

1 o

by, = I..N.ﬂ P _,hv

| — u nin) ¢,y
“n n v

Y sustituyendo en (1) resulta la formula de Taylor
n o apld) ,
p=p@+ i T x_ay
=1 :
Si convenimos en lamar a P (2), la derivada de orden o de P en 2, podemos escribir

p@y= P

o!
Y la formula anterior se expresa asi
n p(d
P= ,Mc P N._@ (X - ay
i= .

12.13.2. Método de Horner

Para obtener los coeficientes 4; de la formula (1) efectuamos las n + 1 divisiones
sucesivas siguientes, hasta obtener un cociente nulo

donde gQ; =i, ¥i=0,1,...,n—1
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TRABAJO PRACTICO Xl

‘.38 Determinar 2. by ren R de modo que

LA Siihaiiones o ¥

i)9ext — :,xuli:xi:E.Liufxejffxi:
i) X+2=a(X* +X+ D+HEX +oiX—1
:2.2]. Dados en Z {X] los polinomios

P =TxX+XP+EX 43

Q =3 xnn + 5 5 X+ w
Determinar

i)2P-Q
it Y PQ
i) P +Q
iv) el grado de XP +32Q
§32-22. Obtener el numero de polinomios en Z{X] de grado menor que 4 con
coeficientes a; tales que i@, — 1 1<3

12.23, Determinar si existen polinomios A € R [X] de grado positivo, tales que
A —A=0.

12-24. Obtener el cociente y el resto de la division de A por B, pertenecientes a Q[X],

en los siguientes Casos: |
iya=—X wulmluni_

i)a=X =X +2 p=—-X"+2X-1

i) A=2X —1 B=X’—-X . .

12.25. Dados A=X’+2mX+m y B= Xt +m Nl 1 en R{X], determinar m
para que A sea divisible por B.

12-26. Mediante la regla de Ruffini, determinar el cociente y el resto de la division de”

A por B en cada uno de los siguientes casos
i v>|inxu+n X-1
i)a=3x"+X? +FX+2

B=X—ua ]
B=X+2 enZs[X]

e e
b

L ot

TRABAIO 12>n\_,wﬁo Xu 415
fi)A=iX*-2X2 +i B=X+i enC[X]
MA=3X3-6X+1 B=3X—-9

12-27. Determinar el m.c.d. de los pates de polinomios que se indican
)A=X"+X-X +X—2 y B=X'+X’-3X"-X+2
i)A=X"*—16 y B=X'+4
i) A=X" —1 y B=X®-

V) A=X34+2X -X—2 y B=X+2X -3
12-28. Sean Py Q en K [X]y a € K. Demostrar que P . Q (@) — P (a) . Q es muiltiplo de

wr

12-29. Realizar la descomposicion factorial de P = X* + 4 X* —4 X —16en Q [X],
RXly C[X]

12-30. Verificar que P = X* — 5 X? + 6 carece de Taices racionales.

12-31. Obtener todas las raicesde P=X* — 10X + 1

12.32. El polinomio P = X? + 2 X* — 4 X — 8 admite una raiz doble. Obtener la
descomposicion factorial en Q [X].

12-33. Expresar en la forma X* + % a; X' el wommoB»o,m = .M«_ (X —a;) tal que
o;€Rparai=1,2,3,4 = .

12-34. Determinar el polinomio mdnico de grado 4, cuyas rafces son — 2, — 1, ly?2.

12-35. Investigar si los siguientes polinomios son irreducibles en Q {X]y en R {X]

i)A=X?-3
i)B=5X*+4
ii)C=X®—1

12-36. Demostrar que P = %

X! es irreducible en R[X] si y solo si
D"&N il\hvho [ 7] <0.

12-37. Proponer un polinomio irreducible en Q [X] del tipo a X? +b X+, tal que
b* —4ac>20.

12-38. Determinar en Zs {X]un polinomic P am grado 2, tal ncm .
PM=3 , P@=0 vy 13

12-39. Sea B#0 en K[X]. En [X] se define la relacion de congruencia moédulo B
mediante
A~A & BA—-A
Demostrar que tal relacion es de equivalencia y determinar las clases de
equivalencia.
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RESPUESTAS A LOS TRABAJOS PRACTICOS

TRABAJO PRACTICO |

1-17, « Mis maestros hacen que todas las lecciones sean aburridas y no aceptan las
respuestas que no figuran en ios lbros.
e Aceptan las respuestas que no figuran en los libros o imponen un cumulo d:
normas estipidas.
o Si mis maestros hacen que todas las lecciones sean aburridas y no aceptan las
respuestas que no figuran en los libros. entonces imponen un cimulo de

normas estupidas.
1-18. La proposicién compuesta es la conjuncién de 8 proposiciones simples:
Dy A P2 b N Ps
donde p, : “la chatura de ciertas disciplinas escolares se trasmite a los maestros’,
etcétera.

1-19. Adoptando la combinacién de valores de verdad que figura en el texto, los
renglones para las tablas propuestas son:
i)VEVVVVVYV H)VVVYVY

1-20. « Mis maestros hacen que algunas lecciones no sean aburridas.
» Aceptan las respuestas que no figuran en los libros.
o No imponen un camulo de normas estiipidas.
1-21.i )~p A g Su negacion equivale ap Vv ~gq, yla retraduccion es: “es justa o
no mantiene el opden”.
ii)p A ¢:~p v =~gq; “los alumnos no conocen a los simuladores o no los
desprecian”. ;
iii)p = q:p A ~q+ “los alumnos conocen a los simuladores y no los
desprecian”.
1-22.1 )si. ii)si. iii)no. i) s

123i)p A q d)~p A @V ~@.
1-.24. F, . ’
1.25.i )si; V. ii)si;F. i) siiV. i) no.

1-26.1)V. ii)V. ii)F.
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TRABAJO PRACTICO |l

2345 ={(LLD, (1,10, (1,01, (011 . (1,00), 0,1.0) . 0.01) (6,0.0))

2.35.8, ={{LLD, (LLY . (10D 0L
S, =S,
5, ={(LLD), 000}
236,55 ={(0.1.0),(1,00), (00D, (00.0) )
S, — 83 ={(1,1,0), (10.1) L1}
s, NSy = {010}
(S; US3) NS, =84
237.A={—3, —2.-1,0,1,2,3} ¥ B={-2,-1,012}
ANB=B,AUB=A,A—B={-3,3} ,B—A=¢,AAB=A—B

r - V
238 A= ﬁl ,w s Wi w yB= ~.| uw R M\L son dos intervalos cerrados reales.

>3mumw>Cwu>wwnuwaqunx.sWv v (3 .>)
239 a={-1,1}yB=[—1,11. .
>3wu>,$c8nuwouwnmu?mazvanTsW:c:,sv
Né.hpcmwnm.lm,lm,tu,nro,rm.wv&
>3wuﬁlw,wu,|r_,n.&“>|wn?¥m|>uﬁ|9&,
anB={-6,06}

2416 .{© 0. {(- 0}, A ]

24247 = A\ (@) ,(@b), ba), @.Sw ,los elementos de P (A% )son: ¢ , AAP&V
ORI RCONCIRCY ®a)},
{@a) . (BD)} {an). 02} {@d), 6.0} . {00 . 0B

243.

244,
245.
244.

247.

248,
249,

2-50.
251

2-52.

2:53.

2-54. m>3wvcﬁ>3wnvuPDBCwJH>36.....?

2-58.

2-56.
2:57.

TRABAJO PRACTICO 1 423

{@a),@h), @)} . {@).@D) L@} ?_s (b.0) , (.0}

(@), (b0), G} . A

i)xeANB =x€A A x€B => x €A. Luego, ANBCA.
Usar el mismo procedimiento para demostrar ACAUB.
Considerar x € A, utilizar la hipotesis y la definicién de interseccién.

Sea xeAUB =>x€A v x€B =xeC v xeC =>xeC.

En el texto estd demostrado: ¢ C A, y como por hipotesis A C ¢, resulta A= ¢,
por definicion de igualdad.

Considerar A — (A M B). tener en cuenta que 1a diferencia entre dos conjuntos es
igual a la interseccion del primero con el complementario del segundo, utilizar
una ley de De Morgan y la distributividad de la interseccién respecto de la union,
para obtener A - B. El mismo procedimiento se sigue para probar (AU B) -
—B=A-—B.

Se aplica el mismo método que en el ejercicio anterior.

(AN B)—C = (AN B)N C = ANBNCNC = (ANCHN (BN )=
=(A—-C)N(B-O).

(A—B)—C=(ANBHNC* =AN(B° NC)= AN(BUC) =A—(BUC).
A-B-C)=ANEBNC) =ANEBLO=(ANBYUMBNC) =
={(A-B)U{an).

Expresando en términos de intersecciones ambos miembros de 1a inclusion, hay
que demostrar

ANBENCECANBUC)
Seax EANBCNCE =xeA A xEB =x€A A x €B°UC =x € AN(BUC)

»cAmtnvn>chmaouuuﬁ>cEDQCan
n§c5363>anu?chﬁ.ﬂ&m

Como (A—B)UB HA>DmJCwHAPC.ED@nCmvungVDcH
= A UB, hay que probar BCA & A UB = A, lo que estd realizado en el
texto.

Esta demostrado en el ejercicio anterior.

AAB=¢ @ (A—B)U(B—A)=¢ ®# A—B=0¢ A B=A=¢ ©
&« ACB A BCA e A=8B

s 258 A+¢ A B#p e 3IxeEA A mv.mwﬂvm_?.ém\wx_wﬂ:yxm%e,

Luego AXB=s¢ ® A=¢ v B=¢ -

¢
H
;
i
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417
iii)
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TRABAJO PRACTICO Il m Z
. ! 1 \\
$i9 1) R= ,M.i.c.: NI Ln,m,‘w\ Q\\\
i) X ’ 4
AXB
5 P e 3-22. R es reflexiva, simétrica y transitiva
4 \.\J / 3-23. a) Reflexividad. )
ﬂ N (xy)eR? = y=y = (xy)~ &)
31— v _ b Simetria.
i / 1 . Ey~ ey )y =sy=py 2y =y = @y~
> R ¢) Transitividad.
T EN~EY) A G~y =y =y oA yEyT ey =yt
= (x.y)~x"»")
1
1z 3 4 s &) Koy = {x3) | ¥ =5} e I=R
. - ( ; R
i) R = {(3.1) . (4.1) . G.2)} N = ={Keou | yeR}
o s Sy ” ReY _f . 3,
320.1) R={UD), (24, (416))  §={(42),(168).(63)] 324.1) R={(12),(21),(18).(8.1),(24). (4.}
i) S R={(22),4.8) i) . ’
I'd
iii) Dp = {1,2,4) g ={1.4,16} .
Um.h?;m;mw mmnﬁu.wumv i
Umamﬂ,_.,\w'bv ~mnmﬂﬁm.mv : .
321 :
i) i) - r
L N
w ” - s
| K :

iii) R es a-reflexiva, simétrica, a-transitiva y no antisimétrica.

5 , : , 3-25. a) Reilexividad.
N o @heN =atb=bta=@h~@h)
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SAY (X)) e Ya(x'N e vax (1776€
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ARG

A= X /
’

dy

T=d+X A A= X
e Q= (1-dex) {d=X) & = ({2} - {d-x){d+2) &
e d-x= - X d- d=x- X = Us3{(A'xy(un
‘sazouajue seuanbss so] opuatndis eqanad 9§ “eousiRAnba apss Y ( T JF-F
¥2(29) « Y200 = ya(¥q) v ¥y2(q'7)
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=X A l-d=l-Xe((-Oz=1-Xe=|1-4]=]1-x]|
ueonjLIeA anb (44x) sared soj usosuspsd ¥ v (A1
Za X 2ad v A x (W
¥ed e - Y=l ~Ale= | 1-A|=]l-x]e dox(n
XmXe ] Xi={]-Xle gax(162¢
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Va(ZX)=E=24+X N Z=Xe= (€=
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430 RESPUESTAS A LOS TRABAJOS PRACTICOS

AT

N

5 x
-1 \

%
Dy = Hi b, :
. o 1]
i

334.(a,b)eRUR™ = (ab)eR v (ab)eR™' =(ba)eR™' v (ba)eR =
= (ba)eR™PUR = (ba)eRUR™",

3-35.1 ) R es a-reflexiva, a-simétrica, transitiva y antisimétrica.
ii)(x,)eER s x—veR & x—y>0

3361)NER @xP =y} ot =yt =0 & x+))(x-y=0e
@x+y=0V x—y=0 con [xI<1 A |yI<]

3-37.

3-38.

3-39.

3-40.

341.

TRABAJO PRACTICO Il

e

KT

R=AUB

NV

—1

i
1
|
t
1
1
1
i
i
1
-
i
i
i
I
i
1
i
i
[
3

ii ) R es de equivalencia, pues:
a) xeA =>xt=x* > x~x
byx~y ﬂvHuﬂu\h Uu\.N =x* =>y~Xx
x~y A y~z=xt=y A = =ax=F =x~s

Evmnnﬁamw\wu Hnnvﬂmlh.av
A —{K./uel0,1]}

i)@b)eR™" = (ba)eR = (@b)eR = (ba)eR™
iiY(@ab)e R™* » (bc)eR™ = (ba)eR A (ch)eER = (ch)eR =
= (b,c)eR™!
@b)eRNR *» (be)eRNR =
= (@b)eR A (bc)eR A @.Smx, A (bo)eR =
= (gc)eR A (gc)eR = (@c)eRNR
@b)ERNR A (ba)eRNR =
= @b)eR A (ba)eR A (ab)eR A (ba)eR =a=b
i)aeX =2 aeA =2a~a =>aeX* -
ii)ae(XUY)* @a~b,VbeXVUY =
@ (@a~b,.VbeX) v (a~b,VbeY) &
“geX* v aeY* ®geX*UY*
i ) R es reflexiva, simétrica, no transitiva y no antisimétrica.
ii ) R es a-reflexiva, simétrica, a-transitiva y no antisimétrica.
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4314 .RESPUESTAS A LOS TRABAJOS PRACTICOS
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ii ) fno es inyectiva, es sobreyectivay no biyectiva.
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ii ) no es inyectiva, ni sobreyectiva, ni biyectiva.
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biyectiva.

T xbw.ﬁo PRACTICO IV 435
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no inyectiva, sobreyectiva, no biyectiva. ’
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f es inyectiva, no sobreyectiva, no biyectiva.
4-30. Representando £ por una tabla
(a.b) Ly 12) 13 PRY) (2.2) 2.3
f(ab) 2 1 0 5 & .3 l_

biyectiva.

Puede hacerse un grifico en tres dimensiones. f es inyectiva, no sobreyectiva, ni
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438 RESPUESTAS A LOS TRABAJOS PRACTICOS |

nv<=§?omﬁl8.x+w-duv<=n.:=oAa+m-= (1)
Resulta f(w)<x yaquesifuera fwWy>x =
2fW)—x>0 = Jng eN/fw)—x =270 =
= A ng / f(w)>x + 27" , contradictorio con(1).
Entonces f(w)e(—,x] = wef ™ (- x]
iywef T (—eo,x] = f(W)<x ycomo VneN: 0<27", setiene
Fw)<x+2™, Vn Luego
fwe(—=x+2") =>wef! o x+27),Vn =

swe N f(—ex+2™")
n=1

447.2) Q+¢= =P (D +P(O)=P () =P @) =0
b) AUB=A+A°B = P(AUB)=P({A)+P(A°B) n
B=AB+ A°B = P(AB)+P(A°B)=P(B) 2)
Sumando (1) y (2)
mgcw:m?miw\%%ﬁu23+§+25 =P(AUB)=
=P(A)+ P (B)—P(AB)
) A+A° =5 = P(A)+P(A)=P()) = P(A°)=1—P(4)
4-48. 2) VxeR X! (—= x)€A =X l(—eo,x+2")eA =

umx:Ts%isvnx-_Tx.x??meﬁm
n=1
b) VxeR: X1 (—e, x]ed = X1(—wx—2T"led =

- X! (o, x =2 =X} (— o, x) €4, por 4-24.
n=1

2449, X7V (—=,x]€A & X1 (—, x)€4 (por 4-48)
X (—o,x) €A (por2-72) & X! (—es, x)’ €4 pord92c) #
o X x,o)e4d
450. X1 (= x]led o X' (o x]fed & X' (—=x]fed &
o X (x,=)eA
4-51.i ) = ii) La condicion i ) equivale a la inyectividad de f, por 4-37. Entonces
fe)ef(ANB) & xef™ [f(ANB)] # xeANB & -
oxeA A xeB e fXEF(A) A fx)ef(B) « f{x)e ANB.
ii)=iii) F(A)NFB)=fANB)=f@®)=¢
ii) = iv) (A—B)NB=¢ = f(A-B)Nf(B)=¢ 8))
(A—B)UB=A =f(A-B)US(B)=/(A) @
De (1)} y (2), por 2-65, resulta f(A—B)=f(A—B)=fA) —f(B) -
iv) = i ) Suponemos FUfA]I#A =3x¢A A fx)ef(a)
SeaM=AU{x} =>ACM =
> fM—A)=FM—7®) =f({x})=¢ =

o

TRABAJO PRACTICO V

5-21. i ) Conmutatividad.
a*xb=2{@+boy=2{b+ ay—bra
ii ) # no es asociativa, pues
B=D*x(—N=10%(—2) =16
3+[2x(—2)]=3%0=38
iii) No existe neutro e ya que a
grxe=q = 2(a+e)=a = 2a+tle=g =e=——

. 2
iv) Los elementos de Z no admiten inverso porque no existe neutro;

v ) Regularidad. )
axb=gre=>2@+b)=2@+c)y=atb=a+c=>b=c
0 sea, todos los enteros son regulares respecto de *,

5-22, Estd demostradoen 5.3.5.

523, Siendo f, ={(1.1).(22),(33)} fa= {Ln, 23,62},
f={uy.@n,6), n={an.ey.enj,

£5={13). @D, G}, £={139,22.6D), wmua
o | i 2 fs fo S Se

- Hl i fa fa fa fs fe
LA H fo K K F

- Ll 6 Hh fo L fa
fol fo fo fr s H fs

s1f s fo H i N2

fel fo fo fs o 6 N

L o ,
5-24. a+*a’=a’va=e = g esinversode a’ = a=()

5-25. G.*a.v*ﬁn*Snw;@.*&*wnu“*m»wuv;wnmnnn*wv*@,*n'v
=@«b)» (b’ *a’) = [@xby=>b"+a’
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TRABAJO PRACTICO VI 443
n — n no_ -I: —
6-37. .M_ (x;—x)= 2 x;—~ 2 x=nx—nx=0
i= =1 i=1

2
6-38.1)Yn=2 Uﬁ.%_ H..v =(x; +x,) Hku_ +xuu +2x; %, =

- N N
4 =2 x;+ b X; X;
i=1 i*]
. 2 A A h1 2 k1 h1
" h 2 2

il x) =Xx,+2Zxx;=>( X x) = ; +  Xj
TRABAJO PRACTICO VI (4x) =25+ Zmm=(F =) = F 5+ 2 nx

h1 2 n 2 h 2 A

. Uvm ¥ <.J H\\M v, + ¥, HJ ﬂ.ﬁ\.M RUJ F 232Xy & H.+kw .=

s 76 Demostramos tos siguientes casos =1/ \i=1 / =1 ) =1 aid

Lo 1 3 9 1+2 ﬂm«w.wak«.f.%a,x +ﬁma x| =

2 _vnﬂ._uv..wwﬂnﬂ.m.nullulﬂ.\i i R - e A

- . Bzl h*1 .
&1 _ 5 w+wuvx%~l‘~|ﬂél|m~l.wlwl = ku+M33
)& 5 7= Yy 1ot T e =1 0 i#
Ayl kg R+l _,_ h+2 A+l 639 8 2 2 1, ©

—_— e = V- - — I . ' X, -2 = — . = — . 4=

U.vmﬂ# NM n.h..M“ U. + N#‘?# - N} + Nk+m a «,Uuﬁm ...v MMA.KW A.,ﬁ~+b.v m%Rm ,m~._.u.l~uﬂ_\T-,n..._mP

L, 2m+D—(+l _,  kt3 =100—4.10x + 40 = 140 — 40 (— 20) = 140 + 800 = 940

=T Sh*+1 TS amet ,

6-40. Utilizar la definicion de la funcidn factorial.
g.ijn=1=(1+x)=1+x=1+1.x=>1+1.x

: " ) he1 L 6-41. Considerar las dos posibilidades
mv2+a+v u\vﬂ+mﬁww_ﬂ:+xv Zzl+Gh+1)x . P oxmax—2 v x—x+2x—2=7
Uvﬁ._.x%. P=(1 4 x) A,»+HV\V\:+F3~:+.3H \ Resulta x=2 v x=1
=l+xt+hx+hd =1+G+ Dx+ht >1+R+1)x
] ) 2.0 y6dal? —1924° + 2404 — 160 + 802 — 1247t +a7°
_;._v:"w“vuz + 1 T m..T N.Tm. + + y
iR +h=2k =R+ +ET =28 i) x* +y xy +4(x+y) vx
9$+:u+3+:n§+;+»+¢:u@u+3+ﬁ>+:n  m/n ek .
2k 42+ D) =2(k+th+1)=2FK 643.1) £ Tvua F=ptar=1"=1
t 74 ny
™ i+t
: = 3 _ 13 _ 12 _ .32 - B 2 v
15.i yn=1 H.JWMN,\M =1 |.mmM_~& u) m 3
h+1 rat 0\ - g, [ 4 W14 1 g 16
i=1 i=1 =1 i=1 PPN A - ,
h+1 h 2 ) Q-n.\.w..x..ullb V X==x21
DT =3 P+mr1)= MQ thE1)’ = ) s ;
= =1 2 6-46. Soluciones reales son x =0 Vv X =7~
Ll . P Tu +@+:T :
) ; Bt 12 s
, Fran+s D@+ [ GHDG+D 7. Te == 5 )
R i Sl el

6-48. Los términos de grado natural son los 5 primeros: Ty, Ty, -..,Ts.

) :
Hﬁx ,MM_ Q ? . Se ha tenido en cuenta el resultado del ejemplo 6-3. 6-49. 10' 3!
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TRABAJO PRACTICO Vil

=79, 3¢ niega cada axioma del sistema dado. Como A, 1 Va:a€A = (@aajER, su
negacidn es ~ A, :3afae A A (a.7) ¢ R. El sistema ~ A, Ay, A; debe ser
compatible, para lo cual es suficiente exhibir un modelo. La interpretacién

A= NT L2, ww ,R= AC,S . Q:wvw es un modelo. Esto prueba la independencia
de A,. Anilogamente se procede respecto de la independencia de A; y Aj.

il

I.(@ab) e R =a=b=@byeR v (ba) € R en virtud de A, y de A;.
Resulta (b.a) € R, porque en caso contrario, por Az ¥ Ay

(gabyeR » (baYeR = (aa)€R = aFa

io que es absurdo.

7.12.1. @) U'=0.EnefectoI'=1.1=1.1"=0
por Bs,B; ¥ Bs.
b)0’ = 1 por el principio de dualidad.
II. Suponemos que a admite dos complementarios ¢’y a”’. Entonces.
g =2 +0=ag'+(@a’)=(e+a).(@+a"}= :
=(g+a’) . (@+a”)=1.(@+a”)=(@+a") .1 =g'+a”"
Andlogamente a” =a” +a’ y en consecuencia 2’ =a".
l.a+(@b)=(a)+(@b)=a (A+h)=a.(b+l)=a.1=¢a
Por dualidad resulta a. (a+b) = a.

7-13. Probamos quen +b #n
iyn=1=1+b=b+1=s(B)#1 "
iyh+b#h =>s)+b*sh)
D)s(hy+b=>b+s(h)=s(b+h)+s(h)

7.4 iYyn=1 =a+1=s@#FaFbFs(d)=b+1
iYa+th#b+h =a+ts()Fb+sh)
DYa=s(h)=s(a+h) #s(b+h)=b +s(h)

715.i)lln=1=1.1=1.1
201.h=h.1= 1.5 =sk).1
Enefecto: 1 .s(@)=1.a+1=h.1+1=h+1=s()=s().1
i)lla=1=s®).1=1.s(®)=1.b+1=b.1+1
2)s(p) h=b.h+h =s®).s()=b.s(h)y+s®)

TRABAJO PRACTICO VII 447

D)s®).s)y=s(d).h+sby=(Bh+h)+s(b)=
=bh+(h+s®)=bh+(s@)+h)=bh+s(b+h)=bh+b+s(h)=
=b.s(h)+sh)

3] Es consecuencia inmediata de i ) y ii

7-16. i Ja<b = b=a+x = bc={a+x)c =
= be=ac+xc = ac<bc
iiYa<b A c<d =ac<bc A bc<bd = ac<bd
iii) Sia # 1 entonces 1<a.Luego
1<z mg=14x »gh=(14+xYh =>gh=h+xh =

i . £,

= |=h+xb = b<1,sbsurdo.

7-17. i ) (N,*) no es monoide.
ii ) (Z,*) es monoide.
iif) (R?*? ») es monoide. ‘

7-18. i Y(axtyxcxd=((a*b) xc)*d =
=(a*(bxc))xd=ax*(bxc)*d
iayn=1=g"+a" =a" xa=a""
thﬁi&k“&ﬁxr} = gmeghtl=gmxghxg=
=gm+h xg=gm+h+1
7.19.Sea S ={S;/i € 1}una familia de sub-semigrupos de A y sea X=S;
interseccion de dicha familia. el

1

Consideramosz €X A beX = a€S; A beS;,Viel =
=ag*bel ,Viel = axbeX
Luego X es un subsemigrupo de A.

7-20. i )Probar que S es el conjunto de los miltiplos naturales de 1, o sea
S={1.a/aeN} .
ii) Demostrar que S= {1 .a+(~1).b / a€N}, definiendo 1 .a = 1sig =1
ylua=1+14 ... +1
d
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844 i)eeS A e€T = e=e+eeS+T=>S+T+¢
i1} § + T C G por definicién de S+T
ii)aeS+T A beS+T sa=x+y A b=z+tu/ x€8,z€8,y€T,
ueT =»x—-z€S A y-ueT = (x-z)+ (y-u)eS+T =
= (x+y) —(tu)eS+T
8-15. Ver 8-36.
8-16. 1. Si (X, *) es un grupo, entonces las ecuaciones x * a = b ya * x = b admiten
las soluciones Gnicasx =b*a™' yx=a"' *b.
2. Sea (X , *) un semigrupo en ¢l cual son resolubles las ecuacionesx *a =0y
a « x =b, cualesquiera que seana y b en X. Entonces se verifica la existencia
de un elemento e € X tal que exg=a. Sea X € X; por hip6tesis, existe y € X
demodoquea *y =X
Luego
exx=ex(ary)=(exa)ry=axy =X
O sea, e es neutro a izquierda.
$ea xe X. Por hipdtesis, existe ¢ € Xtalquecrx=eyen consecuencia ¢ €s
inverso a izquierda de x€X. El lector puede probar que la existencia de
neutro y de inversosa izquierda implica que (X, *) es grupo.
8-17. Aplicar5.4.2.

8-48. i Y flx+y)=a""¥ =gxa*r ... xg=a*+a =f(x)*f(y)

axa* .. *4a
x+y
Emgn@,@ixm&nﬁ% [ xez A aeG={a)

8-#9. 1 ) fl(x .xu.kuv.rc:..%u .%mxﬂ.:f‘rv;_k~+e¥u,ku+u\mun )
=(x1+y1—%3 |v.?%»+§lkwl%uvHC:lkuukul&v+C:.¢~?wu|‘<uvﬂ
=f(x1,%2,%3) T F(¥1:12.93)

i) (xy.%2.%3) €N () @ [(x1,%2,%3)=(0.0) # (x1—x3,%3—%3) =(0,0)
@ xy-x3 =0 A X3—X3 =0 # Xy =X3 A Xz =X3 ® X3 =X =X3
"OseaN(f) HAAQ.FQV / Qmﬁw

i) 1(f) ={ £ (e,x2.%3) / (x1,52.53) € R}

= 1(f) ={ (1 —x3,%3-x3) | (x1,22.%3) € R}
(% =X3,X;—X3)=(¥1,¥2) = X1 7%= A Xy —X3=y2 =

= x, =y, Ta,x, =y, ta,x3=a con a€R -
Oseal(f)=R? :

8-50. i ) Sean H C G un subgrupo normal yu €G. .
vaeH:u*g»u' €H.Entoncesb =u*axu' =uxa=b*u =
—»uxgeHu =>uHC Hu (1)

Seav=u'! =>c=v*axy' €H
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Comoc=u

_*a*zumnamsg*:H:*ﬁommma*zm:m“hv
= HuCuH (2) '
De (1) y (2) resultau H=Hu.

mvno—.:o:*nm:m A :mu..::.m«mn:ms*nmmz<w=oo=mmo=m=n§
existe @mmS_ncmz*nnu*:.hﬁmoz*a*zinwmm;\mnmnoﬂamr

8-51, f noesun homomorfismo.

8-52. i ) Sean H normal y fz un automorfismao interior de G.
&nﬁmvumbos / xmmvnﬁcua*x*% / ammvuv\ / wmmv
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454 RESPUESTAS A LOS TRABAJOS PRACTICOS

Por hipotesis y (1) es blax. Por 9-8 ii ) s deduce blx, o sea x = by. Sustituyendo
en (1) quedac = (ab)y = ablc.

0.26. Sean med (g,b) = d A alc A ble. Entonces d= sz +th A c=ax=by.
Luego dc = saby *+ thax = (sy + tx)ab = abldc
9.27.1 ) 2110 = 2{10 4. Como 2ju, resulta 2110d +u, o sea 2ln.

ii)319 = 3|9 d Como 3ld + u, se tiene 319d +d +u, es decir 3{10d +u.
Luego 3in. ’
WY s 1Ud—u = 1ld—(d—w) = 11104 +u = 1in

Por ejemplo, si 7= 132 como 11§13 — 2 resulta 111132,

®38i)2 ¢ i)s o )21 5 )5

[

629 glb = b =ax = |bi = lal x| =4 |x| puesa >0 ya que [b] <a,oseaa >l =0.

De bi = a x| A a>bl resulta a>alkxl = ki<l =x=0. Luego
b=ax =0.

9.20, Supongamos que @ = bg +r A 0L r<bya=bg+r r 0<r<b
Entoncesbg +r=bg’+r'yblg—q )=r'—r =bir’—r A
Porotraparter’<k A r20=7r~r <25 2)

Ademisr<d A r'=20=r—r<b 3)
De (2) y (3) resulta [’ — r{ <b. (4)

De acuerdo con 9-29, de (1) y (4) se deduce r’ — r = 0, sea r’ = r. Entonces
blg—q)=r-r=0=9-¢'=0=q"=q

9-31. El algoritmo de Euclides se reduce a

q: q2 43

a b ry r,

r, r; 0

med (¢, b) = r,. Por el algoritmo de la division entera, se tiene .

a=bq,+n Yy b=riqtn =n=b-nq=b-q:(@-bq)=
Hux.aun.fffwnmianvn+c+fn~v@

4322 Mediante 9-26, ccmo med {a, b)=d, alm y bim, resulta abldm. Probar que
dmlab. ’ )
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033 a~b = nla—b =a-b=nh =a=b+nh =a =) =
k k /A . k k .
=b"+ Z Lwr;::t =a"-b*=n2 .V@_E nthi=ng =
=1 N1 =1 W1

1
= nla® - b* = d° ~bF

9-34. En 5-8 est4 comprobado que (R™*" , +) es grupo abeliano. Verificamos entonces
Ag: El producto es ley de composicion interna en R” xn de acuerdo con 9-2.

A, : Asociatividad. Sean A, By C en R™", y los productos A (BC)y A (BC).

Lafilaide Aes: au .@2....>din- Lacolumna jde BCes
b ﬁ,ul@a Chjvoero Dni Crj
oy DVk CRiv 5 TR M o1 R

n n
Entonces el elemento (i, [} de A (BC) es r«Mu ain xw“_ bhk Cuj =

: u : m ..
H“MMvawwaEHM A w a.,x ?.wv n.Eammam& n_wamnncf‘:
n=1 k=1 k=1 \h=1

de (AB) C.
As: El elemento genérico de 1 es §; (delta de Kronecker) definido por 8; = Osi

i#jy 8;=1sii=]j El clemento (i, ) de Ales T g O; =a; Out

k=1
+a;s MU\..T...ITQQ WEIT....TNN; m:.‘.". h-.....w =4y = Al=AY gmﬂoww.
mente ] A=A
Ag: SeaC(A +B). Lafilaide Ces: ¢j1, Cizs - -+ Cim,
La columnaj de >+Wmmnm:+®:.ﬁwu.+bn?... .uE..TWFT

Entonces, ¢l elemento (i . /) de C (A + B) es aWJ. ik (@agj ¥ brjl =

= awmu Cip axj +xmwm¥ byj» que corresponde al elemento (i, j) de CA+(B.
OseaC(A+B)=CA~ CB. Analogamente se prueba (A + B)C =AC +BC.

9-35. Hipotesis) Para cadam se verifica
) Vh<m:P(h)esV = P(m)esV
Tesis) P(m)esV, vneN -
Demostracion)

Suponemos que H ={x eN/P(x)es F} # ¢ Por el principio de buena
ordenacion, existe en H el elemento minimo m, tal que P (m) es F (1), ¥
h<m = P(h) es V. Ahora bien, por hipétesis resulta P (m) es V, lo que es
contradictorio con (1), o sea H=9¢.

0-36. ac ~ be =>nlac —BC = alla—b)c = nlg — b (porque si un entero s divisor
de un producto y es primo con uno de los factores. entonces es divisor del otro).
Luegoa ~ b
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458 RESPUESTAS A LOS TRABAJOS PRACTICOS

¥

caracteristica p es un factor. Por 9-46 i ), tales términos se anulan y resultan
(x=y)y =x" +y”.

9-48. i ) El conjunto Ax eqQ/xr< mv carece de supremo en Q,

" _p _r .
ii) Sean x =4 e y == Tomando rn=2qr se tiene nps=>gr =
= nps—qr=0 S5 555, P - Lz0am>L
. qs q s s
949, Ver 6-66 v 6-67.
%50, i) Sean A; = @y, @a, . . ., @in, coni €N, talesque i £/ = A, NA; =0

Definimos
FiE .M. A; >N mediante
=

i—1 Seo
flayy= Z np +j. Como fes biyectiva, resulta = A; numerable.
i=1

h=1
ii)Sean A;: PO a1t ar ai,
e 7 :
e \\
>n sh\N.»\ WNM a3 cese 2o caaa

Ay m\s\mmn dss T3,

D T T T T T

Ordenando segin el proceso diagonal de Cantor, resulta b3 A; igual a la
i=1

unién de una familia numerable de conjuntos finitos, que es numerable por

i)

TRABAJO PRACTICO X

10-8. Sea £ ¢ Q una raiz, con med ( p,g) = 1. Se tiene ANV + bl 2; N#ﬂ 0= .
q q =0 \ 4./

n
= p" 4+ q" (ag+ay LA +n=;hm

q Q:,

-1

: vﬂo =p" +a,q” +
4

Ya,pg"t+ .+, 0" q=0=2p" +qlaeq" vapgtt 4 L4

+a,,p")=0=p" +q5=0 = —gs=p" =g |p"y siendo p y q copri-

mos,esq | p,esdecirg =2 1. Luego r.MP €Z.

10- 9. i ) Considerar la ecuacidn x* — 5 = 0 y verificar que carece de raices enters.
2
ii)Si d es la diagonal y a la arista, se verifica d*> =34° = AIMIV =3,

. d X
Haciendo - =% considerar x> —3 =0.

10-10. Sea p € Z raiz de la ecuacidén. Entonces

p" +ayy P F gy p" L Fa prap=0=

=p.s+a,=0 con §=,;p" %+ ... +a =>p(-9)=a =pla
10-11. Considerar |M. €Q con med (p.g) = 1. Si fuera raiz, al sustituir s¢ flegz a

-
cm =*lo Im. =% lwl ,valores que no satisfacen a la ecuacion.

1012.5ea VZ+V5 =x =2+ 5 + 2/i0 =x* =2VI0=x? =7 =x*—
—14x? + 9= 0 tiene como raiz a+/2 ++/5, pero carece de raices enteras.

10-13. En efecto V; V; se verifica:

e

G=3<3+ Lo _py y p=3- —— Aw+w~4 =a

107 104
10-14. {1 14 141 .
Para ,\MA 215 142
‘ {1 17 1,73
Para ,\WA 2 18 174
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462 RESPUESTAS A LOS TRABAJOS PRACTICOS

1025.i )26 i) log, 5 = log,, + .

10-:26.i )27 i)WV3+v2 ;-

10-27. 1 ) Aplicando 109.2 iv)
logzx™"+ logy (2x)? L\o@\m\ 1

AQHVQIJ = ¥ =

5 U+VT+VE) @ -VF)

) =11+1 =x=1
:284.47 -3. 4% =1 =>24"=1 =y=0

i029. T =x%2 A x#E]l 2 x=2% =4x=x" =2x=0 Vv x=4

[k

En R son soluciones 4 y 1.

N

log, ¥
~— 4 log, v + 3=0, que carece de raicesen R porque A = b? — 4 g¢c = —20.
10

Si la primera ecuacion tiene segundo miembro igual a 3 , el sistemna admite

10380, Sustituir logy x por en la primera ecuacion y se llega a 3 (log, v)* —

las soluciones (2,8) ¥ (8,2).

ST e n ot MR o ARt 842 i i

TRABAJO PRACTICO Xl

R I T - L N N B A
100,40 T & W2 e 75 N3
147 )z =—1=2i bz=—1+i dz=1—i dyz=—2i
1118 ayz =41 b)— 1+ v6i )2 VE+i d)1

: 1 1. R o
ZEM;N:J~ Euulmlllwl nvnutlmu‘f m. d)z=—1

2 . . _ 4 2.

:.Ne.sunszw.+.w,\md Wz=1-7i oz=3+5i

:N:T {1+ b)z=%(1—2%) z=t (V23 +iV2+V3)

11-22. 2) z, =2 (cos 30° + isen 30°) b) z, =4 (cos 240° + i sen 240°)
¢) 23 = V2 (cos 225° + isen 225°) d) z4 =3 (cos 270° +1 sen 270°)

11-23.3) z, =— 64 b) 223 =4 /2 (cos 105° +isen 105°)

3 1 1. 0.,
— = - dyz, =321

ov 24 3 3 : v 3

11-24.7° =4i

11-25. f(Z)=az? +bz +c=az ? vz +T=ar +bz +c=0=0

11-26. 12> —z| = [(sen%z —cos 2 af +{(3cosg+sen? ay1*

2 ,=L
1-27.a=— 5 ,b=3

T1128.1, 01, -

11:29.2, =3,z =—1 +2i

6 3, ,._le 11,
I30.x=43 — 93 Y= 713 13’
11-31. &Im.fnlo O=—-z+z= -z z¥z =—z+2Z
Cancelando Z resulta 2 = — 2

b) 2} - 2; =2, +AlNule + () =2,-12;
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166 RESPUESTAS A LOS TRABAJOS PRACTICOS

v){(g, p) /459 <p<135° A p<2}

vi)ix +yi—1+4 =2 = (x— 1)* +(y + 1)’ = 4. Esla circunferencia de
centro {1,— 1) y radio 2.
11450 )lz+17 =@+ 1P +y* (1), 12— 112 = (x — 1)* +y*. Restando
estas igualdades: |z +1[* —lz — 2 =4x >

= 3(z +:I_N|:VHARnv_u+:l_nl:Hm.x )]
Como |z + _.w +lz—-11=3 (3),sumando (2} y (3) se tiene
3 4 2 2
iz + 1l =-= 4 -= x, que susuwido en (1) conduce 4 X 42 =1Es
R -
/\I 4 4
)
1a elipse de semididmetros @ = lw b= I

ii } Luego am» elevar al cuadrado y operar algebraicamente se llega a
(x? +y2) —2¢*(x* —¥*)=0 y en coordenadas polares resulta
o* —2c* cos 2 =0. Es la lemniscata de Bernouilli.

mmwx + mlmra
[1-46. Tener en cuentaque coskx = — %
Z i 2 ik .
Efectuar 2 a|M_ cos kx = rmu e*s + xww e "** mediante las sumas de los n

primeros términos de las dos sucesiones geométricas. Luego de operar se llega 2

1 i(n+t1)x _ ,—inx
1+2 2 coskx= e _ €
k=1 et* — 1

7147, No as una identidad. Basta dar un contraejerplo: z =2, w = 8.

- V2
1148z =—/5 +42i =2z=—v5—-V2i uvbu)\,ﬂﬁnwan tg l;\.wh en el tercer

cuadrante. Se aplica la formula nzZ=Inv7 +i(g+2km

11-49.i YF =¥ = f ¥ =" ¥ = x=u A y=v+2nn >z=x+yi=
=u+@+2inmi=u+ip+2nmi=wr2ani=>z—w=2n7i con
nez. ~

i)yz—w=2nmiz=wH2ati=F =" 2 f =" 1 =
= & =%

-

11-50.1 )2 cosz =e® + ¢ i = ¥ +Y) 4 g iETYD = )
=e ¥ (cosx +isenx)+e¥ (cosx—isenx)=
=cosx (e’ +eV)y—isenx(e’—e V)= .
=2cosxchy—2isenxshy = cosz=cosxchy— isenxshy.
ji ) Utilizar el mismo procedimiento para sen z.

|
_

i
i

™

TRABAJO PRACTICC X1 467

Cn 1
11-51.1 )z ==y = .x_N! s Resulta Aﬁkrﬂv M\.vv = i.wlw

)P =z 4z =% Y =2x Uxﬂthfbnoﬁxwxwxp.:
+y =1 =x- 1) +y* =1.Esla circunferencia de centro (1,0)y
radio 1.

ii)z—z'=0= si—1=0=lz=1=% +y* =1 Esla circunferer-
ciacentrada en el origen, de radio 1.

Wzl +z=0=22+1=0 = xt -y +1+2xyi=0 =
o x4+ 1=0 a 2xy=0=

2 e x? = 4 (v =0 V d“Dvuuv

ye—x I oA (X y=0

W.T.u%.m»ﬂ_ A x=0) Vv :.zixuuH A .wﬂovu,v
..u.ﬁwr.ﬂw Aox=0) Vv Ai‘dnnuﬂ A o p=0) = =R

i

1zt rzeR = (xF0 A ¥=0) vV X 1. . N
£5 12 unibn de la circunferencia de radio 1 con centro en el origen. ¥ el eje
real. salvo el origen. .

viyz=2% = x+yi=X —yiy = xyi=x Ty 2xvi o=
uom1%15:..”,4..‘]?.:#0 =
>yt —x—3* =0 2 y{(2x+1)=0

viiyiz + =1z + 2@ = +{y+thid=ix -.I:«.+u:,M uvu\

I e Rt i gtk e +ar+d =

2 w/v
ll'b o P —
=2y +3=0=>y="3 .mums:m@xﬁ = 5
A0L _ F—1
w . 100 i 1 _ & -1
5 *‘ 1 N = - . i
11- u.m;.MuN =1+i+i+. o HE ——T =TT
I % 100 01 . -
b) F=iflag 2 =50 == ]
k=1

i = Z,} hay bar que existe @ 2 OenR, tal
. biendo que Izy + 221 = 121} + |z,| hay que pro )
13 MMMW” = M z;. mw w_mcwo es 0, la propiedad se cumple obviamente. Supongamos

entonces z; #0y 22 9.

v ) -
Seanz, =X tyi A = Fiy =z, 2. =xutyv} i(yu-xv)y po! (1),

se tiene: i .
V) - XY = = xv. De loscasos
Gty = Ceutyv)? + (yu-xv) = yu =X 0 = yu =xv D
ib i A#ouvthm‘uvu =x+yi= - y+yi=
posibles consideramos ¥ b " N .

= lwx (utiv)y=az:
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R RESPUESTAS A LOS TRABAJOS PRACTICOS

+J. Las raicesde P =X —10%* 4 1son

i}
LJ32176 = W2t V3) = £ W2tV3)

t 2.52. De acuerdo con 12.9.2., si o es 12iZ doble de P, esrafz de P’ = 3x2+4x—4.
iJe P° son raices —2 Y .nwa . La primera es raiz doble de P y resulta P=(x+

+2) (x—2).

;. 23 Basta efectuar P DA!QL (X —ap) (X-3) (X—og) =
= 8 s, Y3 +a, P 4a, X T . donde

ds = -y Ty T O + o)
dy =y X T G R R« £ 1
1, = hd G @3 T oL + oy o3 )

da = O Qg O3 r.nb.(..@n 12.12.

i mﬁ:«l&ffp meu + 4

450 ) A es irreductible en Q {X] pero no en R{X] pues A= (X =33+
+33x -39
i1 B s reducible en ambos anillos pues B* —dac <0
i ¢ =X+ DX - DX +X+ 1D X*—X+1es reducible en Q [X] v en

R{X]
2
4
72.36. Sig. =0.es trivial. Considerando a; #0,setiene P =4, T X+ JM p -
\ 24,
- l.wa%, Si A= 0, entonces P es reducible. Lusgo P irreducible imptica & <0.
4o,

Reciprocamente si A< 0, entonces P es irreducible en R [X].
1237 P =Xt +2X-4€Q[XJcona=4+ 16 =20 >0, y es irreducible.
;238 p=3XP4+FKFT
:2.39. 1 ) Reflexividad: BIO = BlA—A = A~ A
Simetria: A~ A = BIA— A = BIAT—A = A ~A
Transitividad: A~ A’ A A ~A” =BA—A A BIAT— A" =
= BIA— AT =AY A”.
)<y ={PeK[X]/P~A}ycomo p~A=BP—A=P—A=CB=
= P=A+CB. Luego Ka u?+nw\nmfx:

§ 2.4{). Probar, comoen 5-12y 5-13 ' .
i)A~aA A C~C = A+C~A+C
HiYA~A A c~C = AC ~AC

;241 Demostratio 2n las siguientes etapas

TRABAJQ PRACTICOQ Xu 471

i )1esun subanillo de K X1 :
i)Qel A PeK[X] = QPel
I se llama ideal generado por Ay B.

12-42. Sea{ :v con i € U una familia de ideales de K [X]. Con ¢l criterio utilizado &

9.16 se prueba que MJ‘, I; es un subanillo de K [X]. Falta demostrar, mawecmao
€ R

conl125

Ae N1 A PeK[X] = APe N
ieU ielU

lo que es inmediate.

1243 Sean 1 ={S A, +TAz/S » TeK[X];, y (X1; 1a interseccion &2 todos fos

ideales que contienen 2 A; Y Ay Ar= 1AL 0A, ~ A, =0A F
F1A, = A el A Ag €l, 0 sea l esun ideal que contiene 2 A, ¥ 2 A, En
consecuencia Drﬂm. Falta probar que mﬁﬁ:m y para cllo es suficiente
demostrar: Pet =P mD:.

sk

12441 yx=—1 3/i. Las cuatro rafces cuartas de 7 s obtienen mediante

_a o+ 2kT ﬁ+m»a,_
W &= P OOmr 3 +1sen 4 i

dondep=1,¢= vk=0,1,2.3.
: Exu.Txn+x+~uxuﬁ+:+Q+:uﬁx::xu+:na

Resulta x; =—1,% =i,Xx35 71

va|=

iixt+1=0=Xx ni.,w. = —j=>yr=3—1Enestecasop=13 ¢~
= u\w.l _Se aplica la formula de la parte i )parak =0, 1,2

‘ * T{m—1) .
\m.._‘m.w:_+xuuoﬁ.l =0 =>m=1
wi

>

i)y x2 =1 nvnxmeru_uvsn.mu
L2 8m 8

ii)A=b*—4ac=0= 49(m-1)?—32m=0
se resuelve esta ecuacibn en .

12-46. i ) Como a3 = 0y +a,yoy top ta; — 7 se tiene a3 = — 1. Por otraparte.
de gy +a=—1y 02 Oy =2, se deduce que & ¥y & Son las raices de la
ecuacion 12 + ¢ +2 =0y resulta

1 1 . 1 1 .
N Qwﬂl\lqn‘f(NtN/\.wl . Qmﬂi.lMu\,MT/\‘wl.

4

s,
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diferencia dz, 48

diferencia simétrica de, 50

quipotentes, 162

tinito, 164

igualdad, 32

infinito, 165

inclusion, 30

:sterseccion de. 38 .

zumerable, 163, 301
peraciones genetaiicadas,

carticion de, 84 .
soducto cartesiano de, 33

_aitario, 27

. miversal, 26

victo, 26,34

T~ aduras, 321

.
AY]

npleto, 321

tos complejos. 341
i los racionales, 293
da los reales. 320
crdenado, 321
sropiedades, 279

Coodidad de Q, 299
jeQenR.326

D composicion factorial en Z, 292

1z polinomios, 406
Disgramas de Hasse, 95
de Venn, 30
Difarencia de conjuntos. 48
sumétrica, 7, 50
Disiributividad, 150
Diiston de polinomios, 384
2ntera, 287
Disy uncidn. 3
Deble implicacién, 6
Deminio de relaciones, 66
de funciones, 102
de integridad, 272, 280
matidad, 211 «

Ecnaciones en un Cuerpo, 279
:n un grupo, 22

INDICE.

Elementos de un conjunto ordenado, 93
consecutivos, 95
coprimos, 275
inversos, 145, 221
maximales, 94
minimales, 94
neutro, 145, 220
primos, 276
regulares, 146

mﬁmwwm de intervalas 309

Endomorfismy. 1533

Epimorfismo. 153

Especializacidn, 396

Estructura algebraica. 219
de anillo. 264
de cuerpo, 273
de grupoe, 215
de monoide, 220
de semigrupo. 220

Extremo superior, 94,328
inferior, 94

Exponencial compleja, 366, 369

Factoriales, 176
Factirizacion en un anillo, 274
enZ. 292
de polinomios. 389
Forma bindmica, 347
exponencial, 366
polar. 356
Férmula de De Moivre, 359
de Taylor, 409
Funcion. 102
biyectiva, 111 .
canénica. 116
caracteristica, 140
clasificacion de 110, 111
compuesta, 117
constante, 114~
creciente, 191
-de probabilidad. 140
entre intervalos, 186
estrictamente creciente, 189, 194

extension de, 137
identidad, 115
inversa, 121, 127
nyectiva, 110
factorial, 176
mantisa, 138

parte entera, 138
proposicional, 14
proyeccion, 113
representacion de, 103
restriccion de. 137
signo. 109

sucesor, 213

valor absoluto. 125, 285

Grado de polinomuos. 379
Grupo, 225
abeliano. 226
aditivo, 22
ciclico, 287
cociente, 251, 254
de automorfismos. 262
de rafces cibicas, 243
de raices de la unidad, 371
de transformaciones, 228
finito, 259
generadores de. 257
morfismo de, 237, 239
multiplicativo, 229 .
propiedades, 228

Homomorfismes. 151
de grupos. 237

Ideal, 272, 388

[dempotencia, 9

Imagen, 66, 128, 242
inversa, 131

Implicacion, 4

Implicaciones asociadas, 11

Inclusion, 30, 33, 34

Indeterminada, 381

Indice de un grupo. 260
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Induccidon completa, 167

Infimo, 94

Interseccién, 38

Intervalos, 164, 309

Inverso, 230

Involucién, 9

Isomorfismo, 153, 284, 298, 321. 347

Ley cancelativa, 269
de composiciOn interna, 142, 144
de composicion externa. 135
de De Morgan. 10. d0., 47
distributiva. 9, 46, 150
\wsmcn&m. 155,283, 297
logica. 8

Logaritmacién en C, 333
en R.367

Matrices. 149, 153,270
simétricas. 234
Maximo comin divisor, 274, 288, 389
Método de Horner, 411
Moduloen €, 351
propiedades del. 351
Monoide, 220
Monomorfismo, 153
Morfismo, 151
de grupos, 237 .
Multiplicacion en C, 344
en Q, 297
enN, 213 |
enR, 320, 325
enZ,283
Negacién de implicaciones, 12
de proposiciones, 2, 16
No reflexividad, 72
No simetria, 73
No transitividad, 74 ’ .
Nucleo, 240
Numersbilidad de Q, 301
de Z, 164
Numero cardinal, 163
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