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TRABAJO PRACTICO IV 371

460, Determinar los rangos de Ay de AA? por Gauss Jordan,

461 Demostrar primero que Sg (A + B) C 8¢ (A) + Sg (B). Al pasar a 1z relacion entre sus
Jimensiones, tener en cuenta 2.8.1,

462.1) considerar el elemento genérico de la diagonal de AB y de la diagonal de BA,
ii ) asociar y aplicar i).
iif) aplicar ii).
463, Premultiplicar por A la relacién A X =4 X, y tener en cuenta que A=A
4-64. Realizar la misma multiplicacion que en el ejercicio anterior y considerar que AZ=]

4-65.1 ) Expresar X como producto de matrices, calcular su cuadrado y tener en cuenta que
xtT donde T es la matriz nx 1 formada por unos, es un escalar, y por lo tanto jgual a
su traspuesta.

=,

11

. . 1
, O sea, una matriz nxm cuyos elementos son igualesa —

Resulta A = L 3
n

n2

e

. |
it} Se obtiene A=— 1 %,
n

iii} Después de desarrollar la sumatoria y reducir términos, se llega a que

A=1- 1 T 1t Ellector puede comprobar que esta matriz es idempotente.
n

4-66. Efectuar el producto entre [ — Ty la suma indicada. Considerar que T" =N,
4-67. Particionar A en dos bloques del tipo 4 X 2, y efectuar el producto.
4-68, Trasponiendo términos se prueba que A admite inversa.

4-69. Por Gauss Jordan se obtiene

tp p*p°
) 01p p
1 .
A 001 p
000 I

4-70, Para la condicidn necesaria, efectuar los productos AB y BA, ¢ igualarlos para obtener
a y 8. Para la condicion suficiente, efectuar ambos productos sustituyendo B por su
expresion.

4-71. Aplicar induccidn completa.

1
472i)A={1 -1 O
0o 1 1
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Capitulo 1

ESTRUCTURA DE ESPACIO VECTORIAL
SUBESPACIOS

1.1. INTRODUCCION

La estructura de espacio vectorial, que tratamos en este capitulo, es el concepto basico
del Algebra Lineal, Confiere unidad y precisién a temas esenciales de la matemdtica que
tienen vastas aplicaciones en la ciencia y en la tecnologia actuales. Después de introducir el
sistema axiomdtico y de dar las propiedades fundamentales, proponemos los espacios
vectoriales de funciones,de los que se derivan los modelos de los espacios de matrices,
n—uplas y sucesiones de elementos de un cuerpo. Se da, finalmente, el concepto de
subespacio.

1.2. CONCEPTO DE ESPACIO VECTORIAL

Sean: V un conjunto no vacio, K un cuerpo, +y . dos funciones, que llamaremos suma y
producto, respectivamente,

Definicion

El objeto (V, +,K,.) es un espacio vectorial si y sélo si se verifican los siguientes:

A; . Lasuma esuna tey de composicion interna en V.
+iVioay
O sea
XEVAYyeEV=x+tyeV

Esto significa que la suma de dos elementos cualesquiera de V es un Gnico elemento de
V.

A, . Lasuma es asociativaen V.
xt+ty)tz=x+(y t+2)

cualesquiera que sean x, y,zen 'V,
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A; . Existe un neutro para la suma en V.
El elemento neutro se denota con 0.

d0eV/VxeV:x+0=0+x=x
A4 . Todo elemento de V admite inverso aditivo u opuesto en V.
VXEV,IyeV/x+y=y+x=0
Al opuesto de x lo denotamos con —x, o sea, y = —x.
As . Lasuma es conmutativa en V.

Xxt+ty=y+x
cualesquiera que sean x, y en V.

A . El producto es una ley de composicién externa en V con escalares u operadores
en K,
SKXVeY

De acuerdo con 5.6, Algebra I, del mismo autor, la imagen del par (o, x), donde & €K y
X €V, se escribe & x y se llama producto del escalar a por x,
O sea

aeKaxeV=a2axeV

A5 . Elproducto satisface la asociatividad mixta.
VaeK,VBeK, VxeV: a{fx)=(af)x

Observamos aqui que los dos productos que figuran en el primer miembro
corresponden a la ley de composicién externa. Pero el producto « f del segundo
miembro se efectiia en K.,

Ag . El producto es distributivo respecto de 1a suma en K.,
VYaeK,VeK, v xeV: {a+BHx=ax+fx
La suma &+ se efectita en K, pero la suma que figura en el segundo miembro
corresponde a la ley de composicién interna en V.,
Ay . El producto es distributivo respecto de lasumaen 'V,
VaeK,VxeV,vyeV: a(x+y)=ax +tay

Las dos sumas se realizanen V.,

Ayy. La unidad del cuerpo es neutro para el producto.
VxeV:lx=x

donde 1 denota la identidad en K.
Los axiomas A,, A;, A;, A, y As caracterizan a (V , +) como grupo abeliano. Los
lltimos cinco axiomas son relativos a la ley de composicién externa,
Los elementos de V se Haman vectores; en particular, el elemento neutro para la suma
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recibe el nombre de vector nulo. A menudo hablaremos del espacio vectorial V,
sobrentendiendo que nos referimos a la cuaterna (v, +,K,.). La simplificacion de las
notaciones hace conveniente el uso de los mismos simbolos para nombrar las leyes de
composicion interna en K, Ia suma en V y el producto de escalares por vectores. O sea, al
decir K nos estamos refiriendo al cuerpo (K, +, .), donde los signos “+ y *.” denotan las
dos leyes de composicion interna en K, que no tienen el mismo significado que las que
fipuran en (V, +, K, .). Distinguiendo adecuadamente los elementos de K y los de V, no hay
lugar a confusion.
As{

« + Besuna sumaen K x + y esuna suma en V
« f es un producto en K a x es el producto de un escalar por un vector

Ejemplo 1-1.
Sean: V=R?, K =R, la adicién definida en R? por

@.b)+(c,d)y={a+c,b+d) (H
y el producto de nimeros reales por elementos de R* definido mediante

afla,b)=(ua ab) A

Resulta (R?, +, R, ) el espacio vectorial de los pares ordenados de nimeros reales
sobre €l cuerpo de los nfimeros reales,

En efecto, de acuerdo con los ejemplos 5-2 y 5-5 iv) del texto nombrado, es (R? | +)
un grupo abeliano,

Por otra parte se verifican:
A, . Por la definicion (2).

Ar .o (8@, ) = a@a,80)= (« @2, a@D)) = (@Ba. @B)b) -
=(af} (@, b)

Hemos aplicado la definicion (2), la asociatividad del producto en R y la definicion
(2). :

As (@+B) @, b)= ((@+Ba (@HB)b) = (@a+Pa,ab+pb)=
=(aa,ab)+(Ba,pby=a(a,b)+8.b)

De acuerdo con (2), la distributividad del producto respecto de la suma en R, y las
definiciones (1) y (2).

A, .a((a,b)+(c,d)) =a(a+c,b+'d):. (o:(a+c),a(b+d)) =
=(@a+ac,abtady=(aa,ab)t(ac,ad)=ala, b)ta(c,d)
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Segin (1), (2), distributividad de la muitiplicaci6n respecto de la adicién en R, y las
definiciones (1) y (2).

Aw. 1@, b)=(la,1b)=(z, b)

El significado geométrico de las operaciones de este espacio vectorial es el siguiente:

la suma de dos vectores no colineales del plano queda representada por la diagonat del
paralelogramo que forman. El producto de un ntiimero real o por un vector no nulo
X=(a,b), es el vector «x que tiene la misma direccidén que x; el mismo sentido si
>0, y sentido opuesto si & < 0. Corresponde a una dilatacion si ¢ | > | y auna
contraccion si la | < 1. Si @ = 0, entonces se obtiene el vector nulo,

{e,b)+(c,d)

Ejemplo 1-2,

En R? se definen: la suma, como en el ejemplo anterior, y la iey de composicion
externa mediante

afa,b)=(a,a) (29

Se verifica, como antes, que (R? , -+ es un grupo abeliano.

En cuanto a (2°), satisface A4. Su significado geométrico es el siguiente: todos fos
pares ordenados que tienen {a misma absisa, al ser multiplicados por cualquier nimero
real, se proyectan sobre la primera bisectriz paralelamente al eje de ordenadas.
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También se satistace A, pues

@ (B(a.b) =a(@, 0)=(a.a)= (P @, b)
No se verifica Ag, ya que

(e +P) (@, b)=(a,a)
pero

a(@,b)y+8@. b)=(,a)+(@,a)=(2.2)

Este hecho es suficiente para afirmar que no se trata de un espacio vectorial.

Ellector puede comprobar que esta intetpretacion cumple Ag pero no A .
Observamos aqui que la estructura de espacio vectorial no es inherente exclusivamente
al conjunto V, sino que, ademds, depende de K y de las leyes de composicion que se
definan. Aclaramos que toda vez que se mencione al espacio vectorial (R, +,R, )se
sobrentenderd que la suma y el producto son los definidos en (1) y en(2) del ejemplo
1-1. '

Ejemplo 1-3.

La estructura de espacio vectorial no es un sistema axiomatico independiente, pues A
puede deducirse sobre 1a base de los restantes axiomas.
En efecto
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x+tx+y+y=Ilx+lx+iy+ ly=(1+1)x+(1+bhy=_{1+ Dx+y)=
=1(x+y)+1(x+y)=1x+ ly+1x+iy=x+y+xty
envirtud de Ayg , Ag, Ag, Ag, As ¥ Ay .

O sea
X+x+y+y=x+ytxt¥

Por ley cancelativa en el grupe (V , +) resulta
x+ty=y+x

1.3. PROPIEDADES DE LOS ESPACIOS VECTORIALES

Sea (V, +, K, .) un espacio vectorial.

1.3.1. El producto del escalar 0 por cualquier vector es el vector nulo.

En efecto, por neutro para la suma en Ky Ag es
ax=(ou+0)x=ax +0x

Por Aj se ticne
ax+ 0=0x+0x

Y por ley cancelativa resulta

0x=90

1.32.El produéto de cualquier escalar por el vector nulo es el vector nulo.

Por A; ¥y Ag €5 )
ex=wa(x+0=ax+al

Entonces
axtal=ax

Por Ay
axtoed=ax+0

Y por regularidad en (V, +), resulta
a0=10
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1.3.3. Si el producto de un escalar por un vector es el vector nulo, entonces el escalar es 0 o
¢l vector es nulo, :
ax=0=>a=0vx=0

Se presentan dos posibilidades: & =0, o bien, a# 0

En el primer caso es verdadera la primera proposicion de la disyuncion que figura en la
tesis, y por consiguiente ésta es verdadera,

En el segundo caso es necesario probar que x = 0.

En efecto, siendo «# 0, existe el inverso multiplicativo en K, «!. Partiendo de Ia
hipétesis, premultiplicando por o', usando A,, 1.3.2,, el producto de inversos en Ky Ayq
se tiene

ax=0=a'(ax)=a' 0=>(@' )x=0=>1x=0=>x=0

1.3 4. El opuesto de cualquier escalar por un vector es ignal al opuesto de su producto.
(o) x=—(ax)
Teniendo en cuenta A4, 1.3.1,, la suma de opuestos en K y Ay, es
—(ax)tax=0=0x=(—at+a)x=(-a)x +ax
De
(~a)yx tox=—-(ax)+ox
después de cancelat, resulta
(—-a)x=—{(ux)
En particular se tiene
(-Dx=--(l1x)=—x

1.4, ESPACIO VECTORIAL DE FUNCIONES

El simbolo K* denota el conjunto de todas las funciones con dominio un conjunto X # ¢
y codominio un cuerpo K, o sea

KX ={f/f: XK}
En K* definimos la suma de funciones y el producto de escalares por funciones mediante
i) Sify gson dos elementos cualesquiera de K*, entonces f + g : X — K es tal que
f+ax)=fx)+gx) vxeX

ii) Si o es cualquier elemento de K y f es cualquier elemento de KX, entonces
af: X—Kestal que

(afy(x)=af(x) wvxeX
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Tanto la suma de funciones con dominio X #¢ y codominio K, como el producto de
escalares por funciones, se llaman leyes de composicion punto a punto.

Resulta (KX,+,K,,) un espacio vectorial. Para ello, veamos que se verifican los
axiomas.
A, feK* ngeK¥ =1+geKX por la definicion i)
A; .Sean f, g y h en K¥, Cualquiera que sea x € X se verifica, teniendo en cuenta la
definicion i) y la asociatividad de la suma en K:
(C+9+h) @=+m+h@=(f0) +5)) +h(w)=

=f)+{g@+h@) <f@+ e+ = (T+E+hw

Y por definicion de funciones iguales resulta
f+g)+h=f+(g+h)
A4 . Elvector nulo es la funcién nula
e: X > K definida por e (x) =0 cualquiera que sea x € X,
Sea f ¢ KX, Teniendo en cuenta i), la definicion de e y lasumaenK, es
fre)x)=fx)+ex)=f(x)+0="F(x)
Luego
f+e=f
Andlogamente se verifica que e + f=f.

A4 . Inverso aditivo de f € K* es la funcién —f : X K definida por {(~f) (x}= —{(x)
En efecto, para todo x € X se verifica

(HF+DHE)=C-HE)+{x)= T +{(x)=0= )
O sea
(-f) + f=e
Andlogamente se prueba que
f+(-f)=e
As . Lasumaen K* es conmutativa, ya que
F+g@)=fx)+gM) =g+ f(x)=(g+ ) (x)
Luego
f + g =g + f cualesquiera que sean fy g en K*.

As .aeK AfeK* =afeKX porla definicion ii).

A; . SeaneeK,BeKyfeKX,
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Entonces
(«6D) @=a (E96)) =a (p1() = @p10)- (@o)1) )

Luego

(B =(ap)f

Ay . Considerando

aeK,feKyfeKX e

(@+Of ) =@ +HTe)=ate) + 51 -
= (@) () + (B0 (x)=(@f+ 6 (x)

lo que se justifica teniendo en cuenta i), la distributividad ¥ la asociatividad del producto
en K, ii)ei).
Entonces es

@+B)f=af+pf

Ay .SeanaeK,feK¥ ygekX,

Por ii), i), distributividad del producto respecto de la suma en K ¥ por las definiciones ii)
¥ i) se tiene

(a(f+g))(x):a((f+g)(x/)=a(f(x)+g(x)) =
=t tagx)=(af) (v) + (@g) (1) = (@ f+ ag) (x)

O sea

a(f+g)=aftag

Ay . Cualquiera que sea fen KX se verifica

(D) =11(x)=1t(x)

Luego
1f=f

La cuaterna (K*, + K, .} es el espacio vectorial de las funciones definidas en e! conjunto

no vacio X y con valores en K, con las leyes de composicion punto a punto. Los vectores de
este espacio son funciones.

La figura siguiente explica la situacion en el caso particularenque K =R y X = [0,1]
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N f+g
1

1.5, ESPACIO VECTORIAL DE #-UPLAS DE ELEMENTOS DE K

Con relacion al espacio vectorial de funciones (K¥, +, K, .} consideremos e! caso
particular en que X es el intervalo natural inicial I,,. Toda funcion f: [, = K esunanupla de
elementos de K, y escribiendo K% = K" es (X", +,K, .) el espacio vectorial de las n-uplas de
elementos de K.

Las definiciones i) v ii) dadas en 1.4. se traducen aqui de la siguiente manera:

i) Sify g denotan elementos de K", entonces f + g es la funcién de 1, cn K definida
por ’

(f+ 8} (i) = £ (/) + g () cualquiera que sea i €1,
Es decir
={f+g)(D=f)+g(D=a+b;

donde a;, b; y ¢; son las imagenes de i dadas por f, gy £ + g, respectivamente,
En consecuencia, dos n-uplas de elementos de K se suman componente a componente.

i) SieeKyfeK" entoncesa fes la funcion de |, en K definida por
(af) () =a £ (7) cualquiera que sea i € 1,,.
Denotando mediante ¢; la imagen de i dada porafes
ci=(afy(N=saf()=aa
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Es decir, el producto de un elemento de K por una n-upla se realiza multiplicando en K a
dicho elemento por cada componente de la n-upla,

: En particular (K, +,K, .) es el espacio vectorial donde los vectores se identifican con los
! elementos del cuerpo K. En este caso, la ley de composicion externa es interna.
' En consecuencia, (R, -, R, .) es el espacio vectorial de los nimeros reales sobre el cuerpo
de los reales. Este es un caso particular del espacio vectorial de las n-uplas de nimeros reales
sobre el cuerpo de los reales, que denotamos mediante (R", +, R, .).

(C", +, C, ) es et espacio vectorial de las n-uplas de niimeros complejos sobre el cuerpo de
los complejos.

L.6. ESPACIO VECTORIAL DE MATRICES n x m

| Particularizando nuevamente con relacidn al espacio vectorial tratado en 1.4., considere-
mas X =1, X L., o sea, el producto cartesiano de los dos intervalos naturales iniciales: I,e

L.
Llamamos matriz # X # con elementos en K a toda funcion

f:1, X1, »K

La imagen del elemento (7, /) perteneciente al dominio se denota por ;.

La matriz f queda caracterizada por el conjunto de las imdgenes

dy diy L. i
2 23 ... dyy

Ay G ... dpm
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y suele escribirse como un cuadro de n.m elementos de K dispuestos en n filas y m columnas.

En cada fila o renglon se escriben las imigenes de todos los pares ordenados que tienen la
misma primera componente, ¥ en cada columna se anotan las imagenes de todos los pares
ordenados que tienen la misma segunda componente. El elemento de la mairiz gue figura en
la fila i y en la columna j se denota por 4;;, y es la imagen dada por f, del par (7, /). Llamando
A ala matriz cuyo elemento genérico es ay;, escribiremos

4y 4z 3 ... dypy

dyy day daz ... Aam
A= - -

Ayt dpz 8p3 ... dppy

Tanto las filas como las columnas de A se llaman lineas de la matriz.
Abreviando, puede escribirse

A={ay)dondei=1,2,.. .nyji=12..,m

El conjunto de todas las matrices 7 x m con elementos en K es KInXDbn y se denota
mediante K™% ™

Las definiciones i) y i) dadas en 1.4. se traducen aqui de la siguiente manera: si A y B son
dos matrices de K"*™  su suma es C e K"* ™ tal que

ey =(E+g)N=TEN Y gl D =ay + by
y el producto del escalar & € K por la matriz A es la matriz de K**™ cuyo elemento genérico
cy; es tal que
e ={af) (i, )=af(, }=ea;
O sea, dos matrices del tipo nxm se suman elemento a elemento; y para multiplicar un
escalar por una matriz nx s se multiplica dicho escalar por todos los elementos de la matriz.

La cuaterna (K"*™ + K, ) denota el espacio vectorial de las matrices rxm con
elementos en K. En este espacio, los vectores son matrices.

En particular (K"x", +,K , ) es el espacio vectorial de las matrices cuadradas, es decir,
de n filas y n columnas.

El vector nulo del espacio K"*™

definida porn; =0 ViV

se llama matriz nula; la denotaremos mediante N, y estd

La matriz inversa aditiva u opuesta de A ={(a;) es B, cuyo elemento genérico satisface la
relacion by = —a;;. Escribiremos B = —A,

Por definicion de funciones iguales resulta A =B siy solo siay = by ViV /.
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Ejemplo 1-4.
En R?*3 ge consideran las matrices A y B cuyos elementos genéricos sona; =2 —j y

by=1- i*, Obtenemos C = A — 2B.
La expresion de C es C= A +(—2)B,y como

1 0 -1 0 0 0
A= B=
3 2 1y -3 -3 -3
resulta
i 0 -1 0 0 0 P 0 -1
C= + =
3 2 1/ 6 6 6 9 8 7

1.7. ESPACIO VECTORIAL DE SUCESIONES

Sean: X = Ny K™ el conjunto de todas las funciones de N en K. Los clementos de KN
son todas las sucesiones de elementos de K, y retomando lo expuesto en |.4, resulta
(KN, +, K, .) un espacio vectorial.

Las definiciones i) y ii) de 1.4. se interpretan ahora de la signiente manera:

=+ N=f@O+g)=a;+b;VieN
ci={afy(N=af()=aa VieN

O sea
(a,,az,...,a,,,...)+(b1,bz,...,bn,...)=(a1 + by, ay +b2,...,ﬂ'n +bn,...)
a(al!GZD"',ana"'): (aal,aﬁll,...,aﬂ'n,_..)

El vector nulo es la sucesion
0=¢0,0,...,0,..)

Ejemplo 1-5

Sea R{X] el conjunto de los polinomios reales en la indeterminada X. La suma en
R [X] se define como en 12.2.2., Algebra I, del mismo autor. El producto de escalares
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reales por polinomios es el habitual, o sea si o ¢ K ¥ PeR[X], entonces a P es la
funcién.de N, en R definida por («P) (1) =& P (7), cualquiera que sea i € Ng.

Res?.rlta (R[X],+,R, )el espacio vectorial de los polinomios reales en la indetermina-
da X sobre el cuerpo de los nimeros reales,

El conjunto de fos polinomios reales de grado 2 no es un espacio vectorial sobre el
cuerpo de los reales, porque la suma no es una ley de composicién interna en dicho
conjunto. Pero el conjunto de los polinomios reales de grado menor o igual que 2 y el
polinomio nulo constituye un espacio vectorial sobre R.

Efemplo 1-6 _
Sea S el conjunto de las funciones reales definidas en [0,1] tales que f (0} = 0, es decir
$={f:[0,1]>R/f(0)=0]

Como todo elemento de S pertenece a RI%! ]_, es S CRIO!]
Considerando lag leyes de composicién definidas en 1.4., se verifican

Ay .feSAgeSéf(0)=OAg(O):0=>f(0)+g{{}}:i}?—?(\f+g)(0)=0=>f+ges
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A, .Como la suma de funciones es asociativa en RI%!T también lo es en S.
Ay 1a funcion nula es el vector nulo de S,
A, . Todo elemento de S admite un opuesto en S.
Sif €S, entonces —f € §, pues (—f) (0) = —£ (0} = 0.
As . Cualesquiera que sean fygens§, se tiene
f+g=g+f
pues § C Rl
Ay .weR A feS=aeR A f(0)=0=af(Q)=0=@H)(0)=0=afe8
Los restantes axiomas, lo mismo que A; y Ag, por ser identidades en RlOT g

cumplen en S yaque 8 C R0l
En consecuencia, (S, +, R, .) es un espacio vectorial.

1.8. SUBESPACIOS

1.8.1. Concepto

Dados el espacio vectorial (V, +,K, ) y el conjunto no vacio SCV, si § es un espacio
vectorial sobre el mismo cuerpo K y con las mismas leyes de composicion que en V, diremos
que (S, +, K, .) es un subespacio de (V, +, K, ), o simplemente, que S es uir subespacio de
V.
Definicion

S es un subespacio de (V, +,K, ) si y sdlo si (S, -+, K, .) es un espacio vectorial.

Cualquiera que sea (V,+,K, ), tanto V como { 0 } son subespacios de V, lamados
triviales.

Ejemplo 1-7

Consideremos el espacio vectorial (R%,+, R, .) y los subconjuntos

T={(r,y)eR? [y=x+1} $={(»)eR /y=2x]

T no es un subespacio, pues el vector nulo (0,0) £ T.
En cambio, S es un subespacio de R?, ya que

1° (S, +) es un subgrupo de (R%, +). En efecto, de acuerdo con la condicién suficiente
demostrada en 8.4.2., Algebra I, del mismo autor,se verifica

(x,y)€S A (x',y)eS=y=2x A y ==y -y =2(x - x)=>

> (x-x,y—preS=(y)+i-x,-y)es
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2° Respecto de la ley de composicion externa consideramos

Aﬁ.aeRA@JOGSﬂaeRAy=2x¢ay=2ax¢@xJU06S=a@J068

Los axiomas A,, Ag, Ay ¥ Ajp, por ser igualdades en RZ, se cumplen en S ya que
SCR?

y=2x
(1,2)

f

De la definicion se deduce que (S, +,K, ) es un subespacio de (V,+,K, )siy sélosi
(S, H)esun subgrupo de (V, +) v S es cerrado para el producto por escalares.

1.8.2. Condicién suficiente

Si el conjunto no vacio S CV es cerrado para la suma y para el producto por escalares,
entonces (S, +,K, ) esun subespacio de (V, +, K, J.

Hipétesis) (V, +,K,.) esun espacio vectorial
9FSCV

LxeSAyeS=x+yeS
2 a0¢eKaxeS=>uxe§

Tesis) (S, +,K, Jesun subespacio de (V, +,K, )

Demostracién)

{° Consideremos dos vectores cualesquiera x e y en 8. De acuerdo con Ia condicion 2. de
la hipbtesis, por 1.3.4. y por la condicién 1. de Ia hip6tesis,se tiene
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X€SAY€ES= X€SA(~1)y€S=XESA-—YES = x+(—y)e§

En consecuencia,(S, +) es un subgrupo de (V, +).

2° § es cerrado para el producto por escalares, de acuerdo con la condicign 2.de Ia
hipbtesis.

La aplicacion del teorema demostrado es esencial para determinar si un conjunto S es un

subespacio de (V, +, K, .). Para que lo sea, deben verificarse las condiciones que figuran eq la
hip6tesis del mismo, a saber:

1. S#¢

2. SCV

3. xeSAryeS=x+yesS

4, ceKrxeS=axeS

Estas condiciones son, ademds, necesarias. Es decir, sabiendo que S esun subespacio, son
proposiciones verdaderas.

Ejemplo 1-8

Sean: el espacio vectorial (R®, +, R, .), y el conjunto S de las ternas ordenadas de R
tales que la tercera componente es igual a Iz suma de las dos primeras,
O sea

S = {(xl,xz,xs)eRa [x3 =x, +x2}

Afirmamos que S es un subespacio de R?, pues

1. (1,2,3) €S>S5 #¢

2. S CR® por la definicién de S,

3. (%1, %2, X3) ES A (Y1, Y2, ¥3)€8=x3=x; Txg Ava=py +yp, =
=x3Fys =gty ) F e ty2)= (0 Hyy, X Xy by)ess
= (Xg, X2, X3) +(V1,¥2, 1) €8

Hemos aplicado sucesivamente: la definicion de S, la adicion en R, I3 definicion de § y

la definicién de suma de ternas.

4. aeR A (X1,XZ,X3)ES:>G:ER NXy =Xy +XQ =
Faxy=ax; taxy D (@xg,ax,ax3)eS=a(xy, x,, X¥3) €S

Por definicion de 8, multiplicacién en R, definicion de S y la definicién de producto
de escalares por ternas,

Al subespacio S pertenecen las temas (x, x4, x3) € R que satisfacen Ia con dicién
Xy +x2 ~x3=0

Esta ecuacién define un plano que pasa por el origen.
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Ejemplo 1-9

Considerando el espacio vectorial de las funciones reales definidas en {0,1], que
denotamos mediante (RL, +, R, .), sean los subconjuntos

1. 8={feRYf0)=0)

2. S={feRYAO)=1)
En el caso 1. se tiene un subespacio de R!, como fue tratado en detalle en ] ejemplo
1-6. Independientemente del anilisis realizado en el ejemplo citado, se llega a 1a
misma conclusién aplicando el teorema demostrado, pero en forma mas simple.

En cuanto al caso 2., S no es un subespacio, pues no es cerrado para la suma, En
efecto, las funciones £ y gdeTen R definidas por

fix)=x+{ gx)=x? +1
satisfacen las condiciones
f(0) =1 g(0)=1

0 sea, son elementos de S. Pero la suma f + g estd definida por
(F+g) (x)=f(x) + gx) =x? +x +2
¥ 1o pertenece a S, ya que

(f+g (0=2

Ejemplo 1-10

Dado el espacio vectorial (R*, +, R, .} consideramos

S= { (xl,xg,x3,x4)€R4/x, +XQ +x3 +X4 :1}

Se verifica que

I. S#¢,pues(1,0,0,0) €8

2. S C R? por la definicién de §

3. S no es cerrado para la suma ya que

(1,1, -1,0)eS8 A (1,1,-1,0)€8 pero

(1,1, -1,00+@,1, 1, 0=(2,2,-2,0)£8

En consecuencia, S no es un subespacio. Por otra parte, el vector nulo no pertenece a
S,y esto basta para que 1o sea un subespacio.

Ejemplo 1-11.

Sea (R™*" 4+ R, )el espacio vectorial de Ias matrices cuadradas reales de # filas y
columnas,
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Si A € R"*" escribimos

2y A1 ... g

21 4y ... dan
A=

dn1 fBna ... Gun

Por definicién, traza .de una matriz cuadrada es la suma de los elementos de su
diagonal. La notaciOn es

trA=ay +a22 +... +Vﬂnn :!Ela“
El conjunto
S={AeR™ [/trA=0]

es el conjunto de las matrices de traza nula de R™*", y constituye un subespacio, pues
se verifica:

1. S # ¢, pues la matriz nula N es de traza nula, y en consecuencia es un elemento
de S.

2. S e R™™" por definicion de 8.

3. S es cerrado para la adicion.

Sean Ay B dos matrices cualesquiera de S. Entonces

n n
AESABGS=>trA=0AtrB=0=>Zla¢i=0/\'.21 by=0=
i= ) i=

n n n
=>% ay+ 2 by=0=2 (a; tby)=0=
i=1 i=1 i=1
S (A+B)=0=A+BeS

4. S cs cerrado para el producto por escalares. En efecto

n
acRA AeS=>oceRAtrA:0=>oceRA'21a!.t.=0=>
=
n n
=>o:.21 ai,‘:0=".21aa,-,-=0=>tr(ozA)=0=>0cAES
1= i=

Ejemplo I-12,
Consideremos § = [(xl, X3) € R?/x, = x, ] e investiguemos si S es un subespacio de
(Rz, +’ R’ ')'

Se ve de inmediato que no se verifica A4, pues no todo eclemento de S admite
opuesto en 8. Asi

(0, =1} eSpero(0, 1} £S

19
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Analizando la situacién en términos de la condicién suficiente demostrada, se verifica;
1. §+#¢
2. SCR?
3. Sescerrado para Ja suma,
(x1, X2) €SA(Y;, yy) €S =ux, FXAY 2 Yy =
TX Ty 2y, = (x, +tyi X, +y2)eS='(x1,x2)+(y;,y2)gs

Pero § no es cerrado para el producto por escalares, como lo demuestra el siguiente
ejemplo:

(2, eSA(-2)(2,1)= (-4, -2 ¢S

En consecuencia, S no es un subespacio de R?,

)

X1 = X,

1.9. OPERACIONES CON SUBESPACIOS

1.9.1. Interseccién de subespacios

Sea {S; | con iel una familia de subespacios de (V, +, K, .). Denotaremos con Sla
interseccion de dicha familia, o sea, S = _ﬂ[ S;. Resulta S un subespacio de V.
1€
Teorema. La interseccién de toda famitia de subespacios de V, es un subespacio de V,
Hipotesis) (V, +,K, yesun espacio vectorial
{s; } con i € I es una familia de subespacios de V ]



INTERSECCION DE SUBESPACIOS 21

Tesig) S = EQI S; es un subespacio de V,

Demostracion) De acuerdo con la condicidn suficiente 1.8.2. se verifica

1. 8 no es vacio, pues
OeS,-,VieI=>Oe_nIsi:
i€

> Ns2p=5+9

Por ser cada §; un subespacio y por definicién de interseccion,
2. Sestd incluido en V, ya que _
§;CV,Viel= _nls,-cv=>scv
I e
Por ser cada S; un subespacio de V y porque la interseccién de toda familia de

subconjuntos de V es una parte de éste.
3. 8 es cerrado para la suma. En efecto

XESAy€S=>XEnS,-Ay€n 5;=
iel iel
FXES;AYyES, Viel=x+yeS,, Viel=
=>x+ye_nIS,-=>x+yeS
Ie

Por definicion de interseccion, y porque todo S; es un subespacio.

4. § es cerrado para el producto por escalares.
Consideremos o € K y x € S. Ahora bien

aeKAxeS=>aer\xe_nIS,-=>
H 4
2>ackaxel§; Viel>uxeS;,Viel=

@axe_r}s,‘:axes
1€l -

Ejemplo 1-13
En (R?, +, R, .) consideramos los subespacios
S ={(x1, x5, x3) € R¥/x, =0} Sy ={(x1, %2, x3) €R¥/x; =O}
La interseccion de estos es
S=8y M8y ={(xy, %2, x3) €R®/x, =0 Ax3 =0}
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_Esto significa que un vector genérico de S es una terna del tipo (0, x,, 0) que puede
expresarse mediante (0, , 0) para algin a en R,
Entonces

s={(o,a,0)eR3/aeR)

O sea, S es el gje x,

X3 32

S,NS,

Xo

S,
Xy

Subespacios de R® son: R, {01}, todas las rectas que pasan por el origen y todos ios
planos que pasan por dicho punto. Dos rectas distmtas que pasan por el origen son
subespacios cuya interseccion es el vector nulo, y se llaman disjuntos.

1.9.2. Union de subespacios

SiS; ¥ S, son dos subespacios de (V, +,K, .), entonces §; US,, no es necesarlamente un
subespacio de V, como lo prueba el signiente ejemplo:

Consideremos en (R?, +, R, .) los subespacios S, v S, de la figura

J . S,
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La unién de ambos es el par de rectas, y eligiendo x € S_, » ¥ €8,, distintos del vector nulo,

se tiene
X631 WXESI USz

YES, =yeS5 US,

pero
XTygS US,

1.9.3. Suma de subespacios
Sean 8, y S, dos subespacios de (V, +, K, .). Definimos el conjunto
§= ‘er/x=x, +Xy AX €Sy Axy €S, ]
O sea
S={xeV/3x, €8, Aax, €S3 AX=X, + X, )
El conjunto § se llama suma de los subespacios S, y S, y se indica
$=58, 48,
Teorema. La suma de dos subespacios de V es un subespacio de V,
Hipotesis) 5; ¥ 8, son dos subespacios de (V, +,K, .}
§=8§, +8§;
Tesis) (S, +, K, .} es un subespacio de (V, +,K, )
Demostracién) Se verifican las condiciones expuestas en 1.8.2., a saber
1. Ses no vacio, pues
063, A0e8,=20+0=0¢e8, +5,=0¢8S =8 F¢
2. Sesuna parte de V, por la definicion de S,
3. § es cerrado para la sumna, ya que
XESAYES=X=X; +XAY =Y, +¥2AX,¥1 €S1AXy, ¥, €5, =
Xty =(x; ty))H (X ty2)AXy; +y €SiAX, Ty, €8, =
=x+yesS
4. S es cerrado para el producto por escalares, porque
aeKaxeS=neKax=x; +x,nX; €5;AX; €5, =
Fax=ax; taxAax; €S, Aax; €S, Paxel

Por consiguiente, la suma de subespacios es un subespacio.

Un caso particular importante se presenta cuando los subespacios S; y S, son disjuntos,
es decir, si §; NS, =/ 0} En esta situacién, el subespacio § = §, + Sz recibe el nombre de
suma directa de S, v S,, y se utiliza la notacién

S=8§, &8,
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Sintetizamos esto en la siguiente definicion

§5=8, 88, 8=5,+5, A8, N5, = {0}

Ejemplo 1-14

Consideremos primero los subespacios de R?
8 ={(@ B, 0/ cRAF R} S, ={(0,5",7)/6" e RayeR]
El subespacio suma 8 =S, + 8, estd formado por todas las ternas del tipo
(. +B7,7)=(a,06,7)

y es R*. Ambos subespacios son los planos indicados en la figura, y como su
interseccion es el eje x5, lasuma S =8, + S, =R no es directa.

En cambio, si

S; ={(e,0,0)/eeR}l y S,={(0,8,0/eR]
se tiene
$=8, +S, ={(a,8,0)/a cRAfeR]|

O sea, la suma es directa y se identifica con el plano horizontal
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Sy

S+ 5,

Extendemos la definicion de suma de subespacios al caso en que n > 2.

Definicion
Suma de los subespacios 8y, S,, ..., 5, de (V, +,K, ) es el conjunto

H H
S=2 S ={xeV/x=Z xnx; €8 vi=1,2,.. ,n]

i
n
Resulta S ='E1 S; un subespacio de (V, +, K, ).
]:
Ademds, si tales subespacios son disjuntos dos a dos, o sea
i#j=8,n8=1{0]

entonces diremos que S es la suma directa de ellos, y escribiremos

S=8, 8,8...88,

Ejemplo 1-15
Sean S, T y U subespacios de (V, +, K, ), tales que T C 8. Entonces se verifica que

SN(T+U)=T+(SNU)

I° xeSN(T+WU)=>xeSaxeT+U=
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FRESAX=X; +XAX; €TAX, U=
F(X +x6S5Ax,€8)AX, €UAX €T=
=%, €Tax, €SAX, eU =
=X €Tax; eSNU=x, +x, eET+HENU)=
=xeT+(SNU)
O sea
SNT+U)CT+ESNU) (1)

2. xeTHENU}=x=x;, +x37x; €eTax; eSNU=

=X, ETAXy €SAX, eU =
=Xy €TAX) €SAX, €SAX, e U=
=Xy +X, €5AX, +x,€eTHU=>
=X +xeSN(T+W=xeSN(T+U)
Luego
T+HENMCTSNA(T+U) (2)
De (1} y (2) resulta la igualdad.
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I-16. Determinar si las cuaternas que se indican denotan espacios vectoriales con las
operaciones que se indican

i)R,+Q) iii) (Q, +,R,
1) (Q,+ Q,.) iv) (R, +,Z,

1-17. Sea (V, +, K, ) un espacio vectorial, Demostrar
i})x+y=0=y=—x i) x tay=x+az ya#0=>y=2z
ii)xty=x=>y=0 V) ax=bxyx#0=>g=p
1-18. Determinar « sabiendo que y # 0y que
(1-x+ax-y)=x—y
1-19. Considerando V = R, o sea, el conjunto de las funciones reales con una variable real,
y K =R, investigar si son espacios vectoriales sobre R:

i ) El conjunto de las funciones continuas.
ii ) El conjunto de las funciones derivables.
iii) El conjunto de las funciones pares, o sea, las funciones feR® tales que

fx)=f(x).
iv) El conjunto de las funciones impares, es decir, las aplicaciones f ¢ R® que
verifican f (x) = —f (—x),
v ) El conjunto de las funciones constantes,
vi) El conjunto de las funciones no negativas,
1-20. Sean V=R? y K=R. Determinar si las siguientes operaciones definen sobre V- una
estructura de espacio vectorial.

@0+ @ )= Lor Ly Lyt Ly)
2 2 2 2

o (e, by=(oz, ab)

1-21. Determinar si (C*, +, C, .) es un espacio vectorial, definiendo
(z1,22) H (2", 2%2)= (2 + 2,2, +273)

z(z1,2;)=(22,,223)
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1-22,

1-23.

1-24,
1-25.

1-206.

1-27.

ESTRUCTURA DE ESPACIO VECTORIAL. SUBESPACIOS

Considerando el espacio vectorial (R?, +, R, .), investigar si los siguientes conjuntos
son subespacios de R?

1) S={(xy, x5, x2) eR¥fx; +x; =0 |

i) S={(xy, xq, x5} €R3/Ix, |=1xy |}

i) S=|(x,, x5, x3) € R¥ /x5 =x; + 2]
Sea el espacio vectorial (R", +, R,.). Determinar si los siguientes conjuntos son
subespacios de R”

i) S={(e1, %s,... xn) ERYx, € Z}

n
ii) S={(x1,x2,...,xn)eR"/i§1 @;x;=0Aq; R}

Demostrar que 8 = { (z, wyeC*z=iw } es un subespacio de (C?, +,C, ).

Sean C* y 8= {(z, w)e C?/z —Z +w=0. Determinar si son subespacios (S, +, C, )
y(5,+ R,

Sean S y T subespacios de (V, +, K, .). En el producto cartesiano S X T se definen
T, yy=x+x,y+y)
a(x,y)= {ax,ay)

Demostrar que (SX T, +,K,.) es un espacio vectorial. El espacio S X T se llama
producto directo de S por T.

(R"*" -+ R, .} denota el espacio vectorial de las matrices reales n x .
Por definicion, la matriz A € R™ " se llama triangular superior si y s6lo &

z'>j=>a,-_,-=-0

Demostrar que (S, +,R,.) es un subespacio de R"*", siendo S el conjunto de las
matrices triangulares superiores.

1-28. Dado (R?, + , R, .), determinar si los siguientes subconjuntos son subespacios

1-29,

i} S={(x,») /(- p)* =(x +)?]

ii) Tzl(x.y)f%x +y=x“-;—y}

Considerando (C*,+, R, ) el espacio vectorial de los pares ordenados de niimeros
complejos sobre el cuerpo de los reales, investigar si los siguientes conjuntos son
subespacios del mismo.

i)S=!(z,u)eC?z* +u* =0{

i) S={(z,u)eC*/z+2meR }

i) S={(z, u) € C*/Re (z) =Re (1)}

iv) S={(,u)eC* [Im(z)=0rRe(z —u)=Im(z) }
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v) S={(z,u)eC?*/z=u}
vi) S=1(z,u)€C* [Im (z)— Im (@)=0}

1-30. Sean 8, Ty U subespacios de (V, -+, K, ). Demostrar
i)S+T=T+S.
i) S+H(T+U)=8+T)+U.
ili) SCS+T.
1-31. Demostrar que si el subespacio S de (V, +,K, ) es la suma directa de los subespacios

S; ¥ S, entonces todo vector de S puede expresarse de modo Gnico como la suma de
un vector de S, yuno de §;.

1-32. Sean (R™*", +, R, ) v los subconjuntos

§= { AeRM" /a,-,-=a,-, Vi V]}
T={ AeR™ [g;=—a; ViV
Por definicién, los elementos de S se llaman matrices simétricas, y los de T se llaman

matrices antisimétricas.
Demostrar

1°. 8 y T son subespacios de R™*"
20, Rnxu =g (BT




Capitulo 2

DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL,
BASE Y DIMENSION .

2.1. INTRODUCCION

En esta unidad introducimos las definiciones de combinacién lineal de un conjunto no
vacio de un espacio vectorial y de subespacio generado por el mismo. Se estudian la
dependencia e independencia lineal ¥ los sistemas de generadores, a fin de caracterizar los
conceptos de base y de dimensién en el caso finito,

2.2. COMBINACIONES LINEALES
2.2.1. Concepto

Sea A={vp,v,, ..., v, ) una familia o conjunto de vectores del espacio (V, +,K, ).
Entenderemos por combinacién lineal de la familia A toda suma de productos de escalares
arbitrarios de K, por los vectores de A,

Definicion
Combinacién lineal de la familia A C V eg todo vector del tipo
n

Ela,-v,-:a, vitogv, +.. .+, ValogeKaveA

I

En particular, si todos los escalares son nulos, la combinacion lineal se Nama trivial y se
obtiene el vector nulo,

Definicion
El vector v € V es combinacién lineal de la familia A C V, si y s6lo si existen escalares
&1, 0, .. .0, tales que
"

v=3 a;v;
i=1
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Ejemplo 2-1,
Sean los vectores vy =(—1,0,2)y v =(—1,2,4)en R3 . Determinamos si {os vectores
v=(-1,1,3)yu=(1, 2, 2) son combinacion lineal de v, ¥ v,.

1. Para que v sea combinacidn lineal de v, y v, deben existir escalares @; ¥ &, tales
que

oy vy o, vy =v
O sea .
o, (-1,0, ) +a, (~1,2,4)=(-1,1,3)
Por definicion de ley externa es

(-, 0,2 ay) +(—0y, 2a,, 405) = (1,1, 3)
Por suma de ternas
(—ay — 03, 20y, 20y +4ay)=(-1,1,3)
Por igualdad de ternas resulta
— 0y — Oy =-1
20!2 =]
2 [+ 21 +4 0y = 3

Entonces

0y +2a2 "_—':'32'

. 1 . . .
Sustituyendo &y =— en la primera ecuacion, se tiene
255 :

1 1
ay +E=1=>a1%~

2

' L. iy 1
Como ambos valores oy =—;— y oy =;)— satisfacen la tercera relacion es v =E vy +-1—v2.

~

0 sea, v puede expresarse como combinacién lineal tnica de v, y v,.

2.8iu=(1, 2, 2), entonces procediendo anilogamente se llega a

31
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-0y — 0y =1 o + ty = —|
2a2=2 o bien o= 1
2&1‘{"4&2:2 a1+2a2= 1

De donde
G =l=a +l=-1=a =-2
Al sustituir en la tercera ecuacién
~2+2.1=0+#1

Entonces u no es combinacién lineal de v, y v,.

Ejemplo 2-2,

En el espacio vectorial de las funciones reales de una variable real (R®, + R, ) sean las
funciones f y g definidas por

f()=e y gn=€"

Determinar todas las combinaciones lineales, es decir, los escalares a y b, tales que
af+bg=0

donde 0 denota la funcion nula, definida por 0 (£)=0, v feR. 7
Por definicién de funciones iguales, suma de funciones y producto de escalares por
funciones (véase 1.4.) se tiene

af(f)+bg(#)=0 cualquiera que seareR
O sea
get +het=0 (1)

El propdsito es obtener los escalares a y b que satisfagan a (1) para todo 7 € R,
Derivando (1) se tiene

aet +3pelt=0 (2)
Restando (2) y (1) es
2 et =

Y como ¢*! nunca es cero, resulta b =0, que sustituido en (1) nos da

aet=0
En consecuencia es 2 =0,
Luego,la Ginica combinacion lineal de f y g que da la funcidn nula es ka trivial. Toda vez
que esto ocurra, diremos que los vectores, en este caso f y g son linealmente
independientes.
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Ejemplo 2-3-1.
Decidimos si €l vectorv ={(1,2,3)es combinacién fineal de la familia cuyos elementos
son los vectores de R? .

v, =(1,0,-1) v, =(0,1,-1) vs=(1,1, -2)
Investigamos si existen escalares reales a, b y ¢, tales que
avy Thvy +ecvy=v
Entonces, debe ser
a(1,0,-1)+b(0,1,-1)+c(1,1,-2)=(1,2,3)
Efectuando operaciones
(a,0,—a) +(0, b, —b) + (¢, ¢, -2c)=(1,2,3)
{a+te b+e—a—b-2)=(1,2,3)

Por igualdad de ternas es

atc=1

b+c=2

—g—-b-2¢c=3
Sumando las tres relaciones se tiene
0=6

lo que es imposible.
En consecuencia, v no es combinaci6n lineal de vy, ¥;, ¥ V3.

Ejemplo 2-3-2,

En el espacio vectorial (R**?, +, R, .} se consideran las matrices

Y

) () )

Determinar todas las combinaciones lineales de A, B y C que den la matriz nula N.
Hay que obtener &, § y 7y en R, tales que

@¢A+BB+yC=N

o s) i o) 02)-(00)

O sea
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Por producto de escalares por matrices es

o) o) -(a)

Por suma en R**? g tiene
atp 0) 0 o
B+y a+vy/ lo 0

Por igualdad de matrices resulta

a+ =0
B+y=
a+ y=
De las dos primeras se deduce
=8 y y=-p
Sustituyendo en Ia tercera es
-28=20
O sea
=20

Luego a ==y =0 y la tinica combinacién lineal que satisface la relacion propuesta es
ta trivial.

2.3. SUBESPACIO GENERADO
23.1. Conjunto de combinaciones lineales

Sea A un conjunto no vacio de vectores del espacio (V, +,K,.). A expensas de A
podemos formar el subconjunto de V cuyos elementos sean todas las combinaciones lineales
de los vectores de A. A este conjunto lo denotaremos con el simbolo A, que se lee “A raya”,

SiA={vi,vy,...,v, } , entonces escribiremos

— n
A={ 21 v /o eKAav e

=

Ejemplo 2-4,
El conjunto de todas las combinaciones lineales de los vectores
vi=(1,0,1) v v,;=(0,1,1)deR?
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s .
A={a;(1,0,1)+a, (0,1,1) /0y €RAc, eR)
QO sea

_={(a,,0£2,a1 +oay) /oy eRAw, eR}

En consecuencia, a A pertenecen todas las ternas cuya tercera componente es la suma
de las dos primeras.
Podemos escribir

A= {(xh X2, %3) €R? [ x5 =2, +x2]

2.3.2. Subespacio generado por una familia de vectores

Teorema. El conjunto de las combinaciones lineales de toda familia no vacia de un
espacio vectorial es un subespacio del mismo.

Hipotesis) (V, +, K, .) es un espacio vectorial

A={vi, v, .. 4V, } CV
Tesis) (A, +, K, .) es un subespacio de 'V
Demostracion)
1.Siendov, =1v; +0v, +...+0v, se deduce que v, €A, 0sea, A# ¢

2. Por definicidn, se tiene
—_ n
vEA=T oy, 0,...,0, EKIV'—‘_ZI GV, AV,EA=
. =
n
=>v=_21 v A EK AV, eV, puessACY
i=

Luego
O sea

3. A escerrado para la suma,
SeanvyuenA,

. _ n n n n
VEAAUEA=Vv=Z auv; Au=2 Bvi® vHtu=2 osv;+ 2 fiv;=
i=1 =t i=1 il

n n n
=>v+wa=i§)1 (o v+ B; v) = v+u=_§1 (a,-+Bi)vi=>v+u=i21 Yvi= v+tueA
= i= =
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4. A escerrado para el producto por escalares.
SeanaeKyveA,

_ n
aeKAveA=aeK A v:_El ;v =
=

i n n n —
Say=g '21 oy v; =i21 a{o; v,-):_E1 (woy) v, = ,21 BiviaveA
i= = i= i=

Como se cumplen las hipotesis del teorema 1.8.2,, resulta (A, +, K, .), un subespacio de
(V, +, K, ).
Definicion

El subespacio de las combinaciones lineales de Ia familia no vacia A CV se llama
subespacio generado por A.

Ejemplo 2-5,

Determinar el subespacio de (R?, +, R ,.) generado por la familia A cuyos elementos
son los vectores

vl=(2=1,2) y V2=(1,2, 1)
Por definicion, el subespacio Aesel conjunto de las ternas (x,, x,, x 3) €R? tales que

(X1, %2, X3} =0y (2,1,2) + @, (1,2,1)
= oy, 01, 200 ) + (e, 205, @3)
=2a tay, 0 + 20, 2a, +ay)
Por igualdad de ternas es

2o, + o, =x,
ay + 20 =X,

2a; + ay =x,

De la primera y tercera relacion se deduce
X1 =X3

Y X4 es cualguier nimero reai.
En consecuencia

A= { 1, x2,x1)/x1 eRAx, ER}
Aesel plano de ecuacion

Xy —X3=O
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X3

N w<
X2
Ejemplo 2-6.

Obtener el subespacio de (R***, +, R, .) generado por las matrices

V_(l o0, _(°! v.=(00

T lo loo *11o0
_ 3
A={i§1a,-‘v,-/tx,-EKAV,-EA}

Xy

Todo vector de A es una matriz ( i Z ) tal que

(1 '0) (0 1 (0 0) (a b)
+ +o =
“lo 4/ " ™\oo/ Plro) \ed

Realizando operaciones en R**? es
(a, 0) (0 ag) (0 0) a b
0 —o 0 0 a; 0 c d
o, az) (a b)
(Ot;.; -0y B \ C d

k)
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En consecuencia
0y =a,0,=h,0=c, -0, =d
Luego
d=—aybvye

son nimeros reales cualesquiera.

Los vectores de A son matrices del tipo

[2)

Es decir, A es el subespacio de matrices de traza nula.

2.3.3. Propiedad

El subespacio gencrado por una familia no vacia de un espacio vectorial es la interseccién
de todos los subespacios que incluyen dicha fumilia.

Hipotesis} (V, +, K, .) es un espacio vectorial.
dFA= {V],Vg,. ..,vn} cVv
f 5; } con i € es[a familia de todos los subespacios qué incluyen A.
Tesis) A=[1 8,
iel

Demostracion)

Probaremos laslos inclusiones que conducen a la igualdad,

1.LAcNs,
iel
En efecto
_ n
xeA='x=.E)1 v, A geKAveA=
J:
"
=>x:_21 v, Aoy EK A v €8, Viel=
]:
=>xeS,-,Vie[=>x€q S;
£
2.Ns,ca
iel

Como todo v; de A es combinacion lineal de los elementos de A, pues
vi=0vy +0vy +... . +1lv;+ ...+ Ov,,
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se tiene que,
ACA
A siendo A un subespacio que incluye a A, se identifica con algiin S;. es decir. existe j en
1 tal que 5; = A.
Por otra parte, como la interseccion estd incluida en cualquiera de los conjuntos que se
intersecan, €s

QI S,- C Sf VJEI

En consecuencia

Ns,ca

iel
Por to tanto

K-_'n S,‘

En virtud del teorema demostrado? observamos e el subespacio generado por una
familia no vacia de vectores de V £5 el “‘minimo” subespacio, en el sentido de inclusion, que
incluye a A.

Efemplo 2-7.
Demostrar que los siguientes conjuntos de vectores generan el mismo subespacio de
R3.

A=, -1,1),6,0, D} B={(-2,-1,0),(5-23)]
Determinaremos A y B,

1. A A pertenecen las ternas (x, ¥, ), tales que

Gy, z)=t(1,-1,1) +u(3,0,1)

Entonces
(x,y,2)=(t ~t, ) + (3u, 0, u)
x,y,2)=(t+3u,-t,t+u)
Luego
x=t+3u
y=-—t
z=t+tu
Como = -y, se tiene
x=—y+3u

=—y+u
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O sea
x =-y+3u
3z =-3y+3u
Restando
x—32=2
Resulta

A= {(x,y,z)eRa/x —2y—3z=0}
2. Procediendo andlogamente para obtener B es
Cx, v, 2} = £(~2,—=1,0) +u (5,-2,3)
(x, y, 2} =(-2t, ~1, 0) + (Su, —2u, 3u)
(x, y, z) = (2t + Su, ~t —2u, 3u)

O sea
x=—2f+5u
y=—t--2u
z=3u
Como # =§ Z, se tiene
5
x=-2t+—
32
y=—-t——2
O bien
x =2t+—z
4
2y = 2¢t—-—z
Y 3
Restando
x--2y=3z
Luego
B= {(x,y,z)eRa/x-—zy,gz:O}
Resulta

A=B

La ecuacién x — 2y — 3z = 0 corresponde a un plano que pasa por ¢l origen.
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Efemplo 2-8.

El subespacio de (V, +, K, .) generado por un vector v es, en particular, el conjunto de
todos los miiltiplos escalares de v, o sea

{kv/kek}

Determinamos el subespacio de R? generado por v=(1,2).
Llamando S a tal subespacio, se tiene

S=1{ (1 x2) (%1, X2) =k (1, 2}

En consecuencia
(1, x2) = (k, 2k}
0 sea
x1=k y x,=2k
Eliminando el parametro k entre ambas relaciones, resulta
Xy =2y
0 lo que es lo mismo
2x; —x,=0

Entonces

S={ (rg, %) €R? [ 2x; ~ x, =0
S es la recta que pasa por ¢l origen representada en la figura

X2 “

(1,2
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2.4, DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL
2.4.1. Conjunto linealmente independiente

En el ejemplo 2-2 hemos demostrado que Ia iinica combinacion lineal de los vectores f y
g, cuyo resultado es el vector nulo, es la trivial, O sea

af+bg=0=a=b=0

En este caso, los vectores son las funciones de R en R definidas por
f(h=e' y g(=¢*
y la funcién que asigna a todo nimero real ¢, el valor 0, es el vector hulo. Este hecho se
traduce diciendo que los vectores f y g son linealmente independientes, o bien que el
conjunto {f,g} es linealmente independiente.

Sea A={vy,va,..., V.| una familia de vectores del espacio (V, +, K, )

Definicion

La familia A € V es linealmente independiente si y sélo si la urica combinacién
lineal de dicha familia, cuyo resultado sea el vector nulo, es la trivial.

En simbolos

,
A es linealmente independiente « Vi '@1 o v;=0=>0;=90,

La independencia lineal de un conjunto finito y no vacio de vectores significa que no
puede darse una combinacion lineal de dicho conjunto que dé el vector nulo, con algin
escalar distinto de cero.

Para investigar la independencia lineal de un conjunto de vectores, se propone una
combinacion lineal de éstos, con escalares a determinar, que sea igual al vector nulo. Si los
escalares son necesariamente nulos, entonces ¢l conjunto es linealmente independiente.

Convenimos en que el conjunto vacio es linealmente independiente.

Definicion
El conjunto A C V es linealmente independiente si y sélo si todo subconjunto finito de
A es linealmente independiente.

Esta definicion extiende el concepto de independencia lineal a toda familia de vectores de
un espacio V.
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Ejemplo 2-9.
Dado el espacio vectorial (R3, +,R,.) determinar si los siguientes conjuntos de
vectores son lineaimente independientes.

1) A={(1,0, 0)’(03 1,0) ’(070’ 1),

iy B={(1,-1,0),(1,1,2),(1,0, 1}}
i) Sea
a; (1,0,0)+a, (0,1,0)+a, (0,0,1)=(0, 0, 0)
(01, 0,0) + (0, &, 0) + (0,0, i3 )= (0, 0, 0)
(0,05, 03)=(0,0,0)
Por igualdad de ternas resulta
@y =0y =03 =0
Luego
A es linealmente independiente

i} Procediendo andlogamente

oy (19 —130)+0‘:’2 (1) 1,2)"‘&3 (1105 1):(05 0! 0)
(Oil,—al,U)""(ﬂig,%,z%)"‘(053,0,&3)"_"(0,0,0)
(al +0£2 +(13,~O!| +a2’2a2 +a3)=(0,0,0)

Entonces

oy + oy tay =0
—ay + Gy =0=a; =a,
20, tay =0=a; =20,
Las infinitas soluciones de este sistema de ecuaciones son
o, =k
oy =k
a;=—2k conkeR

En consecuencia, B no es linealmente independiente, ya que los escalares no son
necesariamente nulos. Mds ain, existen infinitas combinaciones lineales no triviales
cuyos resultados son €l vector nulo,

Ejemplo 2-10.

En (R', +,R,.), donde [ =[O0, 1], los vectores v, =sen y v, = cos son linealmente
independientes. '
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Sea
oy sert + oy cos=0
Viel[0,l]es
(cry sen + oy cos) (1) =0 ()

Por definicién de suma de funciones y de funcién nula

(ceysen) (£) + (a cos) () =0

Por definicion de producto de escalares por funciones

oy sent+a, cost=0 (1) verel

Derivando

0 COSt- oy sen =0 (2)

Resolvemos ¢l sistema respectode ay y @,

Sent  cost
A= =—sen® t — cos® t= -]
cos b - sen t
0 cost sent O
Ao, = =0 A, = -
0O -sent cost 0
Y la Gnica solucion es
&y =0y =0

O sea
{ Y1, Vs } es linealmente independiente

Liemplo 2-11,
Sabiendo que dos vectores v; y v, son linealmente independientes en (V, +, K, )
demostrar que v; + v, y v, son linealmente independientes.
Consideremos una combinacién lineal de la familia {vl +v2,vz} que sea igual al
vector nulo, con escalares ¢ y &, que determinaremos:

a(vl +VQ)+bV2 :0
Por distributividad respecto de la suma en V

avy tavy +bhv, =0
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Por distributividad respecto de la sumaen K
avy +@+b)v, =0

por hipotesis, vy y v, son linealmente independientes, se deduce
a=0y a+b=0

Como,

En consecuencia
a=b=0

Por consiguiente, vy + vy ¥ v, son linealmente independientes.

1 4.2, Propiedad.

Si un vector es combinacién lineal de una familia linealmente independiente, entonces
dicha combinacidn lineal es Gnica,

Sea v €V combinacién lineal de la familia { Vi,V2,. 0 Vp } , y ésta linealmente
independiente. Entonces existen escalares a; tales que

.
\ &N AT
i=1

Suponemos que existen escalares f; tales que

'
v =i§13i vi
Entonces
r r

El ;g :El Bi vi
O sea

r r

Zovi—Z fivi=0

Luego

r
Z (o B)vi=0
i=1
Y como la familia es linealmente independiente, se deduce que
o ;=0 =0=p Vi=12,..,r

En consecuerncia, la combinacion lineal es tinica.

2.4.3. Conjunto linealmente dependiente
En el ejemplo 2-9 ii) hemos probado que existen escalares no simultineamente nulos oy,
ey, 0y tales que

O
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al (1’ '_1: 0) +0£2 (1, 11 2) +a3 (I, 0: ]):(0’ 0: D)
Diremos que los vectores (1, --1,0), (1, 1,2) y (1,0, 1) son linealmente dependientes,
Definicion

La familia ACV es linealmente dependiente si y sdlo si no es linealmentg
independiente.

La familia A = { Vi,V2, ...V } es un conjunto linealmente dependiente de vectores
de V si y sdlo si existe una combinacién lineal no trivial de dicha familia cuyo
resultado sea el vector nulo.

Negando las dos proposiciones que figuran en la definicién de independencia lineal, se
tiene

r
A es linealmente dependiente < 3/ _Eloc,- v;i=0Aq;#0.
i=

La dependencia lineal de un conjunto finito de vectores significa que tiene que existir, al
menos, una combinacion lineal de éstos que dé el vector nulo y que no sea trivial,

Para investigar la dependencia lineal de una familia de vectores, se propone una |

combinacion lineal de dicha familia, con escalares a determinar, que sea igual al vector nulo.
Si algin escalar es distinto de 0, entonces la familia es linealmente dependiente.

Efjemplo 2-12,

Los vectores (-2, 4) y (1, —2) son linealmente dependientes en (R?, +, R, D
En efecto, sea

@ (~2,4) 4+ (1, -2)=(0,0)

Por definicién de producto de escalares por pares y por suma de pares es

('"2 291 +a2s4 &y — 2“2): (0’ 0)
Por igualdad de pares resulta

20+ @, =0
doa; —2a,=0
Bividiendo la segunda relacién por —2, el sistema se reduce a la tinica ecuacion
—2a;, ta, =0
Esta admite infinitas soluciones, dadas por
o =k

& =2k yv keR
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Ejemplo 2-13.

L.as matrices

1 0 0 1 0 0 0 0
Ell ) ( ) E12 ) ( ) E21 ) ( ) Ezz ) ( )
0 0 0 0 1 0 o 1

son vectores linealmente independientes del espacio vectorial (K?*? +,K,.), pues
cualquiera que sea la combinacion lineal de los mismos con escalares en K, cuyo
resultado sea la matriz nula, es la trivial. En efecto

o By 4o By +a3 By +ag Eyp =N=
o, O 0 o 6 0 0O 0 0 0O
0 0 0 0 o O 0 o, 0 0
oy Qy 0 0)
= =
(013 0!4) (0 0

o) =0y =03 =0, =0

Luego

47
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En cambio, las matrices

son linealmente dependientes, pues

&y A+a2 B—‘:N#

a —a, 0 0 0
(o ol o)
@ —ay 0 0 0

@~ =0=a =0, =k Vkek

Por consiguiente, existen escalares no simultineamente nulos que satisfacen Ia relacion
anterior, lo que prueba la dependencia lineal,

O sea

2.4.3. Propiedades

i ) Todo vector no nulo de un es
independiente,

Seav#0en (V,+ K, ). Considerernos

pacio vectorial constituye un conjunto finealmente

ay=0

De acuerdo con 1.3.3., como v #0, se deduce que «=0, y en consecuencia

{v] es
linealmente independiente,

ii ) El vector nulo de cual

quier espacio vectorial constituye un conjunto linealmente
dependiente.

En efecto, cualquier escalar, nulo o no, satisface la relacién o 0= 0, segiin io demostrado
en 1.3.2, '

iii) Todo conjunto al que pertenezca el vector nulo es linealmente dependiente,
Sea A={vy, , V2,..., V) conv;=0. Se verifica que
Ov, + 0w, toootagvt. . +0v,.=0
( sea
ayv=a,0=0
con ¢ no necesariamente nulo.
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iv) Un conjunto finito y no vacio de vectores es linealmente dependiente si y solo si algiin
vector es combinacion lineal de los demds,

Sea A={Vi,Vas -0 v+ | una familia de vectores de (V, +,K, .}. Demostramos las dos
condiciones en que se desdobla el enunciado: necesaria y suficiente.

n
1°. A es linealmente dependiente =37/ v, =% f;v,.
1=, P

Por definicidén de dependencia lineal
A es linealmente dependiente =

r
=X oqv=0p og#EO=
=1
mn

= 0; ¥y +i§j o vi=0 A FO =

n
=>a_,-vj= —iaj &; v A 0‘1‘#0

Premultiplicando por o;*, inverso multiplicativo en K, de o; #0, se tiene

n
ot (g vp) = (o )‘EJ. vy
Por A, v propiedad de la sumatoria

n
" ag)vy= 2 (-0 Yy (g v)
Porinversosen K y Aq es

n
1 v = t‘Ef (*Cdj_l Otg) Vi

Teniendo en cuenta A g, ¥ Hlamando §; a oy " oy se deduce
n
25 : ¥
Vi iéj Bivi

En consecuencia, existe v; € A, que es combinacién lineal de los restantes vectores de A.

n
2°.v; =.2$Ij a; v; = A es linealmente dependiente.
]

Por hip6tesis y trasposicion de términos se tiene

n "
vi= % v, ov;—vi=0cong=-1
i G (AL i¥i ¥ vl

Como o # 0, ¢l conjunto A es lincalmente dependiente.

v} Un conjunto finito y no vacio de vectores es linealmente independiente si vy solo si
ningln vector es combinacién lineal de los demas.
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Nada hay que demostrar, pues basta negar las dos proposiciones de la condicién necesaria
y suficiente anterior,
En simbolos
n
A es linealmente independiente « Viivi#E L By
i#£]

En lo sucesivo, y en algunas ocasiones, abreviaremos las expresiones: “linealmente
independiente” y “linealmente dependiente” mediante “L.1.” y “L.D.”, respectivamente.

vi) Un conjunto finito y ordenado de vectores al que no pertenece el vector nulo es
linealmente dependiente si y sblo si algin vector es combinacitn lineal de los
precedentes. ’

k-1
1% A= {v),vs,..,v, ] esLD A 0ﬁ“A=>3k/2\<\k-<rAvk=_§1 o v;

Demostracién) Sea & el primer entero positivo tal que

1 Vi, vy, .. .,vk} es L.D,
k existe por el principio de buena ordenacion.
Por definicion se tiene

k
_El. ﬁ,-v,-:(} yalgL'm ﬁl:f':‘o

I

Si B, =0, entonces {vl, Va,.. Ve } seria LD, contra fo supuesto.

Luego g, # 0, y procediendo como en iv) 1?2 ‘se deduce que

k-1

Ve = 2oy

i=1
O sea, v, es combinacion lineal de Jos precedentes, y & es tal que 2 < k< s,
2%, El reciproco es obvio ¥ puede ser demostrado como ejercicio,
De acuerdo con los conceptos anteriores podemos afirmar que las siguientes proposiciones

son equivalentes:

a) AesLl.
b) Toda combinacién lineal de la familia A, cuyo resultado sea e vector nulo, es la trivial.
¢) Ninglin vector de A es combinacion lineal de los demds,
Andlogamente son cquivalentes:
a’) AesLD,

b’) Existe una combinacion lineal de la familia A con escalares no todos nulos, cuyo
resultado es el vector nulo.

¢') Algiin vector de A es combinacién lineal de los demds.

ﬂ
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Ejemplo 2-14.
En el espacio vectorial de los polinomios reales sobre el cuerpo de los reales, Py Q
definidos por
P(x)=x>+x Qx)=-2x
son linealmente independientes.
Sea
aP? 4+ pQ =0 donde 0 denota el polinomio nulo

Cualquiera que sea x € R se verifica

{aP + bQ) (x) =0 (x)
Por definicién de suma de funciones y de polinomio nulo es

(@) (x)+(BQ x)=0 VxeR

Por definicién de producto de escalares por polinomios, se tiene

aP(x)+bQ(x)=0
0 sea

a(x® +x)+b(-2%)=0
Luego
ax®* +(@—2b)x=0 VxeR

Six =—1,se verificag — a + 2b =0, y en consecuencia b = 0.
Entonces es ax? +ax =0, y haciendo x = 1, resulta 22 =0, o sea,a =0.

2.5. SISTEMA DE GENERADORES

2.5.1. Concepto

Si un conjunto no vacio de vectores de un espacio (V, +, K, .) es tal que todo vector de V
puede expresarse como combinacion lineal de dicho conjunto, entonces se dice que éste es
un sistema de generadores de V. Esto equivale a decir que el subespacio de V generado por
tal conjunto es ¢l mismo V. El concepto de sistema de generadores de un espacio vectorial es
independiente de la dependencia o independencia lineal del sistema. O sea, un sistema de
generadores puede ser linealmente independiente o no.

Definicion
La familia A= { Vi,¥3, .- Y } es un sistema de generadores de V si y solo si todo

vector de V puede expresarse como combinacién lineal de los vectores de A. O bien, A -
es un sistema de generadores de V si y s6lo si el subespacio generado por A es V.

Las notaciones “S.G.” y “C.L.”" son abreviaturas de “sistema de generadores” y -
“combinacion lineal”, respectivamente.
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La traduccion simbolica de la definicidn anterior es
. r
AesunS.G, de V¢V€V=7v=i§1 0 v;

O bien
AesunS.G. de Ve A=YV

Ejemplo 2-15,
El conjunte A = { (1, 0),(0, 1), (1, 1) } es un sistema de generadores de R?.
En efecto, si (¢, b) es cualquier vector de R?, deben existir escalares e, 8y 7 tales que
(1,00 +80, D+, D=(a, b)

Osea

(@+y.,B+y)=@,b)
Luego

at+ty=a A B+y=b
En consecuencia

a=a—-k , B=b-k , y=k VEkeR

Este resultado nos dice que, efectivamente, A es un S.G. de R?, y ademds, que
cualquier vector del espacto puede expresarse de infinitas maneras como C.L. de los
vectores de A. Por otra parte, es filcil verificar que A constituye una familia L.D,

En el ejemplo 2-6 estd demostrado que las matrices V,, V, y V, constituyen un
sisterna de generadores del espacio vectorial de las matrices reales de traza nula del tipo
2 X 2. Ademais, tales matrices son linealmente independientes.

2.5.2. Propiedad

Sila familia A={v;,v,,...,v.)es un S.G. L.D. de V, entonces existe v; € A, tal que
A— |v;| esunS.G.deV.

Demostracion) Por ser A un sistema de generadores de V, se verifica

,
VEV=y= '21 a;v; (1)
j=

Como A ¢s linealmente dependiente, por 2.4.3. iv), algin vector de A, digamos vy, €5
combinacidn lineal de los restantes, o sea

r
Jv; tal que v; = E Bivi (2)
1]

Teniendo en cuenta (1) y (2) podemos escribir



BASE

r r r
v=opvit 2 ooy =y 3 Bivi+ X o=
) 1#) i T Jl.qkjﬁl i PR (A

r r
= Hz&:j (B +oapv= Ej Vi Vi

En consecuencia, A - { \/] } es un sistema de generadores de V.

Ejemplo 2-17,

Determinamos si los vectores v; =(1,1,1), v, =(1,1,0) y
(R?, +, R, .) constituyen un sistema de generadores de R>,

53

v3 =(1,0,0) de

El problema se reduce a investigar si existen escalares reales @, § y v, tales que

cualquiera que sea (@, b, ¢) € R? se verifique
a(l,1,1)+8(1,1,0)+7(1,0,0)=(a, b, ¢}
(a+f+y,a+f,a)=(a,b,0

Luego
a+f+y=a
a+p =h
o =c

De donde resulta

a@=c,fi=b-¢c,y=a-0>b

En consecuencia, todo vector de R® puede expresarse como C.L. de los vectores
propuestos, Observamos, ademds, que tal C.L. es iinica para cada v ¢ R®,

En el caso en que (a,b,¢) sea el vector nulo, los escalares son nulos, v en
consecuencia los vectores vy, v, ¥ v3, ademds de constituir un 8.G., son LI,

Por este motivo se dice que tales vectores son una base de (R®, +, R, ).

2.6. BASE DE UN ESPACIO VECTORIAL

2.6.1. Concepto de base

Sea A={vy,v,,...,¥,} unafamilia de vectores de (V, + K, .).

Definicion

La famiia A C V es una base de (V, +, K.)) si y s6lo si es un conjunto linealmente

independiente y sistema de generadores de V.

ACVesunabasede Ve AesLLyA=V
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Ejemplo 2-18.

Una base de (K", +, K, .) es el conjunto de vectores

e;= (1,0,0,...,0)
e, = (0,1,0,...,0)

El lector puede comprobar que la familia { €1,€2 ,.. .8 } es linealmente
independiente y un sisiema de generadores de K”. Tal familia recibe el nombre de base
candnica.

Ejemplo 2-19.

En el ejemplo 2-13 se demostrd que las matrices Eyy , Bz , Eay ¥ ., constituyen
una familia linealmente independiente del espacio (X%, + K, ).

Ademds, tal conjunto es un sistema de generadores de dicho espacio, y en consecuencia
es una base del mismo. La llamaremos también base canénica de K***.

Ejemplo 2-20.

Determinar una base del subespacio de (R?, +, R, ) estudiado en ¢l ejemplo 1-8.
Tal subespacio es

S= { (xl,xz,x3)ER3 [ x3 =% +x2}

Si{a, b, ¢)es un vector genérico de S, entonces se tiene ¢ =& + b, v en consecuencia
podemos escribir, en virtud de las leyes de composicion en 8:

(@ b, c)=(ahbatb)=( 0,a) +(0,b,b)=a(1,0,1)+ 2 (0, 1, 1)
Este resultado nos dice que tos vectores de R?
v, =(1,0, yyv, =(0,1,1)
constituyen un sistema de generadores de S. Ademis, son linealmente independientes,
pues
a(1,0,1)+b(0, 1, 1=(0,0,0)=a=b=0

Por consiguiente, v; ¥ v, constituyen una base de S.

1.6.2. Coordenadas o componentes de un vector

En este texto consideraremos unicamente espacios vectoriales de bases finitas. En
algunas ocasiones, para indicar que | v1,¥2s -0 0 Vn | es una base del espacio vectorial
(V, + K, ), utilizaremos el simbolo [v] para hacer referencia a ella.

Si |vi,Va,.. 5V | es una base de (V, +,K,.), entonces cada vector de V puede
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expresarse de modo inico como combinacidn lineal de la base, ya que los vectores de ésta
son linealmente independientes y sistema de generadores, de acuerdo con 2.4.2.

O sea, si X € V, entonces existen y son dnicos los escalares xy, X, . . ., x» tales que

n
X=X,V tx, vt dx, v, = '21 Xiv
l:

Respecto de la base dada, el vector x € V queda caracterizado por los coeficientes de la
combinacion lineal, o sea, por la n--upla de elementos de K: (x,, x5 ,. . ., x,). Los escalares
x; s¢ llaman coordenadas o componentes del vector x € V, respecto de la base dada. Si se
glige otra base en el espacio V, entonces €l mismo vector x admite otras coordenadas o
componentes: {x;, x%, ..., x").

Demostraremos mas adelante que dos bases cualesquiera de un mismo espacio vectorial
son coordinables, es decir, tienen el mismo nitmero de vectores.

Dada la base [v] = {vl PN ] del espacio {V, +, K, .), podemos expresar a cada
vector X € V como una matriz columna, cuyos elementos sean las coordenadas de x respecto
de [v]; en tal caso escribiremos

X1
X2

xH

Ejemplo 2-21.

Determtinar las coordenadas de x = (-2, 3) pertencciente a (R?, 4, R, .), respecto de
las bases:

i) v=1{0,D,0,0]
i) wl={ (-2,3),(1,2)|
iii) canodnica
En el primer caso, planteamos la relacion lineat
a(l, 1)+ 5(1,0)=(--2,3)
Efectuando las operaciones, y resolviendo respecto de ¢ y b, se tiene
{atbay=(-2,3)=a+b=-2ya=3=
=g=3y b=-5

En consecuencia, las coordenadas de x, respecto de la base [v], son: 3 y —5
Y puede escribirse

Xivy =
-5
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En el segundo caso, procediendo andlogamente, se llega a que las coordenadas de x son
1 y 0, y por lo tanto :

Xiw) =
0

Finalmente, respecto de la base candnica, es
(W2) 3) = (_2: 0) + (Os 3) = _2 (]-’ 0) +3 (01 1)

O sea, las coordenadas de X son precisamente los elementos del par ordenado, v
escribiremos simplemente

-2
X =

2.6.3. Teorema de extensién a una base

8i f[vl= {vy,v2,...,Vy | es una base del espacio vectorial V, vy
[w]= {w;i,Ws,..., W, | esun conjunto linealmente independiente, pero no de generado-
res de V, entonces existen vectores Wy i1, Wm+2:: o Wmtp tales que

| Wi, Wa, .o Wi, Wynets - - Winap | €5 una base de V,

Si [w] M [v] = ¢, consideramos el conjunto

A="[W]U[v]={wl,wz,...,wm,v,,_vz,...,vn}

Como cada w; es combinacion lineal de los vectores de la base [v], A esun conjunto‘
linealmente dependiente por 2.4.3. iv). De acuerdo con 2.4.3. vi), siendo A un conjunte
finito y linealmente dependiente al que no pertenece el vector nulo, algin vector es
combinacién lineal de los precedentes. Tal vector es un elemento de [v], ya que [w] es
lincalmente independiente. Por otra parte, como A es un sistema de generadores linealmente
dependiente de V, y v; es combinacion lineal de los precedentes, resulta :

A=A {v] = {wl,wg,...,wm,vl,...,v,v_,,v,-u,...,vn)
un sistema de generadores de V, seglin 2.5.2.
Si A; es linealmente independiente, el teorema esta demostrado, Si A; es linealmente
dependiente, se reitera el proceso, y a lo sumo, al cabo de (n—1) etapas se obtiene un
conjunto linealmente independiente que es sistema de genecradores de V, o sea, una base.

2.6.4. Coordinabilidad de las bases

Dos bases cualesquiera de un mismo espacio vectorial son coordinables.
Hipotesis) (V, +, K, .) es un espacio vectorial.

fvl={vi,va, ... V| ¥ [w]={ Wy, Wa, ..., W, | sonbasesdeV.
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Tesis) [v]~[w].osea,n=m.
Demostracién) Consideremos
A= { wm,V1,V2, L .,an'

Este conjunto, al que no pertenece el vector nulo, es un sistema de generadores (pues|v]
es una base), y linealmente dependiente (ya que w,, es C.L. de la familia [v]). La propiedad
24.3. nos dice que algin v; es C.L. de los precedentes, y, de acuerdo con 2.5.2., es
A— { v} unsistema de generadores de V.

Sea

Ay = { Wi W Vi o L Vi g, Vi, ---,Vn}

Este conjunto es un sistema de generadores linealmente dependiente, y en consecuencia,
algon v; es combinacion lineal de los precedentes. Lo mismo que en la etapa anterior, se lo
extrae y s¢ agrega w,,, ,, obteniéndose

A, =l Win-2: Wi 1 Wi, Yis o Vi Vie o 0 Vi, Vi, - -,Vn}

que es un sistema de generadores y linealmente dependiente.

Reiterando el procedimiento. afirmamos que no es posible que los v, se “ugoten antes”
que los Wy, ya que en este caso los w;, sobrantes serfan combinacion lineal de los
considerados. En consecuencia es

m<n (1)
Andlogamente, a partir de
- B={v,,,w1,w2,...,wm}
se prueba que
nsm (2)
De (1) y (2), por la antisimetria de la relacién de menor o igual, resulta

H=m

2,7. DIMENSION DE UN ESPACIO VECTORIAL
2.7.1. Concepto

En 2.6.4. hemos demostrado que si [v] es una base finita del espacio vectorial (V,+,K, ),
cntonces toda otra base de V es coordinable a [v]. Esto significa que dos bases cualesquiera

de un mismo espacio vectorial tienen el mismo niimero de vectores. Tal nlimero se llama la
dimension del espacio.

Definicion
Dimension de un espacio vectorial V es el ntimero cardinal de cualquiera de sus bases.

Si V consiste tinicamente en el vector nulo, diremos que su dimension es 0.
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En ambos casos, V es un espacio de dimension finita.

Si[v]= { Vi, Ve, .o vn} es una base de {(V, +, K, .}, escribiremos
dimg V=n
Liemplo 2-22,
Analizando ejemplos propuestos anteriormente se tiene que
dimgK"=n  dimgK?** =4
dimgR"=n  dimgS=2 siendo § el subespacio de!l ejemplo 2-20

El lector puede verificar que { 1, X, X® | constituye una base del espacio vectorial de
los polinomios réales en la indeterminada X, de grado menor o igual que 2 y el
polinomio nulo, sobre el cuerpo de los reales. En consecuencia, su dimension es 3.,

2.7.2. Propiedad

Un conjunto de # vectores de un espacio vectorial n-dimensional es una base si y sdlo si g
linealmente independiente o sistema de generadores.

1°.8i [v]={v,,vs,...,v, | es unabasede VydimgV =n, entonces [v] es lincalment;
independiente y sistema de generadores.

22 e SidimgV=ny[v]=| v{,vs,...,¥, ] es L1, entonces [v] es S.G.

En efecto, si [v] no fuera un sistema de generadores, por el teorema de extension, podri
completarse hasta formar una base de V, en cuyo caso seria dimg V > &, fo que es absurdol

e SidimgV=ny[v]= {v{,vs,..., V| €58.G.,entonces [v]es L.I.

Si [v], que es S.G., fuera L.D., entonces existiria v tal que [v] | v,-,l es 8.G. de V
seglin 2.5.2. Si este conjunto de n—1 vectores fuera L.I. constituiria una base de V. §
[vi— ! v; | no fuera L.I. se reitera el procedimiento, y en todo caso se llega a una base de
cuyo cardinal es menor que #, lo que también es absurdo,

En consecuencia afirmamos que:

1. n vectores linealmente independientes de un espacio vectorial n-dimensional constitu
yen ung base del mismo.

2. Todo sistema de generadores de n vectores de un espacio vectorial n-dimensional ¢
una base del mismo.

3 .Todo conjunto de mas de n vectores de un espacio vectorial n-dimensional ¢
linealmente dependiente.

La dimensién de un espacio vectorial (V, +, K, .) depende no sdlo de V, sino también de
cuerpo K. Seguidamente aclaramos esta observacion.

Efjemplo 2-23.

Sean (V, +,R, ) v (V, +,C, ) dos espacios vectoriales, donde el conjunto de vectores

es el mismo en ambos casos y C es el cuerpo de los complejos.

ve
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Supongamos que dimgV = n. Entonces es dimg V = 2.

Bo efecto, si [V]= {¥1,¥2,..,vs] s una base de (V,+,C,.), entonces
[w]= 1y, Vg, oo Vi IV, V2, 0y B | es unabase de (V, +,R,.).

para ello probaremos que

1. [w]es LL

Sea

n n n
El a:r'vi+,i21 Biv;=0= ,-z-;‘l(aj"'fﬁj) vi=0=0+if=0, V=
i= = =

:>aj=6j:0 ,Vj

2. [w]es 8.G.
Por ser [v] una base de (V, +, C, .), para todo v € V, existen escalares oy + 1 fB; e C tales
que

n L3 n

v=Z (gtif)vy=v=Z gyt D kv

Luego [w] es una base de (V, +, R, .), y en consecuencia
dimg V=2 dimgV
En particular, es
dimp C" =2 dimcC" =2 n

dimgC =2 dimgC =2

2.7.3. Propiedad

Sea 8 un subespacio de V. Se verifica que:
dimS=dimVeS=V

1. Siel subespacio S es el mismo V, entonces es obvio que dim S = dim V.

2. Supongamos ahora que S es un subespacio de V que verifica dim S =dim V.

Si 1a dimensién com(n es 0, entonces tanto S como V tienen como fnico ¢lemento al
vector nulo y son idénticos.

Sea dim S = dim V =» > 0. Consideremos una base de $:

fwl={wy, wy,. ., W,

Los n vectores de [w] son L.I. en V, y de acuerdo con 2.6.3. constituyen una base de V.
Entonces son un S.G. de V, lo que nos dice que todo vector de V pertenece a S, o sea, VC S,
¥, como por definicidn de subespacio es S C V, resulta §=V,
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2.8. DIMENSION DE LA SUMA

2.8.1. Propiedad
Si S, y S, son dos subespacios de (V, +,K, .) y la dimensién de V es finita, entonces %

dim (S; +8;}=dim 8, +dim S, — dim (S, N§,)

verifica que
Sean:
dmV=n_ dimS,=r" din§,=n"
dlm(Sl ﬂS;)-Tp ¥ dim Sl +Sg =4
Se trata de probar que
g wAn"-p
2 X, | unabase de S; N S,.
la base {x|

Consideremos S; 'S, # {0 y [x]={ xy, x,,
Teniendo en cuenta que S; N S, es un subespacio de Sy y de §;, completamos

a una base en cada uno de éstos.
Sean
{xlax?,,' . 'pr:yl»y2s' « s yn'—p} Yy
{x4,%a,.. o Xp, 21,2y, . 2y | bases en
S, y en §,, respectivamente.
El conjunto
A= { LITE STRRINS 1 ZTTERTS /Uy JUDE z,,n_p](

esuna base de S, + S,, pues:
1. AesS8.G.de 5, +8,.
En efecto,seav e §; +5,. Por definicién de subespacio suma es
v=X+y A X€8 A yeS,
Entonces , .
p n-p » n''p
v= 121 o x; + !Zal Biy: t i§1 o' x;+ ].__21 Fiz;=
o ) n'-p n'-p
=2 (uta)+ T By+ TOFy
=1 i=1 i=1

2° Aes LI
P

Consideremos
p ni-p nte
z o X; + E 6,- Y + E
1 =1 i=1

i=

Yizi=0 (1)

Entonces

n'p » n’-p
Z o vizm=— % 4x— I By
i=i i=1 i=I
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¥

n'-p
igll ¥; Z;, que pertenece a S,, también pertence a Sy, o sea

2 Yi Z,'ES] ﬂSg
=1

En consecuencia es

b
— >
!EI Yi zi_igl & X

0 sea

34

n

p B
'21 o' x; — 121 ¥; 2; =0, y por la independencia lineal de la base de §,, se tiene:
= =

a;=0, v=0
Teniendo en cuenta (1) es
P n'-p
2 %t Z, Biyi=0
Luego
;=0 , ;=0

Siendo A una base de S, + S,, resulta
@ -p (" -p)=4
Es decir
g=n"+n"-p
Lo que se traduce en

dim (8; +8;) =dim S, + dim §, - dim (§;,N $,)

2.8.2. Dimension de la suma directa

Si S; ¥ 8, son dos subespacios disjuntos de (V, +, K, .), entonces la dimensién de la suma
directa es igual a la suma de las dimensiones de S; y S,.

Eneste casoes §; NS, = | 0| , v en consecuencia, dim (S, N $,)=0.
El teorema anterior es valido también en esta situacion, y por consiguiente resulta

dim (S, ®S,)=dim §, +dim §,
Ejemplo 2-24.
Determinar la dimension de la suma de los siguientes subespacios de (R3, +, R, .).
S;={(,y 2)eR? /x +y—-z=0}
S;={(,»2)eR®/x~z=0]
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Si ¥ S, son planos y la dimensidn de cada uno de ellos es 2.
S; NS, ={(x»2)eR® [x=z A y=0}

Todo vector de S; N S, es del tipo

(2,0,a)=a(1,0,1) YaeR
Luego

dim §; NS, =1

En consecuencia

dim(S; +8,)=2+2-1=3
O sea

S; +8,=R?
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2-25. Expresar en cada caso, si es posible, al vector v como combinacion lineal de v, y v,. E|
espacio vectorial es (R?, +, R, .).

l) v:(\/'g—’ "1) y V1 =(ﬁ:2) » VZ :(—'\/6—52)
i)y v=(2,4), v; =(-1,3) , v, =(2,-6)

2-26. Comprobar que los vectores de R*
vi=(-1,3,1) v»w=(3,-1,1) y v,=(4,0,2)
son linealmente dependientes, y expresar a v; como combinacion lineal de vy y v,,
2.27. En (R?*3 4+ R, ) se consideran las matrices )

0 1 -2
1 1 1
Probar que son linealmente independientes.
228 studiar la dependencia o independencia lineal de los vectores
Yy = 21/2 Y ¥y = 31}‘
en cada uno de los espacios vectoriales (R, +, R, )y (R, +,Q, ).

2.29. Dados los vectores (1, —4,6), (1,4,4) y {0, —4, x), del espacio R? sobre ¢l cuerpo de
los reales, determinar x para que sean linealmente dependientes.

2-30, Demostrar que si o, b y ¢ son tres nimeros reales distintos, entonces los vectoreg
(1,8 a%),(1,b, b))y (1, ¢, c*) de (R?, +, R, .) son linealmente independientes,

2-31, En el espacioc vectorial de las funciones reales definidas en R, se consideran ]ag
funciones f, g y h, definidas por

f(y=r+2-1, g(H=2+1,h(O=2+1¢
Demostrar que son linealmente dependientes.
2-32. En el espacio vectorial (Rw, +,R, ) se dan las funciones f y g definidas por
o=t , g(=1



64

233
2.34,

2-35.

2-36.

2-37.
238,

2-39.

2-40.

241,

2-42,
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Probar que son linealmente independientes.

En (R*,+,R,.), los vectores (a,b) y (e, d) verifican la condicién ad — be # (),
Demostrar que son linealmente independientes.

Determinar si los vectores (1, 1, 1), (1, 1, 0) y (0, 1, —1) son linealmente independien.
tesen (R®, +,R, )y en (C?, +,C, ).

Sabiendo que vy, v; y v; son vectores linealmente independientes del espacio
(V,+,K,.), investigar la dependencia o independencia lineal de los siguientes
conjuntos de vectores:

i) {v1+av2+bv3,v2+cv3,v3}
i) {vi,vs ‘avy vy +bv,|
donde ¢, b y ¢ son elementos de K.

Sean: |X;,X,,..., X, | unconjunto LI de(V,+ K, Jykek.
Demostrar

{Ixy, %0, .. w X | esLL &k #0
Demostrar que si el conjunto A = f X1,%X2,. .0 Xp } es LLy [xi,%s,..,%,, ul
es L.D., entonces u es combinacion lineal de 1a familia A.

Sabiendo que el conjunto A, a que se refiere el ejercicio anterior, es L.L en (V, +,K, ),
¥y que X no es combinacion lineal de dicho conjunto, entonces A U {x} esLlI

Demostrar que si el conjunto A = f Xi,Xa,. .0 x,,} es LL en (V, +,K, ), entonces
n
se verifica que el vector _El ix; #0.
=

Demostrar la independencia lineal de los vectores f,, f,, y f; del espacio (R, + R, )
donde [ es el intervalo cerrado de extremos O y 1, sabiendo que

'2si0\<,x\<\% 2sixe[0,%]
f, (0= I f, (x)= 5
Osi?'(xél Osixe[?,l]

f3(0)=2-xsix€[0,1]

Proponer una base en cada uno de los siguientes espacios vectoriales:

i) (R,+R,) iii) (R**?, +,R,.) v) (C,+R,)
i) (R* +R,) iv) (C,+,C, )

Determinar el subespacio de (R*,+, R, .) generado por los vectores vy =(1, —1, 2),
vz =(0, -1, 1) y v3 =(1, 1, 0). Obtener una base de dicho subespacio.
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2.43. Demostrar que los siguientes conjuntos de vectores de (R3, +, R, .) generan el mismo
subespacio

A={(1,0,-1),(0,-2, D} B={(1,-2,0),(2,-2 1)}
2.44. Determinar una base y la dimensién del subespacio de matrices de traza nula de
(szz ] +J Ra ‘)'
2.45. En (C*, +, R, ) se considera el subespacio S = { (z.u)eC* [z - 2u=0)
Obtener una base y la dimension de S.
2.46. En (I{‘2 Xl' +, R, .) se considera § = { A eszz /11-12 (ﬂ'u +a 2-2) = 0}
Investigar si S es un subespacio, y en caso afirmativo obtener una base del mismo.

247, Investigar si S={(z,u)€C*/z—-Z+u=0} es un subespacio en (CZ,+,C, )y
(C%,+,R, ). Silo ¢s, determinar una base y la dimension.

2.48. Determinar el subespacio S de (R?, +, R,.) generado por los vectores (2,0,1) y
(—1,0, 1). Hallar una base de S y su dimensién. Proponer un subespacio T que no
contenga a los vectores dados.

2-49. Dados los subespacios de (R* , +, R, .)
Sy =1{ (g, Xq, X3, X4) /X1 + X3 — X3 + x4 =0}
3; = { (x11x2»x3:x4)/xl —Xq — X3 *x4=0}

Obtener la dimension de 8¢ + S,.

2-50. Sea { Vi,Va, ..y Vy } una familia de vectores de (V, +, K, .) y # < &, Por definicion, el
conjunto { Vi, Va, .. Vp } es un subconjunto maximal de vectores L. si y sflo si
iZzr= f Vi, V2,. ..,v,.,v,-} es L.D.

Demostrar que si | vy, vy, ..., V,| esunS.G.deVy (vy,v5,...,V} esunsub-

conjunto maximal de veciores L.1., entonces éste es una base de V.

2-51. Demostrar que si V es un espacio de dimension finita y V=3, ®S,, entonces se
verifica que dim V=dim §; + dim S;.




Capitulo 3

TRASFORMACIONES LINEALES

3.1, INTRODUCCION

Exponemos en este capitulo el concepto de trasformacion lineal entre dos espacios
vectoriales sobre un mismo cuerpo, las propiedades generales y los tipos especiales de
trasformaciones lineales. Se introducen las estructuras de nicleo y de imagen de una
trasformacién lineal y se da la relacion entre sus dimensiones. Fijada una base en cada
espacio, siempre en el caso finito, se determina la matriz asociada a una trasformacidn lineal,
Después del estudio de la composicion de trasformaciones lineales, se conecta este concepto
cont el producto de matrices. Finalmente, se mencionan los espacios vectoriales de
trasformaciones lincales y el espacio dual de un espacio vectorial,

3.2. TRASFORMACION LINEAL ENTRE DOS ESPACIOS VECTORIALES
SOBRE UN MISMO CUERPO

Sean (V, +,K, )y (W, +,K, ) dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo XK.

3.2.1. Concepto

La funcion £ : V> W es una trasformacién lineal u homomorfismo si v s6lo s

i)la imagen de la suma de dos vectores cualesquiera de V es igual a la suma de sus
imdgenes en W

Fx+y)=7r+1(y)

i) la imagen del producto de cual‘quier escalar por todo vector de V eg igual al producto
del escalar por la imagen de dicho vector.

flax)=af(x)
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-8 [ (ax) = o f(x)

Las condiciones i) v ii) se pueden reducir a la tinica signiente:
f: V> W es una trasformacién lineal si y solo si

flax+By)=af(x)+B81(y)
cualesquiera quesean ey fen K,y xeyen V.

El lector puede demostrar por induccidn completa que sif: V = W es una trasformacion
lineal, entonces se verifica que

FOZ ax)= 2 o f(x)

cualquiera que sea 7 €N,
Esio nos permite afirmar que las trasformaciones lineales preservan las combinaciones
lineales.

Ejemplo 3-1

Secan os espacios vectoriales (R®, +, R, ) y (R*, +, R, ).
La funcién f: R* » R? definida por

Fxe, X2, X3) = (xy — X3, X2 — X3)

es una trasformacion lineal, ya que se verifican las condiciones:

i)l X2, X3) T V2, Yal=F ey T yy, x5 T2, %3 Ty3)=
=y Fy1 - X3 Y. Xy vy x5 —y3) (1)

por suma en R* y definicion de f. Por otra parte, teniendo en cuenta la definicion de f
y la suma en R?, es

Fixy, %0, ) f (1, V2, Va) = (X1 — X3, X2 —X3) H (¥ — V3, Y2 —V3)=
=(xy — X3 +y1 Y3, X2 X3 ty2 —ya) (2)
De (1) v (2) se deduce que la imagen de la suma es igual a la suma de las imdgenes.

ii) Por definicion de producto de escalares por ternas, definicion de f, propiedad
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distributiva del producto en R, producto de escalares por pares, y por definicion de

f,es
FlaGey, xp, x3)]1=F (xy, axy, @x 3)= (XX, — @Xxs, GX; — axy)=
! =Xy — X3, Xg ~X3}=@f(Xy, Xy, X3)

O sea, la imagen del producto de cualquier escalar por todo vector es igual al producto
del escalar por la imagen det vector.

Ejemplo 3-2. .
La funcién f: R®>R? tal que f(xy, Xz, X3)=(¥; — X353 — X3 + 1) no es una
trasformacién lineal, pues
Fller, x2, %3) + (01, Y2, ¥3)]=F (61 491, x5 + 5, %3 +y3)=
=@ty —x3 —ya. Xty - xg ~yy 1)
pero
FOn %, x3) Hf (e, V2, ¥3) = (%1 — X3, %2 — X3 + 1) 0¥y -ysH1)=
=(x; —x3 Yy —Ya, X2 —x3ty, ~yat+2)

Fjemplo 3-3.
Supongamos que f: R* +R? es una trasformacién lineal que verifica
F(L0)=(1,2,3) ¥y f(0,1)=(0,-1,2)
Podemos obtener la imagen de {2, —3) de la siguiente manera
F(2,-3}=F [(2,00 + (0, 3)]=F[2(1,0) +{=3)(0, )] =
=2f(1,00+(-3)7(0.,1)=2(1,2,3)+(-3)(0, -1, 2) =
=(2,4,6)+(0,3,-6)=(2,7,0)

3.2.2. Propiedades y clasificacion de las trasformaciones lineales

Sea f: VW una trasformacion lineal. Denotaremos mediante 0y y Oy a los vectores
nulos en V'y en W, respectivamente.

I'. La imagen del vector nulo del primer espacio por toda trasformacion lineal es el vector

nulo del segundo espacio.

Teniendo en cuenta que el producto del escalar O por cualquier vector es el vector nuto, y

la condicién ii) de la definicion de trasformacién lineal, se tiene
F(0y) =7 {0x)=0f (x) =0y

II. La imagen del opuesto de todo vector del primer espacio es igual al opuesto de su
imagen.

I .
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Considerando la propiedad 1.3.4., y 1a definicion de trasformacion lineal, es
JE=FI-Dx = (-1 F(x) = —F (%)
De acuerdo con la definicién, una funcién £: V > W es una trasformacién lineal si y sélo

si satisface las condiciones i) y ii), pero nada se exige a £, salvo que sea una aplicacién. En
particular diremos que

fes un monomorfismo ¢ fes inyectiva
Jes un epimorfismo ¢ fes sobreyectiva
S es un isomorfismo ¢ fes biyectiva

Si W=V, entonces la trasformacién lineal f se llama un endomorfismo, y si éste es
biyectivo recibe el nombre de automorfismo. O sea, un automorfismo es toda trasformacién
lineal biyectiva de un espacio vectorial en s{ mismo.

Ejemplo 3-4.
La aplicacion £ : R* - R? definida por
Flxy, xg, x3) =(xy, —x1, X3)

es un automorfismo en R?,
Debemos probar que fes una trasformacion lineal biyectiva.

1. fes una trasformacion lineal, ya que verifica:

i) La imagen de la suma es igual a la suma de las imagenes
f{(xhxz,xs)"'U’l,J’z,}”a)]:f(xl tVL Xy F Yy s by =
S(Xa Fya, - Xp -y, X +13) = (xg, — Xy X)) F (e, -V ya) =
:f(xl,xz,x3)+f0’1.y2yJ’3)

i) La imagen del producto de cualquier escatar por todo vector es igual al producto
del escalar por la imagen del vector,

f[oz(x[,xg,xg)]:f(o:x., @xy, 0X3)= (MXy, —0X), QXy) =

T {Xg, — X1, X3)= af(xy, X, X3)
2. fes inyectiva.
Sean (x1. X3, x3) y (¥4, ¥z, ¥3)enel dominio, tales que

Flcy, x4, xs)zf(}’hye.ys)

O sea

(X2, ~ %1, X3)= (¥, — ¥1, ¥3)
Por lo tanto es

X2 V2, X105V, X737y,
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'Luego
(Xr, %2, X3)= (11, Y2, ¥3)
3. fessobreyectiva.
Cualquiera que sea (g, b, ) en el codominio, existe (—, a, ¢) en el dominio, tal que

f(-b,a.c)=(a b, ¢)

Queda probado asi que f es un automorfismo en R®. La trasformacion lineal f puede
interpretarse como una trasformacién del espacio en si mismo que corresponde a una
rotacion de 90° alrededor de eje x .

g

(xl X2, x3)

f(xl » X2 :x3j

i

1

]

1]

1 ’,
]

1

1

1

1

X1

Ejemplo 3-5,

I. La funcién f: VW que asigna a todo vector de V el vector nulo en W es una
trasformacion lineal, pues

Jx+y)= 0y =0y + 0y =f(x) + 1 (y)
F@x)=0g = aly =af(x)
fse llama trasformacion lineal nula.

2, La funcidn f: V- V tal que f(x) =ax cualquicra que sea X € V, y @ un escalar dado
en K, es una trasformacion lineal.
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En efecto:
fx+yymaix+y)=ax+ay=f(x)+f(y)
flexy=a(@x)=a (@ax)=af(x)

1.a trasformacion lineal f asi definida se llama homotecia de razdn 4.

Ejemplo 3-6.
Sea f: R? -» R**? definida por
@ b) a+b 0 )
a, =
O a+bd

S es una trasformacion lineal, pues

atc+b+d 0

DY+, D)=fl@a+c. b+ :(
i@ B+, d)=f@+c.b+a) o ebierd

at+b 0 c+d 0
=( )-l-( )=f(a,b)+f(c,d)
0 a+b 0 eco+d

axg+ab 0

floe(a, B))=f(xa,ab)= (
0 catab

atbh 0
=a( ) =wf(a,bd)
0 a+b

f no es inyectiva ni sobreyectiva.

Ejemplo 3-7.
Si (V, +, R, ) denota ¢l espacio vectorial de los polinomios reales en la indeterminada
X, entonces la funciéon

F:V=>V,
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que asigna a cada elemento de

V el correspondiente polinomio derivado, es una
trasformacion lineal, pues

FE+Q=Cr+Qy=p+¢ =f(P)+£(Q)
f@P)=(aPy=aP =g (P)

El endomorfismo f no es inyectivo,

3.3. NUCLEO E IMAGEN DE UNA TRASFORMACION LINEAL
Consideremos una trasformacion lineal f: V > W,
3.3.1. Concepto de nicleo
Nucleo de una trasformacion lineal

cuerpo, es el conjunto de los vectore
del codominio.

f, entre dos espacios vectoriales sobre yn misno
s del dominio cuyas imdgenes por £ son el vector nulo

W

El'simbolo N (f) se lee micleo de 1. Por definicion es

N ={xeV/f(x)=0y)

El nicleo de toda trasformacion lineal

es la preimagen del vector nulo del segundo
espacio. O sea

ND=7r"(10w})

Por definicién, un vector perteneciente a V es un el

emento del nilcleo sj v sblo si su
imagen es el vector nulo de W,

XEN() © f(x)=0y
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Ejemplo 3-8,
Determinamos el nicleo de la trasformacion lineal definida en el ejemplo 3-1.
NN ={ (1, %2, x3) €R® [ f(x1, Xq, x3)=(0, 0} }

Se tiene
(1, %2, x3) N (f) & f(xy, %2, %3)=(0,0) ¢
(X1 = X3, % ~x3)=(0,0)®x; —x350A X, —x3=0%
X TXy =Xy T4

Luego

N{H= { (a,a,a),n’aeRl
Por definicion de ley de composicién exierna en R se tiene
N(fy={a(l,1,1)/aeR]

Esto nos dice que el nicleo de f es el conjunto de todos los mdliiplos escaltares det
vector (1, 1, 1). La representacidn del N (f) estd dada en el grifico siguiente

$
X3 N(f) R

Y X2 (0,0)

X1

Volviendo a la definicion de nicleo de una trasformaci6n lineal £ V -> W, observamos que

N{(HCV
Por otra parte, de acuerdo con 3.2.2.1,, es
f(0y)=0y
En consecuencia
0y eN(f)

Luego, el nicleo de toda trasformacién lincal fes no vacio.
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3.3,2. Propiedad del nicleo
El nicleo de toda trasformacion lineal entre dos espacios vectoriales es un subespacio del
primero.
Hipdtesis) f: V= W es una trasformacion lineal.
Tesis) ( N (), +, K., ) es un subespacio de (V, +, K, .).

Demostracién) Ya hemos visto que el nicleo de toda trasformacion lineal entre dos
espacios vectoriales es una parte no vacia del dominio. De acuerdo con la condicion
suficiente, demostrada en 1.8.2,, falta demostrar:

1. N () es cerrado para la suma.
Sean x e y dos vectores cualesquiera de N (f).

xeNDAYeN(N=FX)=0g A fy)=0y =
FIE)FY)=0g 2> f(xty)=0y =
=x+yeN()

Por definicion de nicleo, suma en W, definicién de trasformacion lineal y definicidn de
nicleo.

2. N () es cerrado para el producto por escalares.

SeanaceKyxeV

aeKAaxeVaaceKArf(x)=0g =afx)=a)0y =
=fax)=0y =axeN(f)

Por definicion de nicleo, producto de escalares por elementos de W, definicion de tras-
formacién lineal, propiedad 1.3.2. y definicion de nicleo.

3.3.3. Concepto de imagen

Imagen de una trasformacion lineal f: V — W es el conjunto imagen del dominio, o sea, es
la totalidad de las imagenes de los vectores del primer espacio,
El simboto [ (f) se lee: imagen de f.

IH={rx/xev)

También
l(f)=] yeW/dxevVa f(x)=y]
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.

(1)

Sabemos que f (0 ) = 0. En consecuencia, Oy €I (f), lo que significa que
LN+*¢
Ademis, de acucrdo con la definicidn, es

1(HC W

3.3.4. Propiedad de la imagen
La imagen de toda trasformacion lineal entre dos espacios vectoriales es un subespacio del
codominio.
Hipotesis) f: V= W es una trasformacion lineal.
Tesis) ( 1IN, +.X%,. ) es un subespacio de (W, +, K, .).

Demostracién) Sabemos gue la imagen de toda trasformacién lineal entre dos espacios
vectoriales es una parte no vacia del segundo. Teniendo en cuenta la condicidn suficiente
para la existencia de subespacio, probaremos:

1. 1(f) es cerrado para la suma.
Sean wy v dos vectores de 1 {f).
uel{N Avel(H=AxJyenV/f(x)=u A f{y)=v=>
S () +f ) =u+v A xeV AyeV=
Sfxty)mu+vaxtyeV=u+vel(f)
Hemos aplicado 1a definicidn de imagen, de trasformacion lineal y de imagen.
2. 1{f) es cerrado para el producto por escalares.
Consideremos e e Kyunel(f)
ceK Auel(N=aek A f(x)=u AxeV=
=af(x)=au A xeV=af(ax)=on A exeV=
=aquel(f)
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De acuerdo con la definicidn de imagen, producto en W, definicién de trasformacién
lineal y definicion de imagen.

Ljemplo 3-9,

Determinamos el niicleo y Ia imagen de la trasformacién linea] £ R?* > R¥2 {efinida
en el ejemplo 3-6,

1.

N(f)={ (x1, x,)eR? [F(x, ,X2)=N|

0 0
(xl,xz)eN(f)@f(xl,xg):( )e,
0 0O

xy tux, 0 00
g ( ):( ) @x1+x2=0¢)
0 Xy +tx, 0 0

FX =Xy

Luego
NO={(-¢a)/aeR]
O sea, el nicleo de £ es el conjunto de los pares ordenados de componentes opuestas,

2

L= {AeR™ /1(x,, x,)=A}

a b
A:( )El(f)@a(x],xz)eRz/f(xhxz):A@
¢ d

xp X, 0 a b
o = ®x; txy=g=dabsc¢=0
0 X +x, ¢ d

Luego a I (f) pertenecen las matrices del tipo
a 0
A:( J
0 a

Dada Ia trasformacion lineal del ejemplo 39, determinamos las dimensiones de N (Ne

1().

Ejemplo 2-10.
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1. Hemos visto que

N()={(aa/aeR}
Teniendo en cuenta la definicion de ley de composicion externa en R?, es
N(H={a(-1,1)/aecR]|
Esto significa que N (f) estd generado por el vector (—1, 1), es decir, este vector
constituye un sistema de generadores del niicleo. Ademas es linealmente independiente

seghin 2.4.3. 1). Por consiguiente, { (—1, 1) } es una base del niicleo.
Entonces

dim N {f)=1
2. Como
a 0
1()= [aeR
0 a

podemos escribir, por definicion de producto de escalares por matrices:

/1 0
1N=1{a faeR
o 1

0 sea, la matriz

o )

es un sistema de generadores de [(f), y ademds linealmente independiente. En
consecuencia, consiituye una base.
Luego

dim1(f)= |

3.3.5. Nicleo de un monomerfismo

Una trasformacion lineal f: 'V —+ W es inyectiva si y s0lo si el Onico elemento del nicleo es
el vector nulo del dominio.

1. Sea f: V- W un monomorfismo. Debemos probar que N {f) = { 0y } .
Oy eN()= {0y} CN(H (1)
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Sea x € N (f). Se tiene .
x €N (f) = /()= Oy =/ (Oy) > x =0y = x € | Oy}

Por definicion de niicleo, 3.2.2. 1. y por ser f inyectiva,
Entonces

NNC oyl (2
De (1) y (2) resulta
N()= {0y}
2. Sean f: V - W una trasformacion lineal y N (f}= f Oy |

Para demostrar que f es inyectiva consideremos dos vectores cualesquiera x e y en V, tales
que f(x) =1 (¥).

Ahora bien, por suma en W, definiciones de trasformacién lineal y de nucleo, por
hipdiesis y suma en V, se tiene

FEy=fM=x-f(N=0g =f(x —y) =0y =
éx.-.yeNU)::rx._yzov:)x::y
O sea, basta que el nicleo tenga un tnico elemento para que la trasformacion sea
inyectiva.
Ejemplo 3-11.

La imagen de cualquier conjunto linealmente dependiente, por toda trasformacién
lineal, es lincalmente dependiente.

Sea f:V >W una trasformacion lineal,y {v;,v,,..., v, | un conjunto linealmente

dependiente en V. Debemos probar que | f(v1), f{ve),.. ., f(v;) } es linealmente
dependiente en W.

En efecto, por definicion de dependencia lineal se verifica que
3 i/iéla,-v,-: Oy Aoy #0
Aplicando fes ‘
I (Z vy =f @) n o #0
Por ser funa trasformacién lineal y por imagen del vector nulo se tiene
iél o f(v)=0y Ay #0
En consecuencia

FGD ), f) ]

es linealmente dependiente,
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Efemplo 3-12,
Sif:V~—>W es una trasformacion lineal y vy, Vs, .. ., ¥, s0n vectores de V tales que
sus imégenes constituyen un conjunto linealmente independiente en W, entonces

¥1,Va,..., ¥ s0n linealmente independientes.

En efecto, consideremos una combinacion lineal, con escalares a determinar, de los
vectores vy , ¥a, . . ., ¥p, que sea el vector nulo de V

r
Z oov;=0
=1 (A v

Entonces, por definicién de funcion, es
r
FCE aviy=f0v)
Por ser f una trasformacion lineal y por imagen del vector nulo, se tiene
r
i§1 oy £ (vi) = Oy

Como los vectores f (v;),7=1, 2, . .., r son linealmente independicntes en W, resulta

a;=0 Vi=1,2,...,r
Luego

Vi,¥,..., ¥

son linealmente independientes en V.

Ejemplo 3-13.

La imagen de todo conjunto linealmente independiente, dada por cualquier trasforma-
cion lineal inyectiva, es un conjunto linealmente independiente.

Hipétesis) f: V=W es una trasformacion lineal 1-1.

[vi,v2,..,v ) esLlenV.

Tesis) | F L f(¥2), .. of(v,) )} esLLenW.
Demostracién) Sea

;
2 o f(v)=0y
Pot ser f una trasfohnacién lineal es
.
SOZ ev) =0y
Por definicion de niicleo se tiene

.21 Otl'Vl'EN(f)
=

19
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Y como fes inyectiva, el nicleo se reduce al vector nulo de V, o sea
o
i§1 Q;v;= OV
Aplicando la definicion de independencia lineal a los vectores de [a hipotesis es
;=0 Vi=1,2 . . r

En consecuencia

LI F(), L F(v))

es un conjunto linealmente independiente,

3.4. DIMENSIONES DEL NUCLEO Y DE LA IMAGEN

La trasformacion lineal £ : R* + R?*2 estudiada en los ejemplos 3-9 y 3-10, verifica
dmN@=1 y dimI{H=]
O sea
dm N +diml1{)= 2=dim R?
Este hecho se verifica cualquiera que sea la trasformacion lineal definida en un espacio
vectotial de dimension finita.
Propiedad

Si (V,+.,K,.) es un espacio vectorial de dimensién finita v f:V>W es um
trasformacion lincal, entonces la suma de las dimensiones del nucleo y de la imagen es igual a
la dimensién del primer espacio.

Hipotesis} f: V> W es una trasformacion lineal
dimV=n

Tesis) dim N () + dim [ (/) = dim V

Demostracion)

1. 1(f} tiene dimensién finita

Sabiendo que cualquier base de V es finita, se deduce que [ (f) tiene dimensién finira. En
efecto, si { wy,w,,. .., w, | s un conjunto L.I. en 1{f), entonces existe un conjunto .1,
en Vi{vi,vy,.. v ) tal que

Fiv)=w; i=1,2,...r

de acuerdo con el ejempio 3-12. Esto significa que si 1(f) no tuviera dimension finita,
entonces V no tendria dimension finita.

2. Sea { Xy, X,,. .. X, | una base de N (/).

Sin =p, entonces N (f) =V y dim I (f) = 0, pues en este caso es LF {0y ).
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Si p < u, entonces, por el teorema de extension, existen ¥, ¥z, .., ¥sen 'V, tales que

A={xl’x2"'-,xp!YI!YZa“'aYs}
es una base de V,

v W
L{f}]
N (f)
Se tiene p -+ s = n, y el teorema se reduce a probar que dim [ (f) =s.
Consideremos las imagenes de los vectores ¥y, ¥z, . . .. ¥,. Sean éstas
zi=f(y) coni=1,2,..,5 (1)
Demostraremos que { Ti,Zy 50002y } es una base de 1{f). En efecto:
i) {Z1,22,...,2 | esLL
Sea
£
21 0 Z; = O'W
i=
Por (1)

8 8 &
Z D=0 (L ay) =0y = Z oy eN(H=
8 r r &
:’EI 0; Vi :j§1 B; x; =’j§1 Bixi—Z oyi=0y =5 =0r0;=0ViVj

i) lzg,23,...,2,) ¢s8.G.del(f)

Sea z cualquier vector de I (). Por definicion de conjunto imagen se verifica

P §
zel(H=IAxeV/fx)=z= z=f(x)Ax=j§1a,-xj+g)1 B;y;=>

P s J: K] .
=’z=f(£1 %X +2Z Biy)= 321%1 Gfx)+ 2 Bif(y)=

H

8§ &
=z =,-§1 o 0y +i§1 Biz;=> ¢ =r§1 Biz;
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En i) hemos tenido en cuenta que f'es una trasformacion lineal, Ia definicién de ntcleo, Ia
base de éste, suma en V, y el hecho de que A es una base de V, ’

En ii} hemos expresado a x como combinacion lineal de la base de V, se ha tenido en
cuenta que f es una trasformacion lineal, que todo x; es un elemento del nicleo, y que ¢l
producto de cualquier escalar por el vector nule es el vector nulo.

Queda demostrado entonces que

dim N () + dim 1 ()= dim V

Ejemplo 3-14.
Consideremos la trasformacion lineal f: R* + R? definida por
Flx1, X3, %3, %4) = (¥ — X2 — x5 +x4,0)
Determinamos:
1. EIN (), una base del mismo y su dimensién
(X1, X2, X3, X)) eEN() # f(x1, X3, X3, %4)= (0, 0) &
X —Xy —X3Fx,,00=(0,0)¢x; —x; —x3 +x, =20
Xy =X, txs — Xy

En consecuencia, los vectores del nicleo son del tipo @+b—ca b, ¢), y por
definicién de suma en R* y producto de escalares por cuaternas, se tiene

(@+tb—cabc)y=(@a 0,00+ 0,b 0+ (0,0, ¢)=
=a(1,1,0,0)+5(1,0,1,0) +¢(~1,0,0, 1)
O sea, los vectores
vy =(1,1,0,0) vy =(1,0,1,0) v3=(-1,0,0,1)

son un sistema de generadores de N (). Ademads, son linealmente independientes y por
lo tanto constituyen una base del mismo. Luego

dim N (f)=3
2. Una base de [ {f).

De acuerdo con el teorema anterjor es

dim N (f} + dim [ (f) = 4

O sea

diml (=1
Entonces, toda base de 1 () tiene un Gnico vector.
Como

IN={@ b-c+d,0)/a,b,cydeR)

se verifica que
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Yury)el(Ne@Ly)=@-b-c+d,0)e
(1, y2)=@, 0+ (50 +(-,0+@d, 0«
eLy)=a(l,)-b{1,0—c(1,0)+d(1,0)=
@y, y2)=@—-b-c+d}(1,0)® ¥y, y,)=a(1,0)

Luego
(1, 0) s una base de 1 (f).
En consecuencia
dimi(fH=1

3.5. TEOREMA FUNDAMENTAL DE LAS TRASFORMACIONES LINEALES

Sean (V, +,K,.) v (W, +, K, .) dos espacios vectoriales y [v]= { V1, Vs er ¥y | uma
base de V. Si wy, wy,..., W, son n vectores cualesquiera de W, entonces existe una tnica
trasformacion lineal f: V> Wtal que f(v)=w; Vi=1,2,.. ,n

Hipotesis) (V, +, K, )y (W, +, K, .) son espacios vectoriales
[vl={ v1,¥2,..,V, | €sunabasedeV
{WI,WQ,. ..,Wn} CcWwW
Tesis) Existe f: V> W trasformacion lineal Gnica, tal que f{v;)=w; Vi=1,2,.. ,n
Demostracién) Sea cualquier vector x € V. Entonces existen y son tinicos los escalares «,

@, .. -, 0y, tales que

X =

o O Yy
H

RN

ya que todo vector del espacio puede expresarse de modo Ginico como combinacion lineal de
los vectores de 1a base, segin 2.4.2.
Definimos

f:V->W mediante f(x) :_El o; W
i=

La asignacion (1) caracteriza a f como una funcién de Ven W.
Necesitamos probar las siguientes afirmaciones:

1. fes una trasformacion lineal

Si x e y son dos vectores cualesquiera de V, y o € K, entonces

n

n
x=2Z & v; A y=2Z Biv
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'y se verifica
DA =r(E o, 2 A= F(E @By = Z @+ hw=
=2 wwt 2 Bw=r 4o
if) f(a.fx)=f(o:i§nl o v;)=f (él (o a,.)v,-)=
"2 @aw=af amearoo

2.0i=1,2,. ca =)= w
En efecto

Vi=0vy +. . + Ovey +lv,-+...+0vn
Luego 7
F@)=0w, +... + 0w,y +lw,-+...+0w"=
=1 w;=w,
3. Bajo Ia condicion f (v))=w, fes tinica.

Sig:V-=>Wesung trasformacién lineal tal queg(v)=w; Vi= 1,2, ..., n, entonces

§X)=g(Z av)= P A\D) =’.§nl A

" n
=& afv)=7( 2 v )= f(x)
cualquiera que sea x ¢ V.,
Luego
g=f
El teorema demostrado asegura que toda trasformacién ineal entre dos espacios
vectoriales queda univocamente determinada por los valores que toma sobre cualquier base

Ejemplo 3-15.

Definimos la trasformacién lineal iR ->R? Que asigna a los vectores de la base
(L L1),(1,1,0),(1,0,0) en R?, los vectores (,2),(1,2) y (~1,1) en R?,
respectivamente,

Necesitamos determinar la imagen de un vector genérico (@, b, ) e R®, Expresamos
éste como combinacién lineal de la base dada
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(@.b,0)= o (1,1, 1) +a, (LL,0)+a;(L,0,0)=
= (0t tay, o +a, o) =
Ty = 0,0 =b—c,ay=a-b
Entonces
(a,b,0)

Il

(L1, 1)+ (- c)(1, 1,0)+ (e ~ b) (1, 0, 0)

c(1,2)+(b—c)(1,2)+(agb)(—l, 1=
= (a2t e 2b-2c)+(—at+bab)=
2b-—a,b+a)

f, b, o)

1i

3.6. PRODUCTO DE MATRICES

Sean las matiices A € K™*P y B e KP*", Llamaremos producto de las matrices A y B, en
ese orden, a la matriz C cuyo elemento genérico ¢y es la suma de los productos de los
clementos de la fila i de A, por los correspondientes elementos de la columna / de B,

Escribiremos

C=AB
donde
Ci=an byytay byp+. . tay, by,
0 sea
2
Cif :,El @i, by
cualesquicta quesean i=1,2,.. ,myj= 1,2,..., 0

De acuerdo con la definicion, para que dos matrices se puedan multiplicar, el nimero de
columnas de la primera debe ser igual al niimero de filas de la segunda.
Por ejemplo, si

[ -2 -3 4
0 -
A:(l ])y B = (1 0 1-—2)

1 2 -2 0-1 -1 1
entonces
1 0 -1 1 2 3 4 1 3 4 3
AB = ( ) ( 1 0 1 —2) = ( )
1 2 -2 0 -1 -1 1 3 4 7 =2
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-2
Si A es la misma que en el caso anteriory B=| 2
3
entonces

I 0 -1 -2 -5
1 2 -2 3 -4
En ninguno de los dos casos existe BA

En particular, si m = n, los elementos de K™*" se [laman matrices cuadradas y se verifica
que (K"*", +,.) es un anillo no conmutativo, con divisores de cero y con identidad. E] temg
estd tratado en el capitulo 9 del texto Algebra [ va citado, y se estudiard en detalle en o]
capitulo siguiente,

El elemento unidad o identidad en K"*” es la matriz I definida por

gy =1sii=] y a;=0s %]
y verifica

AT=1A cualquiera que sea A € K"*",

3.7. MATRIZ ASOCIADA A UNA TRASFORMACION LINEAL

Consideremos una trasformacion lineal f:V ->W, entre los espacios V. y W de
dimensiones finitas n y m, respectivamente. Probaremos que si se fija una base en cada
espacio, entonces la trasformacion lineal f queda caracterizada por una matriz del tipo mxn,
que llamaremos matriz de 1a trasformacion lineal respecto del par de bases dado.

Sean entonces '

(vl =1{v,,¥2,..,v, | unabasedeV
¥
[wl= { wi,W,, ..., Wy, | unabasedeW
Si x es cualquier vector de V, por ser [v] una base, existen escalares oy, a5, .. ., &,

Unicos, tales que
n
x=% ogv (1
2 ey (1)

Tales escalares caracterizan a x respecto de la base de V| y seglin vimos en 2.6.2. se llaman
las coordenadas de x respecto de dicha base. Podemos escribir
oy
122
Xy =

&y
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Silaimagen de. x € Vesy € W, se ticne
y=f(x)

Como y es un vector de W, puede expresarse de modo tinico como combinacién lineal de
la base [w], o sea

y= I_En; 0(.",' w; (2)

donde &y, 0, ..., &'y, son las coordenadas de la imagen de x, respecto de la base [w). En
consecuencia
o’y
'y
Yiw) =
./
>
@ m

Por el teorema fundamental de las trasformaciones lineales, f queda caracterizada
univocamente por los valores que toma sobre cualquier base de V. O sea, es suficiente
obtener las imdgenes, por f, de cada vector de la base [v]. Ahora bien, para cada

i=1L2,...,nf (v;} € W, y por consiguiente puede expresarse como combinacion lineal de la
base [w].
O sea

m
f("i)=i§1 aywy (3) Vi=1,2,...,n

Asignamos a cada escalar a; un doble subindice: el primero, asociado a cada vector de Ia
base { wi,wy, .., w, | yel segundo, en correspondencia con el vector de la base [v].
Asf

fOvi)=ay wi+ay w, *ooohay g Wy
Fva)=ayn wy +ay wy +. ., +an Wy
F)=ar, wy ta;, wy +. .. +a, Wy

Los n.m escalares a;, que figuran en las combinaciones de los vectores que son imdgenes
de los elementos de la base de V, constituyen una matriz cuya traspuesta, que denotamos
con A, recibe el nombre de matriz de la trasformacién lineal f respecto de las bases [¥]y [w].

O sea

iy 4 ... dyy,
1 dap ... 3,
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Ia matriz de la trasformacion lineal es del tipo mxn, donde m es la dimensidon del
segundo espacio y # la del primero,

Por consiguiente, para hallar la matriz de una trasformacion lineal [ respecto de una base
en cada espacio, se determinan las imégenes dadas por f de los vectores de la base del primer
espacio. Se expresan estas imdgenes en términos de la base del segundo espacio, o sea, como
combinaciones lineales de los vectores de la segunda base. La traspuesta de la matriz de
coeficientes es la matriz de la trasformacion lineal respecto de las bases dadas en ambos
espacios.

Probaremos ahora si A es la matriz de la trasformacion lineal £, respecto de las bases [v] y
[w], ¥ si X{yj denota la matriz columna correspondiente al vector x € V, cuyos elementos
son las coordenadas de éste respecto de la base de V, entonces la imagen de x, expresada en
términos de la base de W, se obtiene premultiplicando por A al vector columna X}, o sea

f(X) A X[v} Y[w]
En efecto, dadox € V, es
n . [ ,
x=Z ay (1) yf®=y=Z ¢;w (2)
En consecuencia, teniendo en cuenta (1) y la definicion de trasformacion lineal, es
n n
FX)Y=7(Z esv}=Z o f(v)
i=1 i=1
Por {3} resulta
n m
Jx)= 2 & Z ayw
i= i=1
Introduciendo o; en la segunda sumatoria, por ser constante respecto del indice 7, y
permutando las dos sumatorias, se tiene
n

reo=x Z gayw= Z (Z a;0)w (4)

De (2) y (4), por la unicidad de la combinacién lineal que expresa a f(x) en términos de
la base [w], es

H

=% a; o
S Y

Se deduce de esto que la isima fila 0 componente de Y[w], 05ea &'y, es igual a la suma de
los productos de los elementos de la fila i de A por los correspondientes elementos de la
lnica columna de X|,), y por la definicion de producto de matrices resulta
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@, iy .. o dyy, a @’y
&y o’y
ail aiQ o lin . = av’l_
L7 QT SN S ay, oy
O bien
Ax[v] =Y[w]'

Reiterando lo enunciado, afirmamos que la imagen de cualquier vector del primer espacio
es igual al producto de la matriz de la trasformacion lineal por la matriz de coordenadas de
dicho vector, respecto de la base [v], Tal imagen resulta expresada en términos de ia base del
segundo espacio.

Ejemplo 3-16,
Consideremos la trasformacion lineal £: R® - R? tal que

Fn, X9, x3)=(x + X3, X3 - x3) (1)
1. Determinamos la matriz de frespecto de las bases
vl =1(1,1,1),(1,1,0),(1,00)] enR?
[wl=1{(2,0),(0, D} en R?

Mediante (1) obtenemos las imagenes de los vectores de la base fv], y expresanios
dichas imégenes como combinaciones lineales de los vectores de la segunda base

FLLD=(2,00=1(2,0)+0(0, 1)

F,1,0)=(1, 1)=%(2,0) +1(0, 1)

£(1,0,0)=(1, 0) =—;~(2,0) +0(0, 1)

Se tiene

L1
2 2

010

A es la matriz de la trasformacion lineal £, respecto de las bases [v]ly{w].

2. Utilizando 1a matriz A, obtenemos [a imagen de x = (1,2,3).
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Para ello es necesario determinar las coordenadas de x respecto de la base en R3, 0 sea,
oy, 0 Y Oy tales que

(132’3)=a1 (Ia }-s 1)+a2 (1’ 1,0)+(X3 (1:0»0)=
=(a; ta, tos, 0 toy, )

Resulta
[+ 4] =3 y 0.’2=“*1 s 0:3=~l
Entonces
3
Xpvp=| -1
—1
Su imagen es
1L
212 3 2
Y[wl =AXI‘,] =‘- -1 =
01O -1 -1

Los escalares 2y 1 son las compenentes de £ (x) respecto de la base {w].

Si aplicamos directamente fala terna (1, 2, 3), se tiene
F(1,2,3)=(4,-1)
Expresando esta imagen como combinacion lineal de la base [w] es
(4, -1)=2(2,00 +(-1)(0, 1)

Efemplo 3-17,
Obtenemos la matriz de la trasformaciéon lineal f:R**? >R definida por
X1 Xy
f = (xy txg,x2 —x3)
X3 X4

respecto de la base candnica en ambos espacios.
Las imdgenes de los vectores de la base candnica de R2*? son

1 0
f ( ) =(1,0=1(1,0)+0(0, 1)
O O

0 1
f ( ) =(0,1)=0(1,0)+1(, 1)
0 0
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0 o
f ( )=(0,1)=0(1,0)+(—1)(0,1)
I 0

0 0
f ( ) =(L0)=1(1,0)+0(0, 1)
0 1

Resulta
/10 0 1
A ( )
0 1 -1 ¢
Notese que, en el caso de Ia base candnica, Jos coeficientes de la combmacmn lineal
sott los elementos de la matriz, o las componentes del par.

Asl, la matriz
2 -3
1 -1

es un vector de R**? cuyas coordenadas, respecto de la base canénica
(v]= { Eg; , By, Eo ,Egp |, s0n 2,-3,1y —1. De modo tal que la matriz puede
expresarse asi

2
-3
Pvi={ 4
-1
Su imagen por f, utilizando A, es
2
1 0 0 1 /73 1
0 1-1 0 1 —4

-1

Tal imagen resulta expresada en la base candnica de R? y se identifica con la que se
obtiene al aplicar directamente la definicion de f. As{

2 -3
f ( )=(2l s —3-13=(1, -4)
1 -1

91
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3.8. COMPOSICION DE TRASFORMACIONES LINEALES

Sean f:V->U y g:U->W dos trasformaciones o aplicaciones lineales. La funcion
compuesta
gof VW
se define como en 4.6., Algebra I, 0 sea
BoNE=gfx)
Demostramos que la composicion de dos trasformaciones lineales en las condiciones

dadas, es una trasformacién lineal,
En efecto:

Lgehxtyy=g[fx+y)]=glf(x)+1 )=
SO+ e F =@ N +@&=1)(y)

2. EoN@x=glf@x)]=glef®)]=ag[f(x)]=
“a(geNHx)

Hemos aplicado sucesivamente la definicién de composicion, las hipdtesis (f y g son
trasformaciones lineales) y la definicion de composicion,

Ejemplo 3-18.
Consideremos las trasformaciones lineales
f:R°>R y g:R-R?
definidas por
F(xy, %2, %3)=x; —Xy+x; ¥y §M=0.0)

Determinamos el micleo de g o £, Para ello caracterizamos primero la ley de asignacién,
utilizando la definicion de composicién

(8o SY 1, Xou X3) =g [f (X1, X3, %3)] =8 (x; ~ X, +x3)=
=(x1 —x3 +x;,0)

Por definicion de niicleo, se tiene

(1, X2, x3) eEN(@of) @ (gof) (xy, x5, X3)=(0,0) &

@~ xy +x3,0)=(0,0)¢x, —x, +x,=0¢

A =Xy — Xy
Entonces

N@Egef)={(®-c,b,c)/beR AceR)

Como

(B-c,b,0)=(b,b0)+(-¢,0,0)=b(1,1,0)+¢(-1,0,1)
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es

{(1,1,0) ,(}-1,0, 1))

un S.G. del micleo de g ¢ f. Como ademads es L.I., tal conjunto es una base del niicleo,
y por consiguiente su dimension es 2.

Yoo

3.9. TRASFORMACION LINEAL NO SINGULAR

3.9.1. Concepto

La trasformacion lineal f: VW es no singular, regular o inversible si y sélo si es
biyectiva.
En simbolos

f:V—>W esno singular + fes un isomorfismo.
O bien
F:V—>W estrasformacion lineal no singular « fes biyectiva,

Sabemos que una funcién f:V-+W es biyectiva si y sdlo si admite inversa. En
consecuencia, podemos escribir
Una trasformacion lineal f: V —~ W es no singular + Existe /.

3.9.2, Propiedad
La inversa de una trasformacién lineal no singular es una trasformacién lineal.

Sea f: V- W una trasformacién lineal no singular, es decir, un isomorfismo de Ven W,
Probaremos que f! : W -> V es una trasformacion lineal.
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Consideremos y; y y, en W. Por ser f biyectiva, existen y son Gnicos los vectores x, y X,
en V, tales que

FED=Y1 v f(x)=y,

Se verifica que
L@ +y) = M) )= (0 +x)]= 0 o) (%1 + %) =

iy (X1 +x2) =% Fx = (v)) T (v2)

2, SeanaeKyy,; eW
Entonces

P ay)=r" lefG)l=r" ifax,)]=
= e Nax)=iy (@x)=axy =af™ (v1)

fy ™" se llaman trasformaciones lineales inversas, y se verifica que
-1 3 -1
flef=iy 'y [of =iy

donde /iy e iy denotan las identidades en V y en W, respectivamente,

Ljempio 3-19.

La trasformacién lineal f: R* - R? definida por
fa.b)=(a,-b)

es no singular, por ser biyectiva.

En efecto

1. Sean{z, b) y (a’, b’) en el dominio, tales que f(a, b)=f(a’, b").
Entonces es

(@a.-b)y=(@", -b)
En consecuencia
a=a y b=b’
O sea, fes inyectiva.
2. Sea(a, b) cualquier vector del codominio.
Existe (¢, —b) en el dominio, tal que
fla,-b)y=(@,b)

Y, por consiguiente, f es sobreyectiva.
El significado geométrico de esta trasformacién lineal es una simetria respecto del eje
de abscisas
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1. Hipétesis) f:V — V es una trasformacion lineal inyectiva
dimV=n
Tesis) fes sobreyectiva.
Demostracion) Por hipotesis, fes inyectiva. En consecuencia, por 3.3.5., es

N(f)={0v}
y
dim N {()=0
Como
dmN () +dimI (H=dim V
resulta

dimI{(f)=n=dimV
En consecuencia, I (f)=V, o sea, fes sobreyectiva.
2. Hipdtesis) f: V—V es una trasformacion lineal sobreyectiva
dimV=n
Tesis) fes inyectiva,
Demostracién) Sea { wy,W;,...,w, | una base del codominio V. Por ser i

sobreyectiva, existen vy, v, ,. .., v, en V, tales que
Fivd)=w, ¥v;=1,2,...n
Los n vectores vy, vy, . .., v, son linealmente independientes en V, y de acuerdo con

2.7.2. constituyen una base de V.,
Consideremos ahora un vector x cualquiera perteneciente al nicleo de £, Se verifica que

XeN() =x=F av A f©)=0= f(0= % af(w)=0= % ayw=0=
=o;=0, Vi=1,2,...,n
Siendo N (f) = Oy, resulta finyectiva.
3.10. COMPOSICION DE TRASFORMACIONES LINEALES
Y PRODUCTO DE MATRICES

Consideremos las trasformaciones lineales
FiVvaU vy g:U->W
y sean '
i={vi,va,.. v} L u]= (U u, .,y wli={ W, wa, oW, )

bases de U, V y W, respectivamente.
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Las trasformaciones lineales f v g quedan caracterizadas por las matrices
AeKP*" y B g KM*P

respecto de las bases dadas en cada espacio.
Se verifica que la trasformacion lineal compuesta

gof:V->W
estd asociada a la matriz
C=BA e K™m¥"

respecto de las bases [v] y [w].

En efecto, sabemos que para determinar C se necesita obtener las imdgenes de los vectores
de 1a base [v] y expresarlas en funcion de los vectores de {w], o sea

(g°f)(vj):i:2'1 e W (1)

Por otra parte, teniendo en cuenta la definicidén de composicién de funciones, que fy g
son trasformaciones lineales de matrices A y B, respectivamente, y propiedades de la
sumatoria, se deduce

P p
@oNEN=gFONI=8(Z anjuu)= 2 a8 (W)=
F m p

n m
gy 2 bp Wi= Z Tty by W= Z( T by ag) Wi (2)

p
=2
k=1

De (1) y (2), por unicidad de 1a imagen, se deduce que

P
oy = ,El by ay;

En consecuencia, por definicion de producto de matrices, resulia
C=BA

Ejemplo 3-20,
Sean f: R® > Ryg: R— R? trasformaciones lineales definidas por
Fxe, Xg, %3) =%y +X — X3
g0)=0 W)

Se consideran las bases
[v] = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} enR®
[u] = { i } enR
[wl=1(2,0),(0, 2)} en R?
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Determinamos las matrices asociadas a f, g y g o f, v verificamos el teorema anterior
F(1,0,00= 1=1.1
F(0,1,00= 1=1.1 > A=(1 1 -1)
f(0,0,)=-1=(-1)1
. /1

3(1)=(1,2)=‘é‘(2,0)+1(0,2)=>B=(2

1
Resulta

1 ‘11 -1

C=BA=(2)(1 1 —1)=(2 2 2)

1 ST G

Definimos ahora
gof:R¥>R?
(& o) (xy, X2, X3) =g [f (X1, x4, X3)] =

=gxy Txy —x3)}=(xy Fx; —x3,2x; +2x; —2x;)

Luego
(o (1,0,0)=( I, 2)=%(2,0)+1(0,2)
EoH©,1,00=( 1, 2)=%(2,0)+1(0,2)
(g°1)(0,0, 1):(4,_2):_%(2,0)+(,,_1)(0,2)
O sea

3.11. ESPACIO VECTORJIAL DE TRASFORMACIONES LINEALES

3.11.1, Concepto

Con el simbolo L (V, W) denotaremos el conjunto de todas las trasformaciones lineales
entre los espacios vectoriales V y W, sobre el cuerpo K, o sea
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LV, W)= { f: V—=>W/ fes trasformacion lineal }

En L (V, W) definimos la suma de funciones y el producto de escalares por funciones
mediante las asignaciones

Frtox=rx+ex . (1
(af)()=af(x) )]

Demostraremos las siguientes afirmaciones:

1. La suma de dos trasformaciones lineales de V en W es una trasformacién lineal de V en
W.
En efecto:

D)+t =fx+y)+tgx+y)=
=f)+fWM e +gM=Frx+f+a )

i) F+g@x)y=rflax)+tglax)=
=af(x)+tag@=alf()+g()]=
=a(f+g) () |
2. El producto de cualquier escalar por cualquier trasformacién lineal de V en W es una
trasformacion lineal de V en W.

Utilizando la definicién (2), y con procedimiento andiogo al utilizado en 1., el lector
puede probar que

@Hx+y)=(eNE+ N y)
(ah) Bx) =B@NHE) -
Ademds, las definiciones (1) y (2) permiten comprobar que el conjunto L (V, W) tiene
estructura de espacio vectorial sobre el cuerpo K. :
La cuaterna (;L (V, W), +K, ) denota el espacio vectorial de las trasformaciones

lineales de V en W, sobre el cuerpo K.
El vector nulo de este espacio es la trasformacion lineal nula

e: VW definidapore(x)=0y V X€V

3.11.2. Isomorfismo de L (V, Wyen K7 *"

Sean (V,+,K,.) y (W, + K, .) dos espacios vectoriales de dimensiones finitas n y m,
respectivamente, v las bases

[V]:IVI,Vz,---,Vn} enV

[w]={wi, Wy, .. .W,| enW

Entonces, L (V, W) es isomorfo a K™ ™"
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En efecto, definimos
F:L(V,W)-»gm»
mediante
F(fr=A
donde A es la matriz de £ respecto de las bases [v] y fw].
De acuerdo con el teorema fundamental de las trasformaciones lineales, A queda
unfvocamente determinada para cada fe L (V, W), respecto de las bases [v]y [w]. O sea, la

definicién dada satisface las condiciones de existencia y unicidad de toda funcidn. Ademis,
se verifica que:

1. F es inyectiva, pues si f'y g son dos vectores de L (V, W) que satisfacen

F(N=F(
entonces sus matrices respecto de las bases [v] y {w] son iguales, lo que significa
fvy=g) Yi=12,..,n
En consecuencia

F00=1(E 6w=E af 0= F eg @)= £(E 0vp=g(0)

O sea

f=g
2. I es sobreyectiva, ya que, cualquiera que sea A € K™*" existe f: V- W definida por

m
) =Z a5 wi
tal que
F(f)=A
3. F es una trasformacion lineal.
* En efecto:
F(f+g)=A+B=F(f)+ F (2)
Flafl=aA=aF ()

donde Ay B son las matrices de f'y g respecto de las bases [v] y [w].
En consecuencia

F:L(V,W)>Kmxn

es un isomorfismo para cada eleccion de una base en V y una en W.
Resulta entonces que

ditn L (V , W)= dim K™*"=mn
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3.12. ESPACIO DUAL DE UN ESPACIO VECTORIAL

Llamaremos espacio dual de un espacio vectorial (V, +, K, .), al espacio vectorial de las
trasformaciones lineales de V en K.
V* denota al espacio dual de (V, +, K, .), o sea

VE=L(V,K)= { I V>K/ fes trasformacion lincal |
Los espacios dominio y codominio son, respectivamente
V. +X,) v (K, +K )}

Los elementos de V*, es decir, las trasformaciones lineales de V en K, se llaman formas
lineales o funcionales.

De acuerdo con el teorema fundamental de las trasformaciones lineales, toda forma lineal
queda univocamente determinada por los valores que toma sobre cualquier base de V. Es
decir, si [V]:ql Vi,V2,...,V, | €5 una base de V, Y Xy, X3, ..., X, son n elementos
cualesquiera de K, entonces la funcién

1 V=K definida por
113 n
fO=f(Z aiv}=Z a;x;
i=1 i=1

es un clemento de V* =L (V, K), donde a4, a,, . . ., 4, son las coordenadas de x respecto de
la base [v].
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3-21.

3-22.

3-23,

3-24.

3-25.

3-26.

Determinar cudles de las siguientes aplicaciones de R® en R? son trasformaciones
lineales, donde K =R,

1 f(xy, X2, X3)= (%3, X1, X3)
2. g(xy, X2, x3)=(xy + 1,x, +2, 0
3. T(xlsx2rx3)=(0=xl +x,,0)

4. T(x1, X2, X3) = (X1 X4, X3, X;)

Investigar cudles de las siguientes aplicaciones fson lineales,

1. f: R® > R? definida por f(x, y, z) = (¥, x)

2. £ R? > R? definida por f (x,, x,) = (*1,%5,0) + (-1, 0,0)

3. £:R? > R® definida por f (x;, X2)=(2x; - X4, X¢)

4. f1R* >R definida por f (x,, x,) = x, X,

Sea 1 V= W una trasformacion lineal y sean X e y en V tales que f (x) = z. Sabiendo
que f'(y) = Oy, demostrar que f (x + y)=z.

Sea la funcién f:R? > R? definida por f(xy, X3)=(—x;, —x,). Demostrar que es
lineal, clasificarla e interpretarla geométricamente.

La funcion f : R* - R es lineal, y verifica

L, 2)=(-1,0,2) 7(2,1)=(0,2, —1)

Determinar las imdgenes de los vectores (3, 3y, -1).

Consideremos un espacio vectorial V sobre un cuerpo K, y dos trasformaciones lineales
fiV=>K y g:V-K

SeaF: VK tal que F (v)= (£ (v),8(9))

Demostrar que F es una trasformacion lineal.

3-27. Sea T una aplicacion lineal de R? en sf mismo, tal que

T(,00=(1,1) vy TO,1)=(-1,2)
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Determinar la imagen del cuadrado de vértices (0, 0) , (1, 0,1, Dy (@,1).
3-28. Investigar si existe una trasformacion lineal f:R* >R tal que

F(L,2)=3, f2)=-1 y f(2,5)=_121

3-29. Sean f: R* > R® y g: R® - R? definidas por
f@,by=@,a+b,db) y g@,b,c)=@+b,c)
1. Probar que [y g son irasformaciones lineales.
2. Clasificar fy g.
3. Definirge fy fog.

3-30. Demostrar que si f: VW es un epimorfismo, entonces f trasforma sistemas de
generadores de V, en sistemas de generadores de W.

3-31. Consideremos (C, + , R, )y f: C > Cdefinida por f(z) =7 + Im (z).
Determinar si f es una trasformacion lineal, y en caso afirmativo clasificarla.

3.32. Seaf: R® » R3*3 definida por

Xy X3 0
flxy, x)= (—x1 Xy Xy )

0 x; x; x4

Probar que f es lineal y determinar el conjunto de los vectores de R? cuyas imdgenes
por fson la matriz nula,

3-33. Demostrar que si f': V> W es una trasformacién lineal y S es un subespacio de I N,
entonces f ! (S) es un subespacio de V.

3-34. Determinar el nicleo, la imagen y las dimensiones de ambos en las siguientes
trasformaciones lineales.

L. f:R* > R? definida por fi(x; , X3 ,%3) = (xX; + X, + X5, X, +x3)
2. f:R* >R definida por £ (x,, X;)=x; — 2%,

3-35. Definir una trasformacion lineal £ : R* - R™ para un n conveniente, de modo que
N ={ (i, X2, X3, %) €RY [ 3, +2, =0,%; ~ x4 =0,x, +x3+x,=0]
Obtener después una base y la dimensién del niicleo.
3-36. Una trasformacion lineal f: R® - R? esté definida por
) SOes, x5, %3 )=(xy — 2x3, % +x3)
1. Hallar la matriz A de f, respecto de las bases
1(1,1,1),(2,2,0),(3,0,0) | enR?
{(2,0),(0,2) ) en R?
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2. Mediante A, obtener la imagen de (-2, 2, —2) e R®.
3. Determinar la matriz B de £, respecto de las bases candnicas en ambos espacios.
4, Obtener la matriz C de la misma trasformacion lineal, respecto de la base candnica
en R? y la base del punto 1. en R?,
3-37. Sea la trasformacidn lineal f: R* - R? definida por
FriXx2)=(xy +x3, %1 — %5, X1 +2x3)
1. Determinar N (f) , I (f), una base en cada uno y sus dimensiones.
2. Haltar la matriz de f respecto de las bases
{(1,2),(2,0)] enR?
{(1,0,0),(0,2,0),(0,0,3) | enR®

3-38. La trasformacion lineal f : R® = R? estd caracterizada por la matriz

11 -1
A=( 3 -3 3)
2 4 2

respecto de la base candnica. Determinar N (f}, I () v sus dimensiones.

3-39. Determinar la matriz de la trasformacion lineal del ejercicio 3-32, respecto de las bases
candnicas en R? y en R?*?

3-40, Dada la trasformaci6n lineal : R**? -+ R definida por

a b
i / ) =(@tb-—c,atb+d,b+tct+d
\c d

1. Obtener la matriz de f respecto de las bases

Loy 41 0y /0 0y 40 1
R R Rty
11/ Mo/ Yo ool Ay

10,2,1),(2,0,1),(0, 1, )}en R?

-1 3
2. Utilizando la matriz hallada, obtener la imagen de ( )
202

3-41. Definir la trasformacion lineal f: R? - R?, tal que respecto de las bases
[0,1,1),(1,0,1),(1,1,0) | enR?
[(1,2),2 )] enR?
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1 0 0
I -1 1

su matriz sea

3-42. Hallar la matriz de la trasformacion lineal g o f del egjercicio 3-29, respecto de las bases

{(1,1),(0, -1)} en el dominio
1(2,0),(2, 2)} enelcodominio

3-43. Determinar la matriz de ia rotacion del plano de dngulo 8, respecto de la base candnica,

con centro en el origen,

3-44. Sea la trasformacion lineal f : R? -+ R? representada por la matriz

345.

3-46.

cos@ —senf
sen @ cos@
respecto de la base candnica.
Demostrar que si # y & son niimeros reales cualesquiera, entonces

fo'e fo = forgp

féd = fog
Demostrar que si [v]={v,,v,,...,v, | es una base de v,+. K, ), y'si f; con
i=1,2,...,n son las formas lineales definidas mediante

fi (vj)= &y

entonces | f1, fa, ..., f,, | esuna base de L (V, K), o sea, del espacio dual de V.

En (V, +,K, ) sean los subespacios S; y S, tales que V=§, 9 8S,. Se considera la
funcién

P,: VoV
definida por

Py (x)=x,

Siendox=x; + X, v x; €5¢,% €85,.
La funcién Py se llama proyeccion sobre Sy, segiin S, .
Demostrar:

1. Py es una trasformacién lineal,
2. P, esidempotente, 0 sea P2 =P, o P, =p,

3.8iP; es la proyeccion sobre S,, entonces P, + P, =1



Capitulo 4

MATRICES

4.1. INTRODUCCION

Hemos creido oportuno dedicar un capitulo al estudio de las matrices con elementos en
un cuerpo K, dado el rol fundamental que este tema desempefia en todos los campos de la
Matemdtica y en las aplicaciones. Conocido el espacio vectorial (K™*" + K, ), se trata
ahora el producto de matrices, anticipado en ¢l capitulo anterior, y el anillo de matrices
cuadradas. Sin pretender agotar el tema, se estudian la trasposicién y algunos tipos de
matrices especiales: simétricas, antisimétricas, triangulares, diagonales, idempotentes, involu-
tivas, hermitianas, etcétera, Se trata, ademis, la inversion de matrices, el concepto de
matrices particionadas, c¢l rango de una matriz y su invarianza frente a operaciones
elementales. Después de dar métodos para la determinacion de la inversa de una matriz se
estudian la equivalencia de matrices y los cambios de bases en espacios vectoriales,

4.2. PRODUCTO DE MATRICES

4.2.1. Concepto

Recordemos la definicion de producto de matrices dada en 3.6. y su conexién con la
composicién de trasformaciones lincales estudiada en 3.10) Si V, U y W son tres
espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K, de dimensiones finitas, con bases

V1= tvi,va,o 0wyl L [u]= { 1 PR T PR | W y [w]:| Wi, Wa, .. .,wm} respecti-
vamente, y B ¢ KP*" y A € K™ " son las matrices asociadas a las trasformaciones lineales
f:V=>U g U->W
entonces la trasformacion lineal compuesta
Eof: VW
estd caracterizada por la matriz producto C = AB € K™ *" cuyo elemento genérico es

D
Cu = 2 . Pri
if [y ik Yk
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Observamos que para que exista el preducto de dos matrices, el niimero de columnas de la
primera debe ser igual al mimero de filas de la segunda.

Si AeK™*" y BeK"™ entonces coexisten los productos AB e K™*™ y BA e K",
pero son distintos si m #n.

En el caso en que m=n, tanto AB como BA son matrices del tipo » x n, es decir,
cuadradas y pertenecientes a K"*", pero en general se verifica que

AB #BA

O sea, el producto de matrices no es conmutativo,

Ejemplo 4-1,

Verificamos la no conmu tatividad del producto de matrices en el siguiente caso:

A= 1o y B= -2 1

21 00
age (10} [+21 =g21)

21 00 —4 2

-2 1 10 01
BA: =

oo (23)-65)
Este hecho es coherente con lo que sabemos: la composicion de trasformaciones

lineales, que son funciones, no es conmutativa.
Si AB = BA entonces diremos que A y B son matrices permutables.

4.2.2. Asociatividad del producto de matrices
Sean V, U, S y W espacios vectoriales de dimensiones #, p, ¢, m respectivamente, y una
base en cada uno, Sij
fiv=U g:U~>8 vy h:5->W

son trasformaciones lineales, CeKP*" BeKY*" y A eK™*? son las correspondientes
matrices,

f g h
/.—-——_-‘-"‘*

B
& AB

fiog
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entonces, teniendo en cuenta la asociatividad de la composicién de funciones es
hogef=(heg)of=ho(gef)
Denotando con D a la matriz m X n, asociada a la composicion, es
D=(AB)C=A (BC)

Escribiremos entonces D = ABC

Ejemplo 4-2.
Calculamos ABC, siendo
—1
Ae 3 .10 -1 1 01 )
2 12 B=| 0 1 C= _0
3 210 1
-1
soc-> 1) 0122 (2] -
BC=y 12/1 O 0 -
3210 1
2X3 3X 4 4X1
-1
(32=21-2)_ /o
47 44\ 0] {-14
1/
2X 4 4X1 2X1

4.,2.3, Matriz identidad

En K" la matriz I cuyo elemento genérico es 8;;, o sea, es 1 sii=/y es Osii#j, es
neutro para el producto.
I'se llama matriz identidad i X #, y verifica

Al=]JA=A
cualquiera que sea A € K""*",

En efecto, el elemento genérico de la matriz producto Al es

n

ciy = klel Ay Opy=ay 0 =ay
En consecuencia, por definicion de producto, es
Al=A

Andlogamente se prueba que JA = A.
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Si A e K™™" entonces la identidad mx m verifica

IA=A
y la identidad nx n satisface
A=A
Ejemplo 4-3,
Calculamos AB — I, siendo
10 -2 10 2 1040
A=01 3] B=l01-3]1I=]010
00 1 00 1y 001
10 -2 10 2 100
AB= |01 3 01 -3 = 010 =1
0o 1 00 1 001
Luego
AB--1=N

donde N denota la matriz nula de R3*3,
4.2 4. Distributividades del producto
Si A y B son elementos de K"*P vy C e KP*™  entonces es
(A+B)C=AC+BC
Esto significa que el producto de matrices es distributivo a derecha, respecto de la suma.
Para demostrar esta afirmacion, consideremos el elemento genérico dy;, de la matriz
(A + B) C. Por las definiciones de suma y producto y propiedades de la sumatoria es
Top p )
dy= k2=1(aik +by) cpy = kz":—-l @i Cpy T k2=1 bir cij
O sey
(A+B)C=AC+BC

Si CeK™™" y Ay B son las matrices anteriores, entonces se verifica la distributividad a
izquierda,

C(A+B)=CA +CB

4.3. ANILLO DE MATRICES CUADRADAS

En K"*" ¢l producto es una ley de composicion interna, asociativa, con elemento neutro
igual a la identidad nx n.
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Por otra parte, sabemos que (K™*", +) es grupo abeliano, y de acuerdo con 4.2.4. el |
producto es doblemente distributivo respecto de la suma.

En consecuencia (K"*", +, .) es el anillo no conmutativo, con unidad, de las matrices
cuadradas n1x 1 con elementos en K,

Este anillo tiene divisores de cero; es decir, existen matrices no nulas cuyo producto es la

matriz nula.
Por ejemplo: |

10 00
A= #N B= #N

AB = 00
00

Considerando en el espacio vectorial (R?, +, R, ) la base canénica, la matriz B representa
una trasformacion del plano en si mismo que asigna a cada vector (x, y) laimagen (0, x +y),
y A caracteriza la aplicacion lineal que trasforma cada vector (x,y)en(x, x), va que

G- ()
NN

La trasformacion lincal compuesta, asigna a todo vector el vector nulo. Es decir, es la
trasformacion lineal nula.

pero

il

4.4. TRASPOSICION DE MATRICES

4.4.1. Concepto

Sean los espacios vectoriales (K"*™ + K, ) y (K™*" +, K, .). Por definici6n, la matriz
B e K™*" es la traspuesta de A € K™ ™ si y sélo si by =dj;, y se escribe B= AL

Elsimbolo A’ se fee: “A traspuesta”.

Si

-1 1
-1 2 0 :
A= ,entonceses A'={ 2 2

i23 0 3

En consecuencia, para hallar la traspuesta de una matriz, se cambian filas poi columnas.
Observamos, ademds, que toda matriz 1 X 1 es igual a su traspuesta,
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44,2, Traspuesta de la suma y del producto por escalares

La funcion f: K"*™ > K™*" que asigna a cada matriz del dominio su traspuesta en el
codominio, es decir, definida por

f(a)=At
es una trasformacion lineal.
En efecto:

1. La traspuesta de una suma es la suma de las traspuestas.
Si denotamos con C a (A + B)Y, entonces

cg=aj + by
Y resulta

F(A+B)=(A+B)Y=A" + B =f(A)+f(B)

2. La traspuesta del producto de un escalar por cualquier matriz es igual al producto del
escalar por la traspuesta de la matriz.

Teniendo en cuenta que si C = (@ A)' entonces ¢y = aay;, resulta

flad)=(aA)Y =aA =af(A)

Ejemplo 44.
~-100 a
Dadas las matrices A=| 001 | yB=1[ &
010

caleulamos (Bf A)'.

0
Como Bt A=(a b ¢) 0 ) =(—a ¢ b),resulta
1

100
001
010
(B A) = ( )

4.4.3, Tiaspuesta del producto

La traspuesta de un producto de matrices es igual al producto de las traspuestas en orden
permutado,

Sean A € K™*P y B € KP*™, Demostraremos que
y q

(AB)® = Bf A!
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5i C = AB, entonces

b
C,‘j—_- E

e aip bkad“ b!j +af2 sz +. .. +a,-p bpj

es ¢l elemento de la filaf y de la columna  de C* = (ABY).,

Los elementos by, by, . ., by;dela columna j-sima de B, son los de la fila j de B,
Andlogamente, a;,, a;,, . . ., @i son los elementos de la columna i-sima de Al
Entonces, el elemento de la filg Fydelacolumna i de BAY g

D
byan tbyap +.. . +b,a, =Z ik by;
En consecuencia,

(AB)! = B*A!

Ejemplo 4.5,

La trasposicion verifica (A*)*=A. Teniendo en cuenta este resuitado y el teorema

anterior, calculamos (B'A)*, en el caso del ejemplo 4-4.

-100\ /a —q
(B*A) = A* (BY) = A'B = 00L|(s]= ¢
010/ \¢ b

4.5. MATRICES SIMETRICAS Y ANTISIMETRICAS
4.5.1. Matriz simétrica

Una matriz cuadrada es simétrica si ¥y s6lo si es igual a su traspuesta.
AeK" " es simétrica® A=Al & @ =a; ViV

En R3%3 13 matriz

-1 0
A=|--1 2 3 €s simétrica
30

4.5.2. Matriz antisimétrica

Una matriz cuadrada es antisimétrica si y solo si es igual a la opuesta de su traspuesta.

A e K"™" es antisimétrica+ A = —Af & @ =—ay  YiVy
Los elementos de la diagonal de toda matriz antisimétrica son nulos, pues

Aes antisimétrica o= —dy o« Vi 2(1;',': 0, vi =a;=0+ Vi
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La matriz
o 1-2
A=(-1 0 3
2 -3 0/ esantisimétrica
FEjemplo 4-5.

Demostraremos las siguientes propiedades:

i ) El producto de toda matriz por su traspuesta es una matriz simétrica,
En efecto: ’ :

(AAY = (AHf A= AA
Luego, por ser igual a su traspuesta,
AA! es simétrica

Observamos que no es necesario que A sea cuadrada para que existan AATy ATA, las
que son, en todos los casos, matrices cuadradas.
ii ) La suma de toda matriz cuadrada y de su traspuesta es simétrica.

Sea A € K"*", Se verifica que

(A+AHY =At +(AH = AT+ A=A+ A!

Es decir, A + A? es simétrica.
iii) La diferencia de toda matriz cuadrada con su traspuesta es antisimétrica.

Si A € K"*"_ entonces, aplicando propiedades antericres, se verifica

(A— A=A —(AH =A' - A= (A AY)

En consecuencia, A — A? es antisimétrica.

iv) Toda matriz cuadrada es la suma de una matriz simétrica y de una matriz

antisimétrica. 1
AEeK™" = A+ A es simétrica y A~ A' es antisimétrica >3 (A+AY es

simétrica y% (A — A%) es antisimétrica = A =% (A+AYH +—é— (A — A eslasuma

de una matriz simétrica y de una antisimétrica.

Ejemplo 4-6.

Sean A €K™ una matriz simétrica, X e K"*! y Y ¢ K"*!, Desarrollaremos el
producto (X — Y)Y A (X - Y).

Teniendo en cuenta que la trasposicion es una trasformacion lineal, la distributividad
del producto respecto de la suma y que X'AY es del tipo 1 X 1, o sea, simétrica,
tenemos
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X-'AXK-Y) =(X-Y)(AX — AY) = X'AX — XIAY - YIAX + YfAY -
=X'AX - (XIAY) - YIAX + YPAY =
=XIAX — YIAI(XH! - YIAX + YIAY =
=XIAX — YIAX — YIAX + YiAY =
=X!AX - 2Y*AX + Y!AY

4.6. MATRICES TRIANGULARES

La matriz A € K"*" es triangular superior siy solo sii > = a; =0.
En R3 X3

o O
Lho b W

) s una tmatriz triangular superor,
/

Andlogamente
A e K" es triangular inferior si y solo si 7 <j =a;=0.

El lector puede demostrar que el conjunto S de las matrices triangulares superiores o
inferiores de (K™*", +, K, .) es un subespacio de K"*",

Ejemplo 4-7.

Efectvamos el producto de las matrices triangulareé Ay B pertenecientes a R**3 | tales
queay=0sii>jay=i+jsii<jby;=0sii>f by=i-2sii<]

2314 I -3 -5 -2 —12 —34
AB=[045 0 -2 -4 =/ 0 -8 -31
006 0 0 -3 0 0-18

/

Observamos que el producto de matrices triangulares es una matriz triangular.

4.7. MATRICES DIAGONALES
4.7.1. Concepto

La matriz A € K"*" cs diagonal siy sélo sii #j =a; = 0.
Toda matriz diagonal tiene nulos los elementos que no figuran en la diagonal.
Para denotar que A es una matriz diagonal, escribiremos
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AN

ay o ... O
0 ds ... 0

A= L . =diag (2, a3, . .., ay)
0o 0 ... a,

En particular, en K™*" 1y N son matrices diagonales.
Si todos los elementos de la diagonal son iguales, o sea, si 4;=a, Vi, entonces la matriz
diagonal se llama escalar. Siendo A una matriz escalar, se verifica

A =4l
4.7.2. Propiedad

El conjunto S de las matrices diagonales de (K™*", +,K, .} es un subespacio de K"*", y
su dimensidn es #.
La demostracion se propone como ejercicio.

4,7.3. Propiedad

El conjunto § de las matrices diagonales de K”*" es un subanillo de (K"*", +, ).

Para demostrar esta afirmacidon es suficiente probar que el producto de matrices
diagonales es una ley de composicion internaen S,

4.8. MATRICES IDEMPOTENTES E INVOLUTIVAS
4.8.1, Concepto

Una matriz cuadrada es idempotente si y solo si es igual a su cuadrado,

A € K"*” g5 idempotente < A% = A

1 1
22
A= Lo verifica A% = A, es decir, es idempotente.
2 2

Una matriz cuadrada es involutiva si y s6lo si su cuadrado es la identidad.
A € K™ ¢s involutiva + A% =1
10

10
La matriz A = (

) es involutiva, pues A® = ( =]
01} 01
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4.10.3. Propiedad
El producto de dos matrices ortogonales es ortogonal.

A y B son ortogonales => AB es ortogonal
En efecto:

(AB) (AB)' = ABB'A* = AIA" = AA" =]
por traspuesta del producto y 4.10.2.
Andlogamente es

(AB)(AB) =1

En consecuencia, por 4.10.2. resulta AB ortogonal.

Ejemplo 4-110,
Toda matriz

cosa —sena O

A=|sena cosa O dondeaeR
0 0 1
es ortogonal.
En efecto:
cosa -seng 0 cosa sena O 1090
AAl'=| sena cosa O _sena cosa O] = {010 =I
0 0 1 0 o 1 001

4.11. MATRICES HERMITIANAS
4.11.1. Matrices complejas

(€™ 4+, R, .} y (C™*™, +,C, ) denotan los espacios cuyos elementos son las matrices
complejas del tipo nx m, sobre el cuerpo de los reales y de los complejos, respectivamente.

- 1+i 2
A= es una mattiz compleja del tipo 2 X 3,
i -2 3-2

Matriz compleja conjugada de A € C™*™ es la matriz B € C"*™ tal que by =dy;

O sea, dada una matriz, su conjugada se obtiene sustituyendo cada elemento por el
complejo conjugado.
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Para denotar la matriz conjugada de A, escribiremos A,
Si A es la matriz anterior, entonces

Pol--i 2
- =2 3+4+2%

Diremos que A y A son matrices conjugadas, una de la otra, pues A=A
Dado el espacio vectorial (C™™, + R, ), la funcidn f: C**™ - C**™ definida por
/(A)= A es una trasformacidn lineal, puesto que se verifica

i) Ia conjugada de Ia suma es igual a la suma de las conjugadas,

ii}1a conjugada del producto de un escalar por una matriz es igual al producto del escalar
por la conjugada de la matriz,
El lector puede demostrar que fes un automorfismo.
Se verifica que la traspuesta de la conjugada de cualquier matriz es jgual a la conjugada de
su traspuesta, o sea

At = Al
Para designar esta matriz, escribiremos A*.
En el caso ya tratado es
i —i
Ax=11—i -2

2 3+2i)

El operador * satisface las siguientes propiedades:

1. (A*)* =

2(A+BF—A+B’~m+1W—Af + B =A% + B
3. (AB)* = B* A%

Para demostrar esta afinnacion es necesario probar que la matriz conjugada de un
producto es igual al producto de las conjugadas.
Sean A ¢ C"*P y B e CP*™ §i C = AB, entonces el elemento genérico de C es

D
Cy= > & bki

=1
y teniendo en cuenta que el conjugado de una suma es la suma de los conjugados y que el
conjugado de un producto es el producto de los conjugados, se tiene

Cy= kz')—-l dip, by

O sea

B=AB
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Retomando nuestro propésito
(AB)* =AB'=(A B)' =B A’ =B* A*

4.11.2. Matriz hermitiana
La matriz A € C**” gs hermitiana si v s6lo si es igual a la traspuesta de su conjugada.
Aeshermitiana ® A=Al e A=A*oq;=a; ViV
Los elementos de la diagonal de toda matriz hermitiana son niimeros reales, pues
A es hermitiana = a;; =a; = a; €R,
La matriz
1 —1 241
A=| i —~2  —3 72 |es hermitiana

2—-§i -3+2 3

Toda matriz simétrica y real es hermitiana, ya que verifica a;; = aj; = a;;.

Ejemplo 4-11.

SiceCy A eC™™, entonces (& AY* =a A*.
En efecto:

(@A*)=aA‘=(aA) =a Al=wA*
FEjemplo 4-12,

4
Dadas las matrices X = ( ! ) y A= ( ! ] 1 I) , calculamos
1+ 1 —i 2

1

PDXEX=(1 1) (1+I_)=1+(1—i)(1+i):1+1i2=3

i) X*AX =(1 1f)(1ii lzi)(lii):u—z:' 3—i)(1~1+~i)=5

Ejemplo 4-13.

$i H={A€eC*** /A es henmitiana | , entonces H no es un subespacio de
(C3*** 4., ), va que H no es cerrado para el producto por escalares.
En efecto:
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I —i 1+
i 0 -2 ) € H, pero

i€ y A=
1—-i -2 3
H I -1+
A= —1 0 27 | &H, pues la diagonal no es real,
V—i —2f 3§

El lector puede comprobar que H es un subespacio de (C>*?, + R, ).

4.12, MATRICES PARTICIONADAS

4.12,1. Submatrices de A ¢ K"*™

Eliminando r filas y s columnas de la matriz A € K® ™ se obtiene una submatriz de A,
que denotaremos asi:
A(i], 1'2’ LIEEY] il‘ l jl!j21 . 'st)
donde 7, es el mimero de la primera fila eliminada, j, es el nimero de la primera columna

eliminada, etcétera.
Si eliminamos las filas indicadas en

iy dp &3 dY4 ags

2

ol 4 bl )
A v
3 A3 @33 d3q dps

—.-
bt 2 1

&
R
™

¥l
i

entonces

211 413
A(2,4|2,4,5)=( )

day Qg3
Si se mencionan las filas y columnas que se conservarn, la notacion es

a5 ﬂls)

A[1’3|1’3]=(a31 a3

4.12.2, Particion de una matriz
Sean A€ K" n=p, + v, y m=p, + i, y consideremos las submatrices
Au =A[1,2,...,V1 |1,2,...,#l]
Ap=A[L2,..,v lu, +1, 4 +2,...,m]
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Ay =Aln +1,p +2,.. ,011,2,.. 4]
Ap=A + 1L, +2, . 0l +1,p+2,..,m)
All A12

Escribiremos A= (
21 Ag

) y diremnos que A estd particionada en cuatro submatrices
o bloques. Las descomposiciones n= v, -+ v, y m =i + M, se denominan esquemas de la
particién para filas y columnas, respectivamente,

Por ejemplo, la particion de A que se indica a continuacion

1 1]-1 03| 0 -4
1213321 0
A= 22t 1111 3
-3 0] 031} 2 4
10| 1022 3

corresponde al esquema !
n=p ty,=2+3 ‘
m=py o+ =2434+2 ]
i
|
|

[
A= ( Ay Ap A13) 4
Ay An An !

donde cada bloque Aj; es un elemento de la matriz particionada.

En general, si Ac K™ n= v+ ...+ Boym=u + 4, +.., 4, entonces
las submatrices Ay coni=1,2,...,+j=1,2,....ssonlos elementos de A particionada en
bloques, y se escribe

y se obtiene

Al! Al2 L Als

A21 A22 - Ags
A= - '

Arl Ar2 e Ars

4.12.2. Operaciones con matrices particionadas
I. Adicion
Sean A y B matrices en K"*™ y los esquemas de particion n=v, +v, +... +p,

m=py + My +. ..+ i Si A=(Ay) y B=(By) son las notaciones de Ay B particionadas, i
entonces es

A+B= (Ay+By)
coni=1,2,...,ryj=12,...,8 i
\



ESPACIOS FILA Y COLUMNA 123

I1. Producto por escalaves
Se define de la siguiente manera:
e A= (a A!})

I, Multiplicacion
Sean las matrices A ¢ K"*P B e KP*™ y los esquemas de particién
n=wn+unt... .+, p=mt+n, toootmamEg b L
osea, A=(Ag) y B=(By) donde i=1,2, . ,rj=1,2,.. syk=1,2,.. .1
El producto en forma particionada es
AB :(kézl Ak Brj )
Ejemplo 4-14.

Consideremos las matrices A y B particionadas como se indica

1 oo 2
Ay A
A={ 0 1‘121 =(” "")

1 C1]2 3 2] VAa Aa
1o ’ 11
01| 2 2
B, B

B=["1 1 =2 2 :( 1 12)
123 -1 By By
01 G 0

El producto en forma particionada es

All Al'z ll Bl2

Ay By +Ap By A B HAp Bn)
AB = :

An Ap \ Byy By Ay By TAp By Ay Bz +An By

i
e ()00
M

Andlogamente se calculan Cy; , C4; ¥ Ca , que son los restantes bloques del producto.

/
Asf:

4.13. ESPACIOS FILA Y COLUMNA DE UNA MATRIZ

Sea A € K"*™ y sean los esquemas de particidn n =p, m=1+1+...+1.
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Entonces A queda particionada en matrices columnas y se escribe
A=(Ay A . A ) =(A0 Ay L Ay)
donde A; eK'yj=1,2,...,m
Definicion
Espacio columna de la matriz A ¢ K"*™ es el subespacio de K" generado por las m
columnas de A.

Denotamos el espacio columna de la matriz A mediante Sg(A). Los elementos de Sg(A)
son todas las combinaciones lineales de las m columnas de A.
O sca

m
Sc(A) = {12:1 ij Aj / O!j €K

Definicion
Rango columna de una matriz es la dimension del espacio columna de dicha matriz.
Po(A) se lee: rango columna de A, y s
pc(A) = dim Sc(A)

Si A es upna matriz nula, el espacio columna es un vector nulo y el rango columna es 0. Si
A # N, entonces el rango columna de A es el miximo niimero de vectores columnas
lineaimente independientes.

Andlogamente se definen el espacio fila y el rango fila de una matriz A, y se indican
mediante Sgp(A) y pr(A), respectivamente.

Sr(A) es el subespacio de K™ generado por las 7 filas de A y dimSw(A) es el miximo
namero de vectores filas linealmente independientes de A,

La particion de A € K™*™ en vectores filas se indica asi:

Ay Ay
Ay Ay

A= . = : ,dOndeAieKm;i:l,z,...,n-
Anl AJ’I

Si es necesario, para referirnos a ta submatriz columna de lugar # escribiremos A ., y para
incicar la submatriz fila de Jugar &, pondremos A, . El punto en A, significa que ¢l primer
indice varia desde 1 hasta n. En el segundo caso, el punto.indica que el segundo indice es
variable desde 1 hasta m.

Ejemplo 4-15.

Determinamos los rangos fila y columna de 1a matriz
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20 -1 4
A={0 4 1 -2
12 0 1

Observamos que las dos primeras filas son linealmente independientes y que la tercera

es combinacién lineal de aquéllas: Aj, =%A,_ + 1—A2_. En consecuencia, el rango fila

de A es 2. El lector puede comprobar que ¢l maximo ntimero de vectores columnas
linealmente independientes de A también es 2.
Ambos rangos, fila y columna, coinciden.

4.13.2. Piopiedad

Los rangos fila y columna de toda matriz son iguales
Hipotesis) A € K™
Tesis) Pc(A)=pr(A)
Demostracion)
Si A = N, entonces po{A}= 0= pp(A).
Sea A =Ny pa(A) =r. Probaremos que pp(A) ="+
Podemos suponet, sin pérdida de generalidad, que las » primeras columnas de A son LI

Ay dyy - B Ayrgy - Bt ptp - N1
A=| an 4n ... 8y QGrgr - Qpyk - dim
"y ny - . Guy Qnr+1 - - Tnrtk -+ nm

Particionando A en vectores columnas es

A=Ay Ag oo Ay oo Mgy oo A)

Por lo supuesto, fas » primeras columnas de A constituyen una base de Sc{A). En
consecuencia

Apgp=oup Ayt Ag+. .t o A=
= 3 e Ay () VE=1,2,. . mr

Sea { €;,€;,...,€, | labase candnica de K™. Como las filas de A son vectores de
K™, se verifica que

e
Ajp=ape tapet.. . Fape, @i, ey T Hlim ey :,21 ap e (2)
!:

Vi=1,2,...,n
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De (1) y (2) resulta
Ap=ag ey tape,+. . taget
(o apn togam .. tog gp)eyy +
iz an Yo an .. tag ap)e . +
+.. 0+
F(@ @iy TG @t Qe i ) €y =
=dp (&) Ty ey T+ oy o pe,)+
tap (e togyepy, tagpne , Foo oy, et
+air (er +Ol,..1 €41 +0‘-’r2 €y +.. +ar,m-r em):
Sap €y tap €t + ape’r
En consecuencia | €'y, e, ..., e’ | esun sistema de generadores de las filas de A,
Si pp{A) =r’, entonces es
Py (3)
ya que el maximo nimero de filas L.I. de A es menor o igual que ¢l cardinal de todo
sistema de generadores de las filas de A.
Anilogamente, razonando a partir del rango fila de A, se prucba que

r<y (4)
De (3) y (4) resulta
r=r
O sea
pc(A) = pr(A)

4.13.3. Rango de una matriz

Hemos demostrado que los rangos fila y columna de toda matriz son iguales. Este
nimero se llama rango de la matriz. Para denotar el rango de una matriz A, escribiremos

p(A)
Definicion
Rango de una matriz es su rango fila o su rango columna.
p(A)= pe(A) = pr(A)
Dos matrices traspuestas tienen igual rango, pues
P(A)= po(A) = pr(AY) = p (AY)

Si IeK™ 7 entonces es p (1) =n, ya que los 1 vectores columna de I son linealmente
independientes.
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4.13 4. Rango del producto
Propiedad

El rango del producto de dos matrices es menor o igual que el minimo de los rangos.
Hipotesis) A ¢ K"*P,BeKP*™
Tesis) p(AB)<min | p(A),p(B) }

Para probar esta afirmacion, demostraremos que el rango del producto es menor o igual
que los rangos de cada una de las dos matrices, es decir

P(AB)<p(A) v p(AB)<p(B)

Consideremos B particionada en los p vectores filas, y efectuemos el producto en forma
particionada

P
ay iz - .- dyp By _,-Z_:lal" By
Fl
AB= | ay ap ... ap By 1= ,-?1 @y B
D
Qqy @nz .. - dpp Bp J.Elam' Bi

Este resultado nos indica que las filas de AB son combinaciones lineales de las filas de B
con coeficientes en A. En consecuencia, todo vector del espacio fila de AB pertenece al
espacio fila de B, y por consiguiente

Sr(AB) C Sp(B)

Entonces, resulta

dim Sp(AB) < dim Sp(B)
Luego
p(AB)<p(B) (1)

Esta relacidn nos dice que el rango del producto de dos matrices es mencr o igual que el
rango de la segunda matriz.

Ademads, teniendo en cuenta que la trasposicidn no modifica el rango y (1), es
P(AB)=p (AB)' =p (B A)Y<p(A')=p(A)
Luego
p(AB)<p(A) (D)

Es decir, el rango del producto de dos matrices es menor o igual que el rango- de la
primera matriz.
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De (1) y (2) resulta
p(AB)<min | p(A), p(B)]

4.13.4. Invarianza del rango

Propiedad

Si en un producto de dos matrices una de eflas es no singular, entonces el rango del
producto es igual al rango de Ia otra matriz.

Hipétesis) A e K™*™

B € K"*" es no singular

Tesis) p(BA)=p(A)
Demostracién) Sabemos que
' PBASP(A) (1)
pues el rango del producto es menor o igual que el rango de cada factor.

Como B es no singular, existe B™ tal que BB™® =B 'B =1
Ahora bien

A=IA=(B"B)A =B (BA)
Por consiguiente
P(A)=p([B™ (BA)]
Y por rango del producto, es
p(AY<p(BA) (2
De (1) y (2) se deduce que

P(BA)=p(A)
Anilogamente se demuestra que si B € K™*™ ¢s no singular, entonces
P (AB)=p(A)

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es la siguiente: si A e K™X™, P g K"¥" y
Q ¢ K™*™ son dos matrices no singulares, entonces

PRPAQ)=p(PA)=p(A)

4.13.5. Propiedad

Una matriz A € K"*" es no singular si y sélo si su rango es n.
A €K™ " esnosingular ¢ p (A)=n
I°.AeK"™ " esnosingular > 3AT JAA =1 =
*p(AA)=pM=pA) =n
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Hemos utilizado la propiedad 4.13.4., teniendo en cuenta que A™ es no singular, y

p(=n

20 Sea AeK™" tal que p(A)=n. Entones las n columnas de A son linealmente
independientes, y constituyen una base del espacio columna de A.

Sea la trasformacion lineal f: K* = K", definida por la matriz A respecto de la base
candnica en K",

Si x € K?, entonces es f(x) = Ax.

Como el espacio columna de A es el subespacio de K" generado por las # columnas de A,
y éstas son lineaimente independientes, se verifica que

dim Sg(A)=n
Por otra parte, I (f) = Sg(A), es decir, la imagen de la trasformacion lineal es igual al
espacio columna de A, Luego
dimI{(H=n

y, en consecuencia, f es sobreyectiva.
De acuerdo con 3.9.4. fes biyvectiva, v por lo tanto A es no singular.

4.14.- OPERACIONES Y MATRICES ELEMENTALES

4.14.1. Operaciones elementales

Operaciones elementales sobre una matriz A € K”*™ son las siguientes:
1. Permutacion de dos filas entre si, o de dos columnas entre si.

2. Adicién de una fila a otra, o adicién de una columna a otra, _

3. Multiplicacion de una fila o de una columna por un escalar no nulo.

Si se efectlian operaciones elementales sobre las filas o columnas de una matriz, se obtiene
otra matriz; pero demostraremos que su rango no varia.

4.142. Propiedad

Toda operacion elemental sobre las filas de una matriz A e K™*™

premultiplicando A por una matriz no singular del tipo nx .
Antes de probar esta afirmacién definimos E;, € K™*® mediante

puede realizarse

1sii=hAj=k
e. =
Yo siithvi+k

Por ejemplo, en K**# es

c oo
SO o0
oSO —=Q
oo
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1. La permutacion de las filas / y / puede obtenerse premultiplicando A por la matriz no
singular

Py=1-Ey; —~E;+Ey+E; enK"™ "

En K% o5
1000
p.—{0010
23 0100
000 1

—_—

Py se deduce de la matriz identidad permutando
Particionando A en vectores filas, se tiene

as filas o columnas i y ;.

i j
10

A, A,
01 0 Ay Al
il 00 1.0 :
A; Ay
PﬁA= — .
il o 1 0.._0 Ay A;
A, An

00 1

En consecuencia, la premultiplicacion de A por P permuta las filas i y f.
Ademds, como en Py se tienen exactamente n vectores columna linealmente indepen-
dientes, es p (P;) = n, y en consecuencia

Py es no singular

2. La adicion de la fila 7 a la fila / puede obtenerse premultiplicando A por la matriz no
singular

A”i=.[+E”
En K#*4 ¢s
1 000
{ot1o0o0
As=lo 110
0001

Ay se deduce de la matriz identidad al sustituir 0 por 1 en el lugar (7, i).
Se verifica
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A A
: ! A2 A2

10 0 . )

01 0 :

. ; . A; A

AyA= 1,(L0_1|_OI___0 Sl .
i _o_o_uli __1;M0 A A+ A

0 0 | l 1 :
A, A,

O sea, la premultiplicacion de A por Ay suma ala filajla fila i,
Se sabe que las filas de la matriz identidad:e,, e, ,...,e;, ... +€ . - - €y constituyen un
conjunto linealmente independiente. En consecuencia

e, e0, . e, te,. .., e,)
es un conjunto linealmente independiente, o sea
p(Ap=n
Luego
Ay es no singular

3. El producto de la fila i de A por el escalar @ # 0 puede obtenerse premultiplicando A
por la matriz no singular

M; (@)=1+(c— 1) E;

En K**4 es
1 000
{0100
Mi@=10 0 a 0
000 1.
M;(a) se obtiene multiplicando por a el elemento de lugar (5,{) de la matriz identidad.
Se verifica
1o o0 Ay As
A A
01 |0 N N
Mi(a).A: . .
il.0_0_a_0 A | = a4
00 | 1 : .
A, A,

Como p (M; (o)) = n, es M; () no singular.
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Andlogamente, se demuestra que toda opetracién elemental sobre las columnas de una
matriz A € K"*™ puede obtenerse posmultiplicando A por una matriz no singular del tipo
mxm, '

Definicion
Las matrices que realizan las operaciones elementales sobre las lineas de una mattiz se
llaman elementales.

Como las matrices elementales sott no singulares, de acuerdo con 4.13 4., se deduce que el
rango de una matriz no varia frente a las operaciones elementales.

Ejemplo 4-16.
Mediante operaciones elementales determinamos el rango de A, siendo
12 1 —1
11 0 2
A%lo 1 2
2.2 -1 2

Efectuamos, sucesivamente, las operaciones elementales que trasforman las primeras
filas y columnas de A en vectores candnicos:

I -t -1 3 por -2,
0 1 2 — A la tercera columna de A se le sumé la primera multiplicada
2 -2 -3 4/  por—1.

A la cuarta columna se le sumé la primera.

( 1 0 0 0) A la segunda columna de A se le sumé la primera multiplicada

1 0 A la segunda fila de la matriz anterior se le sumé la primera
¢ -1 -1 3 multiplicada por —1.
0 -1 A la cuarta fila se le sumd la primera multiplicada por -2,
0 -2 -3 4
1 0 0 0 ,
0 1 I -3 Se multiplico la segunda fila de la matriz anterior por —1.
0 1 2 -1
0 -2 -3 4
1 0 ¢ o A la tercera columna se le resté la segunda, o sea, se le sumé la
O 1 0 0 segunda multiplicando por —1.
0 1 1 2 A la cuarta columna se le sumé el triplo de la segunda.
0 -2 -1 2
1 0 0 o0 A la tercera fila se le restd la segunda.
0 1 0 o A la cuarta fila s¢ le sumé el dupio de ka segunda,
(0 0 1 2 )
0 0 -1 -2/
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1 0 o -0 A la cuarta columna se le restd el duplo de la tercera.
0 ¢+ 0 O

g 0o 1 O

o ¢ -1 0

1 0 0 O© A la cuarta fila se le sumé la tercera.

o 1 0 O©

o 0 1 0

o 0 0 O

Esta matriz tiene tres columnas linealmente independientes, o sea, su rango es 3, y
como es igual al de A, resulta

p(A)=3

4.15, EQUIVALENCIA DE MATRICES
4,15.1. Concepto

Sean Ay B dos matrices pertenecientes a K"*™ Diremos que B es equivalente a A si y
sélo si B puede obtenerse efectuando un nimero finito de operaciones elementales sobre A.

Elsimbolo B ~ A se lee: “B es equivalente a A”,

La equivalencia de matrices es reflexiva, simétrica y transitiva, o sea, es una relacion de
equivalencia en K**™

La matriz

1
0
0

o = O

00
00
1 0
0000

obtenida a partir de A, en el e¢jemplo 4-16, mediante un nimero finito de operaciones
elementales, es equivalente a A y recibe el nombre de forma canénica de A. La forma
canonica de la mattiz nula en K"*™ es dicha matriz.

4.15.2, Propiedad

Toda matriz no nula A € K**™ de rango 7 ¢s equivalente a la matriz
Ir er(n-r)
B=
N(m Fyxr N(m-r)x( r-r)
donde B esla forma candnica de A.

La demostracién es sencilla, y el lector puede hacerla basindose en la definicién de
matrices equivalentes y teniendo en cuenta lo realizado en el gjemplo 4-16,
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Si A es una matriz no singular en K™*", entonces su forma candnica es la matriz
identidad.

A e K" " ¢s no singular ¢ F.C.(A)=1

El simbolo F.C.(A) se lee: “forma candnica de A”.

4.15.3. Piopiedad

Las siguientes proposiciones son equivalentes:

i)A~B

i)p(A)=p(B)

iif} F.C{A)=E.C(B)

1.LA~B=p(Ay=p(B)

Si A~ B, entonces B puede obtenerse efectuando un nimero finito de operaciones
elementales sobre A, y de acuerdo con lo afirmado en 4.14.2. ¢l rango se conserva, En
consecuencia es g (A) = p(B).

2.p(A)=p(B)=F.C{A)=F.C(B)

Es inmediato por la propiedad 4.15.2.

3.F.C{A)=F.C(B)=A~B

Por la propiedad 4.15.2, es F.C.(A) ~ A y F.C.(B) ~ B. Como A y B son equivalentes a
una misma matriz, resulta A ~ B.

4.15.4. Propiedad

Si A e K™ entonces existen matrices no singulares Pe K™™" y Q e K™*™ tales que
F.C{A) = PAQ.

En efecto, la forma candnica de A se obtiene premultiplicando A por un nimero finito de
matrices elementales del tipo nxn y posmultiplicindola por un nimero finito de matrices
elementales pertenccientes a K™*™. Como tales matrices elementales son no singulares, sus
productos P y Q, respectivamente, también lo son, ya que las matrices no singulares forman
grupo multiplicativo.

4.15.5. Piopiedad

Toda matriz no singular es un producto de matrices elementales.

En efecto, si A € K"*" es no singular, entonces su forma candnica es la identidad, y de
acuerdo con 4.15.4. existen P y Q no singulares (ambas son productos de matrices
elerentales) tales que

PAQ=I
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En consecuencia
PIPAQQT =PIQ!
Luego
A=pP1Q?
Fl segundo miembro es un producto de matrices elementales, ya que la inversa de toda
matriz elemental es una matriz elemental o un producto de éstas.

4.15.6. Propiedad

Las matrices A y B pertenecientes a K™*™ son equivalentes si y s6lo si existen matrices
no singulares P e K™*" y Q ¢ K" *™ tales que B = PAQ.

1.A~B=FC(A)=F.C(B)= 3K, L, M,R no singulares f KAL = MBR =
2B=M'KALR'=>B=PAQdondeP=M'KyQ=LR"
Hemos aplicado 4.15.3,, 4.15.4., premultiplicado por M y posmultiplicado por R™

2. Supongamos que A y B son matrices nxm, y que existen P y Q no singulares tales que
B=PAQ. Por 4.15.5., Py Q son productos de matrices elementales, lo que significa que B
se obtiene efectuando un mimero finito de operaciones elementales sobre A. En

_ consecuencia, A ~ B.

4.16. METODO DE GAUSS JORDAN PARA DETERMINAR EL RANGO

El método que exponemos a continuacién nos permite determinar el rango de una matriz
mediante un nimero finito de operaciones elementales del tipo: multiplicacién de una fila
por un escalar no nulo y adicion de una fila a otra. Seflalamos que se opera exclusivamente
sobre las filas de la matriz, y que ademds el método se hace extensivo a la determinacidn de
la inversa de una matriz no singular y a la resolucidén de sistemas lineales.

Esencialmente, mediante las operaciones elementales indicadas, se trata de formar el
méximo nimero posible de vectores candnicos linealmente independientes. Tal nimero es,
precisamente, el rango de la matriz,

Sea A una matriz no nula. Se elige cualquier elemento distinto de cero, al cual se lo llama
pivote. Para fijar ideas, sin pérdida de generalidad, supongamos que ¢l pivote es a;; =4,y sea
la matriz

de la que se han indicado sélo algunos elementos.
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Dividiendo la primera fila por # # 0, o sea, multiplicindola por el reciproco del pivote, se
obtiene

En la etapa siguiente, se reducen a cero los restantes elementos que figuran en la columna
del pivote. Entonces, a la segunda fila se le suma la primera multiplicada por —4 pe este
a

db
modo, ¢ se trasforma en 0, e se trasforma en e — — |y f'se trasforma en f — ic . Se obtiene
a a

1 14 <
a a

0 e—gg f—d—i....
a a

Siay = g, en la misma ctapa, al sumarle a la tercera fila la primera multiplicada por —% &

se trasforma en 0. Y'siaz, =h, entonces k s¢ trasforma en 7 —
/4

En las dos etapas descritas se ha obtenido un vector candnico en la columna del pivote.

Observamos en la matriz dada que todo elemento que no figure en la fila, ni en la
columna del pivote, forma con éste una diagonal de un “‘rectdngulo”. Los otros dos vértices
determinan lo que llamaremos la “contradiagonal™. Por ejemplo, asociado al elemento e se
tiene

db .
Como el trasformado de e es e — ——, operaremos asi: el trasformado de cada elemento
@
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que no figure en la fila y columna del pivote es igual a la diferencia entre dicho elementoy el
proeducto contradiagonal dividido por el pivote.

En las etapas siguientes se reitera el procedimiento eligiendo un pivote que no figure ni en
las filas ni en las columnas de los pivotes anteriores. De este modo las operaciones
elementales indicadas preservan los vectores candnicos.

El procedimiento se termina cuando no es posible obtener ningin pivote (distinto de
cero) en las condiciones ya sefialadas. '

Ejemplo 4-17,

Mediante el método de Gauss Jordan, obtener el rango de

1 2 1 -1
{1t 1 o 2
A"012—1
202 1 2

El pivote puede ser cualquier elemento no nulo. Si algin elemento es la unidad, se lo
elegird como pivote para evitar cdlculos.
Procedemos de acuerdo con el siguiente esquema:

2—1 —1 | El trasformado de a55 =0 cs
0 1 2 -1 0-———=
2 2 -1 2
1 2 1 —1/| Eltrasformado de @43 =3 es
0 -1 -1 3

—2).2
0 2 -1 -3 f%—ﬂ
0 —2--3 4
1 0 -3 1] Eltrasformado de aq =2 es
C 0 %)*? 1.2
0 1 -1 2 ==
i 1 1

0 0o 1—2
i 0o o 7
c o 1 2
0 1 0 -5
0O 0 0 0

El procedimiento ha terminado, ya que no es posible elegir un nuevo pivote,
El rango de A es el mimero de vectores candnicos, o sea, 3. El cuarto vector columna
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es combinacion lineal de los tres primeros, pues es la suma de los productos de ellos
por 7, =5y 2, respectivamente.
Si en alguna etapa intermedia se eligiera como pivote un elemento no nulo que figure
en la fila de algin pivote ya seleccionado, la columna que entonces se trasformé en un
vector candnico dejarfa de serlo,

Resumimos la mecénica del procedimiento:

I. Se elige como pivote cualquier elemento no nulo de la matriz dada, y se divide por él
la fila correspondiente.

2. Los restantes elementos de la columna del pivote se trasforman en ceros.

3. El trasformado de todo elemento que no figure en Ia fila ni en la columna del pivote se
determina siguiendo la regla del “rectdngulo”, es decir, es igual a su diferencia con el
producto contradiagonal dividido por el pivote,

4. Se reitera el mecanismo eligiendo como pivote un elemento no nulo que rio pertenezca
ni a las filas ni a las columnas de los pivotes anteriores.

5. El nimero de vectores canonicos linealmente independientes es el rango de fa matriz.

4.17. INVERSION DE MATRICES POR GAUSS JORDAN

El método explicado en 4.16, permite determinar la inversa de una matriz no singular. Sea
A € K"*" no singular; a su derecha se escribe la identidad en K**7,

ENEN

La matriz as{ indicada es del tipo nx 2n, y a ella se le aplica el método de Gauss Jordan
hasta lograr que A se trasforme en la identidad. La identidad que figura en el esquema
anterior queda trasformada en una matriz B € K" *7",

A
I B

La trasformacion de A en la identidad siempre es posible, ya que, siendo A no singular, su
rango es m, y en consecuencia es posible obtener »n vectores candnicos linealmente
independientes mediante las operaciones elementales indicadas en 4.16. §i los vectotes
candnicos obtenidos no resultan ordenados de modo que constituyan una matriz diagonal, la
identidad se logra mediante una adecuada permutacion de filas de Ia matriz completa. La
matsiz resultante a la derecha es la inversa pedida. '

Las opertaciones elementales realizadas sobre las filas de A, que la convierten en la
identidad, son las mismas que las efectuadas sobre las filas de [ y que la trasformanen B. Si E



INVERSION 139

es el producto de las matrices elementales correspondientes a las sucesivas operaciones
elementates, entonces se verifica que

EA=I (1) vy EI=B (2)
De (2} resulta E = B, y considerando (1) es
BA=I
Luego
B=A"
Como en general no se sabe a priori si A es inversible, ignalmente el método puede ser
utilizado. En el caso en que A no tenga inversa no serd posible formar la identidad, por ser su

rango menor que #. Es decir, con el método de Gauss Jordan se determina la existencia de la
inversa o no, y en caso afirmativo se la obtiene.

Efemplo 4-18.
Utilizando el método de Gauss Jordan, obtenemos la inversa de
| I . |
A= ( 1 2 —2)
2 -1 1

Aplicamos ¢l procedimiento mencionado a la matriz del tipo 3 X 6 que se forma
escribiendo la identidad 3 X 3 a la derecha de A, y convertimos a ésta en Ia identidad

® o -1 1 00 Los pivotes han sido sefialados en
1 221010 cada etapa.
2 -1 1]001 El trasformado de 3 es:
1 0-1]100 3 CDED_, 1.5
0 @ -1t {110 2 2.2
0 -1 3 [201
1 0-1]100 El trasformado de ays =—es:
0 1 e 0
2 2 2 (1 1
—5 1 2=
(21, I
@ 5 3 1 \2\2) 1 1
2 5 2 10
1 0 ofol2 2
55 3
0 1 o012t 5
55
o o 1112
55




140 MATRICES

La matriz inversa de A es

o 1 2
5 5
A= 31
5 5
a1z
5 5
Ejemplo 4-19,
Determinamos la inversa de
1 -1
A =10 ¢
1 2 1

O -1 1 1 0 0
0 0 1 0 1 0
1 2 1 0 0 1
1 -1 1 1 0 o0
0 0o (O 0 1 0
0 3 0 -1 0 1
1 -1 0 1 -1 0
0 0 1 0 1 0
o (3 o -1 0 1
1 0 0 2y ]

3 3

0 0 1 0 1 0
~1 1
0 1 0 — 0 -
3 3

Para trasformar A en la identidad, es necesario ain permutar las dos ultimas filas de
toda la mattiz. Resulta
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AT =

o m|»l— W

4,18, INVERSION DE MATRICES POR PARTICION

Consideremos una matriz no singular M e K"*", La particionamos en cuatro bloques
segiin la descomposicion

n=p + g para filas y para columnas

A B
u- )
C D
En consecuencia A € KP*? D eK?? BeK”*¥ y Ce KI*P,
Supongamos que D sea no singular. Proponemos €l mismo esquema de particion para la

inversa de M.
X Y
Mﬂ:( )
Z U
donde X, Y, Z y U son matrices a determinar y del mismo tipo que A, B, C y D,
respectivamente. '

La matriz D, que hemos supuesto no es singular, se elegird de modo tal que su inversa
pueda obtenerse con facilidad.
Siendo M la inversa de M, debe verificarse que
(Ip N )
N I,
AX+BZ=1, (1) AY+BU=N (3)

A B)(X Y
C D/YZ U
CX+DZ=N (2) CY+DU=1, (4)
De (2} se deduce

O sea

Dz=-CX

Y premultiplicando por D™
Z=-D1CX (5
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Sustituyendo (5) en (1)
AX--BD! CX=I,
Por distributividad :
(A-BD" O)X=1,
Luego
X=(A-BD"' Q)" (p)
De (4)

DU=],-CY
En consecuencia
U=D" —_D? CcyY ()
Sustituyendo en (3)
AY+BD! BD'CY=N
Por distributividad y Arasposicion
(A-BD'Q)Y=_BD"
Premultiplicando por (A — B D! C)!' =X, resulta
Y=-XBD" (g)

Las relaciones (6), (5), (7) ¥y (8) permiten Ia determinacién de X, Z, UeY,
respectivamente, en funcidén de los datos y de Ta inversa de D.

Efemplo 4-20.

Utilizando el método de particiones, invertir [a matriz

/1 -1 0 0
A1 110
M—(z 110
1 20t

Particionamos en cuatro bloques del tipo 2 X 2, y consideram os

Resulta

L.X=(A-BD"' () =(A -B Q)
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Calculamos

Obtenemos la inversa de ésta por Gauss Jordan

®O-111t 0
1 0] 0 1
P -1]1 0
0() 11
1 0| 0 -1
g 1 |-1 -1

Luego

0 1y, /0 O 10
1Y=4XBD4=4XB=( ) ( ) =( )
11/ V10 10
2 -1 0 —1 13
3.2=-D'CX=-CX= )( )=( )
12/ Va1 1 2 -1
10 2 1y (10
¢U:DﬂADﬂCY=ImCY:( )_( )( )
01 1 2/ V10

o G

143
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Con los cuatro bloques obtenidos formamos la matriz inversa

0 -1 1 o
a1 -1 1 o
M 13 2 g
2 11

4.19. CAMBIO DE BASE Y SEMEJANZA DE MATRICES

4.19.1. Matrices de pasaje

En el espacio vectorial (V,+,K,.), de dimensidn finita, consideramos las bases
pu— —_— . ¥

V1= {visva, o u ¥y ) YIVIS{ Ve, Ve, Vi
Definimos dos endomorfismos:

lL.g:V >Vaalqueg(v)=v; vi=1,2,..,n
Expresando cada imagen como combinacion lineal de la base [v], se tiene
n

Vi= 2 pyvi (1)

La matriz P de esta trasformacion lineal respecto de la base [v] en cada espacio es
P=(py)

P recibe el nombre de matriz de pasaje de la base [v] a la base [¥'].
2h:V>Vidqueh(V)=v; Vi=1,2,...,n
Procediendo como en el caso anterior es

=2 Pyvi (2)

P’=(p’y)! es la matriz de 4 respecto de la base [v'] en cada espacio, y diremos que es la
matriz de pasaje de la base [v’] a la base [v].

4.19.2, Propiedad

Las matrices de pasaje P y P’ son inversas entre si,
Demostraremos que PP =P’ P =1,
Teniendo en cuenta (1) y (2) escribimos

n n n
- * I ’ =
v “,El PrjVe ‘“kzil p kjl.§1 Puw Vi=

n n n L]
=Z X PhiPik i =2 (k2=1 Pik P’kj) Vi
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Como

v;i=0vy +0vy +. .1y + . 4+ 0y,

145

resulta que el Unico términe no nulo de la sumatoria anterior se obtiene para i =j, y vale 1.

Luego

kél Pi Py = Oy

Por definicidn de producto de matrices y de matriz identidad resulta

PP =1
Andlogamente se deduce que
PP=1i

En consccuencia, ambas matrices de pasaje son inversibles, y cada una es la inversa de la

otra.

4.19.3. Trasformacion de coordenadas

Sea P la matriz de pasaje de la base [v]ala base [v'],yseax € V.

Demostraremos que
Xpv1 =P Xpwoy

donde Xjy] y X[y} son las matrices de las coordenadas de x € V en las bases [v} y [V']

respectivamente.

En efecto, expresando a x como combinacion lineal de cada base y teniendo en cuenta (1)

de 4.19.1., escribimos

n 1 n
X= 2 o,v;= 2 o' X e
=R A IR R

n r n n
= v, = RFTiR s
j§1 i§1 O Pij Vi :'El (ng Dy a_,)v,
Pero
n
X= 2 @ v
i=1

Por la unicidad de la C.I.. es
Hn
ai:j§1 Pij Ol’j Vi= 1, 2, PR ¢

Por definicidon de producto de matrices, de las relaciones anteriores se deduce

oy a’l
£ 23 05’2
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O sea
Xiv=P Xy (3)
Y como P es no singular, premultiplicando por P resulta
X =P Xy (4)

(3) y (4) se laman formulas de trasformacion de coordenadas.

4.19.4. Matrices de una trasformacion lineal y cambio de bases.

Sea f:V->W una trasformacién lineal de matriz A ¢ K™*" respecto de las bases
V1= 1viva, . u vy b en Vywl={wy, w,,.. W ) enW,

Si se efectiia un cambio de base en cada ¢spacio, entonces la misma trasformacién lineal f
estd caracterizada por una matriz B € K™ *" respecto del nuevo par de bases [v']y [w'].

Sean P e K™ y Q ¢ K™*™ las matrices de pasaje de [v]a[v’]y de [w]a[w].

Demostraremos que las matrices A y B de la trasformacion lineal f respecto de los dos
pares de bases verifican

B=Q7 AP
es decir, son equivalentes.
Para ello consideremos el diagrama
A
V’ [\"] l‘— w: [W]
P Q
V. [v] 5 - W,[w]

Se verifica que
L Xy =P X[y por4.194, (3)
2. Y[w] =Q Y[w’] por4.19.4, (3)

3. Y(wi=A X[v] por ser f trasformacién lineal de matriz A respecto de las bases [v] y
fw].
4. Y(w+ =B X[+ pues f es trasformacion lineal de matriz B respecto de las bases [v']y.
[W].
De 2., 3.y 1. se deduce
Y1 =Q7 Y1 =Q ' AX[y=Q" AP Xpvy
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De esta relacion y de 4 resulta
B=Q7T AP

O sea, B~ A.

Reciprocamente, si A y B son matrices equivalentes en K™ ", v V y W son espacios
vectoriales sobre K, de dimensiones » vy m, respectivamente, entonces A y B caracterizan a
una misma trasformacion lineal f : V—> W respecto de dos pares de bases.

4.19.5. Matrices semejantes

Consideremos ¢l caso particular del endomorfismo

V=V

siendo dim V =2 y A la matriz de f respecto de la base [v]=[w]en cada espacio.

§j se efectda un cambio a la nueva base [v']=[w’] con matriz de pasaje P = Q, entonces se
tiene

B=P AP

donde B es la matriz de f respecto de la nueva base [V'].

Las matrices A y B de K**", que representan el mismo endomorfismo respecto de las
bases [v]y [w], se llaman semejantes.

Diremos que

A essemejante a B © 3 P nosingular { B= PTAP

La semejanza de matrices es una refacion de equivalencia.

Ejemplo 4-21.

Sea la trasformacién lineal £ : R*—R? definida por

fl@a,b,c)=@atb,a—b+c,a—c)

i ) Determinamos la matriz A de f, respecto de la base candnica [v] en cada espacio
F{1,0,0)=(1,1,1) =le +1le;t1ey
F(0,1,00=(1,-1,0)=1e; —1e;, +0e;
F00,0,1y=(0,1,-1)=0e; +1e;, —le;

1 1 0
AZ( I -1 1 )
1 0 -1
ii } Obtenemos la matriz P de pasaje de la base canénica [v] a la base

[vi=1{({,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}
(I,1,1)=1e; +le,+1e;

Entonces
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(],1,0):131 +Ie-2 +033
(I,0,0):Iel +Oez +033

Luego

P=

P—

1
1
0

SO~

iii) Utilizando los resultados anteriores

calculamos ia matriz B de /. respecto de la base
[V’] en cada espacio.

Se sabe que
B=P1APpP
Empleando Gauss Jordan resuita
0 0 1
=0 1 3
1 -1
Luego
f/
0 0 1 1 0 L 1 1
B={0 1 g 1~ 1 ' 1 o =
1 -1 | -1 1 0 0
1o 1\ /1 1 0 1 1
=0 -1 2 1 1 0] =101 o j
0 2 L 0 0 i 2 0 :

El lector puede verificar este resultado obteniendo directamente B, como en i).
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4.22. Calcular la matriz% A — 2 B, sabiendo que

-6 0 3 -2 -10

A= y B e
__I“ -3 —]; 0 .§.
2 4 2

4-23. Determinar la matriz X = ( x Y ) sabiendo que X + (

2 2]

2 -2
4-24. Sean las matrices

1 -1 1 I -t -3
A:(O 1 0) B=( 0 0) C:( )
3 01 2 -2 2 -3

Obtener: A, ABCy BIAL

4-25, Desarrollar
DYA+DA-D

iy (A+B)(A —-B)
Sabiendo que A, I y B son matrices cuadradas # X n.
4-26. Siendo

Calcular A”.
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4-27, Obtener A? sabiendo que

-1 -1 -1
A= 0 1
0 0 1

4-28. Dada ia matriz

calcular A%, A3, A*, etcéten, ¥ vincular los elementos resultantes con los términos de
la sucesién de Fibonacei: 1,1,2,3,5,8,13, ... donde, a partir del tercero, cada uno
es igual a la suma de los dos anteriores.

4-29. Demostrar que A (B C) = (A B) C, sabiendo que los productos indicados existen,

4-30. Demostrar por induccion completa que

I |

4-31, Sabiendo que

11 1 '
A=10 | 1
0 0
demostrar
1 nin+1)
2
A=1 0 1 n
0 ¢ 1

4-32. Resolver la ecuacion A? + X? =1, donde A, X, I 'son matrices 2 X 2 y

()

4-33. Siendo B € K™*" Ce K"*", C* =N y B C =C B, demostrar
A=B+C>A" =B*(B+x+1)C)

4-34. Sabiendo que en K**" se verifica X A =1 ¥ AY =1, demostrar que X =Y.

4-35. Determinar las matrices X € R**? tales que X? =N,

4-36. Demostrar que si A y B son matrices diagonales en K" ", entonces AB es diagonal y
AB=BA,
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4-37. Demostrar
AA'=N=>A=N

4-38. Demostrar que si A y B son matrices idempotenies y permutables en K"*" entonces
A B es idempotente.

4-39, Demostrar que si una matriz es simétrica, idempotente y con algin elemento nulo en la
diagonal, entonces la fila y Ja columna de dicho elemento son el vector nulo.

4-40. Demostrar que si A es idempotente y B es ortogonal, entonces B! A B es idempotente.

4-41, Demostrar
A=AAA+B=I=>B*=BAAB=BA=N

442, Demostrar
A+B=1AAB=N=AyBsonidempotentes

4-43. Demostrar
AB=AABA=B=A,B, A", B son idempotentes
4-44, Demostrar que si A es simétrica, entonces B! AB es simétrica cualquiera que sea
B e K"*",
4-45. Sean A y B dos matrices simétricas en K"*" . Demostrar

A B essimétrica + A y B son permutables

4~46. Demostrar que la matriz A € K"*" es involutiva si y solosi(I — A) (1 + A)=N,

447, Demostrar que A y B son permutables si y sélo si A —al y B - 4l son permutables,
cualquiera que sea el escalar a.

448, En K¥*3 se consideran una matriz cualquiera By A tal queay =1 Vi Vj
Analizar las filas de AB y las columnas de BA.

449, Demostrar que si A y B son no singulares y permutables, entonces sus inversas son
permutables y sus traspuestas también lo son.

4-50. Demostrar que si A es una matriz diagonal y todos los elementos de la diagonal son no
nulos, entonces A es no singular y su inversa es la matriz diagonal formada por los
inversos de tales elementos no nulos en la diagonal.

4-51. Demostrar que si A es no singular e idempotente, entonces A =1.

4-52. Verificar que las siguientes matrices forman grupo multiplicativo.

o )3 o) (¥ o) (o )

(50)- (o 2000 95 %)
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4-53. Mediante una particion adecuada efectuar el producto
1200 0001

0100 0020
0001 1000
0022/ 0100
4-54, Determinar una base del espacio fila de
2 1 0 -1
A:(l -2 1 2)
5.0 1 0

4-55, Demostrar que si A es no singular y B A = N, entonces B=N.

4-56. Siendo A € K"™" no singular y X ¢ Y matrices en K"*! tales que A X =Y, entonces ¢
X=A"Y.

4-57. Demostrar que si A y B son matrices de K"*" (ales que AB =N, entonces A=N .
B =N o A y B son singulares.

4-58. Determinar los rangos-de

-2 4.2 2 1 -3 -1
A=(—1 -1 1 0) B={21 -2 1
-2 12 4 11 1 3

1 2 -3 1

4-59. Obtener, si existen, las inversas de

I -1 © I -1 0
A=( 0 1 —1) B=( 0 1 —1)
-1 0 1 -1 0 2

1 2 3
A=(6 1 4)
N2 -7 -8

Verificar que p (A) = p(A A%

4-61. Demostrar que el rango de la suma de dos matrices es menor o igual que la suma de su
Tangos.

4-60. Sea

4-62. Demostrar las siguientes propiedades relativas a la traza de matrices en K™X":
i ) tr (AB) = (BA).

ii ) r (ABC) =1tr (CAB) = (BCA), o sea, la traza no varia frente a permutacione
ciclicas.
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jit) Si C es ortogonal, entonces 7 (C'AC) = & A.

4-63. Sea A una matriz idempotente en R"*", y sea X un vector no nulo de R” que verifica
AX=aX, cong € R. Demostrar quea=0o0a=1.

4-64. 81 A€ R™" es involutiva y X € R" es no nulo y verifica AX =X, entonces g =1 o
a=—1,
4-65. Sea X € R"™**, Se define el escalar X (X raya) mediante
X== 2 X;
Hi=1
Dieterminar las matrices A € R**" que verifican
i)X'AX=X?
HXPAX=nX?
n
i) XA X= 2 (- X
i=
4-66. Sea T € K**" estrictamente triangular superior. Demostrar que
(I-T)'=1+T+T> +...+T"!

4-67, Sean

o - o O
- O O
oo O
o0 - O

-

=]

I

donde Cy D son matrices 2 X 4. Verificar que A B= ( 2)

4-68, Sea f una trasformacidn lineal de V en V caracterizada por la matriz A.
Sabiendo que A verifica la relacion A® + A? — A +1=N, demostiar que f es no
singuiar,

4-69, Determinar la inversa de

1 -p 0 0O
{0 1 -p 0
A=lo o0 1 —p
0 0 0 1

)
4-70. Sean A =.( ) y B e R**?, Demostrar:A y B son permutables * B=a A +§1
03
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4-71. Las matrices A 'y B de K™ *™ son tales que Ay (AB — B A) son permutables,
~ Demostrar que

A"B-BA"=nA"1 (AB-BA) VneN
4-72, Sea f: R* » R? una trasformacion lineal definida por
fla,b,c)=@+b-c,a-b)
i ) Hallar la matriz de f respecto de las bases candnicas en R® y en RZ,
ii ) Obtener las matrices de pasaje de las bases anteriores a las bases
vl ={(©,1,1),(1,-1,-2),(, -1, —~1})
[w1=1(1,3).(0, -2)

iii) Calcular la matriz B de f, respecto del nuevo par de bases.




Capitulo 5

DETERMINANTES

5.1. INTRODUCCION

En esta seccion se define axiomdticamente la funcién determinante de orden # y se
demuestran las propiedades que se derivan de tales axiomas. Se encara después el problema
de la existencia del determinante y se llega al desarrollo por los elementos de una fila. A
continuacién, y sobre la base del concepto de inversiones de una permutacién, se da el
desarrollo del determinante en funcidén de los elementos de la matriz, y se demuestra la
igualdad de los determinantes de dos matrices cuadradas y traspuestas. Se encara el
desarrollo de los determinantes por los elementos de una linea cualquiera, y se demuestra el
teorema relativo al determinante del producto de dos matrices. Después de exponer el
concepto de matriz adjunta de una matriz cuadrada, se da un método para invertir matrices
no singulares.

5.2. DETERMINANTES

En lo que sigue, supondremos que K es tal que 1 + 1340, y si A € K**" escribiremos
A=(A, Ay ... A,), donde A; con 1<i<n denota la columna de lugar 7 de la matriz
cuadrada,

Definicion
Determinante de orden n es toda funcion
D:K"" - K
que verifica
LD(A .. A +AY L A)D=D(A; .. A}, .. A +D(A, AT LLUAR)

cualquieraqueseaj=1,2,..., 1.

2.D(A,...aA;j . AD=aD(A, A LAY
paratodoj=1,2,.. ., A
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3_AJ.=A;+1=)D(A1 ...Aj Aj+l ...An)zo

cualquieraqueseaj=1,2,...,n— 1.
4, D() =1.

Haremos algunas aclaraciones acerca de la notacidén usada v de los axiomas propuestos e
la definicién. La funcién D asigna a cada matriz #x# un escalar llamado determinante de I
matriz. Asi, el simbolo D (A) se lee ““determinante de A”, y es un elemento de K.

Los axiomas 1. y 2. caracterizan a D como una funcidn lineal respecto de cada columng
de la matriz.

El axioma 3. establece que si dos columnas consecutivas de una matriz son idénticas,
entonces su determinante es nulo.

El axioma 4. expresa que el determinante de la identidad vale 1.

Si
an a1z ... yp
oy Gyz ... lop
A=
dp1 dpa - .. lugn.
escribiremos
a1 12 ... d1n
a1 432 --. @3n
dn1 fGna ... Unp

FEjemplo 5-1,

La funcién D : K?**? > K definida por
a b
D(A)=l | =ad — be
¢ d

es un determinante.

En efecto:
E + »y s S ”
a bt b @) b+ b o= @d - b+ @d” - b7 =
c d’ + dll
_|a b ‘+ a b”
c d da”
2. | %¢ b‘:aadwbac=a(ad—bc)=a ‘ b‘
ac c d
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! % =gc-—ac=0
¢ c
4, D)= Lo ‘ =1.1-00=1
0§ en Anidlogamente lo es 1a funcién D : K'*' > K definida por
dela : D(A)=lal=q
mng
ticas 5.3. PROPIEDADES DE LA FUNCION DETERMINANTE

5.3.1. Teorema

Si se permutan dos colurnas de una matriz, entonces los correspondientes determinantes
son opuestos.

Razonamos inductivamente:
i ) Las columnas que se permutan son consecutivas.

Sea A=(Ay ... A  Ajypq .. Ag)
Por 3. es

D(Ay ... Aj+ A Apg AL A)=0
Aplicando 2, se tiene

DAy ... A Apr .- Ay + DA ApAr——ciay+
+ DAy DA AT D(Ay o Apn A A)=0

Los dos términos centrales son nulos pot 3.
Luego

D(Ar...A Apt..-A)=-D(A, ... Ay Aj.. Ay)

ii) Suponemos vilida la propiedad para k — j=k y la demostramos parak —j =k + 1
D(Al . .AjAjH .- -Ah . .‘An)=

=—D(Ay...Ap Ay Ap.. ALY Pori)

=D(A; . Apr Ay Ay A,)  Por hipotesis

=_D(Ay ... Ay Apy ... Aj.. . Ay)  Pori)
5.3.2. Teorema

Fl determinante de toda matriz que tenga dos columnas idénticas es nule.
l?’:]f\ Ai':Aj:‘D(Al Ay .. AL Aj . .An)=0
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En efecto, permutando tales columnas idénticas por 5.3.1. es
D (A, ...Al‘...Aj...An)='—D(A1 o Ap L ALLLAY)
O sea
D(A)=-D(a) Pues A;= A,
Luego
IDAY+1ID@A)=0
En consecuencia
(1+1DDA)=0
Ycomol 41 # 0, resulta
D(A)=0

5.3.3. Teorema

Siuna columna de una matriz es el vector nulo entonces su determinante es nulo.
Sean A ¢ K™*% y A; =0. Entonces

D(A)‘-D(Al Ag... ...An):‘D(A]_ AQ_...OAj...An)‘—*
=OD(A1 Ag Aj A,,)-—-O

Hemos aplicado 1.3.1. y el axioma 2. de la funcidn determinante,

5.3.4, Teorema

lineal de otras.

j%kﬁD(A]...A,-...Ak A= DA, ... A L Ap oA, Ap)
Aplicando los axiomas 1. Y 2., ¥ teniendo en cuenta 5.3.2,, resulta
DAL A A +aa; A=

=D (A, ...A,-...Ak...An)+aD(A1 o AA A=
DA A LA A a0
:D(AI "-Aj---Ak"'An)

Ejemplo 5-2,

Sea

A={_ 1 0] eRr3xs3 ’
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Calculamos D (A) de la siguiente manera:

i) Alatercera columna le sumamos la primera multiplicada por —1.

1 0 1 1 0 0
pDA)= |-1 1 0 =1-1 1 1
2 -1 2 13
ii ) A la primera columna le sumamos la segunda.
1 0 0O
DAY= |60 1 1
3 1 -3

iii} A la tercera columna le sumamos la segunda multiplicada por 1.

1 0 0
D@A)= [0 1 O
3 1 -4

iv) De la tercera columna extraemos ¢l factor —4.

D (A)=(—4)

w o~
3
-0 Q

v} A la primera columna le restamos el triplo de la tercera.

10
D(A)Y=(-4) |0 1
g1

—y 2

vi) A la segunda columna le restamos la tercera,

100
010
0061

D (A)=(-4)

Por 4. resulta _
D{A)=(-4).1=—4

Ejemplo 5-3.

SiaceKy AeK™", entonces
D (x A)=a" D (A)

r——

159



|
_
160 DETERMINANTES
En efecto:
D{x A)=D [a(A; A, .. A=
=D(aA;, aA, .. .aA,)=
=a" D(A)

Ejemplo 5-4,

5i Ay, Az, ..., A, son vectores columnas de K" tales que D (A, A, AR FEO Y
B € K™ es combinacion lineal de aquéllos, o sea
n

B=.Elx,-A,- con x;€K,i=1,2,.. . n
i=

entonces
_D(,...B.. .4
Xj =

D(A)

donde B es la columna de lugar j,
En efecto:

H
D(A;...B...A,)=D(A, o Z XA A=

=x1D(A|...A1...A,,)+xQD(A1 Ag...Ag...An)'i'
TR DAL AL AL X, DA LA, A=

=x,- D(A)
Luego
_D{A;...B...A,)
.JCJ' =
D(A)
5.3.5. Teorema
Si Ay, A,, .., A, son linealmente dependientes en K", entonces es

D(Al A2 .. ‘An)=0.

Siendo por hipotesis | ALA L LA, un coitjunto linealmente dependiente, algin
vector, digamos A, es combinacién lineal de los restantes, o sea

n
Aj= T o Ay
L]
En consecuencia resulta

D (A)=D (A, A, .. .i%aiA,- .. AL)=0
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El teorema COHtmlTeCl’pf()CO expresa
D(A):'&():}Al’ A2a .y An son LI

Por consiguiente
D(A)#0={A,,Ay,..., A, ] esunabasedeX"

5.4. EXISTENCIA DE D

Definiremos  los determinantes por induccion sobre n. Sea A eK™" Para cada
(i, €l X1n consideramos la matriz A (7 1} del tipo {n — 1) X (n — 1}, que se deduce de
A al suprimir la fita i y la columna f.
)
a1y 412 ... e i

2
(-~

dpy dnz - s lpp

Denotaremos con Ay al producto de (-1 por ¢l determinante de A (i 1), 0 sea
Ag=(-13D {AG1p)
Fl determinante A recibe el nombre de cofactor del elemento (i, j) de la matriz A,

-1 2 3y
Por ejemplo, si A :( i 0 -2
2 1 -3

entonces los cofactores de fos nueve elementos de A, son
0 2
1

Ay = (1) =2, Ap =(-1)° ; :i ‘ = |, etcétera.

Probaremos la existencia de D procediendo inductivamente.
i)Seann=1y A=(a) € K**'. Definiendo
D: K'*! - K mediante
D{A)=a
se satisfacen los axiomas propuestos en 5.2.

ii) Supongamos definido D : K¢ 1*( 1) > g,
Esto significa que se satisfacen los axiomas 1., 2., 3.y 4.



ﬂ

162 DETERMINANTES

Daremos ahora una expresidn para la funcién determinante de orden 71 a expensas dg)
determinante de orden 7 - 1. Para elio definimos, para cada fila ; = 1,2,...,n

D . Knxn - K
mediante la asignacién

b (A)=J.§1 a; Ay (1)

donde Ay =(~1)*D ( A @n) .
O sea

D(A)zdii Ail +£1,-2 Ai2 +, ., +a,-,, Am VIIEIH.
Probaremos que la definicion (1) satisface log axiomas nombrados,
1. D(Al Ag ‘e 'A’k +A”k v .An)=

n Rn
=j§1 ] Ag =dy A -};Eh dy A,'j =

n
=@ +a") Ay, +j§k ay Ay =
=D(A1 Ag "'A’k An)+D(A1 Ag...A”k...AH)

Después de distribuir en el primer trmino y considerando que cada determinante de
orden (n - 1), pama j#k, es la suma de dos determinantes cuyas columnas de Tugar %k son
A’k y A”k‘

7 n
2. D(Al Ay e A ...An)=j;2_31 d,-J-Aij: Qay Ay +j"§k &5 Au

En cada determinante Ay, con &£k, figura en la columna de lugar & el factor &, que
puede extraerse en virtud de Ia hipétesis inductiva, y resulta

D(Al Ay ...C\fAk...An)=Ct’D(A| A2 A;,An)
3.Ak=Ak+1 =D (A, v Ap Apgg LAY =

n
=E @ Ay=ap Ay +ay py, Ay ggr =

D" a5, D (A 1k +(1yior 4k D(AGIE+T)) =
SEDMan D (A6 1) + 1y b (4G 1) =0

4.D () =J_>=31 M8y (1615) =
=(-D)"*§,D (1Gin) =1

Entonces, Vn ¢ N » Yiel,, la funcién
D:K**" 5K
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definida por
n
D(A)= Z ay Ay

_ es un determinante de orden £ :
La férmula anterior corresponde al desarrollo del determinante por la i-sima fila y expresa
que todo determinante es la suma de los productos de los elementos de la fila i por sus
correspondientes cofactores.

5.5. UNICIDAD DEL DETERMINANTE

Expondremos primero algunos conceptos relativos a permutaciones e inversiones de una
permutacion, sin entrar en detalles de demostraciones, Después hallaremos una expresion del
determinante en términos de los elementos de la matriz, de modo tal que se satisfagan los
cuatro axiomas de la definicion.

5.5.1, Permutaciones
Sea el intervalo natural inicial 1, = I 1,2,...,n } .
Definicion
Permutaciones de I,, son todas las funciones biyectivas de 1,, en si mismo.

$i 0:1,—1, es una permutacion, entonces O queda caracterizada por el conjunto
ordenado de las imagenes

o= {0() 0(@...0m)
Como ¢ es biyectiva, existe la permutacion inversa de ¢,0™" : 1, ~> 1, definida por
g'(H=j s o@=i
Como la composicion de funciones biyectivas de I, en I, es también una funcion
biyectiva, tesulta que la composicion de dos permutaciones de I, es una permutacion de 1.

Permutacion idéntica es la funcion identidad en L,.

5.5.2, Trasposiciones
Seajel, —y- Trasposicion jsima de la permutacion o es la permutacion
jo i Ly~ 1,
definida por
o) sii#EjAiFE]H]
jo ()= oG+1)sii=j
o (i) sii=j+1
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Por ejemplo, dada la permutacion de I

0=(21345%)
entonces es
2=(23145%)
Toda trasposicion de una permutacién intercambia dos imdgenes consecutivas y deja fijas
a {as restantes.
Se verifica que la permutacién inversa de una trasposicion es una trasposicién, Por
ejemplo, la permutacién inversa de la trasposicion
2,=(23145)
es la trasposicion
25 =(31245)

Se demuestra que si @ es una permutacion de I,, y n > 1, entonces existe un nimero finito
de trasposiciones cuya composicién es la identidad.
Por ejemplo, si |

0=(23145)

entonces
2;,=(2 134 3)

1,=(102),=(1 2 3 4 §)=1

5.5.3. Signo de una permutacién

Sea 0 una permutacidn de I,. El simbolo e (0) denota el minimo nimero de
trasposiciones que trasforman a ¢ en la identidad. Convenimos en que € (1) =0.

Diremos que g es par si € (0) es par. Si € (0) es impar, entonces g es impar.

A cada permutacién ¢ de 1, se le puede asignar el signo -+ si 0 es par, v el signo menos si
es impar. Tal signo queda caracterizado por (— 1)6(e)

Se verifica que dos permutaciones inversas tienen la misma paridad. O sea

(-DF @ = (e

5.5.4. Teorema

Los determinantes estan univocamente determinados por los axiomas 1., 2., 3.y 4. El
determinante satisface la expresidn

D(A)= ZU: (—1)¢ (@) B9(13,1 #g¢2),2 -+ - Qg(u),n

donde la suma se realiza sobre todas las permutaciones de [,
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Consideremos A=(A; A, ... A,)eK"*". SiE,E,,.. ., E, son los vectores columnas
de la base candnica de K", entonces

Ay gz:lall E;
n

Ay ‘”l.=21a;2 E:

..... n

Ap=12 ay E

0O sea
| L3 h n
D (A)= D (Al AZ e An): D (JEI ain Ei ig:l di2 E,‘. . I'El Qin El)
Mediante 1. podemos expresario como una suma de términos del tipo

D(as(1),1 Es(1y @s2y2 Eaq2)- - - a(ny,n Eany)

donde o(1), &(2), . . ., o(n} denota una eleccion de n enteros entre } y ».
Por 2. se tienen términos de la forma

Bo(iy1 Qo232 - - - Qo) D (Bociy Eagzy .. Egqny)

Si algin o asigna el mismo entero a valores distintos 7 y j, el determinante es nulo en
virtud de 5.3.2. Esto significa que debemos considerar sélo las permutaciones de 1,,.
Luego .

D(A)= 20:%(1),1 Zi3y,2 ++ - docnyn D (Eg1) Es2y -+ Eoqny)
Los vectores candnicos Eg¢1y, Eg(2ys-. ., Eagn) constituyen en cada término una

permutacion de E;,E,,.. ., E,. Si €(0) denota el nimero minimo de trasposiciones
necesarias para obtener la permutacion identidad es

D (EO(I) Ea(z)- L Eo{n)):(*l)e(o) D (E1 E, ... En)

donde (—1)¢?? es el signo de la permutacion.
Por 4. resulta :

D (Ea(l) Ea('z) LI Ea(n)) = (ul)e(a) D (I) = (__1)6(0’)
Por consiguiente es '
D(A)= Zo: (D a5(13.1 2y, - - - Qognyn

Este desarrollo del determinante no es util para el cilculo, pero si lo es desde el punto de
vista tedrico.
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5.6. DETERMINANTE DE LA TRASPUESTA

Demostraremos que dos matrices traspuestas en K™*" tienen igual determinante,
O sea, si A € K"", entonces D (A) =D (AY).
Sabemos que

D(A)= zo) (-1 fo(1),180(1) 2+ - . Agmy
Sea una permutacion de I, Si 0(j) =k, entonces 0! (%)=,
Luego
To )i =,07 (k)
En todo producto del tipo
Za(1)1 Ba(2)2 - - . Ageny,p

cada entero k¢l figura una sola vez entre los enteros ¢ (7)., Por consiguiente, tal product,
puede escribirse asi:

B1,671 (1) 3 g1 2) - - dp,07" (n)

¥ la suma es
. |
(21: (—l)e(a )al.a"’(l)az.a"‘ (2)- -+ @n,o" (ny
¥a que
(_1)6(0) = (_I)e(a"’ )

En esta suma, cada término est4 asociado a una permutacién de L., digamos o, y cuando ¢
recorre todas las permutaciones de I,, lo mismo ocurre respecto de 07!, ya que cada
permutacion caracteriza univocamente a su inversa.

Por consiguiente, la suma es igual a

Zo; (‘1)0 Zy Wo(i) ai,a(z) P an,o(n) =D (At)

Ejemplo 5.5,
Calculamos, segin 5.5 4., el determinante de C = (A B) siendo
-1 -2 12 -3
A= 1 211y B=
0 2 -2 0 -1 /
Efectuamos primero ’
_-1ﬁ2(12_3)_3—25
AB= 1 2 -2 0 1 -3 2 -5
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Entonces
3 -3 -4
C=(ABY=|-2 2 0O
5 -5 -2

Para obtener los seis términos del desarrollo 5.5.4. podemos aplicar la conocida regla
de Sarrus, repitiendo debajo del determinante las dos primeras filas de la matriz, y
efectuando los productos indicados

=3.2 . (-2)+(=2).(=5) . (&) + 5 .(=3) .0
5.2 . (~4)~3.(=5).0—(=2) .(=3). (-2 =
=12 40+ 40+ 12=0

En el caso de un determinante de orden 4, esta regla no es aplicable, y la obtencién de
los 24 términos del desarrollo es muy pencsa, En todos los casos de cdlculo es
preferible el desarrollo del determinante por los elementos de una fila o columna,
como se indica en 5.3.5.

En este sentido, primero extraemos el factor 2 de la segunda fila, y después sumamos a
la segunda columna la primera:

3 -3 -4 3 0 -4
D({C)=2|-1 1 ©0|=2|-1 0 0] =0por tenerunacolumna de ceros.
5 -5 -2 5 0 -2
El lector puede verificar que
D(C)=D(AB)
Ejemplo 5-6.
Calculamos el siguiente determinante:
1 35
DA)= |3 51
513
A la primeta fila le sumamos las dos iltimas y extraemos el factor 9
9 99 1 11
D{A)= |35 1| =93 51
513 513
A la segunda y tercera columnas les restamos la primera
1 0 0
D{A)=9 |3 2 -2
5 4 -2

1. :
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Desarrollamos por la primera fila, segiin 5.3.5.

2 =9(—4 -8)=-108

-4 -2

Teniendo en cuenta que los determinantes de dos matrices traspuestas son iguales, log
axiomas y propiedades relativos a las columnas son vilidos para las filas,

En consecuencia, ¢l desarrollo de un determinante por los elementos de una fila,
propuesto en 5.3.5., se hace extensivo a los elementos de una columna. Podemos decir,
entonces, que todo determinante es igual a la suma de los productos de los elementos de upy
linea (fila o columna) por sus respectivos cofactores.

D(A)=9.1.

Ejemplo 5.7.
Desarrollamos por los elementos de 1a primera columna.
I 1 1 1
b ¢ d

@
D{A)= at bt P

at b» o g

Antes de efectuar el desarrollo pedido reduciremos a 0 los tres ultimos elementos de la
primera columna, para lo cual restaremos a cada fila 1a anterior multiplicada pora.

1 1 1 1
0 b—a c—t d—a
0 b -ab F—ac d*—uwd
0 b*-ab? P—ac® & -ad?

D (A)=

Desarrollando por la primera columna y factoreando

b—a c—a d—a
B(A)= | b(b—a) ofc—a) d(d—a)
P'(b-a) *e-a) d (d—a)

Extrayendo factores en cada columna

1 1 1
D(AY={(b-a)(c-a)(d-a) | b ¢ d
b‘). C‘?' d?

El determinante de orden 3 que resulta es del mismo tipo que el primero. Ahora
restamos a cada fila la anterior por b

1 1 1

G c-b d—b
0 c*~be d*-bd
Desarrollando por la primera columna y extrayendo factores se obtiene

1 1
c d

D (A)=(b~a) (c~a) (d-a)

D (A) =(b-a) (c-a) (d a) (c-b) (d-b)
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O sea
D@A)=(b-a)(c—a)yd—-a)(c—b) d-byd-c)

Fl determinante propuesto recibe el nombre de determinante de Vandermonde, y
considerando la fila de elementos a, b, ¢ y d,su desarrollo es igual al producto de los
hinomios que se obtienen restando cada elemento de la misma de todos los que le
siguen.

5.7. DETERMINANTE DEL PRODUCTO DE DOS MATRICES

Demostraremos que si A y B son matrices 7 n, entonces se verifica que
D(AB)Y=D(A)D(B)

O sea, el determinante del producto de dos matrices es igual al producto de sus
determinantes.

Considerando la matriz A particionada en vectores columnas, se tiene

by by ... b

by by ... bag
C=AB=(A, Ay ... A,) . )

bnl bn2 brm

R

n
:(J_z_:__'l bjl Aj El bjg Aj . J'El bjn Aj)

Luego
n n n
D(AB)=D(Zbj A; I bp Ay 2 b &)=
“':% D(Baqry1 Asry Daqzy2 Ay - Po(rynBomy ) =
= % batira beayz -+ Bogmyn P (Aory Aszy + - - Aoemy) =
:za: (=D byt bozya - - Bopnyn D(Ay Ay . AL)=
=D(A) Za (1 boiyn bayz -+ Bognyn =

=D (A)D (B)
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5.8. ADJUNTA DE UNA MATRIZ CUADRADA
5.8.1. Definicion

Adjunta de una matriz cuadrada es la traspuesta de la matriz que resulta de sustityj,
cada elemento por su cofactor.

Si
2y ap ... a4
s drs .., day
A=] .
Iny dpr ... a,,

entonces la matriz adjunta de A se denota mediante el simboio AdjA,yes

Ay Ay L. Apy
Ay An ... A,
AdjA= ‘ .
Ain AZn Ahn
Por ejemplo, la matriz adjunta de
-1 0 2
A= I 3
i -2 -3
es
3 9 _5}¢ 3 4 2
AdjA= | -4 P -2 =9 1 7
-2 7 -1 -5 -2

5.8.2. Propiedad

La suma de los productos de los elementos de una fila de una matriz cuadrada por los
cofactores de log elementos correspondientes de otra fila es cero,

Sea
a1 dya ... 21n
41 iz ... ayy, .
A= : . . donde /4 #;

Iny Chy ... ap,

d,” an2 e ann
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gumando a la fila /2 1a fila /, el determinante de esta matriz no varia, es decir

a5 2 .-+ din

D(A)=

Sapitan  Gnatdn dnatain

an1 /170 -+ lnpp
Desarrollando el segundo miembro por los elementos de la fila h, se tiene
n

D(A)= Z @nj+2is) Any

Entonces
n n
b (A) :j§1 anj Ahi +j§1 a,-j Ahj
La primera sumatotia es D (A), y en consecuencia
n

D (A) =D (A) +j§1 aij Ahj

Luego
n

.;El d,-j A;U' =0

Esta propiedad también es vdlida para columnas. A continuaciéon demostraremos que el
producto de toda matriz cuadrada 2 izquierda y a derecha por su adjunta es igual al
determinante de dicha matriz por la identidad.

5.8.3. Teorema

Cualquiera que sea A € K™*” se verifica que
A.AdjA=AdjA.A=D(A).I

En efecto, aplicando la definicion de adjunta de una matriz cuadrada, el producto de
matrices, 54.y 5.8.2. se tiene

a4y 4 ... in Ay Ay . Ag

Gy 12 --. dan Ap An ... Ape
AAdGjA= A

Qny Quz2 -+ un Ain Agp -+- Aup
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n n .
j-—~21 ay; Ay J.ZJI @A .. J§1 2yj Apj
ft n n
.i§1 az; Ay j§162;‘ Ayy ... j§1 Q5j Apj
n n n
i§10m’ Ay ].Elanj Ay L. j§1 Bnj Ap;
D(A) 0O O 0
G D@ ... o
0O 0 ...Dp@
1o ...0
01 ...0
D@ | -[=D@).1
00 ...

En forma aniloga se prueba que
AdjA  A=D(A)I

5.9. INVERSION DE MATRICES NO SINGULARES

Demostraremos que una matriz cuadrada es invessible si y s0lo si su determinante es
distinto de cero,

Sea A g K''*7,

1. Supongamos que A es inversible. Entonces existe B e K"*7 ty) que
AB=BA=]

Luego

D(AB)=D(BA)=D ()
Por determinante del producto y de la identidad es
D(A)D(B)=D(B)D(A)=1
Resulta D (A) # 0, PUes €11 caso contrario su producto por D (B)seria0,yno 1,
2.8ea A ¢ K"*" tat que D (A) # 0. Demostraremos que A es inversible,

Por 5.8.3. sabemos que el producto de toda matriz cuadrada por su adjunta es igual al
determinante de dicha matriz por la identidad, o seg

A AdjA=AdjA . A=D(A).1
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Por hipotesis, el escalar D (A) es distinto de cero, y dividiendo por éi resulta
AdjA _AdjA A

. LA=1
D(A) D(A)
Entonces, por definicién, existe A™ y es
41 _AGA
D (A)

Ge obtiene de este modo otro método efectivo para el calculo de la inversa de una matriz
no singular.

Fjemplo 5-8.
Obtenemos la inversa de la matsiz del ejemplo 5-6.
1 3 5
A=13 5 1 )
5 13
Como D (A) = —108, existe A

Primero obtenemos la adjunta de A.

14 4 -227\} 14 -4 =22
AdjA= ( 4 22 14) = ( -4 22 14)

~22 14 -4 -22 14 -4
Luego
_— 14 —4 =22
A'1=A—--( —4 22 14)
108\ 22 14 -4
O sea
12 u
54 54 54
A—l = i }l ._.Z._.
- 54 54 54
w72
54 54 54

Ejemplo 5-9.

Demostramos que los determinantes de dos matrices inversas son escalares reciprocos.
Sea A € K™ no singular, es decir, tal que existe A™.
Entonces se tiene

AAT =1
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DAAY)Y=D()
Por determinante del producto y de la identidad es

DA)D(AY) =]
O sea

D(A™)=[D (a)y*
Ejemplo 5-10.

Demostramos que dos matrices semejantes tienen determinantes iguales,
Sea A e K" §iB e Krxn og semcjante a A, entonces cxiste P no singular tal que

B=P1Ap

Entonces

D@®)=D®")D(A)D(p)
Como K es conmutativo

D(B)=D®")D(P)D (A)
Por determinante del producto

D@B)=DP!'P)D A)
O sea
D®B)=D()D(4)
Y resulta
D(B)=D (A)

5.10. REGLA DE CHIO
Deduciremos un método, conocido bajo el nombre de regla de Chio, para reducir un

determinante de orden # a otro de orden n—1, a los efectos de facilitar el calculo del mismo,

mecanismo es similar al que proporciona el método de Gauss Jordan para ia determinacién
del rango de una matriz.
Sea

y ayp .., g ... a1y,
a1 dyp ... d2; ... 753

D (A) =




Elegimos como pivotc un eleme
factor de 1a fila i, reduciremos a cero

D (A) =ﬂ‘"j
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ato no nulo, digamos ;. Después de extraerlo como
Jos demds elementos de la columna del pivote.

2y @12 a5 ... Aan
a3 dn 22 an
4 diz 1 @in
ay 4y &ij
dn1 8na anj .- Ann

@jin
ap — ——-
ajj

i1

ai;

D (A)=ai,-

_._ pj i
ajj

1

Al desarrollar por los elementos
multiplicado por (—1)"* ag.
Es indistinto dividir la fi

factor (—1)'* ay.

Ejemplo 5-11.
Calcular, usando la regla de Chio.

D (A)

Consideramos como pivote a das

del pivote se anulan, y a los eler

1a 0 la columna del p

cero los demés elementos de la fila
mecanico consiste en aplicar ¢l método de Gauss Jordan teniendo en cuenta, ademis, ¢l

determinante queda multiplicado por es

A cada fita k, con h %, le restamos 1a fila i multiplicada por ap;, y tesulta

@ jan 4y Qin
a1z _futie 0 R PPl Rl
adjj dij
a; a
i2 1 in
ay aij
anj iz @i &in
Apy = —— . 0. un —
&ij @i
de 1a columna j resulta un determinante de ordenn — 1

ivote por él. En el segundo caso se reducen a

del pivote. En ambas situaciones el procedimiento

2 0 -1 2
3 2 -2 -3
T lo 2D 2

2 3 0 -1

= -2y dividimos la tercera fila por —2, con lo que el
te valor. Los restantes elementos de la columna

nentos del determinante que no figuran ni en la fila ni
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en la columna del pivote se los trasforma de acuerdo con la regla del “rectdngulo”,
Se tiene '

2 1 9
- 3 4 0 -5
PW=C2 o 7 3
2 3 0
Desarrollando por Ia tercera columna resulta
2 @
D(A)=(-2) 3 4 -5
2 3

Tomaitdo como pivote & 12 =1, ¥ reiterando el procedimiento se obtiene

21 1
D(A)=(-2) ’ms 0 -9
-4 0 —4

Desarrollando por la tercera columna resulta

D(A)=2| >

-9
4 I =2(20-36)=-32
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5.12. Calcular los siguientes determinantes desarrollando por los elementos de una linea,
reduciendo a ceros todos los elementos de la misma, salvo uno:

21 2 2 4 3

D(A)= |0 3 -l DB)= |-1 31

41 1 41 2
1 1 -2 4 -1 1 2 1
. lo 1 1 3 _ 0 3 2 -1
DO 2 -1 1 O D (E)= 1 4 2 1
3 4 2 -1 3 1 3 2

§-13. Demostrar que el determinante de toda matriz triangular es igual al producto de los
elementos de su diagonal.

5-14. Demostrar que si un determinante tiene dos lineas proporcionales, entonces es nulo.

5-15. Resolver las siguientes ecuaciones:

i)y |1-x O -2 rz-x -3 6
0 —A ¢ |=0 4 1+x -2 |=0
-2 0 4N 2 —1 2+x
5.16. Sea la matriz
0 -3 4
A=[1-2 0 3
2 -1 0
Resolver la ecuacion D (A — A1)=0
5.17. Resolver la ecuacion D (A — AI) =0 siendo
1
3 3003
2 2
1 11
4 4 2
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5-18. Demostrar que el determinante de toda matriz ortogonal vale 1 o —1.
5-19, Sea A e X™*". Demostrar que
D (Adj A) =[D (A)]*"

5-20. Demostrar que

1 1 1
Xy X2 Xn
=I‘[}(x- -x
x3 x3 ... X2 f<fXi x)
xP gt . xRt

5-21. 5ean f'y g funciones reales de una variable real con derivadas primeras y segundas.
Demostrar que si

_|f gl
4 s
entonces
REEE
‘ﬁ" fn g”

35-22. Demostrar que si n vectores columnas de K™ son linealmente independientes, entonces
el determinante de la matriz cuyas columnas son tales vectores es no nulo.

5-23. Determinar los signos de las permutaciones de 15, y la inversa de cada una.

5-24,Sean @y, a3, . . ., @n escalares distintos. Demostrar que las 7 funciones f1, %2, . . ., fn
definidas por

fi(y= et
son linealmente independientes sobre el cuerpo de los complejos.
5-25. Obtener las matrices inversas de

A= 1. 0 B a 0 @yb |
2 1 y 0 b 2y b son no nulos)

5-26. Determinar, si existen, las inversas de

— )
LN o— D) b
= O
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5.27. Sean las matrices

/3 2 4
A=(2 -1 1 y B=

oo

1 2 3 1

Hallar X sabiendo que AX=B.

5.28. Verificar las siguientes identidades en K

iYyl1 t 1
Xy z| =@-»n@-2E-%)
¥z xz Xy
iy x y z ¢
y z t x
2t ox =(x+y+z+t)(x+z~y—t)(x+t—yfz)(x+y*zgt)
t x y =
iyl 1 x y z+t
1 y z x+¢t -0
bz t xty
1 ¢+ x ytz
v)|x—y—z 2x 2x
2y y-x-—2z 2y =(x+y+z)°
2z 2z Z—x—Yy

5.29. Bfectuar, mediante ¢l determinante del producto de dos matrices,

1 -1 2| 1 4
023.\
2 -1 1] 120

5.30. Calcular

[ L ™)
[ L™ N
i () b
[ B
fn T N i

5-31. Dadas las formulas de trasformacion de coordenadas esféricas a cartesianas
x = p cos ycos ¢ '
y = psen pcos
z=psenf
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obtener el jacobiano de la trasformacién, es decir, el determinante cuyas filas son Iy
derivadas parciales de x, y y z, respecto de p, vy b, respectivamente.

3-32. Obtener el jacobiano de la trasformacién

U=X+Y
V=%— donde X >0,Y >0,

5-33. Demostrar que el determinante de toda matriz antisimétrica de orden impar es nulo.

5-34. Demostrar que

A C
B D

donde A y D son cuadradasy A es no singular,

=AlID-BA™? Cl

3-35. 8i A y D son simétricas ¢ inversibles, entonces
A B\ (A"‘M‘E“ll«‘t_FE'l
Bt p g1 B
donde E=D -B'A? ByF=A" B,
J-36. Sean A € K"*™ no singular. Uy V en K"*! . Demostrar

-1 t x-1
(A+UVHt=pr A UVIAT
1+VtAU



Capitulo 6

SISTEMAS LINEALES

6.1, INTRODUCCION

En este capitulo se estudian los sistemas de ecuaciones lineales sobre la base de su
estrecha relacion con las trasformaciones lineales, y se analizan los espacios soluciones de los
sisternas lineales y homogéneos. Después de la demostracion del teorema de Cramer, se trata
la compatibilidad de los sistemas lineales generales. Se dan, finaimente, los siguientes
métodos directos de resolucion: de Gauss Jordan, de la rafz cuadrada y del orlado.

6.2. SISTEMAS LINEALES

6.2.1. Concepto

Consideremos A € K" y [a funcién
f: K" K"
definida por
fX)=AX (1)

donde X denota cualquier vector columna de K™,
Afirmamos que la asignacion (1) caracteriza a f como una trasformacion lineal de K™ en
K", En efecto:

LAX+Y)=AX+Y)=AX+AY=AX)+AY).
2. fleX)= A (aX) = a A X =af(X).

Por consiguiente, toda matriz A € K"*™ determina una trasformacién lineal f : K™ - K"
definida por iX)= A X.
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X e

Sea B e K", La igualdad
fiX)=B
o lo que es lo mismo
AX=B

recibe ¢l nombre de sistema de ecuaciones lineales.
La traduccion de tal ignaldad es

dy fiz .. Wy X1 by
@y dn ... dpy X3 b
tny tlpy ... pp, Xm bn

Efectuando el producto y aplicando la definicion de matrices iguales se obtiene la forma
escalar del sistema de # ecuaciones lineales con m variables:

aqy1X1 +(Ilg)C2 +... +a1mxm:b,
Q31X Tagaxa +. .. +a2mxm =b,

Qp1Xy T naXa T Flpgxy, =by,

La matriz A, cuyos elementos son los coeficientes de las variables del sistema, recibe el
nombre de matriz del sistema, Los escalares que figuran en el segundo miembro se llaman
términos independientes. La matriz de coeficientes ampliada con los términos independien-
tes se denota mediante

A'=(A B)

y esun elemento de K"*(m+1)
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Conjunto solucién del sistema lineal es la preimagen por f, de {B} ¢ K”,

n

K

0O sea, cada m-upla de elementos de K que satisface a todas las ecuaciones del sistema es
una solucion del mismo.
Entonces

0=(;,%,...,&,)esunasolucion ®ae £ | fB}]
Sila preimagen de B € K™ es el conjunto vacio diremos que el sistema lineal
AX=B (I

es incompatible. Si el conjunto solucién es no vacio, entonces se dice que el sistema es
compatible.
Afirmamos que

A X = B tiene solucion « B € I(f)

A X =B es incompatible < B £1(f)

En particular, si B es el vector nulo de K", entonces

AX=0 ()

recibe el nombre de sistema lineal y homogéneo. En la forma escalar, los términos
independientes son nulos.

Como 0 €K™ satisface a (11}, todo sistema lineal y homogéneo es compatible. El vector
nulo de K™ se llama solucion trivial del sistema lineal y homogéneo.

Denotaremos con $ al conjunto solucién de (11). S es la preimagen por f de 0 € K. En
consecuencia, el conjunto solucion del sistema homogéneo es el nicleo de £ Resolver el
sistema (II) es determinar el N(f). Por lo tanto, S es un subespacio de K™, llamado espacio
solucién del sistema lineal v homogéneo.
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6.2.2, Rango de la matriz de coeficientes

Sea AeK™™ la matriz de coeficientes de un sistema lineal. Consideremos Ia
trasformacién lineal

FiK™ K"
definida por
AX)=AX

Afirmamos que el rango de A es igual a la dimension de la imagen de f En efecto: la
imagen de f'es ¢l espacio columna de A, pues

() ={AX)/XeK™| = {[AX/XeK™| =

/%1
A X2
={(A1A2...Am) : )/x,-eKconi=1,2....,m}=

.xm

m
= [l:Z]‘. x,-A,-/x,-EK’ = Sc(A)
Por consiguicnte es

dim I(f) = dim S.(A)= p(4)
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62.3. Dimension del espacio sotucién de un sistema homogéneo

Consideremos el sistema lineal y homogéneo
AX=0

yseaSel espacio solucion, es decir
$=N()

donde fes la trasformacion lneal a que nos hemos referido,
De acuerdo con 3.4. se verifica que

dim N() + dim I(f) = dim K™
En consecuencia
dim S + p(A)=m
0 sea

dim S=m — p(A)
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Luego, la dimensién del espacio solucién de todo sistema lineal y homogéneo es igual al

mimero de variables menos el rango de la matriz de coeficientes.

En particular, si p (A) =m, entonces es dim S = dim N(f) =0. En consecuencia

s={0|

Es decir, si el rango de la matriz de coeficientes de un sistema lineal y homogéneo es igual

al nimero de variables, entonces dicho sistema admite como Gnica solucién la trivial,

Ejemplo 6-1

Interpretamos el siguiente sistema lineal en términos de una trasformacién lineal ¥

determinamos la dimension de su imagen

(g =X txy t+ x,=1
Xy =Xy —%x3 +2x, =0
3x; — x4 +3x, =1
La matriz del sistema lincal es

2 -1 1 1
A=|l1 -1 -1 2
3 -2 0 3

El vector de los términos independientes es



186 SISTEMAS LINEALES

Definiendo la trasformacion lineal

f:R*>R3?
mediante

AX)=AX

el sistema lineal propuesto nos conduce ala determinacion de la preimagen de B

)

Para hallar dim 1(f) obtenemos el p (A) porel método de Gauss Jordan

Resulta dim i) = p(A) =2
Ejemplo 6-2
Si consideramos el sistema homogéneo
2xy — Xq txst+ x4=0
Xy — Xo—X3 +2x4=0
3x, —2x, +3x,=0

un
Sus
col

esk

illd1
exis

¥yp

par.

lan
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entonces 1a trasformacion lineal asociada es Ia misma del ejemplo anterior. Resolver el
sistema homogéneo significa determinar el nicleo de f, cuya dimensién es

dimS=m — p(A)=3 —2=1
6.3. TEOREMA DE CRAMER

Si A€ K"*" es no singular y B € K", entonces el sistema lineal A X =B admite solucién
finica, y ¢l valor de cada variable es el cociente entre el determinante que se obtiene gl

sustituir, en el determinante del sistema, la columna de coeficientes de la variable por la
columna de los términos independientes, y el determinante del sistema.
Sea el sistema lineal

AX=B
' Como A es no singular, premultiplicamos por su inversa
AT(AX)=A"'B

| Asociando
| (AT A)X=AT'B
' Luego
: IX=A'B
. En consecuencia
X=A"TB

¢s 1a inica sohucion del sistema.

De acuerdo con 5.3.5., como D{A)#0, las »n columnas de A ‘son linealmente
independientes y constituyen una base de K™. Por consiguiente, cualquiera que sea B eK™,
existen escalares x4, x5, . . . , x,,, Unicos, tales que

B= 2 X;Ag
i=1

y por lo demostrado en el ejemplo 54 resulta

DAy Ay . B...A)
- D(a)

para todoj=1,2,...,#, donde B es la columna de lugar j.

Los sistemas de » ecuaciones con n variables se llaman cuadrados, y si el determinante de
lamattiz de coeficientes es distinto de cero, entonces reciben el nombre de cramerianos.

Ljemplo 6-3

Xf

Resolvemos mediante ¢l tcorema de Cramer el siguiente sistema:
X1 - X3 = 1
Xy +2.X2*2x3 -1
?.X.'l — X3z + X3 3

i
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La matriz de coeficientes es

1 0o -1
A= 1 2 =2
2 -1 I

y su inversa, determinada en el ejemplo 4-18, es

o L 2
5 5
A“l_ 1 3 1_
5 5
L2
5 5
Como la solucidén es X = A™! B, se tiene
)
o L 2 I 1
5 5
x=[| -1 3 1 -1]= |-1
5 5
. L2 3 0
5 5

6.4. COMPATIBILIDAD DE SISTEMAS LINEALES

6.4.1. Teorema de Rouche Frobenius o de Kroneckex

Un sistema de ecuaciones lineales es compatible si y sélo si la matriz de coeficientes y
matriz ampliada con los términos independientes tienen igual rango.
Sea el sistema lineal A X =B, donde A ¢ K"*™ X ¢K™*! y B ¢ K**!, ysea A’ la matii

de coeficientes ampliada con la columna de los términos independientes.
El teorema afirma que

A X =B es compatible # p(A)= p(A")

€l
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En efecto:

A X =B es compatible ® 3 e K™*! fAa=B*
0y

- 5]
ﬁaal,ag,...,ameK,’(AiAg...Am) . =B <

O

m
éaal,az,...,ameK/BaEl a A e
i=

< B es combinacion lineal de las m columnas de A <
< BeSc(A) ¢ p(A)=p(A)
Por definicion de sistema compatible, producto de matrices en forma particionada,
definicién de combinacion lineal, definicién de espacio columna de una matriz y de rango de

una matriz.
Denotando con T el conjunto solucidn del sistema lineal A X =B, ¢l teorema demostrado

puede expresarse asi:
T#¢ep(A)=p(A)
En consecuencia
T=¢® p(A)+p(A)
O sea, un sistema de ecuaciones lineales es incompatible si y sélo si los rangos de la matriz

de coeficientes, y de la matriz ampliada con la columna de los términos independientes, son
distintos.

6.4.2. Conjunto solucién de un sistema lineal compatible

Sea A X=B un sistema lineal compatible, es decir, tal que p(A)= p(A"), donde
AeKMm X e KM*1 y B e K"*Y, Se presentan las siguientes situaciones:

1. El rango de ambas matrices es igual al nimero de variables.

Si p(A) = p (A" =m, entonces las m columnas de A son linealmente independientes y, en
consecuencia, B es combinacion lineal dnica de tales columnas. Esto significa que existen
escalares oy, @y,. .., @, €K, linicos, tales que

m
B=2 oA
& i=1

Osea, =] . |eslainicasolucion del sistema.
am

2. El rango de ambas matrices es menor que el nimero de variables.
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Supongamos que p(A)= p(A”)=r<m. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad)
que las filas y columnas linealmente independientes de A son las r primeras. Las r vatiabiy
asociadas a las columnas linealmente independientes se llaman principales, y las m-r restante |
se llaman secundarias. Las m-+ ecuaciones no principales son combinaciones lineales de lag,
primeras, y el sistema es equivalente a un sistema lineal de r ecuaciones con m variable;
Trasponiendo al segundo miembro de cada ecuacion las m-r incOgnitas secundarias, para cady
sistema de valores asignados a €stas, se tiene un sistema lineal crameriano de r ecuaciones cop
¥ variables con solucidn 1inica, ya que la matriz de coeficientes es no singular.

En este caso se dice que el sistema es indeterminado,

6.5. RESOLUCION DE SISTEMAS LINEALES

El método de Gauss Jordan permite no sélo la discusiOn del sistema en el sentido de
decidir si es compatible o no, sino también la resolucion efectiva de él en el caso de
compatibilidad, Esto significa determinar el conjunto solucién.

Esencialmente se basa en la determinacion de los rangos de A y de A’, para lo cual se
escribe a la derecha de la matriz A la columna formada con los términos independientes, y se
opera de acuerdo con lo expuesto oportunamente.

Ejemnplo 6-4
Discutimos v resolvemos por el método de Gauss Jordan el siguiente sistema:
Xyt xybxy= 2
le — Xz — X3 = 1

X1 +2x2~x32u3

® 1 2

2 -1 -1 1

1 2 -1 -3

1 1 I 2

0 -3 -3 -3 () =p(A)=3

0 @ —2 -3 La solucién es

1 0 3 7 k=1

0 0 —18 Xp=—1
Xy= 2

0 1 -2 — 5 3

1 0 0 1 O sea, el vector )

0 0 1 2 e }

0 ! 0 — 1 | )
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Desde el punto de vista geométrico, cada ecuacion es la representacién analitica de un
plano, ¥ ]a solucién dnica caracteriza al vértice del triedro que forman dichos planos.

Fjemplo 6-5

Verificamos que €l siguiente sisterna es incompatible:
X1 +x2 — X3 = 1
X1 — Xy +3x3=*'3
X1 + X3 = |

Investigamos para ello, los rangos de A y de A™:

O 1 -1 !
1 -1 3 -3
1 0 1 1
1 1 -1 1 El Gnico elemento que puede ser-tomado
a0 —2 4 4 como pivote es — 4. Esto significa que el
rango de A’ es 3, pero el rango de Aes2,y
0 @ 2 0 en consecuencia el sistema es incompatible.
i 0 1 1 Fa vltima etapa es innecesaria y ha sido
0 0 0 realizada para poner en evidencia los vecto-
0 ) s res candnicos.
1 0 1 0
0 0 0 i
0 1 -2 0
Ejemplo 6-6
Determinamos una base del espacio solucién del sistema lineal y homogéneo
(A -AD}X=0
para cada A tal que
D(A-AD=0
siendo
1 1 1
A=l0 2 1
0 0 1

y X e R3*1,
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Resolvemos primero la ecuacion D (A —A1)=0, o sea
1-A 1 1

0 2-A 1 |=0

0 0 1-2a

Como la matriz es triangular, el determinante de la misma es el producto de los
elementos de su diagonal

a-naqe ~-N=0
Las raices son
hl=h2=l y h3=2

1. Para Ay = Ay = 1 se obtiene el sistema homogéneo

0 1 1 Xy =
1 Xs =
0 o0 X3 =
Es decir
Oy + x5+ x3=0
Oxy + x5+ x3=0
Ox; + Oxy +0x5 =0
V x; €R se verifica
Xy +x3=0
O sea
Xg =Xy

Las infinitas soluciones son las ternas del tipo

x4 o o 0
Yol ={-B)={0 |+ (-8 ]=
X3 g 0 8

1 /0
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Una base del espacio solucion estd formada por los vectores

1 0
0 ) -1
0 1

Al mismo resultado se llega utilizando el métode de Gauss Jordan

0 0 1 0
0 1 i 0
0 0 0 0
0 I 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

Como p(A) = p(A’) =1y este valor es menor que ¢l niimero de variables, el sistema
tiene infinitas soluciones. La dimension del espacio solucion es

3-pA)=2

Las dos primeras ecuaciones caracterizan un plano que pasa por el orlgEn ¥ que
contiene al eje x,. La tercera ecuacidn se satisface para todo (xy, X3, X3) € R?, 0 sea,
representa a R®. La interseccion de estos dos subespacios es el plano de ecuacién
xq, +x3=0.

Efemplo 6-7

Considerando las matrices

.1_ _.]_ 0 X4 1
2 2
1 1 1 I~
A= | . S~ X=| x 1=11
£ 3 2| 2
1 1 1
Lo L X3 1
3 3 3
resolvemos el sistema lineal
Xta=X
N

it x=
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Efectuamos primero las operaciones matriciales

L1,
2 2
L.(xy x5 X 3) i1 — | = (X3 x5 x3)
4 4 2
1 1 1
3 3 3

1 1 1 1 1 1 1 1
—xy +=x, +-y Xy t—x, +=x Xyt —x,]| =(x X
(2 1 4 2 3 3 ) 1 P 2 3 3 5 2 3 3) (ey x, a)

Por jgualdad de matrices

i 1 1
TX  F=x, by, =x
e PR 37T

1 1 i
TXLtx, b= =y
)1t * 3 %3 X

1
2x'z +“3_JC3 =X3

Eliminamos los denominadores

GxI +3x2 +4X3 = sz;
6% + 3x, +dxs =12x,
3JCQ_ + 2.7C3 = 6X3
Reduciendo términos

) 6-7(«'1 "‘3)&'2 —4x3=0
6x1 —9x2 +4.X'3:0

3x2'~4x:.):0
-+ xl .
2.0 X=1=(1 | D x, =l=oy dxy +x, =1,
X3

Teniendo en cuents 1. y 2., el sistema a resolver es
le - 3x2 “4)73 =0
6xy — 9x, + dx3 =0

3)62 - 4)[3 =0
X1+ x,+ x3=1
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Aplicamos Gauss Jordan

6 -3 — 4 0

6 -9 4 0

0 3 4 0

) 1 1 1

0 -9 —~10 — 6

0 ~15 -2 - 6

0 €) - 4 0

1 1 1 1

o 0 ()|

0 0 iy 5} - 6
4

0 1 _— 0
3

1 0 7 1
3

0 0 1 3

11

0 0 0 0

0 1 0 i

11

1 0 0 l

11

Se tiene: 0 (A) =0 (A”) =3 y la tinica solucion es

X1 :i
11
i1

x3=é
11

La matriz A de este ejemplo es tal que sus elementos son no negativos y la suma de los
elementos de cada fila vaic 1. Esto significa que los vectores filas caracterizan una
distribucidn discreta de probabilidades, y por tal motivo la matriz se llama estocéstica.

195
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El vector solucién define también una distribucidon de probabilidades, llamada
estacionaria. Este tipo de distribuciones se estudia en las cadenas finitas de Markov.

6.6, SISTEMAS HOMOGENEOS
6.6.1. Espacio solucién de un sistema lineal y homogéneo

Dado el sistema lineal y homogéneo
AX=0

donde A e K™*™ XeK™*! y 0eK"*! como p(A)= p(A’)=r, ocurre que tal sistema
siempre es compatible, de acuerdo con 6.4.1.

En cuanto al espacio solucion del mismo, son validas las conclusiones obtenidas en 6.4.2.,
0 sea

1.r=m = existe solucién tinica = S= { 0 }
En este caso la Unica solucidn del sistema es la trivial.

2.r < m = el sistema es indeterminado.

6.6.2. Sistemas homogéneos cuadrados

Sea el sistemna lineal y homogéneo
AX=0
donde A e K™" X e K"*! y 0 e K"*!,
Propiedad

Un sistema lineal y homogéneo de n ecuaciones con # variables tiene solucién anica si
y s0lo si el determinante de la matriz de coeficientes es no nulo.

1. Si AX =0, con AeK"™" tiene solucién inica, entonces es p (A) = n. En consecuen-
cia, Jas n columnas de A son linealmente independientes, y de acuerdo con el ejercicio
5.22 resulta D(A) # 0.

2. Supongamos que D (A) # 0. Segiin 5.3.5., 1as # columnas de A constituyen una base de
K™, Por lo tanto, 0 es combinacién lineal finica v trivial de tales vectores columnas,

Los teoremas contrarreciprocos de 1.y 2. nos permiten afitmar que un sistema lineal y
homogéneo de n ecuaciones con » variables es indeterminado si y solo si el determinante de
los coeficientes es nulo.

Ejemplo 6-8

Determinamos los espacios soluciones de los siguientes sistemas homogéneos y
cuadrados:
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i) % —2%,+ x3=0
- XQ+ JC3=0
xl—ng —ZXQ=0

1 -2 1 1 -2 1
D=0 —1 1l=lo -1 1| =3#0
1 -2 -2 0 0 -3

Luego la dinica solucidn es

Xy TXpSXa =

s={o}
Los tres planos forman un triedro cuyo vértice es el origen.

i.i) xl—x2+3x3=0
¥1 4%y — X3 =0

X1 + X3 =0
Como
1 -1 3 1 -
D(A)= |1 1 -1 =12 0 =

1 0 1 1

2 2
=1 = 0, el sistema es indeterminado.

1 1

) ~1 3 0
1 1 ~1 0
1 0 1 0
i ~1 3 0
0 2 -4 0
0 ® -2 0
1 0 I 0
0 0 0 0
0 1 2 0
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Se tiene:
{ X4 + Xy = 0
Xa — ZX3 =0 :
Despejando las variables principales
X1 = —Xa |
Xqg = 2x3
Las infinitas soluciones estan dadas por
Xy =W
X = 20
X3= a VaeR

El espacio solucion es la recta de ecuaciones

X1 _ Xy X3
121
O sea
S={(-a 200 /ceR]

Geométricamente, este sistema admite la siguiente interpretacion: las ecuaciones
corresponden a tres planos que pasan por el origen y forman un haz cuyo eje es el

espacio solucidn, o sea, la recta mencionada.

6.7. CONJUNTO SOLUCION DE UN SISTEMA LINEAL

Sea T el conjunto solucidn del sistema lineal AX =B, y sea S el espacio solucion del
sistema lineal y homogéneo asociado. Si £ es una solucidn particular del sistema A X =1,y
£ + 8 denota la suma de esa solucién particular y todas las soluciones del sistema homogéneo

asociado, entonces se verifica que
T=¢t+8

En efecto:
1. Consideremos cualquier solucion u de A X =B, y sea # una solucidn particular de este

sisterna.
ueTAteT=Au—=Au—Ar=B -B=0=
2U—FESDU =3 ASES2u=f+s rseS=uef+S§
O sea
TCt+S (1)

2. Sean: £, una solucién particular de AX = B, y s cualquier solucion de A X = ¢,
u=tt+setr+S8S=2Au=At+)=Ar+As=B+0=B=uceT.
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Juego

t+SCT ()
De (1) v (2) resulta
T=r+8§

En consecuencia, toda solucion de un sistema lineal es igual a una solucion particular de
dicho sistema, mds una solucién del sistema homogéneo asociado. En otras palabras, el
conjunto solucién de un sistema lineal es igual a la suma de una solucion particular con todas
1as soluciones del sistema lineal y homogéneo correspondiente.

Ejemplo 6-9

Interpretamos geométricamente el significado det teorema anterior considerando el
sistema lineal de una ecuacion con dos variables

2)('1 — X3 = i
Eneste casoes A=(2 1)y A’=(2 -1 1). Ambas mattices tienen rango 1 y el
sistema tiene infinitas soluciones,
El sistema homogéneo asociado es

le ~X3 =0

y corresponde a una recta que pasa por el origen. Una solucion particular del sistema
dado es (1, 1)=¢. Sumando a ¢ los vectores correspondientes a todos los puntos de la
recta de ecuacidn 2x; — x5 =0, se obtiene la recta T, paralela a S.

Rl |
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Ejemplo 6-10
Dado el sistema lineal
x1+ XQ"I' x3+ x4+ Xg = . 7
3x1 +2x-2 + X3 + X4 ““3X5=— 2
x2+2x3+2x4+6x5: 23
5x1+4x2 +3x3 +3x4* x5= 12
determinamos: el espacio solucion del sistema homogéneo correspondiente, una base y
ta dimensién de éste, una solucidn particular y el conjunto solucion de aquél.

©) 1 1 1 1 0 7
3 2 1 1 -3 0 2
0 1 2 2 6 0 23
5 4 3 3 1 0 12
1 1 1 1 1 0 7
0 -1 -2 —2 -6 o | -2
0 2 2 6 0 23
0 -1 -2 -2 -6 0o | -2
1 0 ~1 ~1 -3 o | —16
0 0 0 0 0 0 0
0 1 2 2 6 0 23
0 0 0 0 0 0 0

p{A}=p(A") =2 = el sistema dado tiene infinitas soluciones.

Resolvemos el sistema homogéneo, cuyo espacio solucién tiene dimensién 3.

5-p(A)=5-2=3
Xy — X3 —Xg4—5x3=0
X+ 2x3 +2x4 +6x5=0

Trasponiendo las variables secundarias

X = .X3+ JC4+5.X5
x2=—2ng2x4—6xg

El espacio solucion estd dado por
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xy=a+pg+ 5y
Xz =—200— 20 — 6y
X3 = a
x4 =8
X5 =7
cualesquiera que sean «, By Y€ R,
Luego
Xy 1 | 5
Xz —2 —2 -6
X3 | T 1| +8 0| +y 0
X4 0 1 0
X5 0 0 1
Una base de S esta formada por
1 1 S
-2 -2 -6
1], 0 ly
0 1 0
0 0 1

Obtenemos una solucion particular del sistema dado haciendo x, = x3 =x4 =0

- 16

23

t= 0

0

0

Luego, la solucién general es

- 16 ! 1 5
23 -2 -2 ~6
u= 0| te 1| +8 0| +« 0
0 0 1 0
0 0 0 1
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O sea
X1 =—16+a+p+ 5y
X2 =23 - 20— 28 — 6y

X3 =
X, =8
Xs =7y

6.8. RESOLUCION DE SISTEMAS SIMETRICOS POR EL METODO DE
LA RAIZ CUADRADA

No expondremos en este texto los métodos iterativos para la resolucién de sistemag
lineales o la inversidn de matrices. Estos métodos requieren el andlisis de cuestiones de

Analizaremos aqui el método directo de la raiz cuadrada para la resolucién de sistemas
lineales cuadrados con matriz de coeficientes simétrica ¥ primer elemento no nulo,
Sea entonces

AX=B (1)
tal que A = Afen K"X" X ¢ K"x! B ggnxi Y ay, #0.
Probaremos que existe una matriz triangular T tal que
A=TIT (2)
Proponiendo la forma escalar de (2), debe ser

tll 0 o ... 0 tll fya ... tln dyg Ty ... ip
tq fgz o ... 0 0 tgz . tzn 29, Qa9 .., Aap
Iin Iap fan ... Inn 0 0 ... fun @n1 @y oo Apn

Por igualdad de matrices, después de efectuar e} producto indicado, resulta:

1. Considerando Ia primera fila:

2 _ _
Iy =ayy =1t =V,

Sij>1, entonces

Liityy=ay
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Luego

& -
tlj el ¥ BTN r“_ = _“1j
f11 a1
O sea, la primera fila de T se deduce de Ia de A de la siguiente manera: el primer elemento
es la raiz cuadrada del primero de A, y los restantes se obtienen dividiéndolos por esta raiz
cuadrada,

2. Considerando cualquier fila distinta de la primera, es decir, tal que / > 1, se tiene:

n i 1 / i1
. . 2 2 2 2 — 2
=r=ay= z thi= p> Iy =1ty + ? Iy =t = aii - z Chi
h=1 h=1 h=1

h=1.
n i i1
> i=ag= X it = 0 byt = bty Ay =
7 LA UL R T TR u+h§1 tyitng
i1
@i — by tn
if hey hi thi

= fee =
! 3]

La determinacién de los elementos de la matriz triangular se realiza en una sola etapa y
por filas sucesivas,

La traduccion de las férmuias obtenidas es la siguiente: todo elemento diagonal, a partir
de la segunda fila, es igual a la raiz cuadrada de la diferencia entre el elemento aj;
correspondiente y la suma de los cuadrados de los elementos de la misma columna de [a
matriz triangular. Todo elemento no diagonal ¢;; es igual a la diferencia entre dy y la suma de
los productos, fita por fila, de los elementos de las columnas correspondientes, dividida por
el elemento ¢;; de la diagonal.

Retomando el proposito original, de (1) y (2) se deduce

THTX=B
Haciendo
T'K =B (3)
se determina el vector K, y considerando
TX=K (4

conocido K| se obtiene X.
La determinacion de las componentes del vector K se efectia de la misma manera que las
columnas de la matriz T. En efecto, considerando (3), es

t;; 0 PR 0 k] l)]
t12 r'2,2 e O kQ_ —_ bz
tln t2n e tnn } kn bn

de donde resulta, por producto e igualdad de matrices:
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1. tll k.l =b1,0Sea

k, =_bJ_
Iy
n i
2. iZ1=b= X tyky=2X tyk,=
h=1 h=1

i1

i1 bi~h§1 thi kp
=t,-,-k,-+2 l‘h,'khﬂkiz
h=1 Lii

Finalmente, obtenidos T y K en una tnica etapa, se resuelve ficilmente el sistema
triangular

TX=K

Ejemplo 6-11
Resolvemos el siguiente sistema simétrico por el método de la raiz cuadrada:
X1 + sz + ng = 0
le + SXQ — X3 = — 8
2x3 - X2 + 33X3 = 4
Trasformamos, de acuerdo con el esquema propuesto, las filas de la matriz de
coeficientes ampliada con la columna de los términos independientes:

1 2 2 0
74 -t f N 9
9 s _3 try = 23. 12 hrs IEQ.-:_S
2 1 33 4 M2
by —~t,3k) — 1,5 k
1 2 2 O ka: 3 1371 213 2=
o 1 -5 _38 733
0 0 2 —18 _4-2.0-69C8

2

En consecuencia:

Xy +2X2 +2.X3= 0
Xa —SJC3=-—8
2.7C3=*18

Luego
X3:—9 X, =—1353 x1=124
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La sclucién es
124
X= 1 - 53
- 9
Las condiciones para que el método sca aplicable son: 1;; #0, Vi=1, 2,...,0.
Ejemplo 6-12
Resolvemas por el mismo método
— X3 + Xq — 2x3 = 2
X1 + 3x3 =_5

72}[1 +3x;—2X3:*1

No es necesario multiplicar la primera ecuacion por — 1 para obtener elementos reales
enT.

—1 1 -2 2
1 0 3 -5
-2 3 -2 -1
i i 2i Py =V = V-1=i
0 1 1 -3
0 0 1 -2
Entonges
x3=*2 X2=—-1 xlzl

6.9. METODO DEL ORLADO

Este método, que es directo, permite obtener la inversa de una matriz no singular
M e K"*", Particionamos M de acuerdo con el esquema

n=(n-0D+1
para filas y para columnas, y se tiene
A B
M= (e )
C ann

donde A ¢ K{t12x(n-1) g e gr-1X1 ¢ e gixtn1yy oy yeK! X1

Suponemos conocida la inversa A™' del primer bloque y proponemos, para la inversa de
M, el mismo esquema de particién.
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X v
M =
1
z L
p

donde o, ¢K —{ 0}
Considerando que

MM =]
se tiene
A By /X Y) (1 N)
(C ann) zZ _I_ = N 1
o, /
O sea
AX+BZ=] 48
AY+E oy @
aﬂ
CX+a,, Z=N (3)
CY 4 o)
aﬂ
De (2)
-1
Y:,A B (%)
L4

Sustituimos (5) en (4):
-1
CA—E+ﬂm=1#fCA‘B+%n=%

O O

Luego
@ =dp, — CA™' B (6)
De (1)
AX=1-BZ=X=A"!_AtRyz (7
Teniendo en cuenta esta relacion, (6) y (3), es
C(A™ - A1 Bz) +a,,Z=N
CA' —CA'BZ+a,,Z=N
CA™? ~(a,, — W Z+a,, Z=N
CA' —q,, Zte,Z+4a,,Z=N
0, Z=_CAl
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- -1
7 = ___C A (8)
Gn
De (7 y (8)
-1 -1
x=a1+A BCA (9)
an
Entonces
-1 ~1 =1
AT+ A'BCA _ A" B
Op Oy
M‘l —
B caA™l |
(L Gn

Se trata de un caso particular de la inversidn por particién estudiada en 4,18,
Este método se utiliza para invertir matrices por orlados sucesivos, construyendo las

invexsas de _
211
11 ,

a2

a2 .
) , etcétera

22

Conociendo la inversa de A € K121 g caleula M ¢ K**", para lo cual es
preciso obtener:

1. bln
-~ A B=| ban
bn-} n
7. ~CA ' =(epy Cha. .- Cpn-1)
bln bln
bZn b2n
3. &y Sduyn — C A_l B=£Inn +C =tnn +(ank Gno - .. au,n-l) : =
brt-l,n

bn-l,n

=>(!n Sdnn +f2::l nj bjn
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También:
Qin
yn
Oy =dnn "‘CA-IBzann'i'(cn,l cnz---cn,n-l) : =

9n-1,n
n-i
=0y =y, t l_?l Bin Cnt

A'BCA™
an

4. Los elementos x; de la submatriz A™' + son, llamando x7; a los

correspondientes elementos de A™ ;

s DinCni .. .
Xg=xy - Gy — 1, j<n 1

Ademas
b,y .
- <n-—
Xip = siisn—1
an
. O P
Xpy = " sif<n—~1
an
1
Xnn =
an

El siguiente esquema denota una etapa del proceso:

A! B ~A'B

—-C A‘l Oy

Ejemplo 6-12
Calcutamos la inversa de A por el método del orlado, siendo

M= 2 -1 !
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siguiendo el esquema anterior, y aplicando las formulas desarrolladas, resulta:

1 2 -1
2 -1 1 M
-1 1 2
1 2 -2
2 —1
—2 5
1 2 0 1
5 5 5 )
= Al|> —A!'B
21 ! 3
5 5 5
-1 1 2
—w» —CA™!
1 3 14
- - — —f—aq,
5 5 5
3 2 _ L
14 14 14
...§..... .._i i M'l
i4 14 14
L 3 S
14 14 14

Conocida M es posible resolver sistemas del tipo
MX=K

donde M es no singular.
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6-13. Sea f:R3 - R2 una  trasformacién Jinea) Caracterizada por 1y matriz
P

21 1
A= ( - 2) especto de la base candnica en cada espacio. Determinar Iy

Preimagen por £ del vector -11.

6.14. Resolver, por el método de Gauss reducido, los siguientes sistemas:

Lo{2%; —x, +2x5 =1 2. x+3p+ 7= 6
x_l +x2+ x:;=2 3xb‘2y‘82= 7
ey —x, + X3 =5 4x+5p -32=17

El método de Gauyss reducido consiste en trasformar en ceros Jog elementos g,
Que i > 7, y en unos jos elementos g,;,

6-15. Determinar 15 dimensién s
sistemas homogéneos:

tales
obre R de] €spacio solucién de cada uno de 10s sigujentes

1. X1 +JC2 —X3=0 4, Xy + JCQ'!" X3 =0

2. {le X3 ~x3=0

X2 +x;=0 S. 20y —3x, + X3=0

X1+t Xy — xy,=0

3 x; tx,+x;=0 3y +ax, =0

{xl—xz =0 5y + x, + x3=0
Xy tx3=0

6-16. Obtener upa base del espacio solucién

en cada uno de jog casos del ejercicig
anterior, en los casos de dimensi6n positiva

6-17. Hallar 13 dimensién ¥ una base del espacio solucién sobre C en cada uno de los
sigidentes casog:

Lfix+y—z=¢ 2JU+Dx—ip+2,=g
iy+z=0 Ix+iy_z=9

— e
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§-18. En el anillo de las clases de restos modulo 3, determinar una base del espacio solucién
del sistema

§-19. Discutir y hailar el conjunto solucion de
X+ 2xy=—35
3+ x,=—25
2%, +3xy=—38

6-20. Resolver por el método de Cramer el sistema del ejercicio 6-14. 1.

6-21. Resolver el sistema homogéneo X! (A —1)=0,donde Xe R**' y

1 1
2 2
ATl 2
3 3
6-22, Obtener ¢l conjunto solucion del sistema
3x, + 2x; +x4=0
xy+ 2 + X3 =1

le +6x2 +2?Cg +JC4:2

6-23. Determinar si existe X € R**? tal que X A =B, siendo

2 4 6 3 5 5
A= | -1 2 3 B={ -2 3 2
1 -1 1 3 2 3
6-24. Discutir y hallar los conjuntos soluciones de los siguientes sistemas:
1 Xg -2y +x3— X4— X5=-2
g F xp -xs — xs= 4
dxy —3xy +x3 — g —3x5= 1
2.0 %+ xy - 3x3=—1
Ixy + oxp = |
X+ Xat x3= 3

¥4 2x, —3x3= 1
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3. xy +x; —3x;3 —x5; =0
Xi— Xyt X3 -—X4 =0
2x +2x; x4 —x5=0
2x4 — X4 —X5=0

6-25. En el caso de compatibilidad, obtener ¢l conjunto solucién del sistema
Xy txp, + 2, =1
Dy —xy +2x3=—4
dxy+xy +Ox3=—56

en términos de una solucién particular y del espacio sclucion del sistema homogéneo

asociado,
6-26. Siendo
-3 0 -4
A= 4 1 4
2 0 3
obtener Atal que D(A — A1) = 0. Despuds resolver el sistema (A — A1) X =0 para cada
valor de A
6-27 Determinar para qué valores de k el siguiente sistema tiene soluciones distintas de la
trivial:
x+k+)y+ z=0
x+ y+E+Dz=0
k+Dx+ v+ z=0

En cada caso, estudiar el espacio solucidn, ¢ interpretar geométricamente.

6-28. Determinar la inversa de M por el método del orlado, siendo
1 1 -1 ‘

1 1 1
629, Resolver el sistema XtA = Xt, siendo

1 i

0 i

2 2

i

a=( L 1 1
3 3 3

1 3
—_ O —

4 4
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§-30. Obtener todas las soluciones de
@y x+byy+tc,z=0
a2x+b2y+(,'2 z=0

sabiendo que

by ¢
ax=| " T o0

by Ca

§-31. Discutir el siguiente sistema segin los valores de «:
ax — y+2z=1+ao
x+tay— z=-1
3x + y+ z=«w

6-32. Estudiar el sistema
X -—ay+ z=-2at+5
x+ y-az=1
dx+y—-—wz=a

para los distintos valores de o
6-33. Discutir la compatibilidad de
axy +bx, + x3 =a+b
bxy tax, + + x4=a->»h
Xg +bxy tax, =a+1
Xy ‘ax; +bhxy=a—1

6-34. Determinar el sistema lineal cuyo espacio solucidén
admita la base

[@,-2,8 , 4 11,7}
6-35. Probar que el sistema
bx +ay =
cx +az=5h
cy thz=a

tiene solucidn dinica si gbe # 0, Hallar 1a solucidn.
6-36. Resolver por el método de la raiz cuadrada
— X1t xot2xy= 7
X, —2xy=—5
Wy — 2y xy= 1



Capitulo 7

PRODUCTO INTERIOR EN ESPACIOS VECTORIALES
GEOMETRIA VECTORIAL.

7.1. INTRODUCCION

En este capftulo introducimos, sobre la base de un producto interior, el concepto de
métrica en un espacio vectorial real, Se estudian temas relativos a distancias, longitudes, °
ortogonalidad y dngulos enire vectores, Se desarrolla el procedimiento de Gram-Schmidt
para la construccion de bases ortonormales en espacios de dimension finita. Después de dar
una idea del espacio afin R”, se tratan algunos temas bésicos de geometria: rectas, planes,
superficies y curvas elementales,

7.2. ESPACIO VECTORIAL EUCLIDIANO
Sea (V, -+, R, .) un espacio vectorial sobre el cuerpo de los nimeros reales.

7.2.1, Producto interior
El simbelo {x , y ) se lee: producto interior entre los vectores X e y.
Definicion
Producto interior en V, es toda funcién
(,}: V2R

que satisface las condiciones de simetria, de linealidad respecto del primer argumento
y de definida positiva:

i J{x,y)=(y,x)cualesquiera que secanxeyen V.
ii}{x+y,z)=(x,z)+{y,z)cualesquiera que scan x,yy zen V. [
iii){ax,y)=a(x,y) YxeV,V yeV, ,Vaek. 1
W {x,x}>0 VxeV ::

(x,x)=0+x=0
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Todo producto interior en un espacio vectorial real asigna a cada par de vectores un finico
escalar real.

Espacio euclidiano es todo espacio vectorial real con producto interior.

La adjuncién de un producto interior a un espacio vectoriel permite establecer una
métrica en él; o sea, los conceptos de distancia entre pares de vectores, médulo de un vector,
ortogonalidad y 4ngulo entre dos vectores. Estas nociones no son intrinsecas al espacio
vectorial, sino que dependen del producto interior que en él se considere. O sea, dos vectores
de un espacio,ortogonales con un producto interior, pueden perder este cardcter si se define
otro producto interior.

Ejemplo 7-1
En (R?, +, R, .), la funci6n
{(,):R*XR">R

definida por
(X,Yr=X'Y (1)
donde
Xy Y1
X2 Ya
X=1 . Y=| .
.xn Yn

es un producto interior. Para probar esta afirmacién verificamos los axiomas de la
definicion.

PNUX, Y =X Y =X =Y X =(Y,X)

Por (1), por ser X*Y un escalar, por traspuesta de un producto y por (1).

X +Y,Z) =X+ Z2=(X +YHZ=X'Z+ Y Z=(X,Z)+(Y ,Z)
Por (1), traspuesta de la suma, distributividad y (1).

i) (e X, Y)=@X)Y=aX'Y=a(X,Y)

Por (1), traspuesta de un escalar por una matriz y (1).
iv)(X,X):Xt)(:éle? >0

Por (1), producto de matrices y suma de nmimeros reales no negativos.
Ademas

n
(x,x>=0¢_§1x§=0@xi=0,w<»x:0
i=

La definicion (1) caracteriza un producto interior en R”, llamado también producto
interjor usual. Efectuando la operacidn indicada en (1) es
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n
{X ’Y>=i§1 X; Vi

O sea, el producto interior de dos n-uplas de niimeros reales es igual a la suma de los
productos de las componentes correspondientes,
En el caso n =2 esta definicion se traduce en

(X, Y)=x,p, +x3

Ejemplo 7-2,

Consideremos (R%, +, R, .) y la matriz A =(m; *i)
La funcién
(,2:R2XR?->R
tal que
(X,Y)=X'AY (1)
es un producto interior. En efecto
PENX, Y =X AY=(X'AY) =Y AP X =Y  AX=(Y,X)

Por (1), por ser X* A'Y un escalar, por traspuesta de un producto, por ser A’ = A y por
(1).
ﬁ)<X+Y,z>=(X+Y)*Az=(xf+Yf)Az:X‘Az+Y‘AZ=<X,Z)+<Y,Z>

i) {aX,Y)=@X)AY=aX ' AY=a(X,Y)
. _ ot I -2 Xyl _ X1y =
IV)(X,X)‘X AX=(x1x2) “(xl—?.XQ V2X1+5x2)
-2 5 X2 X2
=0y — 2ey)x; +(—2x, + 5xp)x, =x2 —4xyx, +5xF =
=xf—dxyxp +4x3+x2=(; - 2)  +x3 20

Ademis
(X,X):Oﬁ(xl *2){2)2 +X§ =0
“x, _Q_xz:o,\xz:(]@
XL FXy =0 X=0

Ejemplo 7-3,

Sea C[ 1,1 ] el conjunto de las funciones reales continuas definidas en el intervalo
cerrado de extremos —1y 1.

El lector puede verificar, considerando el espacio vectorial
Cl-1,1],+,R,.)
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que la funcion definida por
(f,g):[i f(x)g (x)dx

caracteriza un producto interior en dicho espacio. Para ello es suficiente probar que se
cumplen los axiomas de la definicidn teniendo en cuenta propiedades elementales de la

integral definida.

72.2. Producto interior de dos combinaciones lineales

Sea (V, +, R, .) un espacio con producto interior, y sean las combinaciones lineales

n m
X :Elai X Y =j§1 B y;

donde
Ot,-,ﬁf(:"K Y xi,ijV

De acuerdo con los axiomas de la definicién, se tiene

(x,y)=(£§1 ; X; ’j§1 Biy;r=

n m n m
= El {oy xg ’f§1 B; v )=i§1 o {x; ’j§1 Biy;)=

n m n m
=B %0 Bk bty ,x0-

n m
= EUE:I o B (%, 950
Hemos aplicado sucesivamente: ii), iii), i}, ii), iii), propiedades de la sumatoria e i),

En particular es
{ax+y,ax+yr=e? {x,x)+ai{x,y)+taly,x)+

H{y,yr=a?{x,x)+2alx,y)+{y,y)

7.2.3. Propiedad
En todo espacio con producto interior, el producto interior de cualquier vector y el

vector nulo es cero. X
En efecto, por ser 0 neutro para la suma en R, por el axioma A, de espacio vectorial y

por el axioma de linealidad del producto interior, se tiene
0+¢0,x>=(0,x)=(0+0,x}=

={0,x)+(0,x>

! Por ley cancelativa en (R, +) resulta
0=¢(0,x)
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Luego
(x,0)=(0,x2=0

7.2.4. Modulo o longitud de un vector

Definicion
Médulo de un vector en un espacio con producto interior es la raiz cuadrada no
negativa del producto interior de dicho vector por si mismo.

El simbolo lIx i se lee: modulo o longitud de x.

De acuerdo con la definicién es
lxl=+4{(x,x}

En R2, con la definicién dada en el ejemplo 7-1, si x = (3,4), entonces

Ixl=+/32 +42=425=5

kx|l

[ 37 Y S

Al mbdulo de x se lo llama también norma de x.
Se verifica que el cuadrado del modulo de todo vector es igual al producto interior de
dicho vector consigo mismo, es decir

=

IxI*={(x,x>

Definicion
Distancia entre dos vectores X € y, en un espacio con producto interior, es el médulo
de su diferencia.

d(x,y)=lx—yl
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El lector puede comprobar que esta definicidn satisface los a;ﬁiomas de la funcién
distancia.
7.2.5, Modulo del producto entre un escalar y un vector
En todo espacio con producto interior, el modulo del producto entre un escalar ¥ un
vector es igual al valor absoluto del escalar por el médulo del vector,
laxll=iallxI
En efecto:
laxl?=(ax,ax)=a®(x,x)=
= laP I1x# = (lal xl)?
O sea
e xi? =(lal I xly?
Y como las bases son no negativas resulta
lexl=lallxl

El producto de un vector no nulo por el reciproco de su médulo, o 1o que es.lo mismo, el
cociente entre un vector no nulo y su médulo, es un vector de madulo 1,

" En efecto, sea x # 0. Considerando ﬁ se verifica
X

x ‘
x|l I x

Six=(1, -1, V2 ), entonces es, con el producto interior usual,

Ixl= 12 + (1) + (V2 =2

I|x||

‘ Ixl= L =
1xll

y resulta

. 7.—’

x _[1 1@)
Ixl \2° 27 2

un vector de mddulo 1, llamado vector unitario

7.3. ORTOGONALIDAD
Sea (V, +, R, .} un espacio vectorial con producto interior.
Definicion
Dos vectores son ortogonales si y s6lo si su producto interior es nulo.

El simbolo x Ly se lee: x es ortogonal a y.
Entonces

xlye{(x,y=0
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Ejemplo 74.

1. En R?, con €l producto interior usual, los vectores
x=(-2,3) e y=(-3,-2)

son ortogonales, pues

(x,y)=(-2)(-3)+3(-2)=0

2. Determinamos ¢ € R para que los vectores

x=(-3a,-4,1) e y=(-a,4a,1)
sean ortogonales, con el producto interior habitual.
De acuerdo con la condicién de ortogonalidad, hay que determinar 2 de modo que

{(x,y»=0
O sea

(3B3a(-a+(4a+11=0
32 —4a+1=0
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Las raices son.

1
a'=1 a’ ==
Y 3

Los pates de vectores de R? que satisfacen la condicion son

x'=(-3,-4,1) ¢ y'=(-1,1,1)
11

ma(el,-4,1) e yi=(— -, 1

X" =( ) y’=( 73 )

Ejemplo 7-5
Demostramos el teorema de Pitdgoras: si x e y son dos vectores ortogonales, entonces
Ix+yl*= Ikl + lyl?

X

En efecto:
Ix+yR=(x+y,x+y)={(x,x)+(x,y)+
+H(y,x)+H(y,yr=IxP +0+4+0+yl?=
=IxI?+ lyl?

Efjemplo 7-6.

En el espacio vectorial de los polinomios reales de grado menor o igual que 2 y el

polinomio nulo, donde el producto interior se define como en el ejemplo 7-3, los
polinomios

V2 W3
2 V2
son ortogonales, pues
2 3 1
2 \/i .19 )ﬁ’
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1 2 (1
E3 ﬁj xdx = ﬁ f__ =0
2711 2 2 -1

7.4. DESIGUALDAD DE SCHWARZ

En todo espacio vectorial euclidiano, el valor absoluto del producto interior de dog
vectores cualesquiera es menor o igual que el producto de los modulos de dichos vectores.
Demostraremos que

HKx,y) I<Ixl iyl

cualesquiera que sean X e y en V, donde est4 definido un producto interior,
Se presentan dos situaciones:

i.y=0.
En este caso, de acuerdo con 7.2.3., se verifica que
(x,y)=0 y lyl=0
Luego
Kx,y)l=lxliyl
En cohsecuencia
Kx,y) I<Ixbllyl

2.y #0.

Cualesquiera que sean £ y u en R, por el axioma iv) de la definicion de producto interior,
es

(txtuy, tx+uy)r=0
Desarrollando el primer miembro
2,0+ 2 ux, y)Hudly,y)=0

Haciendo
t={y.y)> y u=—(x,y)
s¢ tiene
(Y, ¥y 4%, x) =24y, y) ({x,y)) F({x, V) ¥y, y)=0
Por definicién de modulo y reduccién de términos _
by Ix® — lyl? (<x,y))? >0
Dividiendo por | y#?, que es no nulo, resulta
Iyl IxIZ —((x,y))? >0

Teniendo en cuenta que el cuadrado de un nfimero real es igual al cuadrado de su valor
absoluto, y trasponiendo términos

Iyl Ixi2 > 1<x,y)P
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(O sea
x,y) P<(Ixlyly

Y, como las bases son no negativas, resulta
Kx,yrisIxllyl

7.5. DESIGUALDAD TRIANGULAR

En todo espacio con producto interior, el mddulo de la suma de dos vectores cualesquiera
s menor o igual que la suma de sus modulos.
Probaremos que

e

Ix+yl<lxl+ byl
En efecto, por definicidén de modulo y de producto interior es
Ix+y R =(x+y,x+ty)=(x,x)+2{x,y)+{y,y) (1)
Teniendo en cuenta la desigualdad de Schwarz y propiedades del valor absoluto en R, se

verifica
—IxllIyb<{x,yr<ixl Iyl

Luego
2x,yr<2lxl iyl (2)
De (1) ¥ (2) resulta
Ix+ylE<ixl+2 Ixllyl+1yl?
O sea

bx+ylP < Ixl+ lyh?

En consecuencia
Ix +yl<ixl+yl

7.6. ANGULO DE DOS VECTORES

Sean x ¢ y dos vectores no nuios en un espacio con producto interior. De la desigualdad
de Schwarz
(x,yyI<lixl iyl
se deduce que
~Ixyl<{x,yy<lxi Iyl
Dividiendo por el producto de los modulos de x e y, que es positivo, s¢ tiene

Ax,y) <1

-1
ixd iyl
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Definicion

Angulo de dos vectores no nulos X ¢ y es el nimero real pque satisface:

1. 0<p<T
2. CUS-(P= M
Ixl Tyl

De la relacion 2. se deduce la siguiente expresién del producto interior en funcion del
ingulo de los vectores y de los médulos de éstos:

(x,y)=lxllllylicosyp

Ejemplo 7-7.

Los vectores x ¢ y forman un dngulo de 60° y el médulo de x es 3. Determinamos el
modulo de y para que y — x sea ortogonal a x.

y—x y
- X
—x
Hay que determinar Il yll de modo que
y-xlx
O sea
{y —x,x)=0
Luego

(y,x)—{(x,x)=0
En consecuencia
Iyl ixlcosp— IxI* =0
Por ley cancelativa del producto
Iyl cos =N xl
Resulta

1
Iyl L<3
y 2

De donde
lyll=6
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7.7. CONJUNTO ORTOGONAL DE VECTORES

7.7.1. Definicion

Un conjunto de vectores 1%, Kyy oo Xp } en un espacio con producto interior es
ortogonal si y solo si dos vectores cualesquiera y distintos son ortogonales.

IX1, X3, ... X} €sun conjunto ortogonal ® i #j = (X ;,%;}=0

7.7.2. Propiedad
Todo conjunto ortogonal de vectores, al que no pertenece el vector nulo, es linealmente
independiente.

Sea {X1,Xa,... X | un conjunto ortogonal tal que X, #0,¥i=1,2,.. .7y seala
combinacion lineal .

r
2 ax=0
=1 4

Paracadai=1, 2, ..., r consideramos
r
(j§1 0%, % =(0,%x;)=0
Entonces
-
j§1 o (x;,%;)=0

Como i #j=(x;,x;)=0, la sumatoria se reduce a un unico término que se obtiene si
j=1i,0sea
o (% ,x;,0=0
Siendo x; # 0 resulta {x; , x; ) ¥ 0, y en consecuencia
o =0 Vi=1,2,...,F

Luego
X1, X2, .+ Xy ) esLL
7.8. BASE ORTONORMAL
7.8.1, Concepto
Sea (V, +, R,.) un espacio con producto interior y sea A= { X;, Xz, .. Xn | Vl.ma hase
del mismo.
Definicion

Diremos que A es una base ortonormal si y sblo si A es un conjunto ortogonal de
vectores de modulo 1.
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A es ortonormal < A es ortogonaly Ixll=1,¥i=12,. ..n

Una base ortonormal es tal que

i$j=>(xi,xj)=0

iel, ={x;,x;>=1

En consecuencia, integrando estas dos expresiones en una sola, se tiene

A s una base ortonormal + {x; , X; ) = 8y

Ejemplo 7-8.

«En R", con el producto interior usual, la base canbmnica {e1,e,...

ortonormal.

e En RZ, con el mismo producto interior, la base formada por’

x

es ortonormal, pues

L

2 2

S

202

(X, %3 )=(Xy , %g )= 1

(X; ,X3 =0

7.8.2. Ortonormalizacion de una base

Todo espacio euclidiano de dimension finita admite una base ortonormal,

Nos proponemos obtener, a partir de una base cualquiera { Xy, Xz, ..., Xn } una base

ortonormal. En efecto:

1. x; # 0 por sex un vector de la base dada. En consecuencia

El vector

de acuerdo con 7.2.5., es unitario,

2. Supongamos que f Y1,¥2, .-

Yr +1 tal que

s¢a ortonormal,
Consideramos el vector

"Xl 0

X
x|

Y1

wYr } es un conjunto ortonormal. Se trata de obtener

{Y1,Yz,---,Yk+1}

k

Zh+1 = Xp+1 ';.313 (g1, Y)Y
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Ge verifica que Zi +1 es ortogonal ay; , v/ =1,2,...k
En efecto &
(g > Y10 = e = 2 Kes 1, Y0 ¥iL 330 =
k
=(Xp41, ) - Z w1, Y90
.
:(Xk+1,Yj)“'.§1(xk+1,Yi)5ﬁ=
=(Xpr1,¥)— (Kp41,¥0. 150
Definiendo
2,
Y417 —
“Zk.{.lu

Se deduce que llyp+1 I= 1, y en consecuencia
'YI s ¥, .- ':Yk-!-l}

es un conjunto ortonormal.
Este proceso, llamado de Gram-Schmidt, nos permite construir una base ortonormal a

partir de una base dada.

Fjemplo 7-9
En (R?, +, R, ) se considera 1a base formada por
x=(1,1) x;=(-1,2)
Construimos una base ortonormal siguiendo el procedimiento desarrollado en el
teorema anterior.

i, Ix, =2

x, _ | (42 2)
= =— (LU=
YT \/2'( ) (2 2
2 Z =Xy (X2, Y11 7
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9 9 3

= -+ === 2
iz, l Pl 2\/‘
= B [ NZ VT
P PP

Labase { y,, yz} es ortonormal,

Ejemplo 7-10

Sea V el conjunto de log polinomios reales de menor grado o igual que 2 y el
polincmio nulo, En (V. +, R, ) se define un producto interior mediante

(P,Q)=f_11 P (x) Q (x) dv

Dada la base { 1,x,x2} , construimos una base ortonormal mediante el proceso de
Gram-Schmidt,

1
1. ||x]H2=HII|2=(1,I)=/1l.]dx=x:l =2
-1
> 1l=y7 b
yi= X o 1 VT
Ulixgdl A 2
2. T2y T Xy *'<X2,Y1)Y1

Como (x, ,y, )=(x,—\/~§:)=

1

1
=f ﬁx dx:[g_xz :0,
-1 2 4 o

resulta
Iy =x
Ademds
Nz 12 =<z, |2, )=(x x)=f x2dx=
b )
) ?L:?
Entonces
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COMPLEMENTO ORTOGONAL
0
piee gy B V3
Pt V2
2
3 :xar.z (X3’Yi>YI'=;‘
=24 —ng(xa,Yx)h#(Xa,Yz)Yz (1)
f \/——2 dx_\/_
(X3 =YI>_ 1 3
1 3
= — X =
(XSsy'Z) f—l‘\/f
De (1) resulta
3 2 3
Comio
nzanh<zs,za>:f1 (x m)?dx=
-1
3 5 1
( ——-x2+ )dx=x— ~r—-£x3+Lx] =
5 9 g9 11
:___A_i+.%::—-2~—,._2-:i
5 9 9 5 9 45
resulta
2 ll= 2Y2
34/5

Y en consecuencia

La base

es ortonormal.
7.9, COMPLEMENTO ORTOGONAL

7.9.1. Complemento ortogonal de un subespacio

Sea (V, +, R, .) un espacio con producto interior, y sea S un subespacio de V.

229
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Definicion
Complemento ortogonal del subespacio S de V, es el conjunto de los vectores de V que
son ortogonales a todos los vectores de S.

El simbolo S$* se lee: complemento ortogonal de S.

Sl={er/xly,Vy€S}

Ejemplo 7-11
En R3, con el producto interior ordinario, si
S=1{(0,0,x3)/x3 €R|
entonces el compleinento ortogonal de S es
§t={ (xl,xz,xg)eRs/m:O}

& X3

S

X2

]

1
7.9.2. Propiedad

El complemento ortogonal del subespacio S de (V, +, R, .} es un subespacio de V.

Debemos probar que $' es un subconjunto no vacio de V, cetrado para la suma y para el
producto por escalares,

1. 85 C V por definicion de 8.

2.yeS=(0,y)=0=0eS" =8 #¢

3.x€5" A yeSt=(x,z)=0A(y,z})=0,VZzeS>
={x,z)+{y, z)=0,VzeS=
=>(x+y,z)=0,¥YzeS=>x+yeS?
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4_aeRAxeSl=>aeRn (x,y)=0,VyeS=
»{ax,y)=0,VyeS=axest

Por consiguiente
(8', +,R, .) es un subespacio de V.

9.7.3. Piopiedad
Si V es un espacio euclidiano de dimension finita y si S es un subespacio de dimensién r,
entonces la dirmension del complemento ortogonal de Sesn—r.
Se trata de probar que
dim § + dim $' = dim V
En efecto:

Sis= f 0 } o $=V, la propiedad es obvia. Consideremos, pues, el caso en que S# {0} y
S+#V,ysea

!
T Xy, g, ...xr}
una hase ortenormal de S.
Entonces existen vectores X, 4 ¢, Xy 4 2, . - -, Xp, tales que
IXgs Xaeo oy Kpy Xpdgegs o ey Xn
es una base ortonormal de V.
Afirmamos que
fxr+1xxr+2s CIET xn!

es una base ortonormal de S*,
Para ello es suficiente probar que este conjunto es un sistema de generadores de S, Sea
entonces un vector cualquiera u € st

n
ueSt=ueVv =>E|a1,a2,...,aneR/u=_El o X;
!:

Como u es ortogonal a todos los vectores de S, considerando el producto interior entre
wyx;, i=1,2,...,r resulta

n n
0:<U,Xi)=.2 (a;x,-.x,-)*—‘_E aj51j=a,-
F=1 i=1
O sea
n
uT 2 X
=r+1

Esto prueba gue

{Xpt1:Xrg2s - 0 Xn i

es un sistema de generadores de S*.
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Como estos vectores son ortogonales y de médulo 1, constituyen una base ortonormal de
sty se tiene

dimSt=n—r
QO sea
dim S + dim St =dim V

El lector puede comprobar, como consecuencia de esta propiedad, que V es la suma
directa de S y de su complemento ortogonal.,

7 10. PROYECCION DE UN VECTOR SOBRE OTRO

Sean x ¢ y dos vectores de un espacio con producto interior, e y # 0. Entonces existe un
escalar a, tal que

x—ayly
En efecto
(x—ay,y)z(Jﬂ(x,y)~a(y.y):0=>
a:(x.y)
ly,y?
Fl vector

_ (x,y)Y: {(x,¥y> ¥
{(y.,y? iyl Nyl
s flama proyeccion ortogonal de x sobre y.
Identificaremos Ja proyeccion ortogonal de x sobre y con el nimero real

{x.,Y?
iyl

y escribiremos
_fx,y?

X T
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O sea, la proyeccion de un vector x sobre un vector y es igual al producto interior de
ambos, dividido por el modulo del vector sobre el cual se proyecta.
En particular, si y es un vector de modulo 1, se tiene
Pyx={(x,y?

Por lo tanto, la proyeccidn de un vector sobre un vector de médulo 1t es igual al producto
interior de ambos.

Fjemplo 7-12

Comprobamos que las proyecciones de un vector de R, con el producto interior
usual, sobre los vectores de una base ortonormal, son las componentes de dicho vector
respecto de la base.

€3
i3
(]
1
t
|
;
i/ A
]
1
1
A .
/’ ﬂ'g_ EQ
. //I
/5] s
€
3 3
; A='Ela,e!=>PejA—(E a;e;, €)=
i =

3 3
=X oale,e)= X a; 0= q
i=1 i=1

7.11. ESPACIO AFINR"
7.11.1. Concepto

! Sea (R, +, R, .) el espacio real n-dimensional.
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Para cada A € R” definimos una suma en R" y un producto de escalares por elementos gy
R", mediante
XaY=X+Y-A
a@X=a(X—A)+A
Estas definiciones hacen de la cuaterna (R", @, R, ©) un espacio vectorial con origen A.
Fl vector nuto de este espacio es A, "
La suma y el producto de este espacio pueden obtenerse “llevando” las flechas AX y AY

al origen 0, operando en (R*, +,R,.), ¥ desplazando el resultado al origen A. En R? esty
situaciéon queda indicada por las figuras siguientes:

5= ¥

Definicion
Espacio afin R” es el conjunto de todas las n-uplas de nimeros reales, y una estructura
de espacio vectorial para cada A € R", con las operaciones definidas.

7.11.2. Vectores fijos

Consideremos V=R", X eR" ¢ Y e R". El par de puntos (X, Y) s llama vectos fijo de
origen Xy extremo Y. Se o denota mediante XY.
Sean los elementos de R":

A=(ay, gy n)  X=(00y, X200 Xn)  Y=00V2 0 V0)
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Entonces la suma de X ¢ Y, en el espacio de origen A, es
—_ —3
XOY=AX+AY=X+Y - A
Siendo
X+Y-A=@x +y,—a,xyty; 2. XnT¥a~da)
Si ¢ € R, entonces
—
poX=agAX=aX-A)+tA=aX-(c-1DA
donde
aA--(a— DA=(x; —(a-ay,..., ¢x, —(@—1)a,)

7.11.3. Espacio de los vectores libres

Consideremos ¢l espacio afin R", es decir, el conjunto de todas las n-uplas de nimeros
reales y l1as estructuras de espacios de los vectores aplicados en cada punto de R™.
En el espacio afin R” definimos la siguiente relacion de equivalencia:

— —k ——F ——y ——
AX~BY2®AY=X0OB=AX®AB

Escribiremos

X

Cada clase de equivalencia se llama un vector libre, y €l conjunto cociente es el conjunto
de los vectores libres de R™.

Un vector X e R™ se denota:
——y
A X si se lo considera como vector del espacio de origen A.
—r
O X si pertenece al espacio de origen 0.

En el iltimo caso se escribe directamente X,
Para operar en el espacio de los vectores libres se considera como conjunto de indices una
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estructura de espacio vectorial fija, con orj

gen 0. Entonces el vector fijo XY es equivalente al
vector Y — X, con origen 0, v se escribe

——
XY=Y-X
Y-X v
-X )

X

Se demuestra que |

a relacion de equivalencia es compatible con la suma y el producto por
escalares, o sea

AX~BY |
AX ~BY |
ﬁMWAaERﬂaﬁwaw

>AX+AX~BY+BY

En consecuencia, existen en el conjunto cociente, de los vectores libres, dos leyes de
composicion inducidas que lo caracterizan como espacio vectorial,
Resuita asi el espacio vectorial de los vectores libres de R",

7.12. ECUACIONES VECTORIAL Y CARTESIANAS DE LA RECTA

En lo que sigue nos referiremos a vectore

s libres del espacio euclidiano tridimensional.
Consideraremos una estructura de espacio vect

orial, con origen en 0, y la base ortonormal
I=(1.0.0) ¥=(0,1,0) K=(0,0,1)

Los subespacios correspondientes a los ejes coordenados serdn denotados por

X, ¥z
Sea A un vector no nulo de componentes /, i y 1, es decir

A=lT+mI+aK

Si Py es un punto de coordenadas (x5, ¥o,

Zg), entonces existe una linica recta que pasa
por Py v tiene la direccién de A.
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El vector b_P)o, de origen 0, serd denotado por Py. Sea X un punto genérico de la recta, de
coordenadas (x, y, z).
Se verifica que
——
X= Pg + PoX
—
Y como Py X es equivalente a ¢ A, para algin ¢ ¢ R, resulta
X=Py+rA (1)

Para cada ¢ € R se tiene un punto perteneciente a la recta. La igualdad (1) s la ecuacién
vectorial paramétrica de la recta que pasa por Py y es paralela al vector A. La variable X
depende de ¢, que ¢s el pardmetro.

Expresando (1) en términos de coordenadas es

(x' ¥, z)=(x0vy01 20) + t(ll m, n)

Efectuando el producto por #, sumando e igualando las componentes, resulia

X=X+ It

(2) {y=yotmt

z=zq +nt
Las ecuaciones {2) reciben ¢l nombre de ecuaciones cartesianas paramétricas de la recta,
Las componentes /, m y n del vector A suelen Hamarse coeficientes directores de la recta.

Si son distintos de cero, eliminando ¢, se obtiene

X—Xg _Y~—Yo _ZZp
= = 3
I m n ®)

Las ecuaciones (3) reciben el nombre de ecuaciones cartesianas de Ia recta.
Considerando la recta en un plano, la forma de la ecuacién vectorial no se modifica, pero
las ecuaciones cartesianas quedan simplificadas, ya que la tercera componente no figura.
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Ejemplo 7-13

Determinamos las ecuaciones vectorial y cartesianas de la recta que pasa por
P, (—1, 0, 2) y es paralela al vector A, siendo A=31— J+2K.

La ecuaci6n vectorial es
X=P,+1A
O sea
xI+yT+zK=—[+2K+t(31-J+2K)
Efectuando las operaciones
xI+yI+zK=(-1+30I-tJ+(2+2nK

Igualando componentes

x=-1+3¢
y=-t
z=2+2t

Las relaciones anteriores constituyen el sistema de ecuaciones cartesianas paramétricas

de 1a recta, y eliminando el pardmetro 7 resulta
xtl oy 222

3 —1 2

Observamos que los sustraendos de los numeradores son las coordenadas del punto
dado, y los denominadores son las componentes del vector A.

Ejemplo 7-14

Obtenemos las ecuaciones cartesianas de la recta r que pasa por Py (1,2,3) v es
paralela al vector A=2F+ K,

Como

X=Py+rA
se tiene

xI+yJ+zK=I1+2J+3K+t(21+K)

O sea

x=1+2¢

y=2

z=3+¢

Eliminando el parimetro enire la primera y la tercera ecuacion, resulta
x—-1 z-3
21
y=2
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Efectuando operaciones en la primera de estas ecuaciones se tiene
x-2z=-5
y=2
Este es el sistema de ecuaciones cartesianas no paramétricas de la recta, y se interpreta

de la siguiente manera: r es la interseccion de los planos cuyas ecuaciones son
x — 2z = -5 (paralelo al eje y) e y = 2 (paralelo al plano xz, por el punto (0, 2, 0} ).

< ¥

7.13. ECUACION NORMAL VECTORIAL DEL PLANO

Consideremos un vector unitario N=n,I+nyJ + 13K
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Sus proyecciones sobre los ejes son

ry={N,I)=INlITlcosa=1.1coso=cosa
Analogamente

Mo =‘cosB M3 =CO8 7Y
Los niimeros cos &, cos f, cos ¥ se llaman cosenos directores del vector N, y se identifican
con sus coordenadas, o sea
N=cosal+cosfJ+cosyK
Como el médulo de N es 1, se verifica que

cos® & + cos® B+ cos? y= 1

Esta propiedad es vilida para todo vector del espacio. Es decir, Ja suma de los cuadrados
de los cosenos directores de un vector es igual a 1.

+
Dados un vector unitario N y un ndmero p € R, estamos interesados en determinar la

ecuacion del plano perpendicular a la direccion de N y tal que la distancia del origen al plano
seap.

El vector N y el ntimero p se llaman pardmetros normales del plano,

Sea wel plano en cuestion. Cualquicra que sea X € 7 se verifica que
PyX=p (1)
Es decir
{(X,N)—-p=0

Para denotar el producto interior o escalar { X , N} escribiremos X . N.
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Entonces
X .N-p=0 (2) _
Tanto (1) como (2} son la ecuacién norinal vectorial del plano.
En términos de coordenadas se tiene
(xI+yJ+zK)(cosaI+cosﬁJ +ceosyK-p)=0
Efectuando el producto interior resulta
xcosa+ycosftzeosy-p=0 (3)

La relacion (3) recibe el nombre de ecuacion normal cartesiana del plano. Los coeficientes
de las variables son fos cosenos directores del vector normal al plano, y el término
independiente cambiado de signo esla distancia del origen al plano.

Multiplicando la ecuacion (3) por & # 0, resulta '

ax+bytcz+d=0
Esta relacion recibe el nombre de ecuacion general del plano.
Desarrollamos a continuacién el método que nos permite pasar de la ecuacidn general del

plano a la ecuacion normat cartesiana.
Sea el plano 7 de ecuacion

ax+by tez+d=0 (4)
El plano 7 admite la ecuacion normal
xcosatycosptzcosy—p=0 (3)

cuyos coeficientes hay que determinar.
Como ambas ecuaciones corresponden al mismo plano, para algtin k € R se verifica que

a=kcoso
b=kcosf
(%) c=kcosy
d=k(-p)

Sea d # 0; como p es positivo, —p ¢s negativo y, en consecuencia, el signo de k es distinto

del de d.
Ejevando al cuadrado las tres primeras relaciones y sumdandolas, sc tiene

2% + b? 42 = k2 (cos® @+ cos? B+ cos’ ¥)
O sea
K =a® +b*

En consecuencia

k=t+/a® +b? +c*
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donde el signo de &, por lo observado anteriormente, debe tomarse distinto del de d.
De (5) resulta ‘

cos a=-2 cosB*b cos')r"C p“d
=— =— =y —p=
k k

Sustituyendo en (3), la ecuacion normal vectorial es
ax+ by +cztd

ta? + 5% + 2

Luego, para trasformar la ecuacion general del plano a la forma normal, se divide ¢]
primer miembro de aquella por la rarz cuadrada de la suma de los cuadrados de log
coeficientes de las variables, la que se toma con signo distinto al del término independiente,

=0

Ejemplo 7-16
Determinamos la ecuacion normal cartesiana del plano cuya ecuacidn general es
x—y+z—-1=0

De acuerdo con la formula de pasaje, Ja ecuacion normal cartesiana es

x—-y+tz-—-1
=0
VI 4 (- 1)+ 1P
O sea
xoytrz-1
V3
O bien
._3.x7£y+.....3_z .T§.=O
3 3 3 3

3 /3

Los tres cosenos directores son , — ——, Y=y la distancia del origen al plano es

3
NGy 3

3

Observamos que el vector cuyas componentes son los coeficientes de las variables de la

ecuacion general del plano es normal al mismo, ya que se deduce del vector normal
unitario multiplicandolo por £.

Wl

Ejemplo 7-17

Obtenemos la ecuacién del plano que pasa por Py (1,2, 2), sabiendo que es
perpendicular al vector A=31+J+ K.



PLANO

Cualquiera que sea X perteneciente al plano pedido es

——
P,XLA

En consecuencia
—
Pox LA = 0

es la ecuacion vectorial del plano.
En términos de coordenadas se tiene

PoX<(x_ DI+@-I+¢z K

Efectuando ¢l producto interior
3—DN+yy-+e-H=0

O sea
3x+yt+tz-—-7=0

Ejemplo 7-18
Determinamos la distancia entre el plano de ecuacion
2x-y—-2z+3=0

y el punto Py(1, 2, 3)
Sea el plano cuya ecuacién normal es

PN X—p=0

y sea Po(xo, Vo, Zo) un punte dado.

243
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La distancia entre el plano 7y el punto Py es

d= I!PNPO — pl
O sea, la distancia entre un
de la ecuacion normal del
distancia al plano se busca,

Determinamos primero la ecuacion normal del plano dado

plano y un punto es el valor absoluto del primer miembro
plano, cuando se sustituye la variable por el punto cuya

2x—-p—2z+3
V2 () + ()

O sea

3

Sustituyendo x, y, z por las coordenadas de P,, eg

~2—x +l-y -i—%z —-1=0

a=|-21+l o, 5, =1
3773

Ejemplo 7.19

Dados fos puntos A(-1,3,2)yB (—1,1,0) deter
plano perpendicular a la recta i i
del segmento AB.
Las coordenadas de] punto medi
coordenadas de los extremos de dich
En efecto:

minamos la distancia de] origen al
cho plano pasa por el punto medio

0 de un segmento son lag semisumas de Jas
0 segniento
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A
K
) J
1
—_—
M=A+AM
B=M-+MB
Restando
—_— —
M — B= A — M pucs AM y MB son equivalentes
Entonces
2M=A+B
O sea
M =-12-(A +B)

En nuestro caso, las coordenadas de M son (-1, 2, 1), y un vector normal al plano es
AB=B-A=-2J-2K
La ecuacién vectorial del plano es
_— —
MX.AB=0
Donde
—
MX=@x+DI+@-DI+@E- DK
Efectuando el producto
0.(x+1)-2(0-2—-20¢~ n=0

e — iy
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O sea

2y+2z-6=0
es la ecuacidn del plano pedido, Este plano es ortogonal al vector —2J — 2K, es decir,
al plano yz; en consecuencia, es paralelo al eje x.
Observamos que si el coeficiente de una variable de la ecuacidon de un plano es cero,
entonees dicho plano es paralelo al eje correspondiente a esa variable,

La ecuacion normal del plano hallado es
2y+2z-6 _ 0
2+/2

O sea

2 2 2
Y la distancia pedida es

7.14, CURVAS EN EL ESPACIO
Sea [ un intervalo real. Toda funcién
X:1-R?
se llama curva paramétrica en el espacio,
Cualquiera que sea f€l, X (£) es un vector cuyas coordenadas dependen de ¢, O sea,
existen funciones x, y, z de I en R, tales que

X@0=(x®,y0,z0)

zlr

X(2)

=

o

=
‘Jr w
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La ecuacién vectorial paramétrica de la curva Ces
X=x(®l+y@®OI+z(OHK

Las ecuaciones cartesianas paramétricas de Cson

x=x(f)
y=y (1)
z=z ()

La curva cuya ecuacidn paramétrica es
X()=costl+sentJ+K

es tal que sus ecuaciones cartesianas parameétricas son

X=cost
y=sent
z=1

cualquiera que sea f € R.
Elevando al cuadrado las dos primeras y sumando eliminamos el pardmetro

x2 +y2 =
z =1
La representacion de C estd caracterizada por la interseccién de dos superficies: la
superficie cilindrica cuya directriz es la circunferencia de radio 1 centrada en ¢l origen e
incluida en el plano horizontal y cuyas generatrices son paralelas al eje z, y el plano de
ecuacidon z = 1.
Se trata de la circunferencia indicada en el grafico siguiente:




248 PRODUCTO INTERIOR. GEOMETRIA VECTORIAL

La representacion de una curva como interseccion de dos superficies se llama implicita, y
en genetal se denota mediante

F(x,y,z)=0
G@,y,2)=0

Fix,y,z)=0

Gx,y,z}=0

Donde el sistema anterior es tal que se cumplen las condiciones de regularidad dadas por
el teorema de Cauchy Dini, relativo a la existencia de funciones definidas por sistemas de
ecuaciones.

Ejemplo 7-20

Deducimos la ecuacion vectorial de la hélice circular, definida como la trayectoria de

un puitto que gira alrededor de un eje y ademds se traslada paralelamente a él, siendo
ambos movimientos uniformes.
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Suponemos que en el instante ¢ =0 el punto mévil estd en A (g, 0, 0), y que al cabo del
tiempo testien X (x, ¥, z).
ge verifica que

g=wt y z=vt
Siendo w la velocidad angular del movimiento circular uniforme, y v la velocidad {en
médulo) del movimiento rectilineo y uniforme.
Las ecuaciones paramétricas en coordenadas cilindricas de la hélice circular son
p=a
p=wt
z=vt

Qe tiene asi el sistema de ecuaciones horarias de la curva.
Haciendo

P=wi=u

Resulta

y .
z=pt=—wt=bu
w

Las ecuaciones cartesianas paramétricas son

X =gcosu
y=asenu
z=bu

La ecuacién vectorial paramétrica de la hélice es
X=gcosul+bsenulJ+bukK

7.15, SUPERFICIE CILINDRICA

Sean: una curva C y una direccion del espacio caracterizada por un vector no nulo

A=IT+ml+nkK.

Definicion

Superficie cilindrica de directriz €'y direccidn A, es el conjunto de puntos de las
paralelas a A, que pasan por todos los puntos de C.
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o

Las paralelas a A se [laman generatrices.
Para obtener la ecuacioén vectorial de la superficie cilindrica 'consideramos un b

cualquiera de la misma; tal punto pertenece a una gencratriz, que corta a la directriz ¢
punto £

La ecuacién vectorial €s, entonces
X=80+ XA
Ejempio 7.21

Determinamos la ecuacion de [a superficie cilindrica de directriz

X =¢os ¢
y=sent
z2=0
¥y cuyas generatrices son paralelas
1. Aleje z, 0 sea, al vector A = K.
CX=Q4+2A (1)

Como £ (cos ¢, sen ¢, 0), de (1) resulta
x+tpJ+tzK=costI+sent]+\K
Luego
X =cos¢

y=sent

z=2
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es el sistema de ecuaciones paramétricas de la superficie, siendo r y Alos pardmetros.
De las dos primeras ecuaciones resulta

x* +y2 =1
siendo z cualquier niimero real.
2 Alvector A=1+J+K

De (1)
xI+pJ+zK=costI+sentJ+AA+I+K)
Luego
x=Ntcost
y=MA+sent
z=A

Eliminamos Ios pardmetros
x—-z=cost
y—z=sent
Y resulta
x—-z+p-2P=1

7.16. SUPERFICIE CONICA

Consideremos una curva C, llamada directriz, y un punto V no perteneciente a C, llamado
vértice.

Definicion

Superficie conica de directriz C y vértice V es el conjunto de puntos de las rectas
determinadas por V y todos los puntos de la directriz.
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Las rectas consideradas se llaman generatrices.
Sea X un punto genérico de la superficie conica;, X pertenece a una generatriz, la ¢

corta a la directriz en un punto £
Entonces la ecuacidn vectorial de la superficie conica es

X=VIAV R
O bien
x=9_+7\v_si

Ejemplo 7-22
Obtenemos la ecuacion de la superficie conica de directriz
x2+y2-1=0
z=1

y vértice V (0,0, 0)

=Y

Qb )eC=e? +§ —1=0 (1)

Como
—_—
VQ=(a#0)I+(B—0)J=aI+ﬁJ
Y —_
X=V+AVE,
resulta

xI1+yJ+zK=A@l+BI+K)
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Luego
x=Aa
y=AB
z=A
De donde
o= _-x- A ﬂ =..‘y_.
z z
Sustituyendo en (1)

x2+y2_z2= ,

se obtiene la ecuacién cartesiana implicita de la superficie conica.

7.17. PROYECCION DE UNA CURVA SOBRE UN PLANO COORDENADO

En el cileulo de integrales muiltiples suelen utilizarse a menudo las ecuaciones de la
proyeccion de una curva sobre uno de los planos coordenados.

4\

x .
Sea la curva C, definida por el sistema de ecuaciones

Fx,y,2)=0 (1)
Glx,y,2=0 (2
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La superficie cilindrica de generatrices paralelas al eje z,y de directriz C, se llama cilingy .‘:
proyectante de ( sobre el plano horizontal. Su ecuacion es del tipo
fx,»)=0

y se obtiene eliminando z entre (1} y (2). :

La interseccion del cilindro proyectante con el plano de ecuacién z =0, es la proyeccig}

de C sobre el plano horizontal, -
O sea-~

fx. =0

z=0

Para obtener la proyeccién de € sobre el plano y z hay que eliminar x entre (1).y (2)y;

cortar el cilindro proyectante.con el plano de ecuacion x = 0. ‘

C’=Pz=0 C

Ejemplo 7-23
Determinamos las proyecciones, sobre los planos x ¥ ¥y X Z, de la curva
Ayt +zi=1 ()
*+yt=z ()

1. Tliminamos z entre (1} y (2)
x2 +p? +y*)P =1

Pasando a coordenadas polares
pt+pt=1
Entonces
pt+p* —1=0
Resolviendo respecto de o*
= Z V5

La tinica solucion es

O sea : |

La proyeccion sobre el plano horizontal es la circunferencia de ecuaciones .

. 51

x? +yt=
‘ p

z={Q



PROYECCION

Su radio es
/5 -1
2

2, §i proyectamos sobre el plano y z, se elimina x entre (1) y (2) restdndolas

z2=1—z
Se obtiene
22 +z—-1=0
O sea
e EVA
2
Y como z =2 0, se tiene
.= A5 -1
2
Resulta
;= V5 -1
Px:OC 2
x=0

Ejemplo 7-24

Obtenemos la proyeccion de C sobre los planos x y y x z, siendo

x2+yr4z2=1 ()

x2+3y2-x =0 (2)

1. La ecuacion del cilindro proyectante de C sobre el plano horizontal es
xt+pt—x=0 (2

ya que z no figura,
Luego

7 4,2 =
P,eo C x* 4y —x=0

z=0
es la circunferencia de radio%y centro (—:1)‘- ,0 ) del plano horizontal.

2. Restando (1) y (2)
22 4+x=1

255
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Luego
22=—x+1
P,—oC
y=0

es la pardbola de vértice (1, 0) y eje — x del plano x z.




7-25.

7-26.

7-27.

7-28.

7-29.

7-30.

TRABAJO PRACTICO VI

1

A =
Seé ( 3
= X! A Y no es un producto interior en (R*, +, R, .).

3
6) . Verificar que la funcién (,) : R X R? -> R definida por (X, Y} =

03
Considerar la misma cuestidn siendo A= ( : 0)

En {V, +, R, )} se sabe que v es ortogonal a vy, V2 ¥ Vs. Demostrar que v es ortogonal
al subespacio generado por ellos.

En un espacio con producto interior el dngulo de los vectoresy y z es . Sabiendo que
y =x + 2, demostrar que

IxIZ=lyi*+izl2 —20yl. lzlcosa

Demostrar

(x,y)l=lxlilylexeysonLD.

En R" se considera el producto interior definido por
(X,Y)=X'Yy

Demostrar

n 2 n a n 2
(Zxivd <(Z xi) (Z, 1)

7-31. En un espacio cuclidiano n-dimensional los vectores v, Vs, ..., ¥, son tales que

7-32,

7-33.

(v; , v; »= 8. Demostrar que tales vectores forman una base.
En un espacio euclidiano se considera la funcién
d:V:-+R
definida por d (x , y) = || x — y Il. Demostrar que (V, d) es un espacio métrico.

Sea{(V, +, R, .) un espacio vectorial con producto interior, y sea y € V. Demostrar que
la funcidn

f:V-R
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definida por
f=<x,y?

es una forma lineal.

7.34, Sea { , ) un producto interior en (V,+,R,.),yseaf: V>VunaT. L. Dethostrar que

@:V:=>R
tal que 9(x , y) = {F(x), £ (¥)) es un preducto interior en V,sifesl ~ 1.

7-35. Sea(V, +.R, ) un espacio euclidiano. Demostrar que la funcion

) N:V=+R
definida por
N{x)={(x,x},
verifica:
1.N(@x)=a* N(x)
2NE+y)-N® ~N{y)=2(x,y)

1 1
3-—N(x+y)——N{x-y)={x,y?
2 (x+y) 2 x-y) y

7-36. Demostrar que en todo espacio euclidiano las diagonales de un rombo son |

perpendiculares.

7-37. Sea (V, +, R, .} un espacio vectorial con producto interior.

Demostrar

1 x—yl> | ixl— Iyl

2 hxl2+ lylP=lx+yl*=xly
3 % —yh> lIxl— Nyl
4.xlyelx+aylzlxl,vaeR

7-38. Sean: V un espacio vectorial euclidianoy A C'V. Por definicién, x € V es ortogonal a A

siy solosi
yeA=xly

Demostrar que si X es ortogonal a A, entonces x €3 ortogonal a A,

7-39, Demostrar que si V es un espacio euclidiano n-dimensional y S es un subespacio de

dimension m, tal que m <, entonces existe un vector x EV y X£8 tal que x es
ortogonal a S. :

7-40. Sean V y § como en el ejercicio anterior. Demostrar que existe un Onico subespacio T

tal que
l.xeT=x1S
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7-42.

743.
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2.dimT=n—m
3, v=85@eT
En(R®, -+, R, .) se considera el producto interior habitual,
1. Obtener un vector unitario ortogonal a

v, =(1,-1,3) yv, =(2,4,3)
9. Obtener dos vectores unitarios ortogonales entre si 'y ortogonales a

v={(1, ~1,3)
3. Sea la base
v= {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)]
Construir una base ortonormal a partir de [v] mediante el proceso de Gram Schmidt
Sea {vl,VQ, R " } un conjunto ortogonal en (V, +, R, )y sea
n
v =—‘l_§1 a; Vi

Demostrar que

v, v

I Y "2

Sean (V, +, R, .} un espacio euclidianoy { vi,Va,. ., ¥ } una base de V tal que

n
xeVayeV=(x,y)=Z xyi

n in
dondex= X x;v; yy=2 »mv
i=1 i=1

Demostrar que la base { Vi,Va,.. 0¥y } es ortonormal.

7-44. Sean: V un espacio euclidiano y A CV. Si £2(A) denota el conjunto de todos los

vectores oriogonales a A, entonces

a(Qm) =3

7.45. Demostrar que si [ ¥;, V4, ..., V| ©suna base ortonormal de (V, +, R, .), entonces

n
(xsy);iglxiyf

746. En (V, +,C, ), la funcién

(,):VZ2C
es un producto interior o hermitiano si y solo si

iY{x,y)={y,x)
i){x+y,2)=(x,y)+{x, )
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7-47.

7-48.

749,

7-50.

7-51.

7-52,

7-53.

PRODUCTO INTERIOR, GEOMETRIA VECTORIAL

i) {ax,yr=alx,y?
iv){x,x}=0
(x,x)=0ex=0

Un espacio vectorial sobre C, con producto interior, se llama unitario.

Definiendo
Ixl=+{x,x?,

demostrar que

Kx,y)yI<lxilyl
Sean Py(1, —1, D)y Py(—1, 1, 0). Obtener:

1. Las ecuaciones vectorial y cartesiana del plano perpendicular a la recta P, P, en P,
2. Las ecuaciones vectorial y cartesianas de la recta perpendicular al plano anterior,
sabiendo que dicha recta pasa por Py {0, 2, —3).
Determinar ¢l conjunto de los puntos del espacic que equidistan del plano
x+y=1
y del punto F (2, 2, 1).
Obtener las ecuaciones vectorial y cartesiana del plano paralelo al plano
gx+y—a=0
que pasa por Py(a, 2, 3).
Hallar la distancia entre el plano que contiene a las rectas
x=yp=z
x—1=y+2=z
y el punto Po(-1,0, 1)
Obtener las ecuaciones de la recta determinada por los planos
2x—-y+z—-2=0

x+2y—z+1=0

Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por ¢l origen y es paralela a la interseccion de
los planos

2x+y—-z=0

x—2y+z=35

Obtener la ecuacidn de la superficie cilindrica de directriz
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7-55,

7-56.

7-57.

7-58.

7-59,
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2
xt+L =
2
c
y=2
y cuyas generatrices son paralelas al vector A=I+J} + K,

Determinar la ecuacion de la superficie conica cuya directriz es la curva del ejercicio
7.53, y cuya vértice es V (0, -1, 1).

Obtener las proyecciones de la curva
x2 +y2 o zz = 0
x*+y* +z27 —1=0

sobre los tres planos coordenados.

Por cada punto de la recta

1 x+z=2
r
y=0
Se considera la perpendicular a la recta
i =
e!”
x=0

Obtener la ecuacién del conjunto de puntos de tales perpendiculares.

Hallar las ecuaciones vectorial y cartesiana del helicoide recto, que se define como el
conjunto de puntos de las rectas que pasan por todos los punios de una hélice circular
y que son perpendiculares al eje de ésta.

Sea (V, +,C, ) un espacio unitario, y sea { vy, Vs, ..., v, | una base ortonormal del
MiSmo.
Demostrar que

(X, Y)=X'Y

h e
siendo X = i§1 xivivyyY ='_E1,Vi Vi

Sea P e R™™" una matriz ortogonal. Demostrar gue las Hneas de P constituyen una base
ortonormal de R", considerando el producto interior habitual.

1
7-60. Sea P € R"™" yna matriz ortogonal tal que P =\/—-, v;=1,2,...,n Demostrar que
n

761,

n
i<j =>i§1 py =0

Seadimg V=n 21y sea (,)un producto interioren V,
Demostrar que si f'e V¥, cntonces existe un Gnico vector x € V, tal que f(y)=
={x,y),¥YyevV,
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7.62. Sean: un espacio unitario V de dimension finita y [v}={ v;,va,. .., v, | una bag
ortonormal del mismo.
Demostrar que

n
erﬁx:_El(x,vi}vi
i=




Capitulo 8

VALORES Y VECTORES PROPIOS.
DIAGONALIZACION

8.1. INTRODUCCION

Desarrollamos en este capitulo los conceptos de valores y vectores propios de un
endomotfismo en un espacio vectorial y de la matriz asociada en el caso de dimension finita.
Demostramos las propiedades fundamentales de los mismos y su determinacion a partir del
polinomio caracteristico. Encaramos después el problema de la diagonalizacion de
trasformaciones lineales y matrices, asi como también el de la triangulacién. Por dltimo,
demostramos el teorema de Hamilton-Cayley.

8.2. VALORES Y VECTORES PROPIOS

8.2.1. Concepto

Considerernos un espacio vectorial (V, +, K, .) y un endomorfismo
V>V
Definician
El escalar A € K es un valor propio de f si y sélo si existe un vector no nulo x € V, tal
que f(x)=Ax
Todo vector no nulo que satisfaga la condicion anterior se llama vector propio de f,
asociado al valor propio A.
En consecuencia, un vector propio de un endomorfismo es un vector no nulo cuya imagen

es un miiltiplo escalar del mismo.
Las expresiones ‘‘valor propio”™, “valor caracteristico” y “autovalor” son sinénimas.

LI 11

También lo son “vector propio”, *“vector caracteristico” y “autovector”.

Ejemplo 8-1
Considerando (R?, +, R, ) y la trasformacién lineal
f:R* > R?
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definida por
SOy, xp)=(2xy, 2%y — 2x3) ,
el escalar A= 2 es un valor propio de f, ya que el vector no nulo (2, 1) es tal que
2, 1)=(4,2=2(2,1)

(2, 1} es un vector propio asociado al valor propio 2.

8.2.2. Propiedad

Si Aes un valor propio de una trasformacién lincal /: V>V, y 5§, es el conjunto de los

vectores propios asociados a A, entonces S, = $aU {0} esun subespacio de V.
En efecto:

1.068‘\ =8, #¢.
2. 85 €V por definicién de S,.
3.8ecan x e y pertenecientes a S,
Six=0vy=0,entonces x +y€S,.
Supongamos que X #0e¢ y #0
XFO Ay #0=>xeS )\ Aye§, =
FFE)=AXAFM=Ay =) +f(¥)=Ax+ Ay >
PIEEY)=A+ty)=>x+yes, »x+yeS,
4.Seana €Ky xeS,.
Six=00a=0,cntonces a x €8y,

Consideremos el caso en que x 70y a # 0:

acKrx#0=>ae KaxeS, SeeRAL(X)=Ax=>
Faf()=aA)=f@x)=A@x)>axes, =
SOXE S;\

En consecuencia, (S, + K, .) es un subespacio de (V, +, K, .).

De acuerdo con lo demostrado en 4., afirmamos que si X es un vector propio de £ asociado

al ya+#0,entonces & x es un vector propio asociado al mismo valor propio,
Observamos también que la restriccion de £ a Sy es una homotecia de razon A,

8.2.3. Valores y vectores propios de una matriz
Definicion

El escalar A es un valor propio de la matriz A € K**# g y solo si existe un vector no
nulo X ¢ K™™' tal que AX =\ X
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{n vector 1O nulo que satisfaga la relacion AX = A X se llama vector propio de A asociado

 yalor propio
Afirmamos €
la trasformacion

atonces que un vector propio de una matriz A € K"*" es un vector propio de
lineal de K" en K™ representada por A en la base candnica.

Ejemplo 8-2.
g Ves ¢l espacio vectorial sobre el cuerpo de los niimeros reales, de las funciones
fiR> R infinitamente derivables y

D:V->V

es ¢l endomorfismo definido por
df
bfH=—,
=

entonces 1a funcion f €V, tal que f(x)=e A X asun vector propio de la trasformacion
lineat D, pues

D(f)ﬂﬁ-f=?\e’“‘ ¥ heR
dx

Ejemplo 83
gi A e K™™" es una matriz diagonal, entonces cualquier vector candnico E; e K™*f,
donde i=1, 2, ..., , es un vector propio de A.

En efecto, sea

dy 0 ... 0
0 d; ... 0
A= . .
0 0 dy,
Entonces 0 0
dl 0 O .
0 d; 0 : :
AE;=| . : Lol a = d, E,
o 0 Q0 dn . .
0 0
Los valores propios de A son los elementos de la diagonal.
8.2.4, Propiedad
Los vectores propios asociados a valores propios distintos son linealmente independientes.
Sean
0

fiVa>VY
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una trasformacion lineal y X4, Xa, . - Xn vectores propios asociados a A, My Ay, taleg
que

iFj=NEN
Demostraremos que X, Xz, . - ., X, 501 linealmente independientes.
l.n=1=x; #0=x,; esL.L
2. | Xy, Xg, e e Kn bes LI = | Xq, Xz, oo Xny X411 } esLL
En efecto, consideremos
ht1
i;]- o; X; = 0 (1)

Multiplicamos por N, 41
G Npws Xy oo oy Mgy X Honan Nt Xppr =0
Aplicando fa (1)
iy M Xyt ot oy Ny Xyt Mt Xpe1 = 0

Restamos estas dos igualdades
@ s — A X Foo e e — M) X =0
Por la hipbtesis inductiva resulta
o (Nyi1 —N)=0 Vi=1L2,..,h

Y como Ay 41 — N # 0, resulta

;=0 Vi=1,2,...h
Sustituyendo en (1), se tiene

Cpis ¥t =0
Oseadpy; =0, yaqueXpsy 70
En consecuencia
=0y =...=0 =011 =0

Y por lo tanto

[ X15 X250+ o0 Xn }es LI

8.2.5. Propiedad
Si f es una trasformacion lineal del espacio vectorial V, de dimension finita, en s{ mismo,
entonces M € K es un valor propio de fsi y solo si f — M es singular.
i denota la trasformacion identidad en V.

1. Sea A un valor propio de f. Entonces existe x # 0 en V, tal que f (x) = Mx
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Ahora bien
FR)=Ax=1(%) - A(x)=0=1(x) ~ (N) (x) =0~ (f— N) (x) = 0.
En conse_cuehcia, N( - N)#{0],0sea, f— N es singular.

2. Supongamos ahora que f - N es singular, o sea, no inversible. Esto significa que
f-N:V->Vestal que N(f— N)#{0}. En consecuencia, existe x € V, x # 0 tal
que (f - N) (x) = 0. De acuerdo con el algebra de las trasformaciones lineales, se tiene

S -AHx)=0
Es decir

Fx)=ANi(x)=Ax
y por consiguiente Aes un valor propio de f.

En términos de matrices esta propiedad se traduce de la siguiente manera:
Si A e K™" entonces A € K es un valor propio de A si y solo si A — A1 es singular.
Equivalentemente

Aes un valor propio de A e K**" « D (A — A =0

Ejemplo 8-4

El lector podrd demostrar, al realizar el trabajo préctico, que todo endomorfismo en V,
donde V es un espacio vectorial de dimensién finita y mayor o igual que 1 sobre el
cuerpo de Jos complejos, admite un vector propio.

Pero si el cuerpo no es C, entonces pueden no existir vectores propios. En efecto, sea
(R*,+,R, )y sea

f:R*->R?
tal que
Fx1, x2)=(xy cos @ — x4 sen 8, x; sen 0 + x, cos 6)
Si existiera (xy, x;) € R?, (x, x3) # (0, 0), tal que para algin Ae R .
FGro, %2) = A(xq, x2) ,

entonces

x1 cos 0 — x, sen 0=2Ax,

xy sen 0 +x, cos 0= Ax,

O sea

(AN—cos B x, +x,5enB=0
—xysenf+(A—-cos@x, =0
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Si el sisterna admite soluciones no triviales debe ser

A-—cos @ sen 0
—sen @ A—cosf

Luego

(A —cos 0)* +sen® 6=0
N —2Acos0+1=0
A=cos 8 t/cos* 61

Si @ = 60°, entonces

Sélo existen vectores propios si 0 =n .
Considerando (R?,+,C, ) existen valotes y vectores propios. El endomorfismo f
representa una rotacion del plano de sngulo 8 alrededor del origen.

8.2.6. Propiedad

S8i f:V—+V es una trasformacién lincal, y si ademds existe una bag
Ivl= { Vi V2,0V, } formada por los vectores propios de f correspondientes a los valores
propios Ay, Ay, . . «» Ay, , entonces la matriz de f respecto de esta base es la matriz diagonal

N 0 ... 0

0 » ... 0

D=1 ;

0 0 ... N

En efecto, la matriz de f respecto de [v] se obtiene determinando las imédgenes de los
vectores de dicha base, y teniendo en cuenta la definicién de vector propio es

f(vljz)\l vi=hvy HO0V +...40v,
f("z)=7\a v, =0v +Xhvt...+0v,

En consecuencia, resulta

N O ...00
0 & ... 0

00 ... A,
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En este caso diremos que la trasformacion lineal f es diagonalizable,

‘Una consecuencia del teorema demostrado es la siguiente:

SidimV=ny/f: V=V es un endomorfismo que admite n valores propios distintos,
entonces f es diagonalizable.

Esta afirmacion es obvia en virtud del teorema anterior v de 8.2 .4,

En términos de matrices diremos que si A € K™” admite # valores propios distintos,
entonces existe P € K™*" no singular, tal que

P A P es diagonal

Ejemplo 8-5
Determinamos los valores y vectores propios de A, siendo
A ( 3 -2 )
-1 2
De acuerdo con 8.2.5., consideremos
DA -AD)=0
0 sea
I-h -2 _
‘ —1 22 ' -0

Resolvemos respecto de A

BG-N@2-N-2=0

N -5A+4=0
A= 5+4/25_ 16 _5%3
2 2
Las raices son:
N=1,0=4
Para cada A resolvemos el sistema
(A-ADX=0

2 -2 Xy 0 2xl ~——2x2=0
LAy =1= = =
-1 1/ \x, 0 —Xy tx; =0
El sistema es equivalente a
) Xp — X3 =0
De donde

X1 =x3
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Luego

X, es un vector propio asociadoa Ay = 1.

1 =2y [x, 0
2. Ny =4 | 2) )T M 2 E0mx 20, =02
— — x,z

-2
=>x1=—2x2=>X2=( l)

X, es un vector propio asociado a A, .
Los vectores Xy y X, son LI y forman una base de R?,
A es diagonalizable, y su forma diagonal es

o[, 3}

Si P es la matriz cuyas columnas son los vectores propios, entonces es
P'AP=D

8.3. POLINOMIO CARACTERISTICO DE UNA MATRIZ

8.3.1. Nota sobre polinomios

Sea K [X] el anillo de polinomios del cuerpo K (véase capitulo 12 de Algebra I, del mismo
autor),
Si P € K |X], escribimos

n .
P (X) = i§0 a; X!

donde g; € Kya, #0,0seagP=n,
Dada la matriz cuadrada A, definimos

P(A)= X a; A}
i=0
Haciendo A® =1, se tiene

P(A)=a, A" +a,. A" 4. . +a Atayl

La matriz P (A) es la especializacion de X por A.

Ejemplo 8-6
En R [X] consideremos
PX)=2X* -X—1
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o)
A:
0 2
P(A)=2A%—A—I=
e 1) (—1 1) (—1 1) (1 0)_
20 0 2 02/ \ o2/ \oi1/
(1 1) (1 —1) (—ul 0)
- + + =
0 4 0 -2 0 -1
2 2) 0 —1) (2 1
= + =
(0 8 (0 -3 0 s)
L(P+Q)(A)=P(A)+Q(A)
2.(P.Q)A)=P(A).QA)

3. (aP)Y(Ay=aP(A)
Siqy,0,..., 0, s0nelementosde Ky

271

Entonces

Se verifica que

PX)=(X—-a) (X ). .(X-ua,),

entonces es

PA)Y=(A-a  D{A-a )...(A—q, D)

Ejemplo 8-7
Si A € K™*", entonces existe un polinomio no nulo P € K [X] tal que P (A) =N, donde
N denota la matriz nula del tipo n X #.
En efecto, la dimension de (K"*", 4, K, .) es #*. Esto significa que las matrices
LA A%, ., A™
son linealmente dependientes sim > n?,
En consecuencia, existen escalares 4, ¢4, . . ., &, no todos nulos, tales que

A A™ + g A"+ tag Atag I=N
O sea, existe
P(X)=a, X" +ay X" 4+ 4ay X+ag
en K [X], que satisface
P(A)=N
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8.3.2. Polinomio caracteristico

Definicion
Polinomio caracteristico de una matriz A € K"*" es el determinante de la matriz
Al — A,
O sea
A—ay — @12 .. —f1n
. —dy ANy ... —p
P(N=D{AI-A)= . .
—@p1 — 2 .. A= ayn

Desarrollando por los elementos de la primera columnay reiterando el procedimiento en
los sucesivos cofactores, se obtiene una suma del tipo

O\"all) s -(h#anri) oo

donde los términos, a partir del primero, son de grado menor que 7.

Resulta
POO=N +epg NP4 4. +ey At
Ejemplo 8-8
Determinamos el polinomio caracteristico de A, siendo
-1 2 2
A= 2 2 2
-3 -6 -6

A1 -2 2

PN)=DAl—A)= 2 A-2 =2

3 6 A+6

A2 —2‘ ‘2 —2
+

3
6 At6 6 At+6 A-2 2

=+ 1)

=A+ DN +4N+2(=2N)+3.2A
SN 45N H4A—dN+EA=N +SN +6A
Una raiz es A, =0. Las ofras dos lo son de
N +5A+6
O sea
—5%1
2

A=

ca

de
Cd
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Resulta
AN=-3 MN=-2

§.3.3. Propicdad
Fl escalar A es un valor propio de A €K™ " si y solo si A es rafz del polinomio

caracteristico de A.
1. Sea Aun valor propio de A. Entonces, de acuerdo con 8.2.5., A — X1 es singular, y por
consiguiente también lo es AT~ A, 0 sea, D (A — A) =0,
En consecuencia, A es una raiz del polinomio caracteristico.

2. Supongamtos que Asea una rafz del polinomio caracteristico de A. Entonces es
DAl -A)=0
0 sea, Al — A y A — AT son singulares. Esto significa que A es un valor propio de A,
por 8.2.5.

Usualmente, la determinacién de los valores propios de una matriz, es decir, de las raices
de su polinomio caracteristico, no es simple. Los métodos adecuados a este fin son temas de
Cilculo Numérico, que no trataremos en este texto.

Ejemplo 8-9
Determinamos los valores y vectores propios de A € C2*2 | siendo

(33

A—2 2
2 h—2
PN=0=(A-2P +4=0=>A--2=12i=>A=22
Los valores propios de A son
MN=2+2 N=2-UU

Paia determinar un vector propio asociado a A resolvemos el sistema lineal

El polinomio caracteristico es

=(A=2)*+4

P(N=D (M—A)=|

(AT -A)X=0
En efecto, si X es un vector propio asociado a A, por 8.2.3. se tiene
AX=AX
De donde
AX-AX=0
O sea

AIX-AX=0
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Por distributividad es

(Al - A)X=0
2 -2 Xy 0 2ix) —2x,=0 )
Lo hy=2+2i=> = = . Fix; —x,=0=
2 20 Xa 0 2 X1 + 2 x,=0
g PR 2
1 8
Un vector propioes X, =1 |
if. L
-2 =2 X3 0 m
=2 _7 = =1 2x; —2ixy,=0=x,=ix
2, M =2 2t=>( ) —21‘) (xz) (0) { 1 — 20X, 1 F1Xg 1
T\
Un vector propio asociado a A, es o
x- (']
S
1 i
SiP=| E entonces ¢s
I
: 2+20 0
Pt AP=
0 2-2%
La matriz A ha sido diagonalizada.
Ejemplo 8-10
Probaremos ahora que los valores propios de toda matriz involutiva son 1 o —1.
Sea A e K™ tal que A? =1, no
SiX e K"*! es un vector propio asociado al valor propio A, entonces
AX=AX (1)
Premultiplicando por A
A’X=AAX
) . 8.3
Como A* =1, se tiene
[X=AAX ‘
O sea Ent
X=AAX () Pe
De (1) y (2) se deduce |
X=AAX ]
Es decir ' p01,1
poli

(1 -M)X=0
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como X # 0, resulta 1 — A =0,y en consecuencia A= # I,

Con procedimiento andlogo el lector podra comprobar que los valores propios de toda
matriz idempotente son 0 o 1, es decir

AP=A=h=1. A=0

8.3.4. Propiedad

Dos matrices semejantes tienen el mismo polinomio caracteristico, y en consecuencia los
[ismos valores propios.

Hipotesis) A~BenK"*"
Tesis) D (A1 —A)=D(AI-B)

Demostracion)

A~B=3Pnosingular/ B=P1 AP Por4.19.5.

Entonces s
D(Al -B)=D(AP'IP P! AP)=
=D[P*'(AI-A)P]=D(PHYDMAL-A)D(P) =
=DEHDE)D(AI -A)=DP'PID(Al-A)=
=D(DDAI-A)=1.DAI-A)=D(Al - A)

La reciproca no es cierta, ya que dos matrices pueden tener los mismos valores propios y

no ser semejantes.
Un contraejemplo se presenta considerando las matrices

8.3.5. Polinomio caracteristico de una trasformacion lineal

Sea f: V-V una trasformacién lineal y sea {v]={ vy, va,...,v, } una base de V.
Entonces f estd caracterizada por una matriz A € K™*" respecto de [v].
Si [v1={v(,¥v2,...,¥, | es otra base de V, entonces existe una matriz no singular
P e K"*" tal que la matriz de f, respecto de la base [v'], verifica
B=PLl AP

Las matrices A y B admiten el mismo polinomio caracteristico, de acuerdo con 8.3.4. El
polinomio caracterfstico de cualquiera de las matrices que caracterizan a f se llama
potinomio caracteristico de la trasformacion lineat.
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8.4. DIAGONALIZACION DE MATRICES
8.4.1, Definicién

Una matriz A € K**" es diagonalizable si y sélo si es semejante a una matriz diagony

O sea
. A e K™™" es diagonalizable < 3 P no singular / Pt AP=D
donde D es diagonal.

8.4.2, Propiedad

Si A € K"*" ¢5 diagonalizable, entonces su forma diagonal es D = (N 8y5), donde N ¢of
i=1,2,,.., #sonlos valores propios de A.

En efecto:
A—d,; 0 0
H AN—d, 0
A es diagonalizable = A~D =D (Al - D)= .
0 0 . N—d,

=1 (\-d)
El polinomio caracteristico de A es
P (h): (R_ dl) (7\_ d?) €0 ()-_" dn)

En consecuencia, los elementos de la matriz diagonal son los valores propios de A,

8.4.2, Propiedad

Una matriz A e K™*" es diagonalizable si y sblo si A admite »n vectores propid
linealmente independientes.
1. Sea A diagonalizable.

A es diagonalizable = A ~D = 3 Pnossingular /P’ AP=D= AP=PD (i)
Particionando P en vectores columna, o sea
P=(X; X;...Xa),

€8

ele
ind

dia

lo
hor

PD=(Xi XX [ 0 - K MK s M X)) @)

Ii
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Ademds
AP=AX X, . X)=(AX,AX, ...AX,) (3)
De (1).(2), y (3) resulta
AX;‘_‘NXI' le,z,...,n
Luego las columnas de P son n vectores propios de A, y como P es no singular, tafes

columnas son L.,
En consecuencia, A admite n vectores propios L.

2. A admite # vectores propios L.I.
Sean tales vectores propios: Xy, X,, .. ., X,,.
Por definicion es

AX;=NX; Vi=1,2,...n

Sean
P=(X1 Xz ... X))y D=(N\ &)

Se tiene

AP=(AX; AX, ... AX))=(A Xy X, .. N X)) =

=X Xy ... X )N §)=PD

Como P ¢s no singular resulta

P AP=D

0 sea, A es diagonalizable,

8.4.3. Raices del polinomio caracteristico y diagonalizacion

De acuerdo con 8.2.4., si los valores propios del polinomio caracteristico de A € K™ " son
elementos distintos de K, entonces los vectores propios asociados son linealmente
independientes, y, por 8.4.2.2., A es diagonalizable.

En general, si el polinomio caracteristico de A tiene raices miiltiples, la matriz no es
diagonalizable. Para que lo sea, debe cumplirse la condicion suficiente demmostrada en 842,
lo que significa que a toda raiz multiple de orden p debe corresponderle un sistema lineal y
homogéneo cuyo espacio solucidn tenga dimensién p.

Ejemplo 8-11

La matriz

O bt
—

no es diagonalizable.
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Deteyminamos los valores propios

A1 -1 0
0 A-1 -1
0 0 A-1

(A - 1Pl ===

Los vectores propios asociados a esta raiz triple satisfacen a

1l

P(MN=D (Al A)=

(Al AYX=0
O sea
o -1 0 X1 0
0 1 —1 Xa =0
0 0 0 x3l, 0
Luego

0xy —x; +0x3=0
0x; +OX2A)C3:O

Ei rango de la matriz de coeficiente es 2, y en consecuencia es
dms=3-2=1

O sea, hay un solo vector propio linealmente independiente de la matriz A.

Por consiguiente, A no es diagonalizable.

Ejemplo 8-12
L.a matriz
-3 0 —4
A=| 4 i 4
2 0 3

es diagonalizable y sus valores propios no son todos distintos.
En efecto:

A+3 0 4
4 -1 -4 | =
20 A-3

PON=D(Al-A)=

_ A3 4 s m
»(?\—1)' . ?\3‘—(7\--1)(7\ -1

=>?\1 :?\3:1 ,}\.32*"1

n
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4 0 4\ /x, 0
pa=h=12 [ -4 0 X2 =19
20 -2/ \x; 0
La matriz del sistema tiene rango 1, 0 sea
dimS§=3-1=2
1A Ay = — 1 le corresponde un vector propio linealmente independiente. Luege A es

diagonalizable y su forma diagonal es

D=

OO e
(=R ]

0
0
-1

8.5. TRIANGULACION DE ENDOMORFISMOS Y DE MATRICES

Hemos visto que no siempre es posible diagonalizar una trasformacion lineal o una matriz
cuadrada, Cabe preguntarse si es posible determinar una base tal que, respecto de ella, la
matriz de una trasformacién lineal de un espacio de dimensién finita en s{ mismo sea
triangular. La respuesta es afirmativa si el cuerpo es el de los ndmeros complejos.

Consideremos un endomorfismo

fiVv=>y

donde dimgV=n21,
En lo que sigue, introduciremos el vocablo fan, cuya traduccidn es abanico, para denotar
una familia de subespacios de V que satisface ciertas condiciones.

8.5.1. Concepto

Un fan de fen V es una n-upla de subespacios de V: S5, 85, .. ., Sp, tales que
i ) Son crecientes en ¢l sentido de inclusién:
5, CS8,C8;C...CS§,
iiydimS; =i, ¥i=1,2,...,n
iii) Son invartantes, o sea
X€S;=>f(x)eS; Vi=1,2,...n
Esta condicion equivale a
FSHC S vi=1,2,...,n
Es obvio que S, = V.
Definicion

Si { 84,S;,...,8,) esun fan de fen V, entonces la familia [v] = { V1, V2, -+ Va |
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es una base fan de V si y solo si (¥, V2, 0¥ } es una base de S; para todo
i=1,2,...,01

El teorema de extension 2.6.3. nos permite afirmar que existe una base fan.

8.5.2. Propiedad

Si [v] es una base fan de ¥V, entonces la matriz asociada a todo endomorfismof: V>V
triangular superior.

Sabemgos gue para obtener la matriz de f respecto de una base, hay que determinar ly
imagenes de los vectores de la misma y expresarlos como combinaciones lineales de taly
vectores. Teniendo en cuenta ademids la definicion de subespacio invariante, resulta

v, €S, =f(v) eS8 Ff(vi)=au Vs

v; €Sy 2 f(v2) €8, Ff ()} =an V1 + g V2

v, €5, =>f("'n)‘?sn =f(vy)=d1n V1 +an Vo R o P

Por consiguiente, la matriz de f respecto de la base fan es

a3y a1y - din
0 ap ... d2n

A= . .
0 0 ... tun

Sif: V=>Vesuna trasformacion lineal y si existe una base respecto de la cual la matri

de f es triangular, entonces diremos que fes triangulable. ‘
En términos de matrices, diremos que A € K"X" s triangulable si y solo si existl
P e K**" no singular, tal que P' AP es triangular. Demostraremos que toda matriz pued}

ser triangulada sobre el cuerpo C.

8.5.3. Propiedad

Si V es un espacio vectorial de dimensidn finita mayor o igual que 1, sobre el cuerpo
los complejos, y sif: V> Vesuna irasformacion lineal, entonces existe un fan de fen V.

Demostramos esta afirmacion inductivamente.
1. Si dim V = 1, entonces nada hay que probar.

2. Supongamos que la propiedad es vélida si dim V =n — 1. Demostraremos que lo es}
dim V=n. ;
Sea v; un vector propio de f, el cual existe de acuerdo con el gjercicio 8-46, y sea Sy

subespacio generado por v; . Resulta dim §; = L.
Siendo S, un subespacio de V, existe un subespacio W cuya suma directa con S es)

(ejercicio 7-40), o sea

V=81 awW

—+
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Consideremos las proyecciones py y p, de Vsobre S, y W, respectivamente.
La composicion py o f es una trasformacion lineal de V en V tal que si x € W, entonces
£(%) €W. Restringiendo el dominio a W, podemos considerar a p, °f como una

trasformacion lineal de W en W, De acuerdo con la hipotesis inductiva, existe un fan de
ps° fenW. Sea ¢ste

. {W]’w2=""wn—1}
Consideremos ahora los subespacios

Si=8; + W4

parai=2,3,.. ., 1.

Se verifica que dim S;=1, ya que si {wi,wz, ce W } es una base de W, entonces
[ ¥y, Wiy -+ Wiot | esunabasedeS;,i=2,3,...,n

Ademads, S; C S;41 para todoi=1,2,, .. n

Para demostrar que {5,,85,,.
fVCVy

Observamos que

.»Sp | es un fan de fen V, es suficiente probar que

feivef=(y+p)f=prof+prof (1)
puesp; +pa =iy (ver 346)
Sea x un vector cualquiera de S; :
X€S8;=x=av, +w;,dondeaeCy w; €W,
Teniendo en cuenta (1) es
F)=@iof+p e XY=y ) (x) T2 e NG (2)
Ahora bien ‘
P12 ) =p, [f(x)] €54, y en consecuencia
P10 (x)eS; (3)
Por otra parte
P2 2 NHX)= @2 2N (@) + @2 0N W) =ap 2 (F(V) ) + @z of) (wp) =
=aps M v+t @2 o) (W)=a X py i)+ (@2 o ) (W)=0++(py of) (w)=
=(p2 2 ) (W)
de acuerdo con la descomposicion de x, la definicion de trasformacién lineal, y considerando

que vy es un vector propio de f. Por la hipotesis inductiva se sabe que (p, o /) (W) CW,, v
por consiguiente

P2 NE)=(pr o N (W) eW,;

O sea

(P2 oN(x)esS; (4)
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Considerando (2), (3) y (4) resulta
fx)es;
Es decir
XES;=f(x)€5;
Luego | 8;,8;,...,8, j esunfandefen V.
Son consecuencias inmediatas de este teorema de existencia y de 8.5.2., las sigujentes:

I.SidimgV=n>21yf: V-V es una trasformacion lineal, entonces existe una base de
V tal que la matriz de f respecto de dicha base es triangular superior.

ILSi AeC"™ " entonces existe P €C"™ ", no singular, tal que P AP es trianguly
superior.

8.6. TEOREMA DE HAMILTON—CAYLEY

El teorema de Hamilton-Cayley, fundamental en ia teoria de la resolucidn de ecuaciones
matriciales, afirma que toda matziz cuadrada es raiz de su polinomio caracteristico, esto es,
si P (A} es el polinomio caracteristico de A € K"*", entonces P (A) =N.

Desarrollaremos primero una demosiracién en el caso particular que se presenta si I
matriz A, del tipo nx i, admite n vectores propios,

Para esto utilizaremos la siguiente propiedad que se propone como ejercicio del trabajo
prictico: si X; es un vector propio de la matriz A, asociado al valor propio Ay, entonces X; es
un vector propic de la matriz A", correspondiente al valor propio A},

Consideremos el polinomio caracteristico de A

PN=N' 4, M+, .+ Ateg
Entonces
P(A)=An+cn—1 An_l +. ..+C1 A+C01

Multiplicando a derecha por el vector propio X; asociado al valor propio A, y teniendo en
cuenta la propiedad mencionada, es

PA)X;= A" X;+eng A" Xi+. . +ey AXy+eo Xi=
=N X+ NTXi+ . oten N X +eo Xi=
=N teaa N+t Nte) XK=
=0X,=0 Vi=1,2,...,n (1)

Sea P=(X; X, ...X,) la matriz cuyas columnas son los vectores propios de A
Considerando (1), se tiene

P(A).P= (P(A)X, P(A)X, ... P(A)X,) =N
Y como P es no singular, resulta
P(A).P.P!=N. P!
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(O sea
P{A)=N

Ejemplo 8-13

Utilizando el teorema de Hamilton-Cayley, determinamos la inversa de la matriz A del

gjemplo 8-5.
3 -2
A=

El polinomio caracteristico de A, es
PN=N -5x+4
Entonces es
P(A)=A% - 5A+4I=N
0O sea
1=— i. (A 5 A)

En consecuencia, multiplicando por A™;

- 1
CAT=——(A-51
4( )
C
omo 5 3
A-5]=
-1 -3
Resulta
11
2 2
A‘l_
4 3
4 4

Demostraremos ahora que toda matriz A € C"*" satisface a su polinomio caracteristico, o
sea

AeCP =P (A)=N
En efecto, sea el polinomio caracteristico de A:
PAN=DAI-A) (D

Sabemos que el producto de toda matriz cuadrada por su adjunta es igual al determinante
de aquella por la matriz identidad (5.8.3.), Entonces

(AN — A) A (N1 — A)=D (A1 —A).1



284 VALORES Y VECTORES PROPIOS. DIAGONALIZACION.

Teniendo en cuenta (1) es
AI-AAGAI-A=PN).1 ()

Los elementos de Adj (A1 — A), por ser los cofactores de (M1 — A), son polinomios de
grado menor o igual que # — 1,y en consecuencia

AG NI = A=A, N+ A, N2+ LA RHA, (3)
De (2) y (3) resulta
Ay W H(Ape —A A YN 4+ (Aps — AA, I NTE 4+
(Ao ~AADN-AA =N T+, XMW I+, ey R +eo T

O sea
Ay, =1
Apg —AAp =Cny 1
Ans —AA,,=0ng
Ay —AA =c ]
—AA;=cpl
Luego de premultiplicar por A, A", . .., A e I, respectivamente, se tiene
A" A, = A"

AV AL, A A, =0,y A
An'2 An—3 . An-l An—l = Cn-z AH‘?

Sumando, después de reducir, es .
' N=A"+4c, A" ' 4... te; Atel
O sea
P{A})=N

-
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8-14, Determinar los valores y vectores propios de las siguientes trasformaciones lineales:

1. £ R? >R? definida por f (xy, x5) = (4x, + 3x,, 3x, — 4x,)
2. R >R talquef(x,y, 2)= (-2, % —z,2¢ )

815, Obtener los valores y vectores propios, si existen, de las matrices siguientes con
elementos en R:

21 1 -1 io 0 2
e IR L e
0 3 4 3 2.0 7

8-16, Demostrar que si A es un valor propio de A € K™*" y ésta es no singular, entonces A es
no nulo.

817, Demostrar que si A es un valor propio de la matriz no singular A, entonces X! es un
valor propio de A™,

4-18, Demostrar que si X; es un vector propio de la matriz A asociado al valor propio A;,
entonces X; es un vector propio de A" correspondiente al valor propio AF.

8-19. Demostrar que si X, es un vector propio de la matriz A, correspondiente al valor
propio A;, entonces Y =S X, es un vector propio de la matriz S A S, asociado a

Ap.

8-20. Determinar el polinomio caracteristico, los valores y vectores propios de cada una de
las siguientes matrices complejas:

0 —i )
A= B=
(—21' -2

821. Demostrar que si P (X) es el polinomio caracteristico de la matriz A € C*™*" entonces
Cn-1 ©s el opuesto de la suma de los valores propios y el término independiente es igual
al producto de (—1)" y el producto de los valores propios.

—_0 0O
oo O =
SO - O
oS- oo
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822 Demostrar que si A € C"*" entonces la traza de A es igual a la suma de los valorgg

propios y el determinante de A es igual al producto de los valores propios.

8-23. Demostrar que los valores propios de toda matriz idempotente son 0 oL

8-24. Demostrar que dos matrices traspuestas tienen el mismo polinomio caracteristico,

8-25. Investigar si la siguiente matriz es diagonalizable

1 1 1
A= (0 i 1)
0 0 1

8-26. Sea una matriz A € C™" tal que A® =1, Demostrar que si \ es un valor propio de A,

entonces A* = 1,

8-27. Demostrar que los valores propios de una matriz triangular son los elementos de Iy

diagonal.

828, Por definicién, una matriz cuadrada A es nilpotente si y solo si existe un entero

positivo &, tal que A% =N. Demostrar que los valores propios de toda matriz
nilpotente son mulos,

8-29. Demostrar las siguientes propiedades:

1. Dos matrices semejantes tienen sus trazas iguales.

2. Si k es un entero positivo, entonces tr AF =T N
H

. La traza de toda matriz idempotente es igual a su rango.

3
4. T.atraza de una suma es igual a la suma de las trazas.
5. Las trazas de dos matrices traspuestas son iguales.

6. Las matrices A B y B A tienen trazas iguales.

7. tr (ABC) = tr (BCA) = tr (CAB)

8. SiP es ortogonal, entonces & (P AP) =1 A.

8-30. Considerando el producto interior habitual en R?, determinar una base ortonormal de

8-31. Demostrar que si todos los valores propios de una matriz son no nulos, entonces dicha

vectores propios de A, siendo
1 2
A=
2 -2

matriz es no singular.

832, Calcular P (A), siendo P(X)=X> — X+ 1y

A=

-1 1
1 2
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§-33. Demostrar que si A es una matriz simétrica y P ¢ R [X], entonces P (A) es una matriz
simétrica. .
§34, Demostrar que si A es hermitiana y P ¢ R [X], entonces P {A) es hermitiana.
835, Sean Ay P elementos de K"*", tales que P es no singular. Demostrar que
(P APy =P AP
§-36. Considerando dos matrices A y B como en ¢l ejercicio anterior, demostrar que si
P €K [X], entonces
P(B!'AB)=B'P(A)B

837, Verificar que la matriz

A= (cos:,o sencp)
sen Y —cos @

admite un vector propio en R?, cualquiera que sea @€ R. Probar que existe un vector
Xial que AX=X

8-38. Con relacion al ejercicio anterior, demostrar que si Y es un vector de R? ortogonat a X,
entonces A'Y =Y. Interpretar geométricamente,

8-39, Demostrar que si P es una matriz ortogonal del tipo 2X 2 yv D (P}=—1, entonces
existe un niamero real @ tal que

( 1 0 ) cosyY —seny

P =

0 -1 (senl,o cosgo)

8-40. Sean \ un valor propio de A ¢ K"*” y fun polinomio de K [X]. Demostrar que f (N) es

un valor propio de f (A).

8-41. Obtener una base fan de los endomorfismos de C* caracterizados por las matrices

11 1 i
A= yB=
o1 1 i
8-42. Demostrar que si A es un valor propio de A ¢ K**", entonces « + A es un valor propio

deai+ A, VaK.

8-43. Demostrar que una matriz A € C"*" es singular si y solo si admite algiin valor propio
igual a cero,

8-44. Diagonalizar, si es posible, las matrices

1 1+4§
s A= € %2
0 1
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8| =
<

eRBxa

B = 3|

Y ST
)

b |

-1 2
Diagonalizar P (A), si es posible.
8-46. Sabiendo que dimgV > 1 y que f: V -V es un endomorfismo, demostrar que existe
un vector propio de f.

845, SeanA=( 3 ‘2)yp(X)=x2 Y




Capitulo 9

FORMAS BILINEALES Y CUADRATICAS

9.1. INTRODUCCION

Presentamos en este capitulo los conceptos de forma bilineal sobre un espacio vectorial,
de forma cuadratica asociada, y sus conexiones con la matriz de cada una respecto de una
base en el caso de dimension finita. Se estudian los operadores adjuntos, traspuestos,
hermitianos y simétricos, asi como también algunas propiedades de sus valores propios. Esta
situacién se rejtera en el caso de operadores unitarios y ortogonales. Después de la
demostraciéon del teorema de Sylvester, se trata el tema de la diagonalizacion de operadores
simétricos y de las matrices correspondientes. Ademds de la descomposicion espectral de una
matriz diagonalizable, se estudia la congruencia de formas cuadréticas reales, la reduccion a
Ia forma canénica y el signo de una forma cuadrética.

9.2, FORMAS BILINEALES

9.2.1. Concepto
Sean: (V, +, K, .) un espacio vectorial y f una funcién de V2 enkK.
Definicion
La funcién f: V* > K es una forma bilineal sobre V si y 5610 si es lineal respecto de los
dos argumentos.
0 sea
£:V?* =K es una forma bilineal sobre V si y solo si satisface:
1. Linealidad respecto del primer argumento

flax+bx’ ., y)=af(x,y) +bf(x,y)
2. Linealidad respecto del segundo argumento

fey+dy)y=cfx,y)+df vy}
cualesquiera que sean X, X', y,y’enVya, b, ¢, d, enK.
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Si f es una forma bilineal sobre V, entonces se verifica que

flex,y)=afx,y)=f&x ay)

El lector puede demostrar que el conjunto de las formas bilineales sobre V es un espacio
vectorial sobre €l cuerpo K, comprobando que si 'y g son dos formas bilineales cualesquiera

y si & €K, entonces f + g y o f son formas bilineales.

Ejemplo 9-1

Considerando (K", +, K, .), la funcién
fTKPXKP>K

definida por

Fyy=Z xayi

es una forma bilineal sobre K", ya que verifica las condiciones 1.y 2. de Ia definicién,

Ejemplo 9-2
Asociada a la matriz A e K"*", {a funcién
f:KPXKP>K
definida por
FOLY)=X'AY (D)

es una forma bilineal en K", donde la imagen f (X, Y)€K'*! e identifica con un

escalar en virtud del isomorfismo entre K!*' y K.
En efecto:

F@X+bY,Z)=@X+bYYAZ=@X +bY)AZ=
=g X' AZ+bY AZ=af (X, Z)+bf (Y,Z)

Anélogamente se prueba la linealidad de f respecto del segundo argumento.

La expresion escalar de (1), efectuando el producto de matrices, es

an @12 ...

: az1 dag

FX =X AY=(x;x,...%,)

nt Quo . ..
Y
n n n . y2
=(!.§1 Xidi i§1 Xildig ... El Xi@in) -
Yn

n n

n n
=B BN = B

¥ Y1
. @an Y2
Anp Yn

T
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9,2.2. Matriz de una forma bilineal

Sea V un espacio de dimension 1 2 1. Consideremos una base [v]= { vq, V2, ..., v, } de
v, y la forma bilineal f': V> - K.
Entonces f estd caracterizada por los valores

a4 =f(vi ’ v})

¢ son los elementos de la matriz A e K" llamada matriz de f respecto de la base [v].
En efecto, si X e y son dos vectores cualesquiera de V, expresindolos en términos de la

base [v], es
n ]
f(xa Y) :f(l'"—z':l x:l'vi ”Z_:lyj vj )= ?JE xiyjf(vf ] Vj) =
:Z,_: Zaﬂxiyj=XtAY
)
donde X e Y son las matrices columnas cuyos elementos son las coordenadas de x e y

respecto de la base [v].

9,2.3, Forma bilineal simétrica

Sea f: V2 - K una forma bilineal.
Definicion
La forma bilineal f es simétrica siy sélo si
Fx)=1,%)
cualesquiera que seanxeyen V.
SiK =R,y (,)esun producto interior en V, entonces f : V? ~ R definida por
FEy=(xy> (1) \

es una forma bilineal simétrica.
Silv]= { ¥y, V2, ..., Vp | €S uNa base ortogonal de V, o sea

iq’:j=f(v,-, v,-)=a,-,-= 4]

entonces la matriz A de la forma bilineal (1) es diagonal

aj o ... 0
0 da .- - 0
A= . .
o 0 a,

y la forma se dice diagonalizada.
Resulta

i

Flx,y)= 2 @ixiyi
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Si [v] es ortonormal resulta
F(x,y)= ié{ X Vs
9.2.4. Propiedad

La matriz A ¢ Knx7 Tepresenta una forma bilineal simétrica 5i y s6lo si A es simétrica,
1. Sea f'la forma bilineal simétrica asociada a A,
fes simétrica + £ (X, Y)=f(y, X=X AY=YAX
Como
YOAX=(YAXY <X Aty
por ser Y* A X un escalar ¥ por traspuesta de un producto, resulta

XAY=X'A'Y vX,yekr
0O sea

XA -AYY=0 VX, YeK"
En consecuencia

A~Al=N
Y por lo tanto
A=At
2. Sea A simétrica. Entonces
FEY)=X AY=(X' AY) = ¥! Af x= vt AX=f(Y,X)

Luego fes simétrica,

Efemplo 9-3,
Desarroliamos la forma bilineal simétrica asociada a la matriz A, siendo
F I | 2
A= -1 3 1
2 I -2
Resnita

-1 2\ 7y,
f(X,Y)ZXtAY=(x1x2x3) -1 3 1 Ya | =

2 1 72 y3
Y1
-=(xlux2+2‘x3 —x|+3x2 +X3 sz +X2”2x3) Ya =
Y3
TX1 X1 =X py + 2%, py TX1 Y2 t3x, 0 bx,y p, T2 ys +x, 5 — 23 Y3
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9.3. FORMAS HERMITIANAS

9.3.1. Concepto

gea V un espacio vectorial sobre el cuerpo de los complejos.

Definicion

La funcién f:V? = C es una forma hermitiana sobre V si y s6lo si [ satisface lasg

condiciones de linealidad respecto de! primer argumento y de simetriz conjugada.
O sea
i) flax+bx,y)=af (x,¥) + bf (X, ¥}
i) f&x,y)=f{y,x)

Ejemplo 9-4
En (C", +, C, .}1a funcién
f:U'Xxe"-~>c
definida por
f(X,Y) = Xt? = i§1 .)C!'J_)-"

es una forma hermitiana definida positiva, ya que satisface los axiomas del producto
interior usual en un espacio unitario (véase el ejercicio 7-46).

9.3.2, Matriz de una forma hermitiana

Sea (V,+,C,.) un espacio unitario, es decir, un espacio vectorial sobre el cuerpo C,
donde esta definido un producto interior como en el gjercicio 7-46.
La funcidn

[V >C
tal que
Fx,yy={y?
es una forma hermitiana. Si V es de dimension 22> 1,y [v]={ vy, v2,.. ¥, | esuna

base, entonces
-1 n

\ n n
Fxy)=(x,y)=(2 xﬂ'nﬁ?})’j vir=Z oy s

n n
= Ly 5T = wl N
i§1j§1 Xy =XAY
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Respecto de la base elegida, la forma hermitiana estd caracterizada por la matriz A
cuyo elemento genético

a5 = (V,- >, ¥ )
¢s tal que
ag = (v, vy ={v; Vi) =ay
En consecuencia, la matriz A verifica
A=At=Ax

o sea, A es hermitiana.

9.4. FORMAS CUADRATICAS

9.4.1. Concepto

Sean: (V, +, K, ) un espacio vectorial de dimensién finita y g: V> - K una forma
bilineal simétrica sobre V.

Definicion
' Forma cuadritica asociada a la forma bilineal simétrica g es la funcidn
f¥V=K
definida por
fxy=g(x,x)

Como la forma bilineal simétrica g verifica los axiomas i}, ii) y iii) del producto interior
definido en 7.2.1., es usual escribir '

glx,x)={x,x)
SiV=K" ysi AeK"™" esla matriz simétrica de Ia forma bilineal g, entonces la forma
cuadritica asociada estd definida por

f(x):xtAX:iE:l jgl By Xi X

Observamos que el desarrollo de una forma cuadritica, en términecs de las variables
Xy, Xz,..., X, corresponde a un polinomio homogéneo de grado 2, donde los coeficientes
de los términos cuadrdticos son los elementos de la diagonal de la matriz simétrica
correspondiente, v cada coeficiente de un término rectangular x; x; es el duplo del elemento
ay de la misma.

Definicion

Una forma cuadratica X! A X es no degenerada si y s6lo si A es no singular,
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Ejemplo 9-5
La matriz correspondiente a la forma cuadrdtica
fiR*=R
definida por
FO=x3 +2x3 +2x3 - 2x %, +4x X3
cs
1 -1 2
A= -1 2 0
2 0 2
Como
1 -1 2 B
D{aA)= | -1 2 0}f=2 =—6#0
1 10

resulta A no singular, y en consecuencia f s no degenerada.

9.4.2. Formas cuadriticas y cambio de base

Sea f: V->X una forma cuadritica caracterizada por la matriz A € K" respecto de la
base [v].
Se tiene entonces

fx)=X"AX
donde X ¢s la matriz columna cuyos elementos son las coordenadas de x respecto de fa base
(vl
Sien V se considera una base [v’], respecto de ésta, el vector x s¢ representa mediante X.
Se veritica que
X=X

donde P es la matriz de pasaje definida en 4.19.
Sustituyendo en la primera igualdad

FERO=CXYAPX)=X'PAPX
La matriz de [ respecto de la nueva base es
B=P'AP
Las matrices A y B se llaman congrueries.
Definicion
A€ K" " es congruente a B € K™*” si y solo si existe P no singular tal que B = Pt AP

Sabemos que el rango de una matriz no varfa si se la multiplica por matrices no singulares.
En consecuencia, si dos matrices son congruentes tienen el mismo rango.
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Definicion
Rango de una forma cuadritica es el rango de cualquiera de las matrices que Ja
representan,

En consecuencia, una forma cuadritica es no degenerada si y solo si su rango es igual a g
dimension del espacio. Una forma cuadritica es degenerada si y 80lo si su rango es menor que
la dimension del espacio.

Ejemplo 9-6,
La forma cuadritica £ estd caracterizada por la matriz
0 0 2
A= 0 6 0
2 0 7

respecto de la base candnica en R?
Determinamos la matriz de f respecto de Ig base

I _Ijo,‘g.), 0,1,0 ,(_2 oL }!
:(sﬁ VI ”)\fs’ ’\/5)!

La matriz de pasaje es

(/1 o 2
P=—~0\/5_0

Vsl 0 1

La matriz B de la formg cuadritica f respecto de la nueva base es

6 0 0
B=P AP= ¢ 6 0
0 011

La forma cuadrdtica ha sido diagonalizada: su forma diagonal esti dada por los valores
propios de A, y la matriz de pasaje tiene por columnas 1 los vectores propios de A,

9.5. OPERADORES ADJUNTOS Y TRASPUESTOS

Una trasformacion lineal F 1V >V oserd lamada también operador lineal o simplemente
operador en V.

Propiedad

Si(V,+,C, Jesun espacio vectorial de dimensién finita ¢on producto interior, y si fes
un operador en V, entonces existe ¥ es imico un operador f* que verifica

(F&x),yr=<(x, f*(y))




OPERADORES 297

Demostracién)
Sea y cualquier elemento de V. Definimos la funcién
F:¥V-»C
mediante

Fxy=(f(x),yr (1)
La definicion (1) caracteriza un funcional, es decir, un elemento de V*, De acuerdo con ¢l
enunciado del ejercicio 7-60, existe en V un elemento y’, finico, tal que

Fx)={(x,y} (2

cualguicra que sea X € V.
De (1) y (2) resulta
(), y)={(x,¥) (3)

En consecuencia, para cada y € V, existe y' € V, linico, que satisface (3). Podemos definir
entonces la funcion

V=V
mediante
=y
La funcion f* satisface la condicioén
(f(x),yr=(x,f*(y)) VYxVyeV
Ademds es lineal, pues
(X, @y +byN=(f(x), ay +by)= ([ (0),y)+D{f(®),y)=
=T, ) HBOx, =X, aff (@) Hx, b (YN =
=(x,af*(y) +b /()

Esta relacion se verifica cualquiera gue sea x € V. En consecuencia
ey +by)=aff(y)+bf* )

0 sea
f* es un operador lineal.

La unicidad de f* se justifica porque para cada y € V existe y’ = f (y), (nico, tal que
Fx)=<(x, fFy»

El operador /* a que se refiere ¢l teorema anterior. se llama adjunto de f.
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Definicion

En un espacio de dimensién finita con producto interior, un operador f* se Uam,
adjunto de fsi y solo si

(FO),yr=(x*(y)»

cualesquiera que sean x e y en V.,
Siel cuerpo es R, el operador f* se llama traspuesto de fy se denota

pegt

9.5.2. Matriz del operador adjunto

Si A es la matriz del operador f respecto de una base ortonormal, entonces B = A? g la
matriz del operador adjunto f*.

En efecto, sea [v]1= { Vi, Va, .., Vn | una base ortonormal de V. De acuerdo con ¢
gjercicio 7-61, se verifica que

FED=f)vidvi HF) v dve + o+ (v, vy, Vi=1,2,.. 0

En consecuencia, el elemento genérico de la matriz A es
a5 =4 (%), vi?

Si B es 1a matriz de f* respecto de [v], entonces
by=<(r*{vy), vp)

Se verifica que

by = (V) vid = vy PR =(F W), v =ay;
FLuego
B= A% = Af
Observamos que si f'y g son dos operadores sobre V y & € C, entonces
(figy=r+g* (af*=af
P=r (fog)* =g¥of*

Los operadores fy f* se llaman adjuntos entre si.

Ljemplo 9-7
Determinamos el operador adjunto de
FRL S &
tal que
fz,wm)=@@+2u(1+Hz+u)
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La matriz de f respecto de la base candnica, que es ortonormal, es

( 1 21’)
A=
1+i 1

Por consiguiente, la matriz de f* es

Resulta
fF,w=E+(1 ~Hu,2iz+u)

9.6. OPERADORES HERMITIANOS Y SIMETRICOS

9.6.1. Concepto

Sea f un operador lineal sobre V, de dimension finita, con producto interior, y sea f* el
operador adjunto. :

En el caso complejo, V es un espacio unitario, y en el caso real, V es euclidiano.
Definicion
Un operador f sobte un espacio unitario se llama hermitiano si y solo si es igual a su
adjunto.
fes hermitiano < {f(x), ¥y)={x, fF(y}
La matriz asociada a un operador hermitianc respecto de una base ortonormal es
hermitiana.

Definicion
E! operador f sobre un espacio cuclidiano se llama simétrico si y sblo si es igual a su
traspuesto,

La matriz asociada a un operador simétrico respecto de una base ortonormal es simétrica.
Los operadores simétricos y hermitianos suelen llamarse también autoadjuntos.

9,6.2. Propiedad

Un operador f es hermitiano si y sblosi{x, f(x)}€R, VxeV.
i. Seafun operador hermitiano, Entonces

(x,fx))=(fx),x)=&,f(x))

Luego
{(x,f(x)>eR
2. Seaftalque vxeV:(x, f(x)eR
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Se tiene
&), x=(x, f(x))=(f*(x),x)=>
=X - f*x),x)=0=
2{f-ME),x)=0,VxeV=
=f - f*=¢, donde ¢ denota el operador nulo,
Luego
f=r*

O sea, f es hermitiano

9.6.3. Propiedad

Los valores propios de todo operador hermitiano son reales,

Sea A un valor propio asociado al vector propio x, Se tiene;
Ax,x¥={(Ax JKIS(F(X),xY=(x, f(x))=
=(x,Ax)=A{x,x )

Cancelando ( x , x ) # 0 resulta A= A,
O sea

AeR

Una consecuencia inmediata es la siguiente: los valores propios de toda matriz hermitiana
son reales. En particular, los valores propios de toda matriz simétrica y real, por ser
hermitiana, son reales.

9.7. OPERADORES UNITARIOS Y ORTOGONALES

9,7.1, Concepto
Sean (V, +, C, ) un espacio unitario de dimensi6n finita, y f un operador sobre V.
Definicion
El operadot £ V - V es unitario si y s6lo si preserva el producto interior
Jes unitario ¢ {x YIS, fFy)
Sean (V, +, R, .) un espacio euclidiano de dimensién finita, y f un operador sobre V.

Definicion

El operador f: V—+ Ves ortogonal si y solo si preserva el producto interior.
En este caso, en que K=R, ¢l operador se lama también real unitario.

Ve
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Ejemplo 9-7°
El operador f: R? > R? definido por

Jx.y)=(xcos@—ysen, x send +y cos §)
es ortogonal, considerando e} producto interior usual.
En efecto, el producto interior entre (x;, y;) ¥ (x4, ¥2 ) €s
(1 21), g, 20 =X %5 +1 ya
y €l producto interior entre sus imdgenes es

(f(x1. 1), Fxa, pan =
={(x; cos —y; senf, x; sen @ +yy cos G)(x, cos 0 -y, send, x, sen 6+, cos 0)) =

=xy Xy c08° O +yy yysen® @ x; y,senfcos O —x, vy sen0cosf +
+xyxp 560 0 +y; ¥y cos® 0 +x, y,sencos@ +x, y, senfcos 0=

=xy X3 T Y1 y2 =00y, 1a)xg, 12 ))
[ representa una rotacion del plano de dngulo @, con centro en el origen.

9,7.2. Propiedad

Si V es un espacio vectorial real con producto interior y f es un operador, entongces f es
ortogonal si y sdlo si preserva las fongitudes de los vectores.
1. Supongamos que f es ortogonal. Entonces
fes ortogonal = {x, x} ={f(x), f(x}) = I xI? = | f (x)I? =
=l xli=1rEl
2. Sea fun operador que conserva las longitudes de los vectores.
Entonces es
(FEFY) Ay (-9, fx -y =(x+y,x+y) —(x—y,x -y)
Desarrollando ambos miembros resulta

(F(x), FyP=<(x,y)
Luego f es ortogonal,

Una consecuencia inmediata es la siguiente: los operadores ortogonales trasforman
vectores unitarios en veciores unitarios.

9.7.3. Propiedad

Los operadores ortogonales conservan la ortogonalidad.

En efecto, sea /1 V — V un operador ortogonal, y sea x ortogonal ay.
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Resulta

(Jx).Fy)=(x,y)=0
Luego f(x) es ortogonal a f (y).

Observamos que no toda trasformacién lineal que preserve la ortogonalidad e
operador ortogonal. En efecto, si

Fiv-oy

es tal que f (x}= 3x, entonces f conserva la ortogonalidad, pero no es un operador ortogg
9.7.4. Propiedad

Sea V un espacio euclidiano de dimension finita. Un operador lineal f: V — 1
ortogonal siy sélo si f o f=4iy.
En efecto:
fes ortogonal # {x Y=, fFiy) +
A,y ={x, f(nh+
Slx,y ) =(x, (Fe NHy) =
®ffof=iy
/¥ denota el operador adjunto de £, que en el caso real es su traspuesto,
Luego
' fes ortogonal @ f! o f=
En términos de matrices se verifica que un operador es ortogonal si y s6lo si la m;

asociada respecto de una base ortonormal es ortogonal,
Sea A tal matriz. Entonces

fes ortogonal & A* A=1
Observamos que todo operador ortogonal es inversible, y se verifica que
Iy

O sea
At =Af

9.7.5. Propiedad

Sea V un espacio unitario, y sea f un operador sobre V,

Como en el caso real, se verifica que un operador es unitario si y solo si preserva
longitudes de los vectores,

Se demuestra andlogamente que f es unitario si y s6losi f¥ o f=1y,,

Ademds, si A € C**" es la matriz de f respecto de una base ortonormal, entonces f es
operador unitario siy sélo si A* = A™

Una matriz compleja que satisface la condicién anterior se Hama unitaria,
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Definicion
A €CPX" es unitaria < A* A=1¢ A%= A7,

Toda matriz unitaria de elementos reales es ortogonal.
Observamos que los operadores y las matrices unitarias son una generalizacion de log
operadores y matrices ortogonales de los espacios euclidianos.

9,7.6. Propiedad

Los valores propios de todo operador unitario tienen médulo 1.

En efecto, sea A un valor propio del operador unitario f, ¥ sea x un vector propio asociado
a A Entonces

(x,%) =(f(x), FE=(Ax,Ax)=

=AA(x,x)
Como{x,x)+ 0resulta
A=
0 sea
INE=1]
Luego
| Ak= 1

9.8. TEOREMA DE SYLVESTER
9.8.1. Ampliacién del concepto de base ortogonal

Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre un cuerpo K, y sea una forma
bilineal simétrica que denotamos con {,} sobre V. Se demuestra que si dim V > 1, entonces
existe una base ortogonal respecto de(, ) (ejercicio 9-41),

Efjemplo 9-8
En R? definimos { ,} mediante
(X,y)=X; X3 — ¥1 Y2

donde x = (xy, x2) ey = (¥1, ¥2).
Esta forma no es definida positiva, pues, por ¢jemplo

x={1,1)={(x,x)= 0
x=(I,3)={(x,x)=-8

Los vectores v, =(1, 3} y v, =(3, 1) forman una base ortogonal respecto de la forma
dada.
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La base formada por x=(1,2) ¢ y=(1,3) no es ortogonal. Para ortogonahzarla
procedemos asi:

Seav; =x=(1,2) yseca

Vg:Y*(Vl ’y)

Es decir

Entonces { v, ,¥; | esuna base ortogonal de V respecto de Ja forma dada,

9.8.2. Generalizacion del concepto de base ortonommal

Sea V un espacio de dimension finita sobre el cuerpo de los niimeros reales, y sea (,} una
forma bilineal simétrica sobre V. De acuerdo con 9.8,1,, siempre es posible obtener una base
ortogonal. La forma no es necesariamente definida positiva, ya que pueden existir vectoreg
x€Vitalesque{x ,x3=06(x,x}(0,

Diremos que una base es ortonormal respecto de la forma{, ) si y solo si

{vi,vid)=1 6 {v,v)=~1 & (v;,v)=0
donde v; e [v]=1{ v{.vy,.. ., Vpn],
A partir de una base ortogonal [v’] =] v;,V,,..., v, | es fhcil construir una base

ortonorinal asociada.
En efecto, denotando { v’;, v’; > mediante a;, se obtiene una base ortonormal haciendo

vi:v’,- sig; =0

Vo= v sig; >0
LV
v, = sia; <0
"‘_ai

La base {v] resuita ortonormal.
Sea [v] una base ortogonal ordenada de modo que

al!azs"'rap>0
Tpobds .- .,a,.<0
[0 N a,,,ZO

Si f es 1a forma cuadratica asociada a la forma bilineal simétrica ( }, entonces, respecto de
esta base ortogonal, es

FX)=ay x2 +... +a, x} Y ap44 x;;-ﬂ +... +a,.x2
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En este desarrollo figuran p términos positivos, r—-p negativos, y n—r variables se han

eliminado.
gj la base se ortonormaliza, entonces se tiene

f(X)=x% +... +x12,*x‘20+1 ~ ... —x?

Los numeros p y ¥ son independientes de la base ortogonal elegida. El entero P se llama
indice de positividad de la forma. Indice de nulidad de la forma es el entero n—r. Signatura
de la forma cuadriticaess=p — (r —~ p)=2p — r.

Ejemplo 9-9
Sea la forma bilineal simétrica sobre R? definida por la matriz
-2 2
A=
2 =2
Los vectores vy = (1, 0} y v, = (1, 1) constituyen una base ortonormal y se verifica que

(vp ,vi2=-2 (vy,v)=0

9,8.3. Propiedad
Sea{,} una forma bilineal simétrica en el espacio V, de dimensi6n finita, sobre e} cuerpo
R, y sea el subespacio
Se=[xeV/(x,y)=0, VyeV]}

Si[v]={vi,Vs,..., v}, es una base ortogonal, entonces la dimension de S esigual al
nimero de enteros #, tales que g;= 0.

Demostracion)
Sea [v] ordenada de modo que
a; 70 sii=1,2,...,r
a;=0sii>r
Por ser [v] ortogonal, se verifica que
iZ2r=(v;,y)=0, VyeV
En consecuencia
Vrt1: Ve, o0 o Vy

son elementos de §,.
Sea un elemento cuatquiera x € Sy, y escribamos

X=x;v oo txvo oL Fx, v,
Entonces

F<r=0=(x,v)=x;(v;,v)=x; 4
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Como g; 0, resultax; = Osij<r
Luego
XZFXppqg Vora T Fx, v,
O sea

fV,-+1, SRR }
es una base de Sy. Es decir, dim Sy =1 — 7,

9.8.4. Teorema de Sylvester

Sea (V, +, R, .) un espacio tal que dim V=rn > 1, y sea (,) una forma bilineat simétrj;
sobre V. Si [v] es una base ortogonal cualquiera de V, entonces existen exactamenge
enteros positivos tales que{v; ,v;) > 0.

Demostracién)

Sean {v] y [w] dos bases ortogonales de V ordenadas de modo que si (v, vid=g
{w;, w;) = by, entonces

a;>0 sii=1,2,...,p b, >0 sii=1,2,...,p
;<0 sii=p+1,...,r b; <0 sii=p’+1,...r
a;=0 sii=r+1,...,n bi=0 sii=rt+1,...,n

Demostraremos que p = p”. Para ello observamos que los vectores
¥1,V2,.. o V¥py Wprta, .o Wy
son linealmente independientes, pues considerando la relacion lineal

P n
> v+ X w:=0
S g TE N

se tiene
113 n
Z ox;v=— W
iv¥i ;'-p'+1y‘r 7
y efectuando
(Z x;v Xivp)={( W, 2 i W;
7 T 1 TE J'=p'+1y’r J’j:p,+1yfw1)

se deduce
arxf o bayxl=bpyy yhoyg +o 0,03

El primer miembro es mayor o igual que cero, y el segundo miembro es menor o igual gt
cero, o sea, ambos son nulos, Entonces es

Xy =Xy =L, =x,=0

Yr+1=... =y, =0
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Como dim V = n, de lo anterior se deduce que
ptn—-pir<n
osed
psp
Andlogamente se prueba que p’ < p, y en consecuencia resultap = p’
Lo expuesto en 9.8.2., 9.8.3. y 9.8.4. nos permite afirmar que si fes 1a forma cuadritica
asociada a una forma bilineal sobre (V,+,R,) y dimV=pn>1, entonces f ests

representada  por una matriz diagonal respecto de cualquier base ortogonmal. Toda
representaci()n de este tipo admite exactamente p términos positivos y 7 — P términos

negativos.

9.9. DIAGONALIZACION DE OPERADORES SIMETRICOS
Sea {V, +, R, .) un espacio euclidiano de dimension finita.

9.9.1. Propiedad

Sea f: V>V un operador simétrico y x un vector propio de f. Si x es ortogonal a y,
entonces X es ortogonal a f (y).
En efecto

(X, fN =), y)=(Ax,y)=Nx,y)=0
O sea

xLf(y)

9.9.2. Propiedad

Sea f: V>V un operador simétrico y dim V =p 2> 1. Entonces existe una base ortogonal
de vectores propios de f,
Demostracion)

1.8idim V = 1, enfonces la propiedad se cumple obviamente.

2. Supongamos que dimV >1, y sea v; un vector propio de f Consideremos el
subespacio

S:<V1 } .
Se verifica que
dimS=dimV ~I=pn—1

Por 9.9.1., f es un operador simétrico sobre S, donde el producto interior s el inducido
por el producto definido en V,
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Silva,va,..., v, } es una base ortogonal en S de vectores propios de f, entonces g
verifica que
vilvyconi=2,3,. . . n

En consecuencia, [ v;,v,, . . WV, } es la base ortogonal en V, de vectores propios de f,
Ortonormalizando los vectores de 1a base ortogonal, se verifica bajo las condiciones deg|
teorema, que existe una base ortonormal de vectores propios de fen V,

9.9.3. Consecuencia

Traduciendo la propiedad anterior en términos de matrices, se verifica que si A es ung
matriz simétrica y real, entonces existe una matriz P, ortogonal, que diagonaliza a A,
En simbolos:

AER”""/\A=At=>3P0rtogonaI/PtAP=D

Los elementos de I son los valores propios de A, Observamos, ademis, que toda matriz
simétrica y real n x n admite n vectores Propios ortogonales. Las columnas de P son los
vectores propios de A, ortonormalizados,

Ejemplo 9-10

Dada [a matriz A = ( 2 \/15) determinamos una matriz ortogonal que diagonalice

aA, V2

1. Calculamos los valores propios de A,

DB(AL - A) lh_z ~V2 A A

,‘A: = 72 —1 '—2=

( | -v2Z A1 ( a )
=A% —3A

Resulta
R_[ =0 Y Az =3
2. Determinamos los vectores propios ortonormales de A,

a) A =0,

MI-—A)X=0=>AX=0>
NN

(‘\/5 1 (x: 0

2x, +\/§x2 =0

\/ixl + XQ:‘"O
=X =-V2x,

= 2x1 +12=0:




DIAGONALIZACION 309

Como x? +x3 =1, se tiene

x2+2x3=1

Luego

Entonces

3. Resulta
V3 V6
3 T3
P:
| V6 V3
3 3
tal que
P"IAP=P*AP=(0 0)
0 3

Ejemplo 9-11

Efectuamos una trasformacion de coordenadas que diagonalice la forma cuadritica f,
definida por

Fxg, x2)=3x +10x, x, +3x3

La matriz de esta forma cuadraitica es

Sus valores propios son:
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Resolviendo en cada caso el sistema homogéneo (AT — A) X =0y normalizando log
correspondientes vectores propios, se obtiene la matriz ortogonal

VZoov2

2 2
p=
Vi A
2 2
La trasformacion ortogonal de coordenadas estd dada por
X=PX
O sea
xl —_— ﬁ x rl — [g_ x ’2
2 2
2
Xy =—[5x'1 + -\1;2)—»):’2

Mediante este cambio, f se convierte en

fy,x7)=8x1 - 2x7%
donde los coeficientes de las variables son los valores propios de Ia matriz de la forma
cuadrdtica.

9.10. MATRICES SIMETRICAS REALES Y VALORES PROPIOS

9.10.1. Matriz definida positiva
Sea A una matriz simétrica y real del tipo nxn.
Definicion
Una matriz simétrica y real es definida positiva si y s6lo si sus valores propios son
positivos.

Tal es el caso de la matriz del ejemplo 9-6.

9.10,2, Propiedad

Una matriz real y simétrica es definida positiva si y sélo si existe una matriz Q, no
singular, tal que A=Q Qf
Demostracion)

1. Sea A simétrica real del tipo rx s y definida positiva. Por definicion, sus valores propios
son positivos. Por 9.9.3, existe P ortogonal tal que

PYAP=PAP=D (1)
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donde D es la matriz diagonal formada por los # valores propios de A, o sea
D= dlag ()\1 ;7‘42! LT krl)

Consideremaos {a matriz diagonal

D, = diag VA , VA 4+ VA
se verifica que
Di=D (2)
Teniendo en cuenta (1) y (2)es
A=PDP!=PDP'=PD}P'=PD, D} P'=(PD,)}(PD))' (3)
Haciendo
Q=(Pby)
resulta
A=QQ!
donde Q es no singular por ser producto de dos matrices no singulares.

2. Sea A simétrica y real. Supongamos que existe Q no singular tal que A =Q Q.
Por 9.9.3., existe P ortogonal tal que

PPAP=D=diag (N, My e o Mn)

Entonces
PPQQ'P=D
O sea
P Qe Q=D
Llamando X; a la isima fila de P' Q, y por lo tanto a la i-sima columna de (PF QY se
tiene, considerando el producto interior habitual en R"

X;Xt=N>0
si fuera ;= 0, resultaria X; = 0, y en consecuencia P* Q seria singular, lo que es absurdo.
Luego
NS>0 Vi=1,2,.. .,

Por lo tanto, A es definida positiva
9.11. DESCOMPOSICION ESPECTRAL DE UNA MATRIZ
Teorema. Si A € R™ " es una matriz diagonalizable, y Ny, Ag, ..., Ay son los valores

propios distintos de A con multiplicidades m,, My, .. ., M, entonces A puede expresatse en
la forma
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A=i§1 A A

de modo tal que se verifica
1LA?=A;Vi=1,2,.. .5
2.1':/:}:$>AiAj=N

4. AAizAiA Yi= 1,2.. e ¥
Demostracion)
Por ser A diagonalizable existe P no singular tal que

P'AP=D 6}
donde D es la matriz diagonal formada con los n valores propios de A, que suponemog !
i

ordenados segln las multiplicidades. i
O sea

donde los elementos no diagonales, que no figuran, son nulos.
Denotando con [,,; la matriz identidad del tipo m;xm;, 1a forma bloque-diagonal de D es

N |
A Ly,

AL,

Considerando las matrices




%

DESCOMPOSICION ESPECTRAL

Se verifica, por ser matrices diagonales,

a) BI=E; Vi=1,2,...,s

s :
c) .21 E; =1, donde I es la identidad nxn
=
Ademds
&
D=2 NE (2

De (1) resulta
A=PDP!

Considerando esta relacion y (2), se tiene

A=P(§)17\,-E,) pt

O sea
5
A= .21 NPEP!
i=
Baciendo
A;=PE P!
resulta
8
A= 1;21 A A

Se verifican las siguientes proposiciones

I.A?:PEI‘P—I PEEP‘V] =PE?’ P-l IPEI.P-1 =Ai

2.i#j= A A=PE P PE P =PEEF =
=PNP!=N

Ll § &

3.3 A= % PEPI=P(Z B)P'=PIP' =1
i=1 i=1 i=1
B 8
4.AA,':APE,-P71=PDEEP_“:P(.21?\J'E]')EJ'P_1ZP(.EI?\,'EjEi)Pq:
J= J=
=P(NE)P =NPE P =NA; (3)

A;A=PE;P' A=PE,DP" =PE,.(é)1 NE)P=PNEP'=
=NPEFI=NA; (@)
De (3) y (4) resulta
AN=AA Yi=L2,..,0

313
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9.12. CONGRUENCIA DE FORMAS CUADRATICAS
9.12.1. Concepto

Sean fy g dos formas cuadriticas reales caracterizadas por las matrices simétricas AyR
pertenecientes a R"*",
O sea

FX)=%X'AX
e(M=Y'BY
Definicion
Las formas cuadraticas f y g son congruentes si y solo si existe P no singular, tal que
B=P'AP
Las formas cuadriticas /'y g son ortogonalmente congruentes si y solo si existe P or-
togonal, tal que
B=P'AP=P"' AP

Las matrices A y B se llaman, respectivamente, congruentes y ortogonalmente
congruentes.

9.12.2, Propiedad

Dos formas* cuadriticas reales f y g, de matrices A y B respectivamente, son

ortogonalmente congruentes si y sélo si A y B admiten los mismos valores propios con lag
mismas multiplicidades,

Demostracién)
1. Sean fy g ortogonalmente congruentes. Entonces existe P ortogonal, tal que
B=P'AP=P! AP
En consecuencia, A y B son semejantes y admiten el mismo polinomio caracteristico.
2. Sean A y B con la misma forma diagonal, O sea, existen Q ¥ R ortogonales tales que
Q"AQ=R"BR=D (1)
donde D es la matriz diagonal formada por los valores propios,
De (1) resuita
A=QRIBR Q!
Luego
A={QR)B QR

La matriz P=Q R¢ es ortogonal, ya que Q y R son ortogonales. Premultiplicando por
P =Py posmultiplicando por P, resulta
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B=PAP

O sea, f y £ son ortogonalmente congruentes.

9,12.3. Propiedad

Si f es una forma cuadritica real, entonces es ortogonalmente congruente a la forma
cuadrética g, tal que

g(Y)= El Nyl

siendo Ay, Ag, - oo, D, los valores propios de A.
En efecto, sean D la matriz diagonal formada por los valores propios de A, y Y e R™*1,
Consideremos la forma cuadratica g definida por

g(N)=Y'DY
Sabemos, por 9.9.3,, qﬁe existe P ortogonal tal que

D=P! AP=P'AP

Luego fy g son ortogonalmente congruentes.

9.12.4. Propiedad

Toda forma cuadratica real [ es congrﬁente con la forma cuadrdtica g, tal que
gM)=yt +y5+. . +yl-yiiy ~... —yE, siendo r el rango de A y p el indice de
positividad de la forma.

Demostracion)

La matrdz simétrica y real A admite exactamente r valores propios no nulos, ya que
p (A)=r. Ordenamos los valores propios de modo que

M. Mg, .. ., A, sOn positivos
Mgty A son negativos

| W W son nulos
Consideremos

Definimos la matriz diagonal
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1
m-

P= —_—

N=wr

A

Como existe Q ortogonal, tal que

Q*AQ=D
resulta
(QPY A(QP)=P' (Q*AQ)P=P'DP
donde
1}’
PipP= . =B
Ny
Sea ahora la trasformacién de coordenadas de matriz Q P, es decir
X=QPY

Se verifica que
FO=XAX=(QPY) AQPY)=Y'(QP)'A(QP)Y
En consecuencia, f es congruente a la forma cuadratica &, definida por
gV)=Y'BY
donde

B=(QP)'A@QP)
Por 1a definicion de B eg
EON)=yi+p3 . HyE i, -2

La forma cuadritica g se llama forma candnica de f. Se verifica que dos formas
cuadrdticas son congruentes si y solo si tienen la misma forma canénica,
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Ejemplo 9-12.
Reducimos a la forma canénica la forma cuadritica f: R? - R definida por
Fix,, Xz):x% — 2%y X, +x§

1, La matriz de la forma cuadritica es

1 -1
A=
-1 1
El polinomio caracteristico es
A—1 1
D(Al—A)= =N —2A
1 A-1

Los valores propios son, entonces
M=2 y A=0
7. Como el ntimero de valores propios positivos es 1, la forma candnica congruente s
g, definida por

g1, y2)=yt
Efectuamos ¢l procedimiento indicado en el teorema anterior para obtenerla.

Calculando los vectores propios asociados a Ay y A, se obtiene

e ()

La matriz ortogonal correspondiente es

1 1
Q:_—Q
2\
Se verifica que
2.0
Q*AQ=
0 0

La forma cuadraiica ortogonalmente congruente a f es &, tal que
hizy,z,)=22z}

L0 N2
VN 2
o 1 0 1

Sea
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Entonces, haciendo X = QP Y, se tiene
g(Y)=Y'@QPYA@QP) Y=
=Y'PPQ'AQPY=Y'PDPY=

=Y'BY
donde
V2 ol {2 ol [Y2
2
B=P'DP= =
B 0 1 0 0 0 1
V2o _\/_g 0 1 0
0 0 0 1 00
O sea
g1, y)=y}

9.13. SIGNO DE UNA FORMA CUADRATICA

Sea f una forma cuadritica real definida por
X=X AX

donde A es una matriz simétrica real del tipo nxn.

9.13.1. Definiciones

1. f es definida positiva sj y solo si

X'AX>0 vX#0
2. f es semidefinida positiva si y s6lo si

XAXZ0A3IX#0/X AX=0
3. f es definida negativa si ¥y s6lo si la forma cuadratica & definida por
g(X)=X (-A)X

es definida positiva,
4. f es semidefinida negativa si y solo si g tal que

EX)=X (-A)X
es semidefinida positiva,

|
|
|

—

9.1

valt

fors

sier
pro
fras

corr

negs
0y
men
nega

real
la i
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Ejemplo 9-13.
Determinamos el signo de 1a forma cuadrética f : R* = R definida por

FOO=3x} - 2x,x, +2x3

Se verifica que
FX)=2x} +x3 —2x;, x, +x3 +x3

O sea
F(X)=2x3 +(x; ~x,)" +x3
como f{X)>0, ¥ X+#0, resulta f definida positiva.

9,13.2. Propiedad

La forma cuadritica real f, tal que f(X)=X' A X, es definida positiva si y slo si los
valores propios de A son positivos.

En efecto, sabemos que toda forma cuadritica real es ortogonalmente congruente a una
forma cuadrética g tal que

g(M=3% Ny}

siendo N, Az, ..., Ny los valores propios de A, Como ejercicio del trabajo practico se
propone la demostracion de que el signo de una forma cuadritica no varia frente a
trasformaciones de coordenadas. Esto significa que el signo de f es igual al de g. Luego

f es definida positiva < g es definida positiva < A, > 0, Vi

Diremos, entonces, que una forma cuadratica es definida positiva si y sblo si la
correspondiente matriz es definida positiva.

Andlogamente se demuestra que: f es definida negativa si y solo si sus valores propios son
negativos; f es semidefinida positiva si y s6lo si sus valores propios son mayores o iguales que
0 y alguno de ellos es 0; f es semidefinida negativa si y sblo si sus valores propios son
menores 0 iguales que cero, pero alguno de ellos es 0. Si existen valores propios positivos y
negativos, diremos que la forma cuadrética es indefinida.

El lector podrd demostrar como ejercicio del trabajo prictico que una forma cuadrética
real f, definida por f(X)= X' A X, es definida positiva si y solo si los menores principales de
la matriz A son positivos.

Ejemplo 9-14

Analizamos, utilizando el criterio de los menores principales, si la forma cuadrética f,
definida por
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S, %3, %3)=2xF +x} +3x2 +2x, x, —2x5 X3

es definida positiva,
La matriz de la forma cuadratica dada es

2 0
A= 1 I -1
0 -1 3,
Sus menores principales son
&y = 220
4y A 21
= =120
dy1 A3y i 1
D(A)=1>0

Luego, f es definida positiva.




TRABAJO PRACTICO IX

9.15, Sea (V, +,K,.) un espacio vectorial. Demostrar que ¢l conjunto B (V) de todas las
formas bilineales : V* > K es un espacio vectorial sobre K, como se indica en 9.2.1,

9.J6.Sea g:V* =K una forma bilineal. Demostrar que g, : V—>K, definida por
gy (x)=g (%, ¥), s una forma lineal.

9-77. Una forma bilineal f sobre R? estd caracterizada por la matriz
/12 -1
A= 106 -2
01 1
i) Obtener £ (x, v).

ii) Determinar la matriz de f respecto de la base
{(1’ 1! ])5(13 1’0)!(1’0! 0)’

9-18, Determinar la forma escalar de las formas cuadriticas asociadas a las formas bilineales
(X, Y)=X"' A 'Y, en los siguientes casos:

i) 3 W20 ii) 1 0

A=l 2 1 o0 A=[0 -1

0 0 —1 0 0

- oo

9-19. Sea fla forma cuadritica real definida por
fe0=%
— 1 n I —
donde X== % X, =—1 X.
ni=1 "
Obtener la matriz de f respecto de la base canénica en R”,

9-20. Determinar las matrices de las formas cuadriticas sobre R" definidas por

DIO=1R i) f(0= Z (X, - Xy

Investigar la idempotencia de tales matrices.




9-21. Sean g una forma bilineal simétrica sobre V, ¥ Fla forma cuadritica aSOCiada
Demostrar que '

D= {fetn-ra-y) L
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i) £ 050)=— (£ +y) - rx0 - 1) f

9-22, Determinar la matriz de la forma cuadritica sobre R® definida por

f(xl,xz.x3)=x? —4xy x; + 2x§

9-23. Sea (V, +, K, -) un espacio vectorial de dimension finita y sean las funciones £: v - Kk
y&:V? K, tales que
EEY=fx+y)-F(x)- f(y)
Suponiendo que g es bilineal, y que s (ax)=a F(x), Va K Y VX €V, demostrar que
fes una forma cuadritica y determinar [a forma bilineal de I3 cual proviene,

9-24. Sea (V, +, R,.) un espacio vectorial de dimension finita A, con producto interiory
sean [v] y [w] bases ortonormales de V. Si f: VoV o un operador que verificy
F{v)=w; entonces f es ortogonal,

9-25, Sea (V, +, R, .} un espacio de dimension finita #, con producto interior, Demostry
que si {v] es una base ortonormal de V y sj fes un operador ortogonat en V, entonges
{f (v:)} esuna base ortonormal de V.

9-26. Sea P una matriz ortogonal diagonal. Demostrar que fos elementos de [a diagonal son |
0-—1.

9-27. Sean las matrices

cosf —send &% 0

P= . Q=
senf  cosd 0 &%

Demostrar que existe una matriz unitaria U tal que Q=U'py.
9-28. Demostrar que toda matriz simétrica y real admite un vector propio,

9-29. Obtener, en cada caso, una base ortogonal de R? formada por los vectores propios de
las siguientes matrices:

i) 3 0 ii} 1 -

5
I
>
il

0 3 -1 1

9-36. Comprobar que Ja matriz




9.31.

9-38.

9.32,

9-33.

9-34.

9-33.

9-36.

9-37.

9.39.

940.
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3 V2
Vo2

es definida positiva y obtener Q no singular, tal que A=Q Q%.

A=

Obtener una trasformacion ortogonal que diagonalice a la forma cuadrdtica
f(X) :Jﬁ + 2\/6—.7(71 Xa + Zx%

Demostrar que el signo de una forma cuadratica real no varia si se efectiia un cambio
de base.

Demostrar que si f(X)= X! A X es definida positiva, entonces g(N=Y'A'Y es
definida positiva,

Determinar €l rango y la signatura de las formas cuadraticas definidas por
1)f (1, %2, x3)=xt + 2x3 +6x5 - 2x, x5 H4xy X3
i) £ (e1, %2) = Gy — X3

Obtener la descomposicién espectral de la matriz C del ejercicio 8-15.
&
Sea_Z1 N A; la descomposicion espectral de la matriz A. Demostrar
=

i) Ay B son permutables si y solo si B permuta con cada A;.

ii) Si A es no singular, entonces la descomposicion espectral de A es

8
Z N A
i=1

Demostrar que toda matriz cuadrada real no singular puede expresarse como producto
de una matriz ortogonal y una matriz definida positiva.

1 —1 2\/'2_)
\/_?T(\/z_ 2

como producto entre una matriz ortogonal y una matriz definida positiva.

Expresar 1a matriz

A=

Demostrar que una forma cuadritica real f (X)= X! A X es definida positiva si y sélo si
los menores principales de A son positivos.

Sean dos formas cuadraticas £y g en R definidas por f (X)=X! A Xy g (X)=X'BX,
Sabiendo que f es definida positiva, demostrar que existe una trasformacion de
congruencia que las reduce a

=y +y3 +.. +);
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g (@=Nzi+ N2+ .. +N\, z5

9-41. Sean (V, +, K, .) un espacio vectorial de dimension finita, y { , ) una forma bilineg)
simétrica sobre V. Una base [v] es ortogonal respecto de {,) si y sblo g
I':?':]-#(Vi ,vj)ZO.

Demostrar que si V # {0} ,entonces V admite una base ortogonal,

T

€
B

Tl



Capitulo 10

CONVENXIDAD. PROGRAMACION LINEAL

10.1. INTRODUCCION

A partir de la distancia definida sobre la base del producto interior habitual, se estudian y
se clasifican puntos y subconjuntos de R", Se generalizan las nociones de recta, plano,
semiplano y semiespacio estudiadas en el capitulo 7. Se presenta una introduccion a los
conjuntos convexos en R", y se estudian sus propiedades fundamentales. Después de
relacionar la convexidad con las trasformaciones lineales, se desarrollan los conceptos de
hiperplano soportante y de puntos extremos. Finalmente, y en conexién con {o anterior, se
esboza una introduccion al problema general de la Programacién Lineal, y al métedo

simplex.
10,2. CONJUNTOS DE PUNTOS EN R”

En lo que sigue consideraremos el espacio vectorial (R", +, R, .) con el producto interior
habitual, es decir, definido por

n
(X ,y)=_21xl-y,-=Xt Y
=
donde X e Y denotan las matrices columnas asociadas a los vectoresx e y.

10.2.1. Esfera abiesta en R
Definicion
Esfera abierta de centro a € R" y radio r >0 es el conjunto de puntos de R" cuyas
distancias a a son menores que 7.
El simbolo S (a, #) se lee: *‘esfera abierta de centro a y radio »”.
S(a,r)={xeR"/d(x,a)<r|
0 sea
S@a,r=!xeR"[Ix—al<r}
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O bien

S(a,n={xeR" /t_gnl(xf—a,-)2 <r*}

En particular, si n = 1, se tiene el segmento abierto de longitud 2r cuyo punto medio eg

Lo a
— -
0 g R
Sta v/

S@nr={xeR/I x—al<r) ={x€R/aﬁr<x<a+r}

EnR?, S (a, r) es el interior del circulo de centro a y radio r,

Q.

S (a, r)={keR2/ffx~all<r}

'

= { (xl,xg)/(xl - al)z +(x2 —ag)z <f‘2}

10.2.2. Punto interior

Sea C un subconjunto de R,
Definjcion

2€C es un punto interior de C g

y sblo si existe r >0 ta] que lz esfera abierta de
centro ay radio r esta incluida en C,

a € C es interior deC¢3r>0/S(a, NCC
Los puntos de todo intervalo abierto en

R son interiores. Si el intervalo es cerrado, todos
Sus puntos, salvo los extremos, son interiore

s,
10.2.3, Punto frontera
Sea CCR".
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CLASIFICACION DE PUNTOS

a € R" es un punto frontera de C si v solo si toda esfera abierta de centro a tiene
(Y

aeR"esfronterade CoVr>0:8(a, NNC#¢n S(a,NNC+¢

Definicion
intersecciones no vacfas con CyC°,
B .
.  e———— )
,m -
e —— e ~
E a /
o A i
E ‘L‘ _ ’3,-—" S (a, r)
e
[ — I
e —
o —
L. . N
all
C
El punto a £C, peroes SiC=AU {al ,entonces el puato ais-
lado a es frontera de C.

Sea C C R™. El simbolo §* (a, r) sc lee: “esfera reducida de centro a y radio 7” ¢ indica la

frontera de C.

10,2.4. Punto de acumulacién

diferencia entre S(a 1)y { a } . Bs decir, S* (a, r) denota la esfera abierta de centroay radio
a€R" es un punto de acumulacion de C si y solo si la interseccion entre C y cualquier

r, excluido el centro.

Definicién
aeR"esde acumulacionde Co V> 0: 8% (a, HNC+F¢

esfera reducida de centro a es no vacia,
Los puntos de acumulacién de un conjunto suelen lamarse puntos limites.

Observamos que un punto de acumulacién de C C R" no pertenece necesariamente a C.

Tal es el caso de la figura siguiente:
.
e — Y
Y reesutee—. e SN
"""——d—-‘ a
= = )
s > S{a, v/
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a £ C, s punto fronterg ¥y también de acumulacién de C.
Si consideramos

4

-
C

a¢ C es punto frontera de C, pero no es de acumulacién de C,

Se demuestra que toda esfera reducida, centrada en un punto de acumulacién de
contiene infinitos puntos de C,

10.2,5. Conjunto abierto

Sea CCR"

Definicion
C es abierto si y s6lo si todos sus puntos son interiores.
Cesabierto@VaeC, Ir>0/S¢a, r)r‘?C=S(a,r)

Se¢ demuestra que Ia unign de toda familia de abiertos es un conjunto abierto, ¥ que la
interseccién de toda familia finita de abiertos es abierto,

Las esferas S (a, r) y 8% {a, ) son conjuntos abiertos. Adems, de Ia definici6n se deduce
que un conjunto abierto no incluye a su frontera,

10.2.6. Conjunto cerrado
Consideremos C ¢ R”,

Definicion

-Es decir, un conjunto es cerrado sj y s0lo si contiene todos Sus puntos de acumulacién. {

derivado de C. Ditemos entonces que

Cescerradoe ¢’ CC
La signiente figura ’ ‘
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LX)
—
T
C

representa un conjunto cerrado, donde C’ = A. Los conceptos de abierto y cerrado no son
excluyentes, ya qué existen conjuntos que no son abiertos ni cerrados.

Este ¢s el caso de un conjunto formado por la unién de un disco abierto y un punto
aislado. Observanios, ademds, que un segmento abierto es un conjunto abierto en R, pero no
o es en R?; o sea, el concepto de abierto es relativo al espacio métrico que se considere.

¥l lector podrd demostrar, como ejercicio del trabajo prictico, que un conjunto es
cercado siy solo si su complementario es abierto,

Se verifica que Ia interseccion de toda familia de cerrados cs cerrada, y que la unién de
toda familia finita de cerrados es un conjunto cerrado. Estas proposiciones son consecuencia

de la propiedad anterior.

10.2.7. Clausura de un conjunto
SeaCC R”.
Definicién
Clausura de C es la unién entre C y su derivado.

El sfmbolo C se lee: “clausura de C”.
Se tiene

C=CuC
O sea, la clausura de C es la union entre C y ¢l conjunto de sus puntos de acumulacion. Se
demuestra que la clausura de un conjunto cualquiera es cerrada. Mis aiin, que la clausura de

un conjunto C es la interseccion de todos los cerrados que inlcuyen a C. En este sentido, la
clausura de C es el minimo cerrado, en el sentido de inclusion, que contienc a C.

10.2.8. Conjunto acotado
SeaCCR",
Definicion
C es acotado si y solo si existe ¥ 2> 0 tal que
aeC=>lal<r
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O sea, C es acotado si y s6lo si existe r >0 tal que
ccs,n
Definicion
C estd acotado por debajo si y s6lo si existe a € R™ tal que
xeC=axx

La notaci6n vectorial a < x significa que g; <x,, Vi=1,2, . . oI
Definicién
C estd acotado por arriba si'y solo si existe a € R” tal que
xeC=x<a

El conjunto C C R? jndicado en 1a siguiente figura estd acotado por debajo, PETO RO poy
arriba
4////

10.3. SEGMENTOS, HIPERPLANQS Y SEMIESPACIOS

[

| 4

10.3.1. Rectas y segmentos en R"

Sean P, y P, dos puntos distintos de R”. La ecuacién vectorial de la fécta P, P, ez
X=P, +¢(P, — P,) dondereR
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Py — P,

Por distributividad respecto de la suma en R” y en R, s¢ tiene
X=tP, +{(1 - )P, conteR

La recta determinada por P; y P, es el conjunto

PyP,={XeR'[X=tP, +(1-1)P,]
El segmento Py P, se obtiene haciendo variar el pardmetro f entre Oy 1, o sea
XeP, P, »X=:P) +(1 - NP, A0

Observamos que cualquier punto del segmento determinade por Py y P, puede expresarse
como combinacién lineal de éstos, con escalares no negativos y cuya sumaes 1.

Ejemplo 10-1
La ecuacién vectorial paramétrica de Ia recta detelmihada porPi(3, 0y Py(0,4) es
(x1,x)=(3,0 +1(-3,4)
El sistema de ecuaciones cartesianas parameétricas es
x;=3-3¢
Xy =4t

Eliminando el pardmetro resulta ia ecuacion cartesiana

X, =3— 54-2—

O sea
dx; +3x,=12 (1)
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La representacion es

(04)

k>12

(3,0)
P, N\

Elvector e=4I +3 3 €s normal a r . En notacion matricial, la ecuacién (1) se escribe

Cix=12
donde C = (4) yX=(x1)
3 Xa

La distancia entre 0 Y res

ICtp, | 12
d(0,n= pep,) = 1Pl _ 12
©.7)= Ircp, Icl 5
La igualdad

Cix=¢

denota una familia de rectas paralelas a r, Al trasladar  paralelamente a sf misma en Iy
direccién de C, crece la distancia entre ¢l origen y la recta,

Ljemplo 10-2

El segmento determinado por Py y P,, con las coordenadas de] ejemplo anterior, est4
dado por

(xy, x3)= £(0, 4)+(1kt)(3 0) con0<
El valor de ¢ parj ¢ cual se obtiene el punto medio del segmento satisface a
(—- 2)= (O4t)+(3—3t0) (3-3¢, 4t)

Ny

de donde resulta ¢ = 5"
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10.3.2. Hiperplanos en R”
Definicion
Un hiperplano en R” es un conjunto de puntos de R” tales que
C'X=k

donde C denota un vector columna de # componentes y X es un nimero real.

Elvector C es ortogonal a . En efecto, sean P, y P, pertenecientes a . Entonces es
C'P,=kaC'Py=k
Luego
C Py — _Pl) =0
O sea, ¢i producto interior entre C y cualquier vector de 7 es cero,
Luego
Clwm
La ecuacion de un hiperplano que pase por el origen es
C'X=0
La ecuacién normal vectorial se obtiene dividiendo por [ Cll v considerando & en valor
absoluto, o sea
ct o Lkl
TR

Esta igualdad puede escribirse
N'X=p




9

es, en valor absolutg, ly
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donde N es un vector unitario normal al plano. El nimero

k
cll
distancia del origen al plano.
Los hiperplanos de ecuaciones C{ X =&, y C5X =k, son paralelos si ysilosiC, =ag,
En R? un hiperplano es una recta. En R® es un plano.
La ecuaci6n cartesiana del hiperplano cuya ecuacion vectorial es
C'X =k,

se escribe

T

2o =k
H

Consideremos el caso de un hiperplano cuyas intersecciones con los ejes sean positivas, [
siguiente figura ilustra la situacién en R2

e X,

X,

NG OX =k

La ecuacidn es
C'X=k
donde & > 0. Mostraremos que si el hipetplano se traslada paralelamente a si mismo ¢en la
direccién del vector normal, entonces el término independiente de la ecuacion crece, En
efecto, ¢l hiperplano que pasa por X, , de vector normal C, esta definido por
C'X =k,
Si consideramos el hiperplano con el mismo vector normal, que pasa por
X=Xy tal, cona>0,
s¢ tiene
C'X =k,
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Como

CtX, =CH(X; +aC)=Ct X, +aCl'C=k, +alCp

resulta
ky >k

Todos los puntos del hiperplano de ecuacién C* X = k; verifican C* X >k, |
Se propone como ejercicio del trabajo prictico la demostracién de I3 siguiente propiedad:
todo hiperplano es un conjunto cerrado.
10.3.3. Semiespacios
Un hiperplano 7 de ecuacién
CtX=k
determina una particion de R" en tres conjuntos: el hiperplano 7 y dos semiespacios

abiertos de borde 7.
llustramos esta situacion en R*.

N

Sz

S

<

CX=k

Definicion
Semiespacios abiertos de borde 7 son los conjuntos
S;={XeR"/C'X<k|
S;={XeR"/C'X>k}

Definicion

Semiespacios cerrados de borde 7 son los conjuntos
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§1={XeR"/cfx<k}
§2={XeR"/c‘x>k}

Se demuestra que los semiespacios abiertos son conjuntos abiertos, y que los semje

cerrados son conjuntos cerrados en R",

10.4. CONVEXIDAD EN R"
10.4.1. Conjuntos convexos
Sea CCR".

Definicion

$Pacio

El conjunto C es convexo si y solo si el segmento determinado por cualquier par g,

puntos de C estd incluido en C,

C CR" es convexo “PLeCrPeC=p, P, CC
Sabemos que

—_—

PyPy=1Xe R"/X=¢P, +(1-pp, AO<< ]

10.4.2, Propiedad

Lainterseccién de dos conjuntos convexos es un conjunto convexo.,

SeaC=C, n Cz,donde C, y C; son convexos. Consideremos dos puntos cualesquiera P,

¥ P, pertenecientes a C. Se verifica que

PieCap, €EC=P eC, AP, €C, AP, eC, AP, €C, =

En consecuencia, C es convexo. Hemos aplicado la definicién de interseccion, de conjunto

convexo y la siguiente propiedad: si un conjunto estd incluido en dos conjunios
estd incluido en la interseccion de éstos.

10.4.3, Combinaciones convexas

Sean Py, P,,.. P, pertenccientes a R”,

=8
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Combinacién convexa de los puntos Py, Py, . . ., Py, es todo vector del tipo
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m
Ciﬂ; i§1 o Pi

donde
m
El oy=lyo=0 Vi=1,2,...,m

propiedad
El conjunto de las combinaciones convexas de los puntos Py, Py, . ., P, , es convexo.
mipétesis) { PisPay .. Pr | CR

m m
de| Tesis)y C= { iz.,l o; P; /'_231 og=1Aa;2 0] €s COnvexo
Demostracion)
Se trata de probar que toda combinacidn convexa de dos puntos cualesquiera de C,
pertenece a C. Sean P’ y P” pertenecientes a C. Ahora bien
m m
PeCaP’eC =>P’=_E1 o P AP = _21 o} Py
i= i=
P,. donde
on O0<e Oécx’fy%aT:Ea”:l
la i PlaEL T s
Como
m m
tPP {1l -HP =t.21 o P+ (1 — r)_El o P =
i= i=
m
= (1 =D a?) P
Pl !§1 (t ai (1 t) al ) Pl
resulta £ P + (1 - ) P’ una combinacién convexa de los m puntos dados, pues
0o =0t}
0=<a’=0<(1-0a
Luego
tto 0<ra+(l-Ha
168
Ademds

m m m
iglta,~+(1 — 1) oG mtigl o +(1 --t)igla,- =1

El conjunto C, representado en la figura siguiente, es el conjunto de las combinaciones
convexas de los puntos Py, P, , P; y P, pertenecientes a R?
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10.4.4, Casco convexo de un conjunto
Sea C un conjunto no vacio de R",
Definicion

Casco convexo de C es la interseccidn de todos los convexos que incluyen a C.

El casco convexo de C CR” es el minimo convexo (en ¢l sentido de inclusi6n), qu

incluye a C.
Sea € el casco convexo de C. Entonces

ﬂ: =N C,'
donde { C;/i€l! esla familia de todos los convexos que inciuyen a C,

Ejemplo 10-3

e En R”, el casco convexo del conjunte C = { PI,PQ) , donde P, #P, es ¢

segmento P, P,.

eEnR? siCesla superficie esférica de radio 2 con centro en el origen, entonces C es
la esfera correspondiente. En términos analfticos, se tiene

C=!XeR®*/IXI=2]
C={XeR¥/IXI<2!

104.5. Propiedad

El casco convexo de un nimero finito de puntos de R" ¢s el conjunto de I
combinaciones convexas de ellos.

Sean Py, P,, ..., P,, pertenccientes a R”. En 10.4.3. hemos demostrado que el conjun

]

[
Hi

Te

de las combinaciones convexas de estos puntos es convexo.
Este conjunto, que denotamos mediante S, es un convexo que incluye

C={P.,P,,...P, |, ya que cualquiera de los elementos de éste es una combinacij P

convexa de todos ellos.

Consideremos ahora fa interseccién de la familia de todos los convexos que incluyena
0 sea

De

C=NC;/C; DC A C;es convexo
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Debemos probar que
CCA yAesconvexo =S CA

Razonamos inductivamente sobre m.

1.Sim= 1, 1a proposicidn se verifica obviamente, ya que 8 = C.

2, Suponemos la validez para m--1. Se tiene
m m
PES:I'):_ZI CYiPiﬂ'\ Oé‘ai A‘E_} aizl
= i=

Sea @, 7 1; entonces

o
P=(l- o) [ Pyb — 2Pyt M p, )t P,
1—a, 1 —a,, 1 —a,
o) Cm 1 . ‘
E] vector Py+...+—2=P,, es una combinacibn convexa de
— Oy, — Oy
P, Pg e P,. .1, v por la hipdtesis inductiva pertencce a A, Como éste es convexo, P, que

es una combinacién convexa de dos puntos de A, pertenece a A.
En consecuencia

SCA
Osea, €=85.
Definicion
Poliedro convexo generado por un nimero finito de puntos es el casco convexo que
ellos determinan.

El tridngulo representado en 10.4.3. es el poliedro convexo generado por P, P5, P; y Py,

10.5. CONVEXIDAD Y TRASFORMACIONES LINEALES

10.5.1, Imagen de un conjunto convexo

La imagen de un conjunto convexo, por toda trasformacién lineal f: R" - R™, es un
conjunto convexo.

+ I8 Hipétesis) f: R™ - R™ es trasformacién lineal

C CR" es convexo
Tesis) f(C) es convexo en R™
Demostracion) Sean Q' y Q pertenecientes a f(C). Por definicion de imagen, existen P’ y
P"en C, tales que
fPy=Q y f@P)=Q”
Como C es convexo, se verifica que
tPP+ (1P eC
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Luego

) +A- 97 ®)ef(0)
O sea
Q" +(1-HQef(C)

En consecuencia, £ (C) es convexo,

10.5.2. Preimagen de un conjunto convexo

La preimagen de un conjunio convexo, por toda trasformacion lineal f; R” R™ o
conjunto convexo.

Uy

Hipétesis) f: R" » R™ es trasformacion lineal
C CR™ es convexo

Tesis) £ (C) es convexo en R”,

Demostracién) Consideremos dos puntos cualesquiera P’ y P” ep Ia preimagen de . By
definicion de preimagen, de trasformacion lineal y de convexidad, se tiene

Pef  OnaP ef () =fP)eCrsP)ec =
CPHE) =D @)eCFEP +(1 - HP)eCco
=P +(1-HPef™ ()

En consecuencia, ™! (C) es un conjunto convexo,

10.5.3. Convexidad de hiperplanos y de semiespacios

L. Todo hiperplano es un conjunto convexo,
Consideremos C € R” y la funcién /R > R definida por

FX)=ctx

Rfl

RES

Esta definicion caracteriza a f como trasformacion lineal. El conjunto cuyo inico
elemento es ke R es convexo. De acuerdo con 13.5.2., su preimagen por £, es un
convexo en R™. Tal preimagen es el conjunto
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[XeR"/f(X)=C'X=k]
0 sea, ¢l hiperplano de ecuacion C'X=k
[ . Elconjunto C={xeR/x>k | es convexo.

341

Py P,
k X1 X2

En efecto:
P! ECJ‘\P2 EC=>x1 >k/\x2>k=>

=ix, F(1-Ox>tk+(1 - k=k

{11, Todo semiespacio abierto es un conjunto convexo,
Considerando la trasformacion lineal f : R” -» R definida por
F=ctX,
y que el conjunto
{ xeR/ x>k }
s cONVEXo, entonces su preimagen, o sea
{XeR"/F(R)=C'X >k},

es un conjunto convexo, de acuerde con 10.5.2,
Tal preimagen es el semiespacio de inecuacion

C'X >k

=V

IV. Con criterio analogo se prucba que todo semiespacio cerrado ¢s un conjunto

CONVEXO,

V. La intersecciébn de un ndmero finito de semiespacios, por ser éstos conjuntos
convexos, €s un conjunto convexo. Tal interseccion, como lo muestran las siguientes

figuras, puede ser acotada o no.

/
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10.6. HIPERPLANOS SOPORTANTES
10.6.1. Propiedad

Si C es un subconjunto cerrado ¥ convexo de R", entonces cualquier pupg, Pep

pertenece a C, o bien existe un hiperplano 7 3] que pertenece P y eg tal que C estg inCIUid-
€n uno de los dos serniespacios abiertos de borde I, ‘

fo (X)=1X_p|

A
W

La funcion fp €s continua y alcanza el minimo en C. O sea

FAeC/XecC =fs (A) <fp (X)
Es decir, existe A € C tg] que

TA~PI<#x - p| VXeC

Sea N=A — P. Se verifica que N#0, pues Ae C y P#C. Afirmamos que ¢l hiperpla
ortogonal a N que pasa por P es tal que C ests ncluido en uno de Jog dos semiespacio{
abiertos determinados por él.

La ecuacion de tal hiperplano es

N{(X -P)=0
0 sea

NfX=Ntp
Si B es cualquier punto de C distinto de A, entonces

para todo ¢ perteneciente al intervi
semiabierto (0, 1) se verifica que

A —Pl< IIA—t(BﬂA)—PH: (A —Py+ (B - A
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HIPERPLANO SOPORTANTE

cuadrado y teniendo en cuenta la expresion del cuadrado del modulo v la

del producto interior, en notacién matricial, resulta
IA—PRP<IA-PPR+2f(A-P)(B-A)+7 IB- AP

Después de cancelar y dividir por £:

0<2(A-PY¥ (B—A)+rIB—AP

Parat—’Oes
0<(A P)(B-A)=N’(B-A)=N'B-N' A=
“N'B-N'A+N'P-NP =N (B-P) N'(A—P)
0 sea
0<N' (B—P) NN
De donde
NEN<SNI(B-P)
Y como NEN >0, pues N #0, resulta
0<N'(B-P)
Es deeir
N'B>N'P

En consecuencia, B pertenece al semiespacio de inecuacion

0 sea, C esta incluido en el semiespacio abierto determinado por la inecuacion

NfX>N'P

NtX>NIP

10.6.2. Hiperplano soportante

Sea P un punto frontera del subconjunto convexo CC R".

Definicion

7 es un hiperplano soportante del conjunto convexo C en el punto frontera P siy s6lo
si C estd incluido en uno de los dos semiespacios cerrados de borde .

Queda como gjercicio del trabajo practico la demostracidn de la siguiente propiedad: si P
esun punto frontera de un conjunto convexo C, entonces existe un hiperplano soportante de

CenP.

Ejemplo 104
Consideremos un conjunto convexo C y el hiperplano de ecuacion

NEX=k
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Sabiendo que
XeC=>N'X>k (1)

afirmamos que todo punto perteneciente a C N7 es yp punto frontera de .
En efecto, si P no fuera un punto frontera de C, existiria € > 0 ta que

P-eNecC
Luego
Nt(P‘eN)=N‘PﬁeN‘N=k—eN‘N<k

lo que es imposible, ya que todo punto de C satisface (1).
En consecuencia, P es un punto frontera de C, y 7 es un hiperplano soportante de Cgp
P,

10.7. PUNTOS EXTREMOS

Sea P un punto dej conjunto convexo C C R",
Definicicn
P es un punto extremo de C si y sélo si no existen dos puntos distintos P, y R
Pertenecientes a C tafes que : -

P,

P

Observamos que un punto extremo ng Puede pertenecer g yn segmento incluido en Ca
INENos que sea un extremo de dicho segmento.
Se demuestry que todo punto extremg de un conjunto convexo es un punto fronters,

Propiedad

Todo hiperplano soporiante de un conjunto convexo, cerrado y acotado por debajo,
contiene un punto extremo,
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bar esta afirmacién consideremos un hiperplano soportante de C en un punto
gea  tal hiperplano, y su ecuacion
NEX=N'P,

para P10
frontera Po.

nsiderenos el semiespacio cerrado definido por |

Co
NEX2N'P, vXeC
58
y A=wNC
De acuerdo con las hipotesis y propiedades anteriores, A es convexo, cerrado y acotado
Pm‘ debajO-

€

Probaremos que todo punto extremo de A ¢s un punto extremo de C. En consecuencia, el

problema queda reducido a la determinacion de los puntos extremos de A,
Supongamos que P sea un punto extremo de A no perteneciente a C; entonces existen Q,

y Q, en C tales que
P=tQ, +(1-8Qy A 0<e<1 (1}
Ahora bien
Per=N'P=N'P, (2)
De (1) se deduce
NEP=tNiQ, +(1 -f)N'Q;
De esta igualdad y de (2) resulta
NP, =¢NfQ +(1-HN' Q. (3)
Ademds
Q eCAQ eC=>NQ >N P AN Q2N P

Supongamos que se verifica alguna desigualdad estricta, por ejemplo, N*Q, >N'P,.
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Entonces, considerandg (3) se tiene
N'Py > NP, +(1 —~ ) N'Py =N p,
lo que es absurdo. En consecuencia, se verifica que
N'Q(=N'P, o N*Q, =ntp,
O sea
Qemar Qen

¥ esto contradice la suposicién de que P es un punto extremo de A.
Proponemos como gjercicio del trabajo practico la determinacién efectiva de un Puniy
extremo de A,

Las figuras ilustran esta situacion y también el hecho de que un convexo no acotado g
abierto no es el casco convexo de sus puntos extremos,

10.8. INTRODUCCION A LA PROGRAMACION LINEAL
10.8.1. Concepto
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ara producir una unidad del producto A,, el dinero insumido por los recursos es, en pesos,
510y 4 respectivamente. En el caso del segundo producto las cantidades son 6, 20 y 4.
" pota situacién queda indicada en la siguiente tabla o matriz

Mano de obra 5 6
Materia prima 10 | 20
Equipos 4 4

Fl dinero disponible para cada uno de los tres recursos es, respectivamente, 15,000,
20,000 y 6.000 pesos.

La ganancia o beneficio neto por cada unidad del producto A; es 3 pesos, y por cada
gnidad del producto A, es 4 pesos. Se supone que el mercado puede absorber sin
competencia estos productos.

Con esta informacién completamos el cuadro anterior:

Productos
Recursos Ay Ay Disponibilidades
Mano de obra 5 6 15.000
Materia prima 10 20 20.000
Equipos 4 4 6.000
Beneficio 3 4

El problema consiste en determinar las cantidades a producir, x; y x5, de los productos
A, ¥y A,, respectivamente, a fin de obtener el miximo beneficio. El objetivo es, entonces,
maximizar el beneficio.

Las variables x, y x, deben satisfacer las siguientes restricciones:

1. Condiciones de vinculo

5%, + 6x; <15.000
10x, +20x, = 20.000
4x, + 3x; < 6.000
2. Condiciones de no negatividad
xy 20
x; =0
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El niimero de unidades producidas de cada producto no puede ser negativo.
El conjunto solucién S del sistema formado por las inecuaciones anterioreg e |, b
interseccion de los cinco semiespacios (en este caso semiplanos), que tales inecuacicm:: .

determinan.
Para obtenerlo, representamos primero las rectas cuyas ecuaciones son:

5x1 + 6x2 = 15.000
10x, + 20 x, = 20.000
4x_| + 4XQ_ = 6,000

Las condiciones de no negatividad restringen el problema al primer cuadrante. Obtenemy,
las intersecciones de las rectas con los ejes escribiendo las ecuaciones en la form,
segmentaria, o sea, dividiendo por cada término independientermnente:

X + X3 =1
3.000 2.500

X1 + x?- — 1
2,000  1.000
Xy + X2
1.500  1.500
La representacién de las tres rectas y del conjunto S, interseccidn de los cingo
semiespacios, queda indicada en Ia siguiente figura

)

2z

¥
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onjunto solucién S es el ;
cuadrild
lo y de no negatividad. S :315 :;31‘0 cuyos puntos (x;, x3) satisf
0 i hay que clegir ol Subcon'l e el nombre de conjunto dessaf en las condiciones
junto cuyos elementos maximicer? lucmnes posibles o
o 1y represonta cl b . fley, x)=3x +4x, a funcién objetivo
r e cne ICiO :
Y midades del producto A io neto que se obtiene al vender x, unida
La relacion z 1 unidades del producto A
1

Elc
de vincu
factibles.

3xy, +4x, =k

representa una familia de
rectas
paralelas, de pendiente m=——i 1l
g amadas rectas de

jsobeneficio.
De éstas, interes
a aquella cuya i it
ya interseccion con S sea no vacia
y cuya distanci
cia al orige
a,

k
¢s decir,— , $¢a maxi
. sea maxima, Esto es, hay que d i
que determinar la recta de la familia d
a de mayor k y de

jnterseccion no vacia con S

(1000, 2000)
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En la figura se¢ ha representado la recta de la familia que Pasa por el origen y ey,
ecuacion es

3x; t4x,=0

Desplazando esta recta en la direccion del vector normal 31 +41J crece [a distancia 4
origen.

El conjunto SNy corresponde al punto ( 1.000, 500). Para estos valores de x, Y X,y ¢
beneficio es maximo, ¥ se¢ obtiene

max f(x,, x,)=3. 1000+ 4 . 500 = 5000

O sea, el beneficio miximo, que es de 5.000 pesos, se obtiene produciendo 1.00g
unidades del producto Ay y 500 unidades de Ay. Cualquier otro punto de S tigy,
coordenadas asociadas a una produccién con la que se obtienc una ganancia menor, §j ¢
nimero de variables es mayor que 2, no es posible resolver e] problema grificamente, E|
método analftico mds utilizado para resolver un problema de Programacién Lineal es ¢

Simplex.

Con relacion al problema eXpuesto, utilizando noiacién matricial, se ticne

5 6 X 15.000 2

A= 10 20 X= B= 20.000 C=

4 4 *2 / 6.000 3

1. Condiciones de vinculo:
AX<B
2. Condiciones de no negatividad:
X=0
3. Funcién objetivo (a optimizar):
FX)=c'x

Ejemplo 10-5

Desarrollamos el siguiente problema expuesto por Tucker en el Seminario de
Royaumont, cuyo enunciado figura en la publicacion ndmero 26, escrita por el Doctor
Luis A. Santalé, de la coleccién La Escuela en el Tiempo, Editorial Eudeba, 1966,

Un chacarero tiene a su disposicion 100 hectareas de tierra, 160 dias-hombre para
cultivarlo y 1,100 pesos para invertir. Desea sembrar dos cultivos, uno de los cuales
requiere un dia-hombie por hectirea ¥ produce un beneficio de 40 Pesos por hecldrea;
¢l otro cultivo requiere 4 dias-hombre por hectirea ¥ produce un beneficio de 120
pesos por hectirea, El cultivo 1 requiere una inversién de 10 pesos por hectirea y el
cultivo 2 requiere 20 Pesos por hectirea. Se desea saber cudntas hectdreas de cada
cultivo habrd de plantar para obtener el beneficio méximo,

En ef siguiente esquema quedan especificados la matriz A, el vector B y los coeficientes
de costos, o sea, el beneficio neto por hectdrea para cada culiivo:




PROGRAMACION LINEAL
Cultivos
Recursos C, C, Disponibilidades
Hectéreas 1 1 100
Dias-hombre 4 160
Inversion por ha. | 40 20 i.100
Beneficio 40 120

351

Sixy ¥y X2 son las hectareas que deben destinarse a los cultivos C; y C,, el problema

consiste en maximizar la funcién objetivo
40x, +120x,

sujeta a las restricciones

x; +
xt 4x, <

x'zg

100
160

10x, +20x, < 1.100

X1 20
Xy 20

En ¢l grifico siguiente estdn representados el conjunto S de soluciones posibles, y el
punto de coordenadas (60, 25) que optimiza la funcion objetivo:

N

™

My

7

60

]
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El mdximo beneficio se obtiene sembrando 60 hectireas del cultivo 1y?2s5 hectirey,
del cuitivo 2, o sea, dejando 15 hectireas sin cultivar,
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10.8.2, Problema general de Programaci6n lineal
Un problema de programacién lineal puede expresarse de la siguiente manera:

n
minimizar  f(X)=CfX =Z ax;  (funcién objetivo)
i=

sujeta a las restricciones:
AX<B {condiciones de vinculo)
X>20 (condiciones de no negatividad)
donde X e R**! A ¢ R™*n B ¢ Rmx1
Definicion
Solucién posible o factible de un problema de programacién lineal es todo vector de
R” que satisfaga las restricciones,

El conjunto 8, de las soluciones posibles, es convexo ¥ cerrado por ser interseccion de
semiespacios cerrados. Si alguna condicién de vinculo es una ecuacion, en tal interseccion
interviene un hiperplano, que es convexo y cerrado.

Definicion
Solucién optima es una solucién posible que optimiza (minimiza en este case) la
funcién objetivo, :

Propiedad

Si un hiperplano caracteriza el optimo de la funcién objetivo, entonces tal hiperplano no
tiene puntos interiores al conjunto de soluciones posibles.

En efecto, sea C* X =% 1a ecuacién del hiperplano 7 asociado al minimo de Ia funcion
objetivo f (X) = C* X, ¥ supongamos que existe un punto Py en m, que es interior a1 conjunto
S de soluciones posibles.

Por definicién de punto interior, existe ¢ > 0, tal que

S(Py,6)CS

El punto

€
3#4cCl

P, =P, — C

pertenece a 8, ya que es un elemento de la esfera abierta de centro Py y radio €, pues

d(Po,Py)= P, — P, |J=—§~
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E1vector Py verifica, ademds
t
eC'C =k ellcC <

BEYT 3

lo que s contradictorio con la hipotesis de que la funcion objetivo alcanza el minimo en Py,
En consecuencia, podemos afirmar que un hiperplano correspondiente a una solucién
pptima es un hiperplano soportante de S en el punto de solucién dptima,

C'p, =C'P, k

10.8.3. Soluciones ptimas y puntos extremos
Propiedad

La funcién objetivo toma el valor Optimo en un punto extremo del conjunto de
soluciones posibles. Si toma dicho valor en mds de un punto extremo, entonces lo toma en
toda combinacién convexa de tales puntos.

Consideremos un problema genérico de Programacion Lineal, consistente en maximizar la
funcion objetivo
fX=Cx
sujeta a un nimero finito de restricciones del tipo habitual. Entonces S admite un néimero
finito de puntos extremos, y se identifica con el poliedro convexo generado por ellos. Es
decir, S es el casco convexo de sus puntos extremos, y por consiguiente toda solucién posible
puede expresarse como combinacién convexa de los mismos.
Sean Py, Py, .. ., Py los punios extremos, y sea Py un punto de solucién dptima, es decir,
que maximiza la funcidn objetivo.
Se verifica que
PeS=f(P)<f(Po)
Debemos probar que existe un punto extremo, en el que f toma el valor f£(Py). Como
P, €5, se tiene
k k
Po=2% o; Pyeon0<e; A 2 oy=1
i=1 =1
La funcion
f:R"=R
definida por
F=c'X
es una trasformacion lineal, y en consecuencia
k
F®R)=2 ef(®) (1)
Consideremos

P9 =mix {f)[i=1,2,...k]
i
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Como P* es un punto extremo de S, y f toma el mdximo en Py, es
SR f(P) ()
Por definicién de maximo se tiene
FTPY27®) vi=1,2,.. .k
Entonces
afP)2af(P) i=1,2,.. . k
Realizando 1a sumatoria respecto de ¢, es

A k
!.El aif(P*)>i=2?i a; f(P)
O sea

k k
TP)Z & > % af(p)

k
ComoiZI1 «; = 1, resulta

1E9>5 wf@) )
De (1) ¥ (3) se deduce
F(P*)2f(Py)
De esta relacién y de (2), por la antisimetria, se verifica que
f(Po) =1 (B%)

Es decir, existe un punto extremo, P*, en el cual la funcién objetivo toma el valor
médximo.

Supongamos ahora que f alcanza el optimo en dos puntos extremos distintos ¥ sean éstos
P; y P;. Entonces

F®)=rPy=M
Consideremos una combinacidn convexa
P=fPJ+{I [)l]i
Como
JPy=tf(P)+ (1 ~ ODHPH-tM+¢1 nM=M

queda probado que el valor Optimo es alcanzado en el punto P. que es combinacion convexa
de Pi ¥ Pj.
10.8.4, Observacion

Sabemos, por 10.6.2., que todo conjunto convexo, cerrado y acotado por debajo tiene
puntos extremos en cada hipetplano soportante. El conjunto de soluciones posibles de un
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problema de Programacion Lineal es convexo, cerrado y acotado por debajo por el vector
nulo, ya que X 2> 0. El teorema anterior asegura que si existe optimo de la funcion objetivo,
tal valor es alcanzado al menos en un punto extremo. En R”, S tiene un nimero finito de
puntos extremos.

El problema s¢ reduce entonces a examinar el valor de 1a funcién objetivo en los puntos
extremos, a fin de hallar el optimo. El método Simplex permite determinar analiticamente

los puntos extremos y pasar de uno a otro analizando el valor de f, hasta obtener el optimo.
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10-6. Sea A= {1, x2) € R [ 3, 1<1 4 Ix,1<1) U {2, 1))
Determinar la frontera y el derivado de A.

10-7. Dados los siguientes subconjuntos de R?

A={(x, %)/ 2x1 +3x3 <6/
B={(xy, %)/ x, >1hx,<2]
C= f(xx,xz)/x1x2 S2Ax20 Ax, 21|

clasificar los punios del plano respecto de ellos, determinar sus fronteras y derivados e
investigar si son abiertos o cerrados,

10-8. Demostrar que un conjunto A CR" es cerrado si y solo si su complementario es
abierto,

10-9. Demostrar que un hiperplano es un conjunto cerrado.

10-10. Investigar si los conjuntos de fos ejercicios 10-6 y 10-7 son convexos o no.

10-11. Demostrar que la unién de una farnilia numerable de abiertos es un conjunto abierto,
10-12. Demostrar que la interseccién de una familia finita de abiertos es un conjunto abierto,

10-13, Demostrar que Ia interseccién de una familia numerable de cerrados es un conjunto
cerrado, y que la unidén de una familia finita de cerrados es un conjunto cerrado.

40-14. Determinar el casco convexo generado por los puntos (1,2), (1, ~1),(1, 3), (1, 1),

(—1,2),(2,3), (-1, —1), (1,0). Investigar si (0, 0) es combinacién convexa(l, —{)y
("_13 1)

10-15. Sea f: R"™ -+ R” la traslacion definida porf(x)=x +a, donde a ¢ R”,
Demostrar que

S es convexo = £(8S) es convexo

10-16, Demostrar que ¢l conjunto solucién del sistema lineal A X = B, donde A ¢ R™*"
BeR™! y X e R"™*!, s convexo.
10-17. Sea C CR™, Por definicién

CesunconoexeC=>axeCara>0
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Demostrar que si A C R", entonces el conjunto
C={ax/a=20 A XEA |

es un cono, C recibe el nombre de cono generado por A.

10-18, Determinar el cono C C R® generado por la interéeccién de
Ay = | (r, %2, X3) [ X3 +x2<2d

y ¢l plano de ecuacion x3 = 2.

10-19. Sabiendo que C es un cono, demostrar que
¢ ={x/xeC}

as un cono. C recibe el nombre de cono opuesto de C.
10-20. Demostrar que si C es un cono, entonces

ct=1y/{y,x)=0, vxeC)

es un cono. C* se llama cono ortogonal a C.
10-21. Demostrar que el cono ortogonal al cono C C R” esun subespacio de R™.

70-22, Sean los conos Cy y C,. Demostrar que
C=C, +Cy={x+y/x€eC A yeC,!
esun ¢ono,

10-23. Plantear el siguiente problema de programacién lineal:
Un mezclador de licores importa licores de tres grados: A, By C. Mediante mezclas de
éstos, ateniéndose a las indicaciones especificadas en la tabla siguiente, obtiene tres

productos finales: L, My N.

Mezcla Especificacion Precio de venta
por litro
L No menos del 60 % de A 68 %
No mds del 20 % de C
M No mas del 60 % de C 57%
No menos del 159% de A
N No mds del 50 % de C 45 %

Las disponibilidades de los tres licores bisicos y sus costos son
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Licor Disponibilidad msxima Costo por litro
mensual en litros
A 6.000 638
B 7.500 455
C 3.600 36%
! |

El mezclador desea saber cudnto debe producir de los licores I, My N, a fin de max;j.
mizar sus ganancias,

10-24. Una miquina de fabricar papel produce rolios de 82 ¢cm de ancho. Se han recibido los
siguientes pedidos:

60 rollos de 58 ¢m
85 rollos de 26 cm
85 rallos de 24 ¢cm
50 rollos de 23 ¢m

Plantear el problema de ¢omo cortar los rollos de 82 cm, a fin de satisfacer los pedidos
Yy minimizar el desperdicio,
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RESPUESTAS A LOS TRABAJOS PRACTICOS

TRABAJO PRACTICO |

j-16.3 )si i) si diiyno  iv)no.
j-17.1 )sumar el opuesto dey.
ii ) sumar ¢l opuesto de x.
iii) después de cancelar y de trasponer, aplicar Aq y 1.3.3.

iv) trasponer y aplicar Ag y 1.3.3.

1-18. Despusés de utilizar Ag y Ay, y de cancelar, mediante 1.3 3. seobtienea=1.
12191 )si ii)sf di)si iv)si v)si vi)no.
1-20. No, ya que no existe neutro para lasumaen V.
J-21. Si. El lector debe probar que se verifican los axiomas.
1221 }si
i) no,pues(1,1,2) €Sy (1, 1,3} €S perolasuma(2,0,5) €8S

iii) no, porque S no es cetrado para la suma.

1-23. 1) no, pues no se verifica A

if) si. Verificar las condiciones suficientes.

1-24. Aplicar 1.8.2,

1-25. S no es subespacio de (C2, +, C, .) pues no es cerrado para el producto por escalares.
Asi, por ejemplo :

(1+i, —2)e8 pero i(1+i ~2)€8.
En cambio S es un subespacio de (C*, +, R, ).

1-26, A, y Ag se verifican por definicién de cada ley de composicién. Mostramos, a modo de
ejemplo, la validez de A;:

(LY + Y] HE YD) =+, Yy +y) +H (X7, Y=
z(x_l_xq +x”,y+ya +y”):(x’y)+(xs _l_x”,y’ +y”)=
=&+, +E" )
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1-27.
1-28,

RESPUESTAS A LOS TRABATOS PRACTICOS

Aplicar 1.8.2,

Dx.yyeS=(x - y)? =(x +y)? Py =0=xy=0>x=0yy=0
S es el conjunto unién de los dos cjes, o sea, no es un subespacio,

- ii) T es el subespacio definido por la ecuacién x 3y =0.

1-29,

1-30,
1-31,

1-32,

i ) 1o, ya que no es cerrado para la suma; por ejemplo
(L)eSy(;,1)es pero (144,141 ¢s

ii } si

iii) si

W)si.S={ (@, qa+bi)/aeR A beR}.

v)si

vi) si,

Tener en cuenta Jas definiciones de suma de subespacios y de inclusion,

Suponer que x € S admite dos descomposiciones del tipo x =x, + X2 ¥ x=y; +y,,

Y tener en cuenta la definicion de suma directa,

1°_ Aplicar 1.8.2.

2° Tener en cuenta el ejemplo 4-5 iv), en e Que se demuestra que toda Makriz
cuadrada es la suma de una matriz simétrica y de una antisimétrica.
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2.25.1) se determinan @ y b tales que
. ﬂ(\/§,2)+b(—\/€,2)=(\/§’l)

Aplicando las leyes de composicién habituales se resuelve, después de igualar
componentes, un sistema lineal de dos ecuaciones respecto de a y b.

i) procediendo andlogamente, €l sistema resuitante carece de soluciones y en
consecuencia v no es combinacion lineal de v, y v,.

2-26. Considerar la relacion lineal
0"1 (ﬁl’ 39 l) + G:Z (35 —13 1) +a3 (4’ 0> 2) :(01 0: 0)

y después de aplicar las leyes de composicidn usuales y de igualar las componentes de
las ternas se llega a un sistema lineal cuyas infinitas soluciones estdn dadas por

0 =k, 0y =3k, a5 =2k
En la segunda parte, a partirde
(4’ 0! 2)20‘:(71,37 1) +ﬁ(314'1s 1)

se llega a un sistema lineal cuya solucion es « =-;—, B Z%' Luego

@0, 2)=—12—(—1, 3,1) +%(3, 4L

2.27. Considerara A + § B=N, Resultaa =5 =0,

2-28. En (R, +, R, )son LD, peroen(R, +,Q, .)son L.L.

229, x=1,

2-30. Considerar ' i
a(l,aa®)+8(1,b 02)+v(l, ¢ c?)=(0,0,0) ;

En <l sistema resultante, restar a cada ecuacidén la anterior multiplicada por a, y
después, a la tercera restar la segunda multiplicada por b.

2-31, A partir de la relacion lineal
af+f3g+yh=e
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donde e denota la funcign nula, se considera g imagen de cualquier ¢ ¢ R; detivang,
dos veces se obtiene g = B=k y=-2F

2-32. Se plantea una combinacién lineal cuyo resultado sea la funcién nula, como ep el
ejercicio anterior, que se verifica para todo ¢t € R. Dando 3 7 dos valores distintos, por
ejemplo 1y 2, se llega a un sistema con 1a solucion tinica o =0, B8=0.

2-33, Considerar o @ b)+p( d)= (0, 0).
2-34. Son L.I. en ambos espacios.
2-35. i)son LI

ii)son LI sigh#1, ysonLD.sigh=1,

2-36. Aplicar ia definicién de independencia lineal.
- 237, Considerar la relacién lineal
G Xyt o, x, +8u=0
¥ probar que 8 # 0,
2-38, A partir de & Xyt ta,x, tax= 0, se deduce que o= 0, pues en caso contrario
x serfa C.L. de los vectores de A, Tener en cuenta después la hipétesis,
2-39. La demostracion se puede hacer por induccién completa o por reduccién a absurdo,

2-40. Considerar una combinacion lineal de las tres funciones cuyo resultado sea la funcion
nula, expresar la imagen de cualquier x, y dar ax tres valores, por ejemplo, 0,§1 y_g.

2-41. i ) cualquier nimero real no nulo
i ) la base candnica
iii} Ia base candnica
V) {1+
LO IR I ¥ A G
2-42, El subespacio pedido es el plano de fcuacibnx —y — z= 0, ¥ una base del mismo es
(L 1,0),(1,0,1) |, yaque
(x,y,2) eS8 =Wtz yz)es =01 0+, 0,z)es=
=y (LLO+z(1,0, 1) €S, o sea, los dos vectores son un S.G. de §, y ademds, L.I,

2-43. El subespacio generado por ambos conjuntos de vectores eg el plano cuya ecuacion es
Ix+y+2z=90.

2-44. Una base eg 10 , 01 s 00 » 12 dimensién es 3,
0 -1 00 10
2-45. Una base de § es { (2, 1), (2,9 } » ¥ la dimensién es 2.

2-46. 8 no es un subespacio ya que no es cetrado para la suma.
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¢ 247, Estd propuesto en 1-25, y la respuesta es afirmativa si ¢l cuerpo es R. Una base es

(144 2]
1 248, S €S el plano de ecuacidn ¥ = 0. Una base de § est4d formada por los vectores (1,6,0) vy
'’ (0,0, 1). T puede ser el plano de ecuacidon z = 0.

249. La dimension de S§; NS, es 2; aplicando 2.8,1,, y
dim 8, =dim S, = 3, resulta dim (S, + S,)=4.

2.50. Primero, demostrar

considerando que

izr=vesCL.devy,vy,...,v,.
Luego, probar que { Vi:V¥2,. .0 ¥, } s un sistema de generadores de V.

2-51. Considerar dos bases: unaen S, y otraen S,, y tener en cuenta el gjercicio 1-31.
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3-21. 1. sf, 2. no. 3.sd. 4. 10,
3-22, 1.1 2. no. 3. 81, 4. no,
3-23. Aplicar la definicién de T.L. a Fx+y).

3-24, Usar la definicion de T.L. Probar que f es biyectiva. f caracteriza a simetria del plang
respecto del origen.

3-25. Expresar los vectores (3,3) y (0, -1} como C.L. de (1,2)y de (2, 1). Aplicar despug

la definicién de T.L Resultaf (3,3)=(- 1,2, 1) y £(0, 1) = (%%_;5)

3-26. Considerar F (v +v') y F (a v).

3-27. Se obtiene el paralelogramo de vértices (1, 1), (0, 3), (-1, 2) ¥ (0, 0).

3-28, Si.

3-29. 1. Aplicar la definicién de T.L.
2. f es inyectiva, pero no sobreyectiva; g es sobreyectiva. pero no inyectiva,
3.(8°NG@, by=Ca+bD)y(r o) (a. by~ le+batbte ).

3-30, Aplicar la definicion de imagen, ¢l hecho de que {vi, vy, v, ) esS.G. de V,yh
definicién de T.L,

3-31. f es trasformacién linea! bivectiva.

3-32. Aplicar la definicién de T.L. El inico vector cuya imagen es fa matriz nula, es (0, 0,

-33. Considerar 1.8.2., la definicién de preimagen y de T.L,

334 1.N()={(0,k —k) /k€R} . Una base de N(fes {(0,1,—-1)} y sudimension s
1. I(Hes R?,
2N ={(@k4)/k€eR ). Una base de N es {(2.1)},ysu dimension es 1.
I( =R,y su dimensién es 1,

3-35. n=3, Se define f: R* > R® mediante

F(x1, xp, x5, x4) = (x, FX0 X1~ X4, Xy x5 +xg),

3=
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Probar que fes T.L.
N(f)= { (k! #kJ O’k)/keR } .
Unabasees {(1,-1,0,1)] ydimN{(H)=1.

Ly 3 ‘
asta=| 22 -2-f(—2,2,-2)=(‘)
110 vl
1

= 0 -l
R 4.c=| ? .

' 01 1) 7 o L1

2 2/

. 237 LN{D= { 0,0) | ;dimN(f)=0.I(f)=[(x,y,z)/Bx—y—22=0} ;una base de la
imagen est4 formada por los vectores (1, 3, 0) y (0, —2, 1); su dimensién es 2,

32
' 1
A= -1
2 2
s 2
3003

38, Multiplicando A por el vector columna de componentes genéricas X1, X, ¥ X3, se
deduce que fQry, xg, X3)=(xy +x; —x3,3x; —3x; —3x5, —2x, +4x; + 2x;3).
N{)={(k 0,k)/keR} ;N(f) es 1a bisectriz del plano xz; su dimensién es 1. 1 {f)
es ef planc de ecuaciénx — y — z =0, y su dimensién es 2.

1 10 -110060 1

3-39. La matriz es la traspuesta de .
000 001 01-1

-1- 0 0 -1
2
340.1. A= % 0 0 o
2 1 1 4
-1 3 -3
2. La imagen de la matriz( 5 2) es el vector ( 0) expresado en términos de la
10
base dada.

3 7 3 3 5
L F ey, xqy, x3)=(—Zx; +=x, +2x , ==X t=x, +2x3).
Fley, xa, x3)=( gyt v X o o 3)
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[

342 A=
1 1
2 2

3-43. Hallar I_as imdgenes de los vectores de la base candnica de R? ; 'se cbtiene

( cos @ —sen9)
A:

sen@  cos@

3-44. Considerar que la matriz de la composicién de dos trasformaciones lineales ¢g ¢
producto de las correspondientes matrices. En el segundo caso, comprobar que
Jo © f-g = f-¢ © fo =i, donde i denota la funcién identidad.

3-43. Probar que [ Fufaeii i fa } es un sistema de generadores de V considerangdq
n

cualquier elemento g € V'y definiendo 4; =g (»7); resulta entonces g = Elaifi. Probay

n
después Ia independencia lineal a partir de la relacién lineal i§1 @; f; = e donde e denpyy

la funcién nula; obteniendo la imagen de cada v;, se prueba que a; =0, para tode
i=1,2,...,n Ambos espacios, Vy su dual, tienen la misma dimension.

3-46. 1. Probar que se cumple la definicién de trasformacion lineal, y tener en cuenta ¢
ejercicio 1-31.

2. Utilizar la definicién de composicion de funciones.

3. Aplicar las definiciones de suma de funciones y de proyecciones; I denota la funcigy
identidad en V.
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5 0 2 2
42204 2B=( o 5y
6 3
1 1
4-23. X = (_2 3) .
4 -1 3 0
4-24.A* =10 1 0] ;ABC=|0] ;BiAt= (“1 0 1),
9 0 7 0 1o 1
4-25,1) A% — 1 ii) A2 — AB + BA - BZ,
4-26. A* es la matriz nula.
4-27. A* =1

428,82 = (2 1 A% =3 2 at=(2 3 , etc.
11 21 32

4-29, Considerar, por ejemplo, que A, B y C son de los tipos axp, pxgq y gxXm,
respectivamente; expresar ia fila i de A, y 1a columna j de BC, para formar el elemento
(4, /) de A (BC). Proceder andlogamente con el segundo miembro.

4-30. Demostrar que la propiedad se cumple para n=1, y que si se verifica para n=#
entonces se verifica paran=~»x + 1.

3

4-31. Demostrarlo por induccién completa, como el ejercicio anterior.

4-32, X=1.

4-33. Demostrar por induccidn sobre .

4-34. Considerar X=X 1.

4-35. Plantear el sistema de ecuaciones no Jineales.

4-36. Aplicar la definicidn de producto de matrices y la conmutatividad del producto en X.
4-37, Utilizar la definicion de trasposicién y de producto de matrices.

4-38, Partir de (A B)?.



—

n mn
4-39. 0 =k2_311;k i =k2_3iz,?k =ap, =0,V k. Andlogamente se prueba que la columng de
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lugar / es el vector nulo,
4-40. Efectuar (B* A B)?.
4-41. Premultiplicar A +B=Ipor A,y posmultiplicar por B.

4-42. Como en el ejercicio anterior,

4-43. Determinar el cuadrado de cada una de las cuatro matrices y aplicar las hipotesis y i
propiedades de Ja trasposicion.

4-44. Verificar que se cumple la definicién de matriz simétrica.

4-45. Para la condicién necesaria, considerar A B=(AB)!. Para la condicién suficiente,
partir de (A B)’,

4-46. Desarrollar el producto indicado,

4-47. Desarrollar (A —a ) (B —a I) y utilizar 1a hipbtesis de que A y B son permutableg
Para la condicion suficiente, considerar que A —al y B — 4l son permutables; despugy
cancelar,

4-48. Las filas de AB son iguales entre si, y cada elemento es igual a la suma de log
elementos de la correspondiente columna,

4-49. Tener en cuenta las propiedades relativas a la inversa de un producto y ala traspuesty
de un producto,

4-50. Se considera la matriz diagonal B cuyos elementos diagonales son los inversos de los
correspondientes de A, y se verificaque AB=BA=1.

4-51, Considerar A* = A y multiplicar por A™
4-52. Probar que se verifican los cuatro axiomas de grupo.

4-53. Utilizando el mismo esquema de particién en ambas matrices, en bloques de dos filas y
dos columnas, se obtiene

4-54, Las dos primeras filas constituyen una base del espacio fila de A.
4-55. Muitiplicar a derecha BA =N por la inversa de A,

4-56. Premultiplicar por la inversa de A.

4-57. Tener en cuenta que hay que probar la verdad de una disyuncion,
458. p(A)=2;p(B)=3.

4-39. Lainversa de A no existe. B! =

e ]
—_bJ b2
— et



algebra Il

Décima tercera edicion

}

ITIITT11 LIBRERIA-EDITORIAL
N gy, ATENEO




372 RESPUESTAS A LOS TRABAJOS PRACTICOS

1 -1 —1 1 0
iilP= | =
i) (1 -2 wl) < (3 ~2)

iii) B =

b |- o
o Lo
[\_)I)— —
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5.12,D (A)=-20.D (B)=10.D (C)= ~135.D (E) = 57.
5.13. Desarrollar por los elementos de la primera columna.
5.14. Considerar que la fila 1, con # #1, es el producto del escalar A por la fila .
5.1 )M =R =00 =5
iyxy =0,x3 =2 ,x3 =-3.

546, A = 1, Ay = 10.
1
5.17,}]:]., ?‘ng.

5-18. Tener ent cuenta la definicion de matriz ortogonal y 5.7.
5-19. Considerar 5.8.3.

5.20, Tener en cuenta el ejemplo 5-7.

5-21, Desarrollar el determinante @y derivar.

5-22. Expresar los vectores candnicos By, E,, .. ., E,, de K"*!, como combinaciones lineales
de A;, A;,. .., A,y aplicar los axiomas de la funcion determinante.

5-23. Aplicar 5.5.1.y 5.5.3.

5-24, Considerar una relacién lineal que sea igual a la funcién nula, expresar la igualdad
obtenida para cualquier # y derivar n—1 veces. Resulta un sistema lineal y homogéneo
dando a ¢ el valor (. El determinante de los coeficientes es de Vandermonde.,

. Loy
sas.at=( 1O pis[®
—a 1 0 B-

5-26, En cada caso, examinar el valor del determinante, y si es distinto de cero, aplicar 5.9,
1

5327.X=10
1
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3-28.1 ) Restar a cada una de las dos primeras columnas, la sigujente.

ii ) Sumar a la primeta columna las restantes; factorear; a la cuarta fila sumarle |
segunda y restarle las otras dos; sacar factor comin; a la segunda columna Sumarle |,
tercera, y a ésta, sumarle la cuarta, Desarrollar,

iii} A la cuarta columna sumare la segunda y la tercera.

v) A la primera fila sumarte la segunda y la tercera; factorear; a la primera columg,
restarle la tercera.

3-29, Agregar el vector de componentes 0,0, I, como tercera fila y tercera columna dg|

segundo determinante. El producto es — 18,

3-30. El valor del determinante es 4,
5-31, El jacobiano es p* cos 6.

3-32, El jacobiano ¢s -

3-33,

5-34.

3-35,
5-36.

(L+ vy
ST

Considerar (—1)" D (A), y multiplicar el escalar —1 por cada una de las » columnas,
I N

Multiplicar el determinante de la matriz particionada por 1 = BAT |

{PHIRL

El lector puede verificar que Q l =
N R

Multiplicar las dos matrices y verificar que se obtiene la identidad,

Proceder como en el ejercicio anterior,
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¢-13. La preimagen det vector (-1, 1) es { {(-2-k 3+3k k)l keR } .
¢-14. El sistema 1. admite la solucién Unica x4 = 5,x, = 1,x3 = 4.
El sistema 2, tiene infinitas soluciones, dadasporx =3 + 2k, y=1 -k z=k

¢-15. Las dimensiones de los espacios soluciones de los sistemas homogéneos, son,
respectivamente: 2, 1,0, 2, 0.

616.1. {(1,0,1),(0,1,1)} .
2.{(,-1, b},
4, {(~1,1,0),(=1,0,1) } .

g-17, 1. Una base de S es { {(—-1—i, i 1) } y la dimension es 1.
2.UnabasedeSes | (1,—3 +i —1 —2i)| yla dimensiones 1.

6-18. Una base es {(T, T,T)) .

6-19. Como p(A)=2, el sistema tiene solucién inica. El conjunto solucion es
T= {(—-1,——2) ] .

6-20. Tener en cuenta que X=A" B.

6:2.T={k(2,3)/keR }.

6-22. El sistema tiene infinitas sohaciones, dadas por

X, Fa
x2=.l3
X3=1—-a—28

xa=-3a-2B coneeR BeR,

5 —10 0
6-23. Posmultiplicar por la inversa de A. Se obtiene X =-216~ 4 —4 12
-1 6 8

6:24. 1, p(A) = p(A") = 2 < 5. El sistema tiene infinitas soluciones, dadas por
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x1=2~3a+2ﬁm'y

Xq =

R

It

X3 =8
Xa =y

Xs5=8_—-5a+ 313—2'ycona,ﬁ,'yeR.
2.Comop(A)=3 y p(A)=4,¢ conjunto solucién es vacfo,

3.p(A)=p (A’ =3 <5, Existen infinitas soluciones, dej tipo

Xy =a+f
Xy =w
X3=0
X4 =0
Xs=2a+8

6-25, El sistema es compatible porque PAY=p(A)=2. Los elementos de] conjunto
solucidn son mi,g, 0) +k —i, ﬁz, ,keR.
3°3 3 3
6-26. Las raices de la ecuacién son: A=A, =1, A;s = 1. Para AM=hy =1 las infinitag
scluciones son del tipox; =—q,x, =p, X3 =a,
Para Ay = -1, se obtiene Xy =2k Xy =2k, xy =k

ambas  situaciones. Para k=0, el espacio solucion es el plano de ecuacion
*1tx, +x3=0. Para k=_3 el espacio solucién es Iy recta de ecuaciones

Xy =Xy =Xx,.
6-28.
1y
22
Mi=| o I 1
2 2
Loy 1
2 2

6-29. Después de efectuar operaciones, eliminar denominadores v reducir términos, se
resuelve el sisterna homogéneo resuitante, y se obtiene

4
1= o~k x,=k, xy=4k
2
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430, Trasponer al segundo miembro los términos en z y aplicar el teorema de Cramer. §i los
tres deferminantes son no nulos, puede escribirse

X _ y — F4
bl (1 a; €1 ay bl
by ¢ ay ¢3| |a3 b,

§-31. Proceder como en 6-27. Para « distinto de 2 y de 3, se obtiene solucion vnica. Para
o = 2 existen infinitas soluciones v para &« =3 no existe solucion,

§-32. Para o #x | existe solucion dnica. Para = 1 el conjunto solucién es infinito Y para
a = —1 ¢l conjunto solucion es vacio.

¢-33. Analizar qué relacion vincula a @ y a b para que exista solucién Gnica, ninguna solucién
e infinitas soluciones.

¢-34. Un sistema lineal y homogéneo es 74x; + 11x, — 25x5 = 0.
¢-35. Analizar el determinante de los coeficientes. La solucion tnica es
_ B+t Pt B z=a2+b24c2

3

2bce 7 2ac ’ 2ab

¢-36. Lasolucidnesx; = 1,x, =2,x4 =3.
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7-25,

7-26,
7-27.

7-28,
7-29,

7-30.
7-31,

7-32,
7-33.
7-34,
7-35,

7-36.

7-37,

Se verifican los tres primeros axiomas de la definicién, pero no el cuarto,

El vector de componentes —%- y %-es no nulo, pero (X, X» <.

No se verifica el axioma de simetria,

Tener en cuenta la definicién de ortogonalidad y expresar a v como combinacion lingy|
de los tres vectores.

Es el teorema del coseno; despejar X y considerar e producto interior (x , x ),

Para la condicién necesaria proponer una combinacion lineal de x ¢ y que sea igual 4]
vector nulo y considerar el producto interior entre dicha combinacién linea] ¥y elia
misma. Suponer que ambos vectores son no nulos,

Para probar la condicién suficiente, siendo los dos vectores no nulos, expresar ung de
ellos como multiplo escalar del otro, por ejemplo y = & x. Considerar | x| | yl.

Partir de la desigualdad de Schwarz y elevar al cuadrado.

Es suficiente probar que son L.1. Considerar el producto interior entre una C.L. que geq
igual al vector nuio y cualquier v;,

Tener en cuenta que una distancia en V es una funcién d: V2 >R que satisface;
(1) d{x,y)=d(yx). (2) d (. Y)<d(x ) +d(zy). (3) dx,y)=0 y
d (x, Y)=0ex=y,

Probar que f es una trasformacién lineal,

Probar que ¢ satisface los axiomas de producto interior, sabiendo que f es una
trasformacion lineal.

Utilizar Ia definicion de N,

Llamando x ¢ ¥y a dos lados del rombo que sean consecutivos, las diagonales son

D=x+yyd=x_ y. Considerar el producto nterior, y tener en cuenta lg definicidn
. derombo, o sea Il xfi={ yl.

Demostrar 3, haciendo x — Y = z; despejar X y aplicar 7.5,

Para probar 1., ver que es suficiente demostrar que Ix) - [yl < fx — ylly para esto,
partir de (I x|l — il yIl),
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Para probar 2., partir de | x + yI?.
Para demostrar 4., considerar | x +a y 2.

7.38, Tener en cuenta la definicion de subespacio generado por un conjunto de vectores
A={X;,%Xs,...,Xs | ,y probar que el producto interior entre X y cualquier vector de
A escero,

* 7.39, Considerar un vector en ¢l complemento ortogonal de S.

7.40. Tener en cuenta 7.9.
741, 1. Considerar v=(x, y, z) y resolver ¢l sistema que se obtiene de las relacionesv Ly,

vlv2y||v|F=I.Resultav=(- > ! 2 )

V30307 /30

2wy = (__1,_1_1) o (ﬁ 4 71 1
V6 INGTNE T V66 66T 66 )
3.y, =(1,0,0), y2 =(0,1,0) y y3 =(0, 0, 1) son los vectores de la base ortonormal
pedida.
7442, Efectuar et producto interior entre vy v;.
7.43. Considerar el producto interior entre v; y v;.
7.44, Probar que el conjunto de todos Jos vectores ortogonales a A es un subespacio deV,y
tener en cuenta las definiciones correspondientes.

7.45. Expresar cada uno de los dos vectores como combinacion lineal de la base.

746, Desarrollar 0 <<{ax +fy,ax+pfy), hacer a=(y,y}y B=--(x,¥), y considerar
que(x y)(x X y)=1{xvy)12%.

747, 1. P,X P, P2~0 2x — 2y +tz-—-5=0.
2.X=B +2A XY 22—2 +3.

7-48. Es el paraboloide de ecuacion x* +y* + 2z — 2xy - 6x — Gy -4z +1=0.
—
749. PoX . A=0;ax +ay —24* =

5
750.d=—— .
+/14
2505 =21 223
1 -2 —3
7.52._{6_:1 :_Z_
1 3 5

753,200 —y+ 22 +(z-—-y+2P7 =2
754, 18x* + 3@ - D+ +DF =20+ 1)

2x2 422 —1=0

755 P, C
2=0 z2=0




—
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z=z ——\/z
Px =0 c 2
x=0
z=12 ._\/_2_
- P’y:O C 2
y=0

7-56. 2= (2 — ) (2 - z).

757 X=M+AMQ;z=b arc 152
x
7-38. Desarrollar el producto hermmitiano.
7-59. Efectuar el producto P P! =],

7-60. Considerar el producto interior entre cualquier fila 4, con i <n, y tener en cuenta, do
acuerdo con el ejercicio anterior, que tal producto es 0.

7-61. Probar que la funcién F : V =V definida por F (x)= fx» donde f, (¥)={x,¥) es up
isomorfismo,

n
7-62. Desarrollar _El (x,v;)v,
=
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8-14. 1. Ny =5, A, = 5 son los valores propios.
Vectores propios son X, = ( ;) X, = ( ?) ‘
2. No existen en R.

8-15. 1. Valores propios: 2y 3.

Vectores propios: ((IJ) y ( i) .

2. No existen en R.

1 0
3.0, =M =6, Ay =11. Vectores propios asociados a 6 son ( 0lv [1];
-2
2
Ay =11, corresponde [ 0
1

&-16. Suponer que existe algin valor propio nulo.

8-17. Considerar A X=X Xy premultiplicar por la inversa de A y por el reciproco de A..
§-18. Probarlo por induccion.

8-19, Partirde ST ASY.
8-20. 1. Para A, es \y = —1 414, Ay =—1 —i. Los vectores propios asociados son ( 1 ) )
—1—i

.y(liJ'

2. Para B, los valores propios son —1, 1, —i, i
8-21. Considerar PN =N +¢,y N*1 + ... +¢; Atco

POO=(A=A) ... (A=A
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8-22,

8-23.
8-24,
&8-25,

8-26,
8-27.
8-28.
8-29.

8-30.

&-31.

§-32,

8-33,

8-34,
8-35.

8-36.

——

RESPUESTAS A 108§ TRABAJOS PRACTICOS

Partir de la expresion de P(N) =D (A1 — A); tener en cuents el ejercicio anterior; gy, a
N el valor 0,

Partir de A X = A X y premultiplicar por A,
Tener en cuenta que los determinantes de dos matrices traspuestas son ignales,

Los tres valores propios son iguales a 1 y a éste le corresponde un sistema homogénag
Cuyo espacio solucidn tiene dimension 1. No es diagonalizable,

Considerar 8-18.

Sea T una matriz triangular superior; considerar el valor de D AI- T).

Tener en cuenta 8-18 y Ia definicion de matiiz nilpotente.

1, Aplicar 8.3 4.

2, Aplicar 818,

3. Demostrar primero que si A es idempotente y de fango r, entonces existe p
ortogonal fal que PP AP = D,, donde D, es una matriz diagonal con r unops Y ny
ceros. Aplicar despuds 7. :

4. Aplicar la definicién de traza,

5. Considerar 8-24.

6. Expresar los valores dc - AB y 1 BA.

7. Asociar y aplicar 6.

8. Aplicar 7,
Hallar los valores y los vectores propios y ortonormalizar éstos. Se obtiene
1 2
NS V5
P1 = P2 =
2 1

Considerar 8.5.3, 1, o sea, la existencia de una matriz P no singular, tal que
P1AP=T, Aplicar determinantes y tener en cuenta 8-27.

p(A):(f ;)_

n -
Considerar P (A)= X a; A’y tener en cuenta que Af= A,
=0

Por ser A hermitiana, es A = A®. Proceder como en 8-33.

Puede demostrarse por induccién sobre &

n .
Partir de P(B™ A B) = :'E:o a; (B A BY y aplicar §35.
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237 X ( sen @ )
' 1--cosy
| Y —cosyp
§-38. Y = ( ey ) - Respecto de los vectores Y, f represonta una simetria,

COSyY —seny
.
839 —-SENY —COsY
una simetria axial.

) y representa la composicion de una rotacién de dngulo y

840, Segin 8,5.3. 11, existe P no singular tal que P* AP es triangular superior. Resulta
f(®* AP) triangular superior cuya diagonal estd formada por f(,),.. S ()
Ademids £ (P! A P)=P" f(A) P es la forma triangular de f(A). '

841, Tener en cuenta 8.5,
8-42, Considerar (¢ I+ A) X,
843, Relacionar con 816,

8-44. ( (1) 1 TI) no es diagonalizable.
Lo
z 1
La matriz 3 X 3 es diagonalizable y su forma diagonal es I = 0 5 0
001
8-45, Los valores propios de A son 1 y 4. Los valores propios de P {A)son Oy 15. La forma
diagonal de P (A)es 0 12

8-46. De acuerdo con 8-7 existe P ¢ C [X] no nulo, tal que P{A) =N, donde A esla matriz
de f. Ademais, es

P(r) :i1=?1 {t -~ N), donde N, e C.
O sea
N=P(&)=1 (A-\D

Jital que A — N1 es singular, pues si no, P(A) serfa inversible, En consecuencia,
existe X 5= 0 tal que
(A-NDX=0
O sea '
AX=NX

Luego, existe un vector propio de f.
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9-15. Desarrollar (f+g)ax+ bx’, y), F+2)(x cy +dy), (ap (ax + bx", y) y
(af) (x, ey +dy’), definiendo la suma de funciones y el producto de escalares por
funciones de acuerdo con las leyes de composicién punto a punto,

9-16, Desarrollar & x+x) y g (ax).
917.1) f (%, y)=x, y, T2x1 y2 —x1 ¥;3 +x, Y1 =2x3y3 +x5y, +x3 ;.
i

B=pfap=

N o=
Wop ot
Ll S R NG

donde P es la matriz de Pasaje de la base dada ala base candnica,
918.1) f(X)=g (X, X=X AX=3x3 +x2 _x2 _ 2vZx, x,.
WF(X)=x} - x2 +x2.

9-19
A 1
n? p? n
A-—-—lszi": :
n .
1 1 1
2 g n?
Ver 4-65, i),
I

9:20.i)A==T11°¢
I

ii) Desarrollar | cuadrado, aplicar el operador sumatoria, tener en cuenta que
"

n —_ = -
'.§1 Xi=nX=1'Xy quegl X =Xt X, Se obtienc A=] gifl ¢
= n

Ambas matrices son idempotentes,
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9.21. i ) Expresar en términos de g a f(x +y) — f(x — y).
it} Lo mismo respecto de f(x +y) — F(x) — £ ().

1 -2
.22, A= .
9-22 (_2 2)

o : 1
9.23. La funcion 4 ; V* =K definida pora(x,y)= 5 £ (X, y) es una forma bilineal simétrica
y la forma cuadritica asociada es f.

9-24. Aplicar 9.7.1., desarrollando { f (x), f (¥) y probando que es igual a {x, y ).
n n
9-25. A partir de _El oy f (v;)=0, considerar { i21 o f(vp), f(¥))=0.
i= =

Se prueba que oy =0 para todo j, o sea, f(vy).f(v2),...,f(v,) son linealmente
independientes y en consecuencia constituyen una base de V que verifica
(F(v) , F(v))y=(v;, v; ) = by, 0 sea, es orfonormal.

9.26. Tener en cuenta que P Pf =1y que P* =P,

9.27, Considerar 9.7.5.y que UQ=P U,

Vi V2
2 T2
U=
VI VT
2 2

9-28. Sca A la matriz de f: C" -~ C"; de acuerdo con el ejercicio 8-46, A admite un vector
propio, o sea existe A€C tal que AZ=AZ. Observar que A€R, segin 9.6.3.
Considerar que Z=X + Y, donde X e Y pertenccen a R" y premultiplicar por A,

{1y o _fo
9491)x1—(0),x2 (1).
iox1=(i),x2=(_i).

930, A, =1, Ay =4; por 9.10.1. A es definida positiva. La matriz de vectores ortonormales
es

V2 V2

e &
Sl %
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Siguiendo 9.10.2. se forma Dy = ( (1) g) ¥ resulta

Lo,V

Vi V3

Q=PD1= X
_2 2

V6 3

. 9-31. La matriz ortogonal de vectores propios de A=( \/I_ ‘\{f) es

6
]
ANZERY WA

La trasformacién de coordenadas estd dada PorX=PY, 0sea

Xy :“\/ig (\/§y1 *\/i}’z)

X2 =7I§ (\/iyl +\/§)’2)

9-32. Sea f(X)=X* A X definida positiva yseaX=PY, donde P es no singular; entonces
g§W)=Y'By Y es tal que B=P* AP, Tanto f como g tienen l1a misma imagen; eg
suficiente probar que Y! B Y =0 = y = 0. Considerar Y= P! .

9-33. Tener en cuenta el ejercicio 8-17 y 9.13.2.
9-34.i)p(A)=3;5=3.

i)pA)=1;5s=1.
9-35. Considerar 9.11, Se obtiene

1522 1o L

n 5 5 2

A=ZNA=6 1 0 1 0 |+11{0 ¢ o
i=1

2 4 1 i

- 0 - — 0 -

5 5 2 4

9-36. i ) Considerar 9.11.
i} Considerar e] ejercicio 8-17,

9-37. A es no singular y A At g5 simétrica. Segin 9.10.2,, A A% es definida positiva, Existe Q
ortogonal tal que Q* A A*Q=p= diag (A, Ng, .. ., \,), de acuerdo con 9.9.3, donde
los valores propios de A A son positivos, Considerar Dy =diag (/A VAL VA
¥y $=QD, Q' Resulta § simétrica, y definida positiva por ser semejante a D, . Definir
P=8"7 Ay probar que PPt=],
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9-38. Aplicando 9-37 se obtiene ASP, donde S=—;—( 3 ﬁ) es simétrica definida

9-39,

9-40.

941

V2 o4
V2

1
V3 V3 es ortogonal,
vzl
V3 W3
Probar que si f es definida positiva, existe una trasformacién no singular X=TY
donde T es triangular superior y D(T)=1, que la reduce a la forma
g(V)=Y!'D

R
g()=Y'DY :.lea,-yf , donde @; > 0, siendo D= (T *)* AT™". En consecuencia,
=

D(DY=D(A)>0.

Haciendo x,, =0, f se convierte en una forma cuadrética respecto de n — lque sigue
siendo definida positiva; la correspondiente matriz se obtiene prescindiendo de la
(iltima fila y de la titima columna de A. Reiterar el procedimiento.

Para la suficiencia, utilizar el método de Lagrange, que consiste en completar
cuadrados. Siendo @;; > 0, existe una trasformacion no singular, triangular superior,
con determinante igual a 1, que la reduce a

n n
2
g 23+ 2 X bz z;
11 ¢ i=2;=2 Hei=)

positivay P=

Probar que b,y >0, haciendo x;=z; =0 para i=2,3,...,n, y reiterar el proce-
dimiento.

Por ser f definida positiva, segiin 9.12.4., existe una frasformacion de coordenadas
n
X =P Y que la reduce a la forma .21 ¥t
1=

Se tiene PPAP=1, o sea A=(PPY', La trasformacidn aplicada a g es tal que
XIBX=Y (P'BP)Y, donde P'BP es simétrica. En consecuencia, existe una
trasformacién ortogonal Y=0QZ que la reduce a una suma de cuadrados cuyos
coeficientes son los valores propios de PY B P.

X BX=2Z'(PQ) 13(PQ)Z:_§1 PVEL

n .
Esta trasformacion aplicada a Y' 1Y la reduce ai§1 z7 . La composicion de las dos

trasformaciones: X = (P Q) Z, reduce ambas formas.

Demostrarlo por induccién sobre n =dim V.
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10-6. Frontera de A es ol conjunto

[x1.x)eR? lxil=1nix,1<2) U {(1,2)}

0 s¢a, es la union entre el contorng del rectdngulo de vértices (-1, -2),(1, -2),(1,2),

{(—

1,2) y el conjunto cuyo unico elemento es 2,0n.

El derivado de A es el rectingulo cuyos vértices son los nombrados,

10-7. 1,

108, 1,

A es la eclipse de centro (0, 0) y semidigmetros V3yv2 » ¥ su interior. La frontera
es la elipse. Los puntos cuyas coordenadas verifican la desigualdad estricta, son
interiores. Puntos exteriores a A son los que satisfacen

2 2
*1 +32 5y
3 2

El derivado de A es Ajosea; A es cerrado,

. Los puntos fronters de B tienen coordenadas que verifican X17lox,=2: 14

frontera de B es I3 unién de un par de semirrectas cerradas,

Puntos interiores de B son los que satisfacen x|, > | YXxg,>2,

Todos los puntos de acumulacién de B bertenecen a B, o sea, B es cerrado, Ademds,
todos los elementos de B Son puntos de acumulacién de B.

X1 X, <2 y x; 20 Y xy 21

Sea A cerrado, Considerar un punto a € A°; resulta 4ue a no esde acumuylacién de
A. Luego, existe § (a,€) /8 (a, € NA=¢ En consecuencia, § (a, €) C A® y porlo
tanto, A es abierto.

. Sea A abierto, Suponer que existe up punto de acumulacién de A que pertenece a

A®, Se llega a una contradiccion,

10-9. Sean: ¢] hiperplano 7 de ecuacién Nt X = k,a€my laesferg abierta S (a, ¢),

Considerando b=z +£ N se verifica que be§ (a,€), pues b — 3 =§ <€&. Ahora

2 NI

bien N* p > k,y porlo tanto, b g 7. O s€a, todo punto de 7 es frontera de 1,
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10-10. El conjunio del ejercicio 10-6 no es convexo. Los tres conjuntos de 10-7 son

convexos,

10-11. Probar primero que el conjunto vacio es abierto. Sea { A;/ieN/| una familia

numerable de abiertos. Si esta familia es vacia, entonces A :EUNA,- es ¢l conjunto vacio,
£.

y en consecuencia es abierto. Sila familia no es vacia, cada abierto de la misma ¢s una
unién de esferas abiertas. De este modo, A es la unién de tales esferas abiertas, y por lo
tanto es un conjunto abierto,
Se ha utilizado la siguiente propiedad: un subconjunto C C R™ es abierto si y stlo si es
una unién de esferas abiertas,

10-12.Sea | A;/i€l, | una familia finita de abiertos. Si esta familia es vacia, entonces
n

A:_ﬂlA,- es el espacio total, que es abierto (probarlo). Supongamos ahora que la
i=

familia es no vacia;si A es vacio, entonces es abierto, Consideremos entonces que A es
no vacio y seaa € A,

Se tiene
acA=acA;,Vi=3e/S(a €) CAyparacadali
Sea € el minimo del conjunto { €;,€,,..., €, } . Entonces para cada { se verifica que
S{a,e)CS{a, g)
en consecuencia, para cada / s
S(a, e) CA;
por lo tanto S (a, €) C A. Luego, A es abierto.

10-13. Aplicar 10-11, 10-12 y las leyes de De Morgan.

10-14. El casco convexo generado por los puntos dados, es el pentdgono convexo de vértices

(-1,-1), (-1,2), (1,3), (2,3), (1, --1). Ademds, (0, 0} es combinacion convexa de
U,—&)y(—l,l)dondet=%.

10-15. Aplicar la definicién de convexidad y de la funcion dada.

10-16. Tener en cuenta que ¢l conjunto solucién del sistema es la interscccion de #

hiperplanos de R", y que éstos son convexos.

10-17. Considerar que

yeC=y=axdondea>0,x€A.
Multiplicar por 2 0.

10-18. El cono generado por la interseccién de los dos conjuntos estd caracterizado por

4x* +4y* - z22 <0
z=20

10-19, Utilizar la definicién de cono y de C,
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10-20. Aplicar {a definicién de L y multiplicar por > 0,

10-21. Utilizar la definicion de cono ortogonal y la condicién suficiente de subespacio,

10-22, Considerar un vector gz € C, multiplicar por a2 0,y tener en cuenta Que Cy y C, sop
conos.

10-23. Sea x;; la cantidad de litros de licor { que se destina a la mezcla 7, donde j = 1,2,3y
F=1,2,3. Se tiene:

Disponibilidades
on litros

Costo por
litro

Precio
de venta
por litro

Objetivo: maximizar
F= an — ﬁxlg - I&X’ls + 23x21 + 12x22 + 32«(3] +2]X32 + 9x33

Sujeta a las restricciones:

- X1 +x12 +x13 <6.000
Xag +x22 +XQ3 -<~..7.500
X33 +X32 +x33 ‘~<~.3600

*1 206 (xyy +txyy +xy)
*3 S0200y +xg +x,,)
X320 S06 (o +xg +xy5)
X122 0.5 (xpy +x,, +x4y)
¥33 S 05 (ry3 +x3 +x55)
Xy 20 ,i=1,2,3, j=1,2,3 \

10-24, Detallando los tipos de corte de cada rollo, y denotando con X; la variable que !
especifica el niimero de rollos del corte j, se obtiene la siguiente tabla:
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nimero
de rollos
ancho x| x2 ) xaj Xa| Xs5| Xe| X7 | Xa| ¥oi X0 | X1 | X2
58 1 1 0|l 0] 0 010 ;0|0 0 0 0
26 0| 0| 3 21 2 1 1 1 0 0 0 0
24 1 0] 0 1 o 2 1 013 2 1 0
23 0 1 0 0O 1 0 1 210 1 2 3
Desperdicio
en cm ol 114l 6| 7|89 [10 (10 |11 12 113
Minimizar

F=X2 +4x3 +6XT4 +7x5 +8x6 +9x17 + IQJCS + 10x9 + llxI() + lzxu + 13x12

Sujeta a las restricciones:

xp tx, 2060

3x; +2x4 +2x5 x5 +xq x5 285
Xy +xg +2x5 X7+ 3xe +2x50 tX0 > 85
Xq +xs tx7+2x5 tx30+ 2xy F 3xy, 250

X320, 7=1,2,..,12
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